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Tento ucebni text pivodné odpovidal prednasce ,Uvod do slozitosti a NP-tiplnosti®, kterou vedl Mirko K¥ivanek na
MFF UK v zimnim semestru 1992/1993. Kapitoly pocinaje ordkuly jsem zacal dopisovat na konci letnfho semestru
1992/1993.

Nasim cilem bylo sepsat skripta, kterd by odpovidala obsahu této prednasky a pozdéji i navazujici prednasky ,,Slozitost
a NP-tplnost“. V konecné podobé budou skripta obsahovat i fadu cviceni a namétu k premysleni a samostatné praci.

Skripta tohoto typu vznikaji na MFF UK jako experiment. Zaklad tvofily poznamky studentd, kteri se uvolili je
pripravit v elektronické podobé. Na tomto misté musime podékovat zvlasté Radku Lucanovi, ktery studentskou ¢innost
v zimnim semestru 1992/1993 organizoval a vydatné se na ni podilel. Bez néj by nis k napsani skript asi nic nepfinutilo.

V ptivodni podobé méla skripta spoustu chyb, a to nepocitaje chyby gramatické. Vzhledem k odchodu Mirko Kfivanka
7z MFF UK nedoznal zimn{ semestr skript v roce 1993/1994 vyraznych zmén. Zmény jsou predevsim v kapitolach ,Linedrn{
programovani v roviné®, kde jsem opravil mnoho nejasnosti, dale v kapitole ,Haldy ... % jejiz ptivodni verzi jsem nahradil
verzi ze svych skript o datovych strukturiach. Drobnych zmén dostala i kapitola zabyvajici se hledanim minimalni kostry,
kde jsem se snazil vice pfiblizit datové struktury pouzité v jednotlivych algoritmech.

Poznamka 0.1 Snazime se minimalizovat pocet chyb, ale to neznamend, ze text skript je mozno brat jako dogma. Napriklad
v zimé 1992/1993 mne na zkousce neuspokojilo, kdyz mi studenti, ktefi si dobrovolné vybrali otdzku linedrnitho programovani
v roviné, tvrdili, Ze jim nevadi, Ze jimi uviddény algoritmus nefunguje, Ze jim staci, ze prislusny algoritmus je ve skriptech Spatné
popsén.

Chtél bych aspon timto podékovat Jirkovi Fialovi ktery ke mné pFisel po absolvovéani zkousky v zimé 1993/1994 a
upozornil mne na pomérné velky pocet jim nalezenych chyb. (Nebyly to gramatické korekce ale korekce obsahové, ¢asto
se jednalo pouze o pfeklepy, ale i ty dokdzi vyznam textu vyrazné pozménit.)

Neni v mych silach vracet se k jiz napsanym kapitolam tohoto textu abych v nich vyhledaval chyby. Budu vdécny
kazdému, kdo mne na jakékoli chyby upozorni. Pokusim se poopravit kapitoly, které se VaAm budou zdat vyrazné obtiznéjsi
nez kapitoly ostatni.

V Praze dne 22.2.1994 Vladan Majerech

V 1été 1994 jsem skripta ,,Uvod ...« a ,Slozitost ...“ oddélil, bylo to proto, Ze v letnim semestru jsem v prednaseni
Mirka vystfidal, a zvolil jsem koncepci, kterd nenavazovala na zimni pfednasku pfimocare.

Letos se pokusim zimni pfednasku navrhnout tak, aby navaznost nebyla porusena. Chci pfidat kapitolu o urcovani
dolnich odhadi slozitosti, a ke konci semestru vice pohovorit o vypocetnich modelech a jejich vzajemné simulaci.

Vzhledem k tomu, ze skripta pro letni semestr doznaji jesté mnoho zmén, bude jesté néjakou dobu trvat, nez budu
moci oba texty sjednotit.

Nyni v zimnim semestru se snazim drzet se skript, doplhovat je o priklady, které hodldm providdét na doprovodném
cviceni. Zaroven opravuji drobné neptesnosti, které v jiz napsanych kapitolach nachazim.

V Jilovém u Prahy dne 20.10.1994 Vladan Majerech
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1 Spektrum vypocetni sloZitosti

V posledni dobé je v informatice velka pozornost vénovana
navrhu a analyze algoritmi. Pfedevsim se jedna o kombina-
torické algoritmy, které prokazaly svou uzitecnost v prak-
tickych optimaliza¢nich problémech. Rozvoj oblasti navrh a
analyzy algoritmu predznamenaly nové metody navrhu al-
goritmt, které jsou zalozeny na pouzivani novych abstrakt-
nich datovych struktur. Nejzndméjsimi priklady jsou t¥idici
a vyhledévaci algoritmy na stromovych datovych struktu-
rach.

Nagim cilem je predstavit nékteré uzitecné zasady navrhu
algoritmi (rozdél a panuj, prune and search, hladovi a
inkrementalni metoda) na vzorku zajimavych grafovych,
algebraickych a geometrickych algoritmu. Diraz klademe
na matematickou podstatu takového pristupu a radi
bychom, aby si laskavy cCtenaf interakci matematika vs.
informatika samostatné promyslel a ocenil.

Hlavnim pracovnim nastrojem navrhu algoritmid je
analyza jejich slozitosti. 7Z tohoto dtvodu provadime
zékladni ¢lenéni problémi — problémy zvladnutelné (ze
tfidy P) a problémy nezvladdnutelné (ostatni).

Divod, pro¢ za zvladnutelné problémy povazujeme ty,
které jsou fesitelné v polynomialnim Case, je spise filozo-
ficky nez matematicky. Pfedné problém, feSitelny v case
nt90 lze tézko povazovat za zvladnutelny. Nicméné problé-
my z praxe velice zfidka vyzaduji ¢as k feSeni omezeny po-
lynomem stupné vétsitho nez 3. Dalsim divodem je fakt,
ze velka vétsina pocitacovych vypocetnich modeli se neché
vzajemné simulovat v polynomidlnim case (napf. modely
z tzv. pocitacové tfidy C;: RAM, Turingiav stroj, RASP,
atd.). Dokonce tfida problémi feSiteln4 na sekvenénich mo-
delech je tataz jako tfida problému feSitelna v polynomidl-
nim Case na paralelnich modelech s polynomiélné mnoha
procesory. Poslednim divodem, ktery uvedeme, je piijem-
na vlastnost polynomialni algebry: uzavienost na scitani,
nasobeni a kompozici.

U zvladnutelnych problému, tj. fesitelnych v polynomial-
né ohrani¢eném case v délce vstupni instance, se snazime
o navrh efektivnich algoritmi, tj. s co nejmensim stupném
polynomu. Uvédomme si, ze kazdy navrzeny algoritmus po-
skytuje horni odhad slozitosti. Typické odhady maji tvar
funkce n® logﬁ n, a,f > 0, nje délka vstupu. Otézka do-
Inich odhadiu slozitosti vypocetnich problémi je mnohem
komplexnéjsi a tézsi. V pripadé, ze navrhneme algoritmus,
ktery méa casovou slozitost shodnou s dolnim odhadem pro-
blému, ktery fesi, budeme mluvit o optimdlnim algoritmu
pro dany vypocetni problém. Na Obr. 1 je schematicky za-
chyceno uvazované spektrum vypocetni slozitosti pro nej-
znaméjsi problémy.

Horni asymptotické odhady budeme zapisovat pomoci
operatoru O, dolni pomoci operatoru £2. Operator ©
bude oznacovat ,asymptoticky optimélni“, z analyzy si
vypijcime je§té operdtor o. Formalné f je O(g), kdyz
existuje konstanta ¢ > 0 a pfirozené cislo ng tak, ze pro
vechna n > ng plati f(n) < c-g(n). Dale f je Q(g) kdyz ¢
je O(f). Kone¢né f je O(g) kdyz f je O(yg) a soucasné f je
Q(g). Na druhé strané f je o(g) kdyz lim, o f(n)/g(n) =
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=0.

Vétsinou budeme cCasovou slozitost zkoumat z hlediska
nejhorsitho pripadu, tj. jako funkci dat, kterd vedou
k ,nejhorsi“ slozitosti algoritmu. Alternativou je analyza
z hlediska prumeérného pripadu. Obvykle ji vztahujeme
na primérny cas daného algoritmu pfes vSechny mozné
vstupy. Hlavnim problémem zde je vSak urceni adekvéatniho
pravdépodobnostniho rozdéleni vstupnich instanci. Jinou
moznosti je dovolit algoritmu nahodné pokracovani ve
vypoctu. Pak ovSem priimérnou casovou slozitost algoritmu
pocitame pres vsechny mozné pribéhy algoritmu. Takové
algoritmy se nazyvaji randomizované. Casovou slozitost
muzeme zkoumat i z hlediska nejlepsiho pripadu.

K modernim metoddm navrhu algoritmu patii specifiko-
vat pouzité datové struktury az na konci celého néavrhu.
V pribéhu navrhu specifikujeme pouze akce, jaké bude al-
goritmus od datové struktury (datovych struktur) vyzado-
vat. O vhodnosti volby datové struktury casto rozhodu-
je celkovy cas prace s datovou strukturou. Amortizovand
sloZitost datové struktury je popis struktury, ktery nam
umoznuje jednoduse pocitat dobré odhady slozitosti algorit-
mu podle ¢etnosti pouziti jednotlivych operaci nad datovou
strukturou. Amortizovana slozitost datové struktury mize
byt zkoumana z hlediska nejhorsiho pfipadu, ale 1 z hledis-
ka pramérného pripadu vzhledem k pravdépodobnostnimu
rozdéleni vstupu nebo randomizované.

NErozhoc nutelné
2k
Nezvladdnutelné problémy N P—lipIné problémy
Zvladnutelné problémy T¥ida P
nk
Linearni programovéani
n3
Nésobeni matic
n2
nlogn Tridéni
n Vyhledavani

Obr. 1: Spektrum vypocetni slozitosti



2 Rozdél a panuj, Strassentiv algoritmus

Jedna z obecnych metod navrhu algoritmu je metoda
rozdél a panuj. Pokud se nam podafi dlohu rozdélit na
mensi podalohy, kazdou z nich potom samostatné vyftesit
a z vysledkl zrekonstruovat vysledek celé Gilohy, algoritmus
se tim casto nejen zjednodusi, ale 1 urychli. Pokud se nam
podafi Glohy délit na mensi a mensi, az do zmenseni Glohy
na trivialni velikost, ziskali jsme tim zcela novy algoritmus.

Nas zajima celkova doba vypoctu takového algoritmu.
Oznacéime-li ¢(n) Cas potfebny na vyfeSeni tlohy velikosti
n, miZeme sestavit (ne)rovnici popisujici chovani algoritmu.
Typicky ziskdme nerovnici nasledujiciho typu:

() n) < Zt([amJ) + f(n),

kde k je pocet, ¢4sti, na né7 se nam dafi tilohu délit, |a;n]
je velikost i-té Casti a f(n) je Cas straveny algoritmem na
rozdéleni Glohy na ¢4sti a slozeni vysledku (a; < 1).

Pro dostatecné mald n je pouzit trivialni algoritmus,
proto pro vhodné konstanty ¢z a ng je t(n) < ¢z pron < ng.

Poznamka 2.1 Vzhledem k tomu, Ze velikosti ¢asti jsou celoci-
selné, nejsou jejich velikosti a;n, ale [a;n]. Pokud by zaokrouhlo-
vani bylo smérem nahoru, miZzeme zptsob zaokrouhlovani zmé-
nit za cenu nepatrného zvétseni konstant a;. (Koneéné mnoho
$patnych zaokrouhleni miZeme eliminovat posunutim pocatec-
nich podminek)

V&ta 2.1 Necht v rekurenci (%) je f(n) tvaru cyn®. Necht

B3 je koren rovnice Zf af = 1.
1 Je-li « > ( neboli Zf al
dostatecné velikou konstantu C FeSeni t(n)
2 Je-li o = B neboli Zf a¥
dostatecné velkou konstantu C FeSeni t(n) =

3 Je-li a < B neboli Y°F a®

dostatecné velkou konstantu C FeSeni t(n) =

< 1, pak rekurence (x) ma pro
=Cn®.

= 1, pak rekurence (x) m4 pro
Cn®logn.

> 1, pak rekurence (x) mé pro

CnP.

Cvifeni 2.1 Rozepiste nékolikrat ¢(n) podle rekurentniho
vzorce, pokuste se sledovat tvar nerovnice. Nakreslete
si strom ,,postupného rozepisovani“ rekurence a odvodte
popis funkce ¢(n) v ,feci tohoto stromu*.

Dukaz: Predstavujme si, ze v kazdém kroku nahradime
podle (x) vSechny vyskyty funkce ¢. Ozname s; soucet
vznikly v j-tém kroku z funkce f (s1 =

=c Zk(a n)o‘ = clno‘ Zk af‘, ).

o —
cin-, sy =

ostatni scitance klesaji geometrickou fadou s kvoc1entem
ko
> ag
Indukei dokézeme t(n) < can® + clno‘lz:%@ (Poca-
> Fag
te¢ni podminka splnéna, dokazujeme pro m, pro n < m jiz
mame dokazano.)

k

<2l

1P
—|—clm
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k
1P ( 1

E cz(aim)ﬁ +ei(aim)® ——g— ) 4+ egm® =
hS 1=32af

- 1

k
IczmﬁZaf“lm(X(”Z =y )_
i ¢ a5

1
1= af
v pfipadé a < ﬁ je séitanec s = clno‘ mélo dilezity,
vvvvv , které nyni
toutéz geometrickou fadou rostou. Podivame- h se na soucet

zezadu, z pohledu poslednich s¢itanci, klesaji predchozi
sCitance jako geometricka fada s kvocientem ﬁ
¢ %

= com? + e;m®

(Pocéteéni podminka splnéna, dokazujeme pro m, pro n <
< m jiz mame dok4zano.)

—

3
a$ 1
:mﬁ<62+611_23lf )—|—Clma<1—1_ 1 ):
> > e
1
ka
:szﬁ‘FCll_X:lf ( ﬁ—mo‘)

V pfipadé¢ a = B jsou jednotlivé s¢itance rovny s; =
= ¢1n®. Scitance prestanou byt rovny cin® az ve chvili,
kdy se zacne projevovat poéateém podminka n < ng. Ta

« : - logn— logng ¢ .
se zacne projevovat az po = krocich. Nenulovych
ogmin; a;
logn—logno

sCitanci s; je .
J — log max; a;

2.1 Strassenuv algoritmus na nasobeni ma-
tic
Jako priklad odhadu ¢asové naroc¢nosti pri feseni metodou
»,Rozdél a panuj“ si uvedme néasobeni matic. Necht A a B
jsou matice, kazda fadu n a predpokladejme, ze n = 2%.
Pak mizeme matice vynasobit takto:

C1a )

Cas

(An A12)<B11 312):<C11
Az1 Az Bs1  Bas Ca
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ay =An—An p =Bu—-Ba M =op
as =An+Ais o =Bu—DBia My =oa3f
as =+ A B3 =1 — Bis Mz = a3fs3

(= az — Ag) (=P2—

Ba1) My = Ai1284

ay = az— Ag Ba = 3+ Bas Ms = ay(—Ba1)

o =Ms—Ms v =oc+M M7 = (—Az2)Bas
Y2 =0+ M

Cn =m+ M
(=72 + M)
Cor =72+ Ms

Cia =v+ M,

Cos = Mg — M-

Obr. 2: Strasseniiv algoritmus

kde A11 . .Azz, Bll . .Bzz a 011 oo szjSOU matice fadu
n/2, pricemz pro matici C' plat{ :

Cni =AuBii+A12Bsr Cia = A11Bia+ A12Ba
Cor = AnBii +AgaBar Cay = A2 Bia+ A22B9

Tedy tloha vynésobit matice n x n pfesla na tlohu 8x
vynésobit matice Fadu n/2 a tyto pak secist. Tedy
n) wn?

2) T

TW)gST( ;

kde w je pocet scéitani a odcitani. Pouzitim véty 2.1
dostaneme T'(n) < O(n'°828) = O(n®). Piesto existuje
postup, jak dosdhnout lepsiho odhadu — tim, ze nebudeme
nésobit 8, ale jen 7 matic Fadu n/2, za pouziti w = 15
sCitani podle schématu na obr. 2.

Pouzitim véty 2.1 dostaneme, ze T'(n) < O(n'°827).

Cviceni 2.2 Dokazte korektnost Strassenova algoritmu.
Navod:

—|E |

T ] T
_|_ —|

Cvicdeni 2.3 Rozmyslete si; jak je mozno nasobit ,dlouha
&isla“ v case O(n'°823) kde n je pocet cifer.

Navod: (a+ Kb)(c+ Kd) = ac+ (be+ ad)K + bdK?
(a+b)(c+d) =acH+ (bc+ ad) + bd

(12. kvétna 1999) 3



3 Linearni algoritmus pro vypocet medianu

neboli vybér [n/2]—tého prvku dle velikosti v ¢ase O(n).
Nejprve provedeme analyzu funkce, kterd najde obecné i—
—ty (¢ = 1,...,n) nejmensi prvek v mnoziné o n prvcich.
Pak pro 7 = [n/2] funkce najde medién.

function Find(M:TSet; i: TIndex): TPrvek;
begin
s :=Né&jaky_prvek_z(M);
My ={reM]|z<s}
My ={z e M|z =s}
(* Mohou-li byt v M prvky s vétsi ndsobnost{ %)
Mz:={reM]|z>s}
if |Mi|+ |Mz| < then
return (Find(Ms, i — |Mi| — |Ma2|))
else if |M;| < ¢ then
return (s)
else
return (Find(M, 1))
end

Alg. 1: Algoritmus na hledani :—tého prvku v primérném

Case O(n)

Princip algoritmu je jisté zfejmy : Vybereme si néjaky
prvek S z ptuvodni mnoziny M a vytvoiime tfi (pFipadné
prazdné) mnoziny My, My a Ms. Mnozina M; obsahuje
vsechny prvky z M mensi nez .S, mnozina My pak vSechny
prvky rovny S a mnozina M3 vSechny prvky vétsi nez S.
Je-li | M1 U M| < i, znamend to, ze hledany prvek musi byt
v M3, ovSem jako (i — |M; U M3|)—ty nejmensi. Jinak je
hledany prvek v My U M. Je-li |M;| < 4, potom hledany
prvek je v M5, tedy S je hledany prvek. Anebo — posledni
moznost — | M| > ¢, a tedy hledany prvek musi byt v M;.

Ziejmé je vidét, ze v nejlepsim pripadé, napiiklad,
zvolime-li hned v prvnim kroku jako S median, je ¢asova
naro¢nost O(n). Zatimco v nejhor§im piipadé, napfiklad,
kdyz za prvek S volime vidy nejmensi prvek mnoziny M,
je ¢asova néro¢nost O(n?).

Urc¢ime jesté narocnost v primérném piipadé. Omezime
se na pripad, kdy v M nejsou prvky s vétsi nasobnosti. Vétsi
nasobnost mize algoritmus jenom urychlit. Pfedpokladej-
me dale, Ze vSechny vstupy algoritmu jsou stejné pravdé-
podobné. To znamena, ze vSechny mozné permutace prvki
mnoziny M maji stejnou pravdépodobnost vybéru — 1/n!.

Oznaéme T'(n,i) jako primérny ¢as pro FIND(n,i), a
T'(n) jako maximum {T'(n, )} pfes v8echna i. Pak

T(1) = ¢
T(n,i) < %(S:T(n—k,i—k)—l— Zn: T(k—l,i))
k=1 k=it+1
“+cn.

V prvni sumé s¢itame pres pripady, kdy hledany prvek je
v mnoziné Mz. V druhé sumé scitdme pres pfipady, kdy

(12. kvétna 1999) 4

hledany prvek je v mnozin& M;. Cas pot¥ebny na rozdé&leni
prvkid do skupin je en. Potom

T(n) <cn+ %miax (ZZ_:T(n —k)+ Zn: T(k — 1)) :
k=1 k=i+1

Indukei 1ze z posledniho vztahu ovérit, ze plati 7'(n) < 4cen,
tedy pramérny cas je O(n).

Cvideni 3.1 Nerovnost T'(n) < 4cn dokazte.

Uvedeme jesté jeden algoritmus, jehoz casova narocnost
je také O(n), ovéem na rozdil od vyse uvedeného tato
narocnost zlstava i v nejhorsim pripadé.

function Select(M:TSet; i: TIndex): TPrvek;
begin
if |[M| < 100 then
return (Find(M,1));
(* na takovou ,,malou” mnozinu pouzijeme jednodussi
vyhledavani *)
n:=|Ml];
Rozdél_Na_Pétice(M);
(*  procedura rozdéli M na pétiprvkové mnoziny
Ml, . ..,Ml’n/5'| *)
for i:=1to [n/5] do
m;:=Najdi_medidn_v_pé&tici(M;);
Med:=Select({m1, ..., mpys51}, [n/10]);
(* Vyhleddme medidn z medidni pétic. Toto ale nenf
hledany medidn celé mnoziny M ! x)
Ny = {z € M | & <Med);
Ny :={z e M |z =Med},
Ny = {z € M | & >Med),
if |Ni|+|Nz| < ¢ then
return (Select(Ns,i — |N1| — | N2]))
else if |N;| < i then
return (Med)
else
return (Select(Ny, 1))
end

Alg. 2: Algoritmus na hleddni i—tého prvku, v case O(n)

<«

oo oo 000 OO0 0O

oo oo 0|00 OOOO\L

OO0 0 Ve OO0 Oo|"

\LOOOO o oj© O O OO0

oo oo 000 OO0 0O
<«

Obr. 3: Cinnost algoritmu Select

Je uzitecné predstavit si Cinnost algoritmu Select na
obrazku, srv. Obr. 3. Zde je znazornéno rozdéleni do pétic,
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pfedpokladame, Ze pétice jsou setFidény vzestupné (smérem
nahoru) a ze stfedni prvky jsou medidny. Medidn ,Med“
z medianti je vybarven. Dolni obdélnik obsahuje prvky
mensi nez ,Med“, zatimco horni obdélnik prvky vétsi nez
»2Med“. Tim jsou vlastné poskytnuty dolni odhady poctu
prvkd v Ny a Nj.

Lemma 3.1 |Ny|,|N3| < [7n/10]. o

Necht T'(n) = maxi{T(n,k)} oznacuje maximalni Cas
vypoctu procedury Select na datech velikosti n. Pak plati:

Lemma 3.2 Existuji konstanty a,b takové, ze

an ro n < 100
T(n) < { T([n/5]) + T([Tr/10]) + bn ﬁm n > 100

Dikaz: Tvrzeni je ziejmé pro n < 100. Predpokladejme,
ze n > 100. Select je volano dvakrat, jednou pro mnozinu
velikosti [n/5] a jednou pro mmnoZinu velikosti nanejvys
[7n/10]. Celkovy cas kromé rekurzivnich volani je O(n).

|

Véta 3.3 Algoritmus Select pracuje v linearnim case.

Dikaz: Tvrzeni plyne pfimo z véty 2.1.
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4 Linearni programovani v roviné

V této prednasce si probereme urCité zjemnéni metody
rozdél a panuj, tzv. metodu prune & search. V této
metodé se snazime v kazdém kroku zmensit velikost Glohy
z velikosti n na ¢ - n,c < 1. To nam pak zaru¢i linearni
implementaci. Vyklad povedeme na problému linearniho
programovani v rovin€.

Ulohou linearntho programovéani rozumime maximalizaci
resp. minimalizaci vysSetfované cilové funkce vzhledem
k zadané mnoziné L omezujicich nadrovin, tzv. pripustnych
feseni. Ulohu £ linearniho programovani zapisujeme ve
tvaru minimalizace resp. maximalizace icelové funkce

£(L) = min (max)cZ; « € B¢,
kde mnozina L je dana soustavou lin. nerovnic
AF<b; A€ E"™4 dne N,bc E"

Na obrazku Obr. 4 je znazornéna geometrickd predstava
feseni Glohy linearniho programovani. Konvexni oblast je
mnozinou L pfipustnych feSeni, rovnobéziky odpovidaji
Gcelové funkci a vyznaceny extremalni vrchol je feSenim.

v

Obr. 4: Geometricka predstava

Resime-li tlohu linearniho programovani v E', tedy
v dimenzi d = 1, feSeni spociva v nalezeni max/min z urcité
mnoziny realnych cisel. Nas vSak v této kapitole bude
zajimat TeSeni tlohy linedrniho programovani v dimenzi
d = 2 vzhledem k mnoziné piipustnych feseni, kterou
tvofi polygonidlni konvexni oblast (mize byt prazdna
i neomezend). Budeme zkoumat algoritmus o linedrni
slozitosti fesici tuto Glohu.

Kromé algoritmu, ktery si pfiblizime, existuji i dalsi al-
goritmy Fesici tlohu linearniho programovani. Jsou to na-
pr. tzv. stmplezovy algoritmus, ktery prochéazi po vrcholech
mnoziny piipustnych FeSen{ a hled4d max/min, nebo algorit-
mus, ktery nejdrive zkonstruuje konvexni obal mnoziny p¥i-
pustnych feseni, a pak hledd v daném sméru extremalni vr-
chol, viz. Obr 4. Zadny z téchto algoritmti v8ak nefesi tilohu
linearniho programovani s linearni slozitosti; v prvém pripa-
dé se slozitosti O(n?) a ve druhém se slozitosti O(nlogn).
Na tomto misté je vhodné pfipomenout nutnost predpokla-
du o pevné dimenzi prostoru feseni. V pripadé neexistence
tohoto predpokladu by se zminéné algoritmy nedaly apliko-
vat, nebot by se jiz jednalo o exponencidlni algoritmy.

4.1 Linearni algoritmus linearniho progra-

movani v roviné

Nyni jiz prejdéme k nasemu zkoumanému algoritmu.
Zacneme tim, Ze si nato¢ime mnozinu pripustnych feSeni
tak, abychom hledali minimum ve svislém sméru. Toho se
da dosdhnout substituci

X ==zY =azx + by, pro b #0

pficemz mnozina pripustnych feseni je tvofena omezujicimi
nadrovinami tvaru

OzZ'X—l—ﬁZ'Y—l—’yiSO,iIl,...,N,

kde N je pocet omezujicich nadrovin a «; = a; —
— (a/b)bl, ﬁz = bl/b

Budeme uplatiiovat metodu PRUNE & SEARCH (,,pro-
klesti si cestu a hledej“).

Ozna¢me si 3(L)... prostor pifpustnych feSeni, D ...
data.

Algoritmus Alg. 3 popisuje metodu Prune & Search.

begin
if Velikost dat (D) je mal4 then
Pouzij trivialni metodu feseni
else
begi
SEARCH: Nésledujici kroky opakuj O(1) krat:
FIND_TEST: Nalezni vhodny test ¢
BISECT: Zmensi prostor ¥ zodpovézenim ¢
PRUNE: Eliminuj data z D, ktera jsou

vicl novému X redundantni

n

end
RECUR: Opakuj vypocet s novymi D a
end

Alg. 3: Linearni programovéani v roviné

Krok PRUNE

Pfedpokladejme, ze (L) = {[z,y] | —o0o < a < z <
< b < oo}. Uvdiime dvé mnoziny: HT ... poloroviny
kladné orientované, H~ ... poloroviny zaporné orientované.
Piedpokladejme, 7e g, h € HT. Pak miizeme rozlisit tyto
pripady, viz Obr. 5

1. Hranic¢ni pfimky jsou rovnobézky, tzn. ze ¢ : y = a1z +
+ b1,k 1y = agx + by; piiCemi a1 = ag, by < ba. (viz
pfipad (a) na Obr. 5) Je zfejmé, Ze nadrovina g je
redundantni.

2. Prisecik nadrovin g, h lezi vné pasu. Pak nadrovina g

je redundantni. (viz (b) a (d) na Obr. 5)

3. Prisecik nadrovin g a h lezi uvniti pasu. Nelze nic fici.
Budeme se snazit, aby tento pfipad nebyl moc casty.

(viz (c) na Obr. 5)
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Obr. 5: Postacujici podminky pro redundantnost

Shrnuti ke kroku PRUNE: Krok PRUNE se zabyvéa
dvojicemi souhlasné orientovanych nadrovin. Kdyz muze,
tak jednu z nich odstrani. Probere tak H+ i H~.

Krok BISECT

Funkci tohoto kroku je zmenseni prostoru pripustnych fe-
Seni asi na polovinu. Toho dosdhneme provedenim urcitého
testu, pri kterém vedeme pfimkut : z = 7;a < 7 < b; mno-
zinou pripustnych feseni. Na zakladé nalezenych priseciki
s hranici mnoziny pfipustnych feseni se ndm naskytaji tii
moznosti, kde je tfeba hledat feSeni.

1. Nalevo od testu.
2. Napravo od testu.
3. Nalezeno/neexistuje.

Podrobnéjsi prohlidka BISECTu: Zavedeme si mnoziny
C*t,C~. Mnozinu C7T ... definujeme jako polygonialni
k¥ivku ohrani¢ujici mnoZinu pfipustnych feseni zdola, Ct =
= hranice((,cg+1h}). Symetricky C'~ je polygonialni
kfivka ohranicujici mnozinu pfipustnych feseni shora, C~ =

= hranice((,c z- 1h}), viz Obr. 6.

Obr. 6: Polygonaln{ hranice Ct a C~

O polygonalnich kiivkach C'T,C~ vime jen, Ze jsou to
mnoziny Gsecek a ty tsecky jsou, bohuZel, neusporadané.
Nyni nalezneme priiseciky (¢, pt(t)), (¢t,p~(t)) postupnym
dosazovanim t za z do omezujicich nadrovin. p* (¢) dostane-
me jako maximum pfes C* a p~ (¢) jako minimum pres C'~.

Provedme diskusi.

Je-li pt(¢t) = p~(¢) anebo p*(t) < p~(¢), pak p*(t) je
pfipustnym FeSenim L(¢).

Je-li p*(¢) > p~(¢), potom tGloha nem4 feseni s z—ovou
soutadnici £.

Dale potiebujeme zjistit, zda se FeSeni ,zlepSuje nalevo
anebo napravo od t. Zlepsenim rozumime feseni s mensi
hodnotou, pokud méame piipustné feSeni, nebo jakékoli
pripustné feseni, pokud pripustné feSeni nemame.

Vzhledem ke konvexité se feSeni mize zlepsit jen na jedné
strané od .

Necht £~+(t) oznacuje linearni program zahrnujici jen ty
nadroviny z H™, které prochézeji bodem (¢, p*(t)). Necht
L~ (t) oznacuje linedrni program zahrnujic{ jen ty nadroviny
z H~, které prochézeji bodem (¢,p~(1)).

Uvazme dvé vertikdlni pfimky ¢ : e = 7—1,t3 2 =741
a fesfme linedrni programy £~+(t), EN_(t), pro x = t; a pro
z = t5. Refenf oznacme p7, p7, pd, p3 .

Uvédomte si, ze tyto programy jsou netrividlni jen v de-
generovanych pripadech, kdy existuje nékolik omezujicich
nadrovin, které prochézeji p* (¢) resp. p~(t). V kazdém pii-
padé vSechny tyto jednodimenzionalni programy lze vytesit
v linearnim case.

Rozlisime nésledujici moznosti v zavislosti na FeSenich

pt(t), p~ (1), pi", P p;", p, srovnej Obr. T:

Obr. 7: Restrikce prostoru feseni

(a) p*(t) = —oco. Pak i £ je neomezené, viz. (a) z Obr. 7
(b) Bod p*(t) < p~(¢) je piipustnym feSenim £

1. Je-li pf < pt(t), pak lepsi feseni £ lezi nalevo od
t, viz. (b) na Obr. 7.

2. Je-li pI < p*(t), pak lepsi feseni £ lezi napravo
od t.

3. Je-li pf > pt(t) < pd, pak pt(t) je optimalnim
feSenim, viz (c) na Obr. 7.

(c) Bod p*(t) > p~(t) je nepFipustnym Fesenim L(t).

1. Je-li pf —p7 < pt(t) — p~(t), pak lepsi teseni £
lezi nalevo od t.

2. Je-li pf — p; < pt(t) — p~(t), pak lepsi feseni £
lezi napravo od t.

3. Je-li pf —py > p*t(t) —p~(t) < p; —py, pakt je
,hejméné nepiipustnd x—ova soufednice Feseni“,
tloha £ nem4d piipustné feseni, viz. (d) na Obr. 7.

Shrnuti ke kroku BISECT : Krok BISECT sestava
z programi £, L1 (t) a L™ (t), coz je probirani nerovnosti a
to stoji linearni cas. V ptipadech, kdy budeme hledat feseni
nalevo resp. napravo od t polozime b = 7 resp. a = T.

Krok FIND_TEST
Zparujeme nadroviny v HTi vH ™ a spo¢teme priiseciky
paru. Pak pouzijeme medidnovy algoritmus a spocteme
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medidn m z x-ovych soutadnic priseciki. Do ivahy bereme
multimnozinu priseciki, tedy 1 véetné multiplicity. Nakonec
polozime 7 = m

Lemma 4.1 V bé&Zném kroku algoritmus bud skondi anebo
n++n_
7]

se eliminuje alespon — 1 nadrovin, kde nt je
kardinalita Ht a n~ je kardinalita H~.

Dukaz: Plati
|H+| n |H=|| _[nt -1 n n” —1
2 2 o 2 2 '
Navic

{([(n*‘ —1)/2] —; [(n™ — 1)/2)])J >t +n7)/4—1.

|

Disledek 4.1.1 Cas algoritmu linedrniho programovani
v roviné T(n) vyhovuje rekurenci T'(n) < T([3n/4]) +

Véta 2.1 nam tedy zaruCuje linearitu tlohy linearniho
programovani v rovin€.

Poznamenejme na zavér, ze linedrni algoritmus lze rozsifit
i do vyssich dimenzi{ E? pro kazdé pevné d.

4.2 Randomizované linearni algoritmus li-
nearniho programovani v pevné di-
menzi

V predchozi podkapitole jsme uvedli algoritmus, ktery
je linearni v nejhor$im piipadé. V minulé kapitole jsme
ukazovali dva algoritmy hledani medianu. Jeden z nich
byl linedrni v nejhorsim pfipadé, druhy byl mnohem
jednodussi, a byl linedrni v prumérném pripadé. Volime-li
v druhém algoritmu pivota pomoci ndhodného generatoru
a ne podle néjakého deterministického pravidla, potom
neexistuje vstup, pro néjz by algoritmus pracoval nejhuf.
V takovém pfipadé hovofime o randomizované slozitosti (na
rozdil od slozitosti v primérném piipadé).

Nasledujici jednoduchy randomizovany algoritmus fesi
Glohu linearniho programovani v pripadé, kdy existuje
néjaké pripustné reseni.

function LinProg(Omezeni, Pevné : Nadroviny) : Bod;
begin
if |Omezeni| je malé then pouzij trividlni algoritmus
else
begin
Choose(h € Omezeni \ Pevné);
B := LinProg(Omezeni \ {h}, Pevné);
if B vyhovuje h then return (B)
else
return (LinProg(Omezeni, Pevné U {h}))
end
end
begin
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return (LinProg(Omezeni, )
end

Alg. 4: Randomizovany algoritmus Linearniho programova-
ni

Myslenka algoritmu je jednoduché, snazime se postupné
zbavit omezujicich nadrovin, které nemaji vliv na optiméalni
FeSeni a nalézt nadroviny, které vliv maji.

Ozna¢me d dimenzi prostoru v némz pracujeme a t(n, k)
randomizovany ¢as funkce LinProg(Omezeni, Pevné) pro
|Omezeni| = n a |Pevné| = d — k. Uvédomme si, Ze pocCet
nezavislych nadrovin, které maji vliv na optimalni feSeni je
d.

Plati

tn, k) <t(n—1,k)+O(1) +t(n,k—1) P,
kde P je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrana nadrovina
ovliviiuje optimalni feSeni. Tedy P = k/n a

tn, k) <t(n—1,k)+c+t(nk—1)(k/n).

Odtud indukci t(n, k) <c-cp-n, kde cg <1+k-cx_1 a
co=1. Odtud ¢x <e-kla

t(n, k) < ce-kin.
Cvidenf 4.1 Reste tuto rekurenci, ové&ite, 7e se jedna

o optiméalni odhad.

Navod:

— 1
6IZE
k=0

Poznamka 4.1 Velmi podobny algoritmus je mozno pouzit na
hledani nejmensiho elipsoidu obsahujiciho mnozinu bodu.

function Elipsoid(Omezeni, Pevné : Body) : Elipsoid,
begin
if |Omezeni| je malé then pouZij trividlni algoritmus
else
begin
Choose(z € Omezeni \ Pevné);
FE := Elipsoid(Omezeni \ {z}, Pevné);
if E vyhovuje z then return (E)
else
return (Elipsoid(Omezeni, Pevné U {z}))
end
end
begin
return (Elipsoid(Omezeni,0))
end

Alg. 5: Randomizovany algoritmus hledani nejmensiho
pokryvajiciho elipsoidu

Rozdil je v tom, ze zahazujeme body neurcujici elipsoid a
hleddme body, jenz ho urcuji. Je-li d pocet bodi, jimiz je elipsoid
urcen, potom pro randomizovany cas takového algoritmu bude
opét platit t(n,k) < ce - kln, kde t(n,k) je randomizovany
¢as funkce Elipsoid(Omezeni, Pevné) pro |Omezeni] = n a

| Pevné| =d — k



5 Prohledavani graft

V této prednasce se budeme zabyvat metodou systematic-
kého prohledavani kombinatorickych struktur. Tato ¢innost
je znama programatorum, ktefi pouzivaji metodu hrubé si-
ly, tzv. backtracking pti prohledavéni stavového prostoru

.\

moznych feseni té—které tlohy.

Nasim cilem je prozkoumat systematické prohledavani
grafi (multigrafii). Navrhneme optimalni linedrn{ algoritmy
(v poctu hran) a na ptikladech ukazeme, Ze tato jednoduché
metoda vyfesi na prvni pohled komplikované tlohy z teorie
graft.

Zkoumanim labyrintt se zabyvalo mnoho matematiki,
a uz v roce 1895 Tarry vyslovil nasledujici 2 pravidla pro
prichod labyrinty (grafy, resp. multigrafy):

1. Kazdou hranou mtzeme projit v 1 sméru maximéalné
jedenkrat — (zabranuje cykleni)

2. Hranou, kterou do uzlu vstoupime poprvé, se muzeme
vratit, az kdyz uz neni jind moznost pokracovani.

7 téchto pravidel mizeme vyvodit néasledujici vlastnosti:

— Prohledavani je konecné. To plyne z pravidla 1.

— Casova naro¢nost je O(n+m), kde n je pocet vrcholl
a m je pocet hran.

— Nelze-li aplikovat zddné z pravidel 1 nebo 2, znamena
to, ze jsme opét na zacdtku a kazdou hranou jsme prosh
pravé 2x.

Jesté v 19. stoleti ptidal k pravidlim 1 a 2 Tramaux dalsi
pravidlo:

3 Hranou, kterou jsme vstoupili do jiz navstiveného uzlu,
se ithned vracime zpét.

Tolik tedy historicka poznamka.

5.1 Moderni algoritmy na prohledavani

graft

Nejpouzivanéjsi zptisoby, pouzivané pro prohledavani grafi,
jsou dva:

1. Prohledavani do hloubky (DFS - depth first search).
2. Prohled4vani do sifky (BFS - breadth first search).

Predpokladejme, ze prohledavany graf je zadan takto:
kazdy vrchol v ukazuje na seznam Adj(v) svych sousedi.
Obecné zasady prichodu labyrintem pak implementujeme
nasledujicim zpusobem: navstévované vrcholy cislujeme
1,2,...,n v tom poradi jak je objevujeme. V pripadé, ze
jsme v8echny vrcholy nevycerpali, pokracujeme od prvniho
neobjeveného vrcholu (tj. v jiné komponenté souvislosti
grafu). Pfi tomto postupu dostane kazd4 hrana orientaci,
sipka oznacuje smér priachodu. Hrany grafu mizeme
rozdélit do dvou tfid: hrany stromové, oznacime T — to
jsou ty, po kterych jsme objevili nové vrcholy. Ostatni hrany
nazveme zpétné, znacime B, viz Obr. 8.

Nyni si algoritmus popiseme podrobnéji. Zacneme pro-
hledavanim do hloubky viz algoritmus Alg. 6

™~

Obr. 8: Priichod do hloubky. Tenké hrany jsou z B.

Hlavnit program
for z € V do num(z) :=0;
i:=0;T:=B:=0
for z €V do
if num(z) =0 then DFS(xz)

procedure DFS(v)
begin
i:=141; num(v) := ¢
for w €Adj(v) do
if num(w) =0 then
begin
T:=TU(v,w)
DFS(w)
end
else if num(w) < num(v)then
B :=BU(v,w)
end

Alg. 6: Prohledavéni grafu do hloubky

Uvedena rekurzivni procedura projde do hloubky dany
graf v ¢ase O(n 4+ m), kde n je pocet vrcholl a m je pocet
hran.

V jistém smyslu opacny postup k prohledavani do hloub-
ky je prohledavani do sitky. Zde nejdfive zkouméame vsech-
ny hrany z pribézné navstiveného vrcholu v, pak po fadé
vsechny hrany ze sousedu vrcholu v, atd. V podstaté jde
o rozklad vrcholové mnoziny do ,pater® podle vzdalenosti
od startovacitho vrcholu v, viz Obr. 9.

5.2 Aplikace metody DFS
1. Hledani komponent souvislosti
2. Toplogické tridéni

3. Hledani 2-souvislych komponent (vrcholové nebo hra-
nové)

4. Hledéani silné souvislych komponent

Nejjednodussi aplikaci metody prohledavani do hloubky
Jje urceni poc¢tu komponent souvislosti daného grafu G. Staci
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Obr. 9: Prichod do sitky.

si uvédomit, ze mnozina T tvoii les v (. Jako ilustraci
ocislujeme vrcholy c¢islem komponenty viz algoritmus Alg.

7.

Hlavnit program
for veV do
comp(v) := 0
c:=0
for veV do
if comp(v) = 0 then
c:=c+1; COMP(v)

procedure COMP (v)
begin
comp(v) 1= ¢
for w € Adj(v) do
if comp(w) =0 then COMP(w)

end

Alg. 7: Urcovani komponent souvislosti

Dalsi jednoduchou aplikaci DFS nalezneme v orientova-
nych grafech. Zde se samozfejmé vydavame jen po orien-
tovanych hranach grafu G. Ulohou topologického t¥idéni je
ocislovat dany orientovany graf tak, aby platilo: Je-li ¢ —
— j hrana G pak i < j. Samozifejmé topologicky utfidit
lze jen acyklické orientované grafy. Algoritmus Alg. 8 leh-
ce zjisti, zda dany graf je acyklicky. Pouziva dvoji ¢islovani

label(-)num(-).

Hlavnit program
for z €V do

num(z) :=label(z) := 0
ji=n4+11:=0

for z €V do
if num(z) = 0 then
TOPSORT (x)

procedure TOPSORT (v)
begin
i:=14 lnum(v) :=1

for w € Adj(v) do

if num(w) = 0 then
TOPSORT (w)
else if label(w) = 0 then
Gye cyklicky!
Jj =37 —1; label(v) :=j
end

Alg. 8: Topologické tridéni

Necht G = (FE,V) je souvisly graf. Bod v € V nazveme
artikulaci, jestlize jeho vyjmuti z G zvysi pocet komponent
souvislosti grafu G.

2-vrcholové-souvisla komponenta (block) K je maximéln{
mnozina hran z F takova, ze kazdé dvé hrany z K lezi na
prosté kruznici.

K tomu, abychom urcili artikulace, vyuzijeme nésledujici
ziejmé lemma.

Lemma 5.1 Vrchol v je artikulaci pravé kdyz existuji dva
vrcholy © a y a kazda cesta z © do y prochazi vrcholem v.

|
Zakladni myslenku algoritmu pochopime na Obr. 10. Zde

Obr. 10: Schematické znézornéni 2—souvislosti

je nakreslen graf s deviti 2-souvislymi komponentami a
péti artikulacemi. Zacneme-li napiiklad DFS ve vrcholu
v komponenté Ky, mizZeme se pres artikulaci vy dostat
do komponenty K4. Pak ale musime projit celou Ky,
abychom se dostali zpét do vs. Odtud pokracujeme do
dalsi komponenty, feknéme do Kj3. Tady uz je situace
komplikovanéjsi, pres artikulaci vs mtizeme pokracovat do
K5, aniz bychom prosli vSechny hrany komponenty Ks.
Nastésti vSak prochézime strukturou, kterd ma stromovy
tvar (srv. Obr. 10) a s vyhodou mizeme pouzit zasobnik na
prochézené hrany. Az se dostaneme zpét do komponenty
K3 budou na vrcholu jiz navstivené hrany Ks. Az budeme
komponentu K3 opoustét naposledy, budou v zasobniku
vsechny jeji hrany. Staci tedy umét rozpoznavat pii
prichodu do hloubky artikulace.

Pfi prichodu budeme poéitat novou funkei low(v). Jeji
hodnotu definujeme jako nejmensi Cislo num(z), kde x je
predchidce v ve stromu 7' a pfitom existuje zpétnad hrana
z né&jakého néslednika v T' vrcholu v do # (vrchol v je
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sam sobé pfedchidcem i néslednikem). Induktivné lze low(-
-) spocitat takto: low(v) = min(z, y, z), kde

z = min{low(w) | (v,w) € T}

y = min{num(w) | (v,w) € B}

z = num(v).

Nyni je zfejmé, ze vrchol a je artikulace pravé tehdy, kdyz
existuji vrcholy v,w € V takové, ze (a,v) € T,w #
# a,w neni naslednikem v v T a low(v) > num(a). Jediné
co tedy potfebujeme, je spocitat funkci low pfi prichodu
do hloubky. Diky jeji rekurzivni definici je to jiz snadna
zalezitost viz algoritmus Alg. 9.

Hlavnit program
1 := 0; S :=prazdny zasobnik
for z € V do num(z) := 0;
for z €V do
if num(z) =0 then BICON (x)

procedure BICON (v)
begin
i =14 1; num(v) :=low(v) := ¢;
for w €Adj(v) do
if num(w) = 0 then
begin
Push(S, (v, w));
BICON (w);
low(v) := min(low(v),low(w));
if low(w) >num(v)then
v je artikulace nebo koven T,
zaloZime novou komponentu,
ze zdsobniku odebereme jeji hrany
az po hranu (v, w), nebo konec zdsobniku
end
else if num(w) <num(v) then
begin
Push(S, (v, w));
low(v) := min(low(v),num(w))
end
end

Alg. 9: Hledani dvousouvislych komponent, vypocet funkce
Low

Cvifeni 5.1 Most (bridge) je hrana, jejimz vyjmutim z G
nodet kombonen t aouvidlogti grafy (7
PU\,CU I\Ulllyullcllb PUUWVIDIUDULL 5l(1/ll,l .
2-hranové-souvisld komponenta (bridge-block) K, je
maximalni mnozina vrchold z V takova, ze kazdé dva
vrcholy z K jsou spojeny dvéma hranové disjunktnimi
cestami.
Modifikujte algoritmus tak, aby hledal 2-hranové souvislé

komponenty, (popfipadé vyhledaval i mosty).

v
8€ ZVEUSi

Posledni aplikaci, kterou uvedeme, bude hledéni silné
souvislych komponent v orientovaném grafu G. Silné sou-
visld komponenta je maximélni mnozina hran s vlastnosti,
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ze pro libovolnou dvojici vrcholi v a w existuje orientovana
cesta z v do w a naopak z w do v. Definujeme graf G, kte-
ry z grafu G vznikne tak, Ze obratime orientaci vSech hran.
Z¥ejmé G i GT maji totozné silné souvislé komponenty.

Uvazme algoritmus Alg. 10, ktery je zalozeny na prohle-
davani do hloubky. Pfedstavme si ze ¢isluje vrcholy dvojici
cisel (2(+),y(+)), srv. (a) na Obr. 11, takto: Necht je k dispo-
zici inkrementalni ¢itac, ktery se zvysuje vidy po navstiveni
vrcholu. Poprvé kdyz objevime vrchol v, v pfifadime hod-
notu ¢itace jako prvni &islo #(v), opoustime-li naposledy
vrchol v, pfifadime mu druhé ¢islo y(v).

begin
Prohledej graf G do hloubky a kazdy

vrchol v odisluj (x{v), y(v))

Spocti GT

Prohledej do hloubky graf GT v potadi
klesajici posloupnosti y(-), spocitané
v kroku 1

Stromy v lese T' jsou hledané

siné souvislé komponenty grafu G

end

Alg. 10: Hledani silné souvislych komponent

Graficky je algoritmus zndzornén na Obr. 11. V ¢asti (a)
silné Sipky ukazuji DFS les T, kazdy uzel v je ocislovan
dvojici (z(v), y(v)). V ¢asti Obr. 11 je zobrazen dudlni graf
G”. Riznymi druhy rastru jsou vyznaceny stromy DFS lesa
T v GT. Cast (c) ukazuje acyklicky kondenzovany graf,

ktery vznikl ze silnych komponent grafu G.

@GM—>AVIG—>AUL0 239y

Q> G227 (/6>

@'

©

Obr. 11: Hledani silné souvislych komponent

Klicovym pozorovanim, na kterém je algoritmus zalozen,
je fakt, ze zadné cesta mezi dvéma vrcholy silné souvislé
komponenty, tuto komponentu neopousti (kondenzovany
graf je acyklicky). Pfi prichodu do hloubky tedy opoustime
silné souvislou komponentu az kdyz ji celou projdeme a
to v uzlu, ve kterém jsme do ni vstoupili. Pomoci téchto
pozorovani lze dokazat spravnost algoritmu indukci podle
poétu nalezenych stromii v lese 7' v grafu G7 .

Nejdilezit&jsi aplikaci prohleddvani do hloubky je (dvou-
prichodovy) algoritmus testujici rovinnost grafu, ktery jej
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pripadné vnofi do roviny. Tento algoritmus by si vsak vzhle-
dem ke své komplikovanosti vyzadoval samostatnou kapito-
lu. Prozatim nam bude stacit, ze pracuje v Case linedrnim
v poc¢tu vrchold grafu (multigrafu).

5.3 Terminologie algoritmu testovani ro-
vinnosti

Prohledavani do hloubky kazdé hrané ptvodné neoriento-
vaného grafu pfiradi orientaci, zaroven jsou prohledavanim
hrany kazdé komponenty rozdéleny na stromové a zpétné.

Zakladni vlastnosti stromovych hran je, ze tvori strom
orientovany z vrcholu, v némz zacalo prohleddvani, kazda
zpétnd hrana (a, b) mé vlastnost, ze z jeji hlavy (z vrcholu b)
vede stromové orientovand cesta do jejiho ocasu (do vrcholu
a). (Takovému orientovanému grafu s rozdélenim hran na
stromové a zpétné, se ik palmovy strom.)

Pro prvek z palmového stromu (z je hrana nebo
vrchol) definujeme mnozinu néslednikd desc(z). Vrchol y
je néaslednikem prvku z (y € desc(z)), pokud existuje
orientovana stromova cesta z z do y. Hrana (y,z) je
néaslednikem prvku z, pokud y € desc(z) nebo (y,z) =
(Definice je komplikovand, protoZe chceme aby
zpétné hrany byly nasledniky. Jinak bychom mohli mluvit
o podstromu.)

Pro prvek z dile definujeme mnozinu dotykd att(z).
Vrchol y je dotykem z pokud je y hlavou néjaké hrany,
ktera je naslednikem z a navic je x néaslednikem y. Hrana
(y, z) je dotykem #, jedné-li se o zpétnou hranu a navic je «
néslednikem z. Mnozinu att(x) délime na mnoziny vrchold
att’(z) a hran att®(z).

V prvnim prohledavani do hloubky algoritmus testovani
rovinnosti spocita pro kazdou zorientovanou hranu e pfi vy-
nofovani se z rekurence hodnoty low;(e) = min{num(y) |
| y € att?(e)} a lowsz(e) = min{num(y) | y € att’(e) A
Anum(y) # low;(e)}.

Vzhledem k tomu, ze chceme dosdhnout ¢asu O(n), kde n
znaci pocet vrchold, nemtizeme si dovolit prochézet vsechny
hrany, pokud je graf prilis§ husty. Z Eulerovy véty ale
vime, ze v rovinném grafu nemize byt vic nez 3n hran.
Proto v pribéhu algoritmu pocitdme navstivené hrany,
a pokud kdykoli bude trojnasobek poctu navstivenych
vrcholi mensi nez pocet navstivenych hran, ukoncime
predcasné algoritmus s tim, ze graf neni rovinny. Timto
mame garantovany ¢as O(n) pro prvni fazi.

Pro druhou fazi algoritmu je potfeba pfipravit vhodné
poradi hran vychazejicich z jednotlivych vrcholi. Ukazu-
je se, ze vhodné pofadi je pofadi podle funkce ¢((a,b)) =
= 2num((a, b)) — (lowz((a,b)) > num(a)), kde predpokls-
ddm bézné konvence pro vysledek porovnéni (pravda = 1,
nepravda = 0). V mezifazi je potieba pro kazdy vrchol a

setfidit hrany s ocasem a vzestupné podl

ne podrl

= I.

ep. N
... je vysledny seznam, kde ¢(e$) < ¢(e§) < ---. Formalné
bychom za tyto orientované hrany mohli do seznamu sou-
sedl vrcholu a pridat vSechny orientované hrany s hlavou
a. Tak bychom dostali reprezentaci ptivodniho neoriento-
vaného grafu. Pfi prohledavéani do hloubky takto reprezen-
tovaného grafu dostaneme stejny palmovy strom jako pii
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prvnim prohleddvani (cvicenf).

Vzhledem k tomu, zZe se snazime o algoritmus slozitosti
O(n), nezbyva nam Cas na t¥idéni pomoci porovnavani (viz
kapitola o dolnich odhadech). Resenfm je naalokovat si pole
velikosti 2n (rozsah moznych hodnot funkce ¢), a v tomto
poli na misté ¢ uchovavat ukazatel na spojovy seznam hran,
kde ¢ = i. Postupné zafadime vsechny hrany do seznami
podle ¢, poté spojime seznamy a dostaneme tak seznam S
sefazeny podle ¢ (radéji sestupné). Zatim jsme potfebovali
¢as O(n) pro zat¥idéni hran do seznami a O(n) na spojeni
2n seznamu (véetné seznamu prazdnych). Abychom dostali
seznamy e pro jednotlivé ocasy a, naalokujeme pole
velikosti n, a v tomto poli na misté ¢ budeme uchovavat
ukazatele na spojovy seznam hran s ocasem a kde num(a) =
Kazdy spojovy seznam jiz bude setfidény podle
¢. Po zarazeni vSech prvki seznamu S budeme mit
vse pripraveno pro spusténi druhého prohledavani grafu
do hloubky.

Pfi druhém prohledavani do hloubky jiz budeme testovat
moznost vnofeni do roviny (pfipadné tvofit vnofeni).
Zavedme nyni terminologii nutnou pro druhé prohleddvéani.
Situaci si zjednodusime tim, ze budeme testovat rovinnost
zv14st pro kazdou komponentu vrcholové dvousouvislosti.

Zacneme definici pojmu prvni cesta z prvku z. Je-li z
vrchol, je prvni cesta z slozena z x a z prvni cesty z ef.
Je-li (y, z) stromové hrana, pak je prvni cesta (y, z) slozena
z (y,z) a z prvni cesty ze z. Je-li (y,2) zpétnd hrana, pak
prvni cesta z (y, z) obsahuje pouze tuto hranu. Dilezitym
pojmem druhého prohleddvani je zdkladni cyklus cycle(x)
daného prvku x. Zékladni cyklus prvku z je tvofen zpétnou
hranou (y,z), do niZz vede prvni cesta z z, a stromovou
cestou ze z do y (cvieni:jednoznacnost). Cesté ze z do y se
Fika patef cyklu. Patef cyklu cycle(z) obsahuje prvni cestu
z & (dvousouvislost,cvicenf).

V pribéhu druhého prohledavéani, pri praci s hranou
e = (u,v) budeme vytvafet strukturovanou informaci
o mnoziné att®(e) na zdkladé strukturovanych informaci
o att®(e}). Informace att®(e) bude rozdélena na bloky
vnofen{, coz jsou mnoziny hran z att®(e), které nutné
lez{ na stejné strané cyklu cycle(e). Bloky vnofeni budou
sdruzovany do antagonistickych dvojic blokG. Dva bloky
jsou antagonistické, pokud hrany jednoho bloku nutné
v libovolném rovinném vnofeni lezi na opacné strané cyklu
cycle(e) nez hrany druhého bloku. (Pokud jsou dvojice
blokt (B, Bs) a (B, B3) antagonistické, je nutné By a Bs
tentyz blok.)

Bloky vnofeni budeme udrzovat ve struktufe, ktera
umozni nalezeni first(B) = min{num(v) | (u,v) € B} a
last(B) = max{num(v) | (u,v) € B}, spojeni dvou blokd, a
odstranéni nespecifikované hrany, kde num hlavy je rovno
last(B), v8e v konstantnim Case na operaci (k tomu staci
hrany bloku udrzovat v oboustranném spojovém seznamu
s rostoucim num hlav hran).

Struktura att®(e) je tvofena seznamem dvojic blokd
(b(e)}, b)), (B(e)2, b(e)3), - -, (ble)}, b(e)}). Sermam dvo-
jic bloki je usporadén podle rostouciho last(b(e)} ). Dvojice
blokua (b(e){, b(e)‘g) je standardizovéna, pokud last(b(e){) >
> last(b(e)?).

= 1.
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Pro stromovou hranu e je att®(e) pocitdno ve CEtyfech
fazich.

V prvni fazi jsou z poslednich dvojic blokt odstranény
ptipadné hrany vedouci do hlavy hrany e.

Pokud m4 hrana e vice nez jednoho néslednika, budou
provedeny i faze 2, 3 a 4.

V druhé fézi je pro kazdé i > 1 struktura att®(e;)
sloucena do jednoho bloku b(e;) (celé att®(e;) lezi na stejné
strané cyklu cycle(e) jako hrana e;). Druhd faze skonéi
netispéchem (graf neni rovinny), pokud pro néjaké j se blok
b(e;)} dotyka i v jiném bodé nez low(e;) (dvojice bloki jsou
standardizovany, proto se pak i b(ei){ dotyké v jiném bodé
nez low(e;)).

Ve treti fazi je att®(e) inicializovdno poc¢atkem seznamu
att®(e1), zbytek seznamu att®(e;) (je od konce seznamu
nalezeno nejmensi j kde last(b(e1)]) > low(e2) jedn4 se o
bloky b(el){, b(el)‘g-l'l, ...) je pospojovan do jednoho bloku
b(e1) (cely konec seznamu musi byt vnofen na druhé strané
cycle(e) nez zpétnd hrana kruznice cycle(esz)). Treti faze
skonéi netispéchem (graf nenf rovinny), pokud néktery blok
b(es)5 (k> j) je neprazdny.

Ve &tvrté fazi jsou bloky b(e;) zafazovany na konec se-
znamu att®(e). V této fazi algoritmu je nutné, aby posledni
dvojice blokt (b%, %) seznamu att®(e) byla standardizova-
na. Pokud low(e;) > last(bf), je na konec piidana dvojice
blokt (b(e;),#). Pokud last(bf) > low(e;) > last(b%), je blok
b(e;) piipojen k bloku b4 a dvojici bloki (b4, b%) je potieba
opét standardizovat. Pokud last(b5) > low(e;), kondi faze
netispéchem (graf nenf rovinny). Skonéenim ctvrté faze vy-
pocet att®(e) kondi.

Pro zpétnou hranu e je att®(e) tvofeno jedinou dvojici
blokd ({e}, 0).

Graf je rovinny, pokud algoritmus ,neskonci netspé-
chem®.

Pokud bychom chtéli zaroven s testovanim rovinnosti
konstruovat rovinné vnofeni, potom by operace spojovani
bloku vytvarela ,nedokoncené stény“ ...pfidani pomocné
hrany mezi prvn{ a posledni body dotyku (jsou-li tyto body
stejné, jednd se o dokoncenou sténu) by nedokonéenou sténu
ozavielo. Tato operace by vyzadovala ¢as tmérny poctu
hran nedokoncené stény (pro hrani¢ni zpétné hrany bychom
nalezli posledni spolecny vrchol stromu tak, Ze bychom
zaroven z obou z nich znacili zpétnou cestu dokud bychom
nenarazili na znacku).

Nedokoncend sténa je v algoritmu dokoncena pii prova-
déni prvni faze vypoctu att®(e), kde hlava e byl prvni bod
dotyku nedokoncené stény.

Vzhledem k tomu, Ze graf mize mit vice rovinnych
vnoreni, muzeme mit vice moznosti, jak pospojovat bloky
ve druhé fazi. Necht e, je zpétnd hrana cyklu cycle(e;).
Pokud je graf rovinny, pak urcité funguje metoda vytvorit
prvni blok spojenim prvnich bloki kazdé dvojice bloki,
vytvorit druhy blok spojenim druhych bloku kazdé dvojice
blokl (maji dotyky jen v bodé& low(e;)), a pfipojit prvni
blok ,,pod“ hranu e; a druhy blok ,naruby nad“ hranu e.
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6 Véta o planarnim separatoru

Vé&ta 6.1 Necht G = (V, E) je neorientovany rovinny graf,
pak je mozno vrcholy rozdélit na disjunktni mnoziny A, B,
S nasledujicich vlastnosti:

1. |Al,|B| < 3|V

2. |5 < 4/ |V|
3. (Ax BYNE =0 (S je separator)
Navic takové mnoziny mohou byt nalezeny v linearnim case.

Ozname n = |V| pocet vrcholi grafu. Dikazem véty
bude popis algoritmu, ktery v case O(n) pozadované
mnoziny nalezne.

Nejprve predpokladejme, Ze umime fesit twlohu pro
souvislé grafy. Ukazeme, jak potom vyfesime pfipad grafu
o vice komponentach.

Algoritmus nejprve spocita velikosti jednotlivych kompo-
nent a nalezne nejvétsi komponentu.

o Je-li velikost nejvétsi komponenty vétsi nez Zn, nalez-

3
neme nejprve separator S; a mnoziny A, By pro tuto
souvislou komponentu. Polozime S = S, spocitame

velikost A1 a By, a v dalsim se k A; a By chovame
jako ke komponentam grafu.

e Jinak polozime S = .
Zbytek dikazu plyne z nasledujicitho lemmatu.

Lemma 6.2 Pokud se ndm podafilo vrcholy grafu (V, E)
rozdélit na mnoziny S, Vi, Va, ..., Vi, tak, Ze

1. Vi|Vj| < 2n
2. |S| < 4y/n
3.Vi#j (VixV))NE =40,

Pak sjednocenim nékolika mnozin V; miizeme ziskat mno-
zinu A, a sjednocenim zbyvajicich mnozin V; mnozinu B
pozadovanych vlastnosti (|Al, |B| < %n)

Pozadované sjednoceni je mozno ziskat v linearnim case.

Diikaz: Budeme hledat vhodnou mnozinu A | [A] > in.
Za B potom polozime V' \ (AU S).

V linearnim case zjistime velikosti mnozin V;, a nalezne-
me nejvétsi. (Pokud jiz velikosti zndme, staci nalézt nejvetsi
mnozinu). Inicializujme A touto nejvétsi mnozinou. Pokud
|A] > %n, pak algoritimus kondi. Jinak pfidavame do A po-
stupné mnoziny V;. Pfidévani konci, kdyz |A| > %n V tu
chvili vsak |A| < %n, protoze posledni pfidana mnozina ne-

byla vétsi nez n (max; |V;| < $n).

Zabyvejme se nyni hleddnim separitoru v souvislém
rovinném grafu. Zakladni myslenkou, je nalezeni malé
kruznice, obsahujici zhruba stejné vrchold uvniti jako vné
v néjakém vnofeni grafu do roviny. Zvolime-li S rovno
vrcholim této kruznice, A vrcholim uvnitf a B vrcholim
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vné, budou mnoziny A a B mnozinou S podle Jordanovy
véty oddéleny (separovény). (Jordanova véta tvrdi, Zze
uzaviend kfivka, ktera se nikde neprotind rozdéluje rovinu
na dvé c¢asti. Dikaz této véty, ktera zni tak samoziejmé je
viak velmi komplikovany.)

Otazkou zustava, jak takovou malou kruznici nalézt.
Jednou z moznosti je zvolit vhodnou kostru grafu a hledat
mezi kruznicemi, obsahujicimi cestu kostry a jednu hranu
(nazvéme ji prickou). Pokud by nejdelsi cesta kostry byla
dlouh& !, kruznice by obsahovala nejvys [ vrchold. Graf
vnofime do roviny, abychom mohli pocitat pocet vrchold
uvnitf/vné kruznice. (V&fime tomu, ze existuje algoritmus
vnofujici rovinny graf do roviny v linedrnim case.)

Hledani kruznic tvofenych jednou pfickou a cestou kostry
mé vyhodu, Ze kazda pricka definuje kruznici jednoznacné.
Je-li urcena vnéjsi sténa grafu je urcen jednoznacné i vnitrek
kruznice. Muzeme tedy pocet bodu uvniti kruznice ptfifadit
piislusné pricce.

Ke konci kapitoly bude popséan algoritmus, ktery nalezne
vhodnou pficku v (dotriangulovaném) grafu. Pfedtim ale
musime vyfesit problém, kdybychom neuméli rychle nalézt
kostru, v niz by nejdelsi cesta byla dostatecné kratka.

Vhodnym algoritmem na hledani ‘kratké’ kostry je
prichod grafu do Sitky. Vezmeme néjaky vrchol s grafu
a zacneme prochézet graf do $itky z vrcholu s. Necht L;
je mnozina vrcholi ve vzdalenosti ¢ od s (mnoziné L;
fikejme vrstva). V pribéhu prohledavani do sitky vytvarime
ptislusnou kostru, vrstvy L; a evidujeme velikosti vrstev.
Zaroven evidujeme mezisoucet jejich velikosti. Oznacme [y
index, kdy tento mezisoucet prekrocil 7.

Miize se stat, ze pocet vrstev grafu je pfilis velky. V tom
ptipadé jsme ‘kratkou kostru’ nenalezli, a musime hledat
separator jinak.

Jakakoli vrstva L; by mohla slouzit jako separator
vrcholi ve vzdalenosti od s mensi nez ¢ od vrcholi ve
vzdilenosti vétsi nez i. Specidlné, otestujeme, je-li |L;,| <
< 44/n. Pokud ano, zvolime S = L;,, A = ,., Li, B =
=V \(4AUJS), a algoritmus kondéi.

Pokud L;; je ‘velkd’, nalezneme dva indexy Iy, Io
nésledovné: Iy = max;{i < 1 | |L;| < v/n}, o = min; {7 >
>y | |L;i| < /n}. Poznamenejme, Ze indexy ly, l; mizeme
pocitat rovnou pfi prichodu grafem do sirky.

1<l

Lemma 6.3 1, —ly < \/n—2

Dukaz: Sporem predpokladdejme, ze 1o — lp > +/n — 2.
Spocitejme velikost Ui?:lo L;. Kromé L;, a L;, vSechny
vrstvy L; sjednoceni obsahuji aspoii /n vrchold. Vrstva
L;, dokonce aspon 4+/n vrcholi. Nepoditdme-li vrstvy L;,
a Lj,, ma sjednoceni aspon

(l2—=1lo=2)-Vn+4/n> (Vn—4)-Vn+4/n>n.

Ovsem vrstva L;, je neprazdnd, coz je spor s tim, ze pocet
vrcholll grafu je n. o
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Oznacme nyni

Vo=JLi, i= |J Li, Vo= L

i<lo lo<i<lz l2<1

Pokud velikost nejvétsi z mnozin Vg, Vi, Vo je nejvys %n,
pak zvolme S = L;, U L;, a tvrzeni véty plyne z lematu 6.2.
Vzhledem k volbé ) vime, ze [Vo| < 5 a |Vo| < 5. Zbyva
ném tedy jediné piipad |Vi| > 2n. Ale pro mnozinu V;
jsme timto postupem jiz nalezli ‘dostatecné kratkou kostru’.

MiZeme proto postupovat podle ptivodniho zaméru.

Pridame k podgrafu indukovanému mnozinou vrcholta V3
vrchol s a spojime jej se véemi vrcholy z Lj 4+1. Vznikly graf
Jje urcité rovinny, protoze jej muzeme z grafu G zkonstruovat
vypusténim nékterych vrcholi, hran a kontrakci nékterych
hran. Vnofime jej do roviny. Hrany z vrcholu s vcetné
ptvodnich hran prichodu do sifky tvoii kostru v ‘nadgrafu’
G’ grafu indukovaného mnoZzinou vrcholi Vi, v niz nejdelsi
cesta je dlouhd 2(ls — lp — 1) < 2(v/n — 3).

Separator v grafu G’ budeme hledat ve tvaru kruznice,
tvorenou jednou prickou a hranami kostry. Pokud bude vr-
chol s soucasti kruznice, nemusime jej do separdtoru zahr-
nout. (Nejdelsi cesta kostry, kdyz do jeji délky nepoéitame
vrchol s je dlouh4 nejvys 24/n—7.) Kruznice bude separato-

rem na zakladé Jordanovy véty. Abychom tuto vétu mohli
abv

pouzit. nepotrebuieme. ab rislugn ka bvla tvorena
r ) r o

= YRR

prglniné k¥ivka hy]a tvorena
hranami grafu. Staci, aby ji zddna hrana grafu neprotinala.
To nam umoznilo pfidat vrchol s. Dale ndm to umoznuje
pfidat ke grafu néjaké hrany (pficky) tak, aby graf zistal
rovinny, a hledat 1 mezi takto vzniklymi kruznicemi. Nejlépe
se nam bude kruznice hledat, kdyz cely graf dotrianguluje-
me. (Projdeme cely graf, a pokud sténa obsahuje vic jak 3
vrcholy, pfiddme do ni thlopficku. To je mozno provést v
linedrnim case.)

Zbyva tedy popsat algoritmus, ktery v triangulovaném
grafu G s danou kostrou 7" nalezne kruznici tvofenou jednou
prickou a cestou kostry tak, aby vné i uvnitf kruznice bylo
nejvys %n vrcholt.

Tento algoritmus pracuje na duélnim grafu. Ke kazdému
grafu G vnofenému do roviny mizeme v linearnim Case
zkonstruovat duélni graf G*, tj. graf, jehoz vrcholy jsou
stény puvodniho grafu a naopak. Kazdé hrané e primarniho
grafu odpovid4 hrana e* duélniho grafu (mezi sténami
obsahujicimi ptvodni hranu). Definujme dudlni kostru 7*
ke kostie T'. Hrany kostry 7™ jsou duélni hrany k hranam,
které nejsou v kostie 7.

Cviceni 6.1 Dokaizte, ze ,duélni kostra“ je kostra.

Nas algoritmus bude pracovat s dualnim grafem G* ke tri-
angulaci G. Proto je G* 3-regularni graf. Zvolme libovolny
list r kostry 7™ (r bude ‘vnéjsi sténa’), a zorientujme hrany
kostry T™ dudlni k T' smérem od kofene 7.

7 kazdého vrcholu grafu G* vychazi nejvyse dvé oriento-
vané hrany kostry 7%. Kazda hrana e* kostry 7™ odpovida
pricce e puvodni kostry T'. V postorder poradi pii prohleda-
vanim kostry 7™ do hloubky spocitdme pro kazdou hranu

e* € T (pro piicku e) pocet I(e) vrcholti uvniti kruzni-
ce prislusné pficce e. Abychom byli schopni I(e) spocitat,
budeme potfebovat konstruovat cestu c(e) v kostie 7' mezi
koncovymi vrcholy hrany e, a poéitat jeji délku d(e) (pocet
hran).

Zbyva nam popsat, jak je mozno spocitat I(e), c(e) a
d(e) pro hranu e* kostry 7™ na zakladé hodnot I(e;), c(e;) a
d(e;) pro jeji nasledniky e} . Potom ukdZeme, Ze pro né&jakou
hranu e* bude %n <lIe) < %n

fo Jo
e* e*
J1
e / /V
P
.\-
Jo 1 Jo 2a
e* L*
1 f1
‘\6// / Y \6// 1/
. /. A4
\ fa E] Y}{z
N, A
2b 3

Obr. 12: Situace pfi hledani planarniho separatoru

Na obrazku 12 jsou zobrazeny situace, které mohou
nastat pii pocitani I(e), c(e), d(e). Cerchované jsou
naznaceny cesty v kostie 7.

1 e* = (fo, f1) je list kostry. Ozna¢me e'*, "™ zbyvajici
hrany grafu G* obsahujici f1. Potom I(e) = 0, ¢(e) =
=(e/,e") ad(e) = 2.

2 ¢* = (fo,f1) ma jediného néslednika e’* = (fi, f2)
v kostfe. Oznacme e’" gzbyvajici hranu grafu G*
obsahujici f;.

a Neni-li e” krajni hranou cesty c(e’), pak e’ sousedi
s touto cestou. Necht c(e) je cesta, kterd vznikne
pfipojenim e” k cesté c(e’), necht I(e) = I(e'), a
d(e) =d(e') + 1.

b Je-li ¢ krajni hranou cesty c(e’), necht c(e) je
cesta, kterd vznikne odebranim e” z cesty c(e’),

necht I(e) = 1+ I(e'), a d(e) = d(e') — 1.

3 ¢ = (fo,f1) ma dva nasledniky ¢’* = (f1,f2), a
e = (f1, f3). Necht c(e) je cesta vznikla zkracenim
cest c(e’), e(e’) o jejich spolecnou ¢ast p, a spojenim
vzniklych cest. Necht I(e) = I(e’)+1(e")+ (pocet hran
cesty p), a d(e) = d(e/)+d(e”) — 2(pocet hran cesty p).
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Zbyvé posledni lemma:

Lemma 6.4 Existuje algoritmus, ktery v linedrnim case
nalezne pricku e takovou, Ze

Dukaz: Protoze pro hranu e}y vedouci z r je I(eg) = n— 3,
d(eg) = 2, algoritmus nékdy poprvé narazi na hranu e*, pro
niz je I(e)+d(e) > %n Rozborem ptipadii, podle nichz bylo
I(e) pocitano, ukdzeme, ze I(e) < %n

1 I(e) = 0.

2 al(e)=1I()<I(e)+d(e) < in.

b Nemiuze nastat protoze I(e)+d(e) = I(e’)+d(e’).
3 I(e) = I(e') + I(e”) + (pocet hran cesty p) < I(e') +
+ I(e") +d(e') + d(e") < 2n.

(12. kvétna 1999) 16



7 Ne vSechny tulohy je moZno resSit v linearnim case

Cilem této kapitoly je ukazka dokazovani dolnich odhadi.
Nejprve ukédzeme, dolni odhad pro jednu konkrétni Glohu.
Pozdéji ukézeme, jak je mozno pomoci ,transformace®
tohoto odhadu pouzit i pro jinou Glohu. Nakonec ukézeme,
jak nutné je pfesné popsat nase ,vypocetni moznosti“, aby
dolni odhad odpovidal skutecnosti.

Stanoveni dolniho odhadu ukazeme na néasledujici Gloze:
Méame n prvki, potfebujeme je sefadit. K fazeni muzeme
pouzit pouze dotazy typu ,Je prvek z; mensi nez x;7¢.
Navic predpokladame tranzitivitu relace.

Ukazeme, ze za takovych predpokladu je k sefazeni
potfeba ¢as Q(nlogn).

Véta 7.1 Utridéni n prvki, zaloZené na porovnavani
vyZaduje v priméru ¢as Q(nlogn). (Primér, kde vSechny
permutace jsou stejné pravdépodobné.)

Diikaz: Na zacatku mame dany prvky v jednom z n! moz-
nych poradi. At dostaneme prvky v libovolném poradi, mu-
sime je prevést do stejného tvaru. Pro kazdé potadi (per-
mutaci) mus{ algoritmus popfehazovat prvky jingm zptiso-
bem. Odhlédnéme od konkrétni implementace algoritmu.
Bude nas pouze zajimat zptsob, jakym algoritmus jednot-
livé permutace rozlisi.

V kazdém stavu s algoritmu nas bude zajimat pocet p;
permutaci vyhovujicich vysledkim dosavadnich porovnani.
Po kazdém porovnani mize vypocet algoritmu pokracovat
dvéma zpusoby. Mohl-li se takto algoritmus dostat ze stavu
s do stavi si, s2, pak ps = ps, + ps,. Tim jaké zvolime
porovnani vlastné volime ¢isla ps, , ps,. V rozboru nebudeme
volbu ¢isla p;, nijak omezovat, ackoli v algoritmu volba ¢isla
ps, zavisi na permutacich odpovidajicich stavu s.

Ulohu zjistit pocet nutnych porovnani miizeme pak pre-
formulovat takto: Mame rozlisit ps jevu, kazdym porovné-
nim se ndm jevy rozdéli do dvou (disjunktnich) ¢ésti. Kolik
potfebujeme porovnéani?

Ozna¢me a(k) primérny pocet porovnani algoritmu pro
rozliSen{ & jevli. Oznacme S{k) soucet po¢tu porovnani pfes

S(k)

jednotlivé jevy. Tedy a(k) = ==*. Dostavame rekurenci

S(k) > k + S(¢) + S(k — 0),

kde £ € {1,k — 1) zavisi na algoritmu. O S(k) dokdzeme
indukei, Ze S(k) > klog, k.

S(m) > m+S(0)+S(m—~) > m+Llog, {+(m—L) log,(m—Y)

Tato funkce nabyva minima mlog, m v bodé £ = 7. Zavér
a(k) = 25 > log, k.

Co z toho plyne pro odhad poctu porovnani pii t¥idéni?
Algoritmus na tf{déni provede v priméru asponn a(n!) =
= log, n! ~ log, %= ~ nlogn porovnani. 5
Cvifeni 7.1 Prozkoumejte chovani rekurence pro S(k).
Navod: Predstavte si ,strom rekurence“. Tento binarni
strom mé k listd, S(k) je soucet hloubek listti. Vyvazovinim
stromu se S(k) snizuje.

Poznamka 7.1 Rozbor byl proveden tak, aby jej neovlivnilo
pouziti ndhodného generatoru.

Poznamka 7.2 Dolni odhad primérného casu je dolnim odha-
dem nejhorsiho casu.

Za algoritmus s ¢istou aritmetikou budeme povazovat al-
goritmus, nezavisly na pfesnosti reprezentace Cisel. (Pova-
7Zujeme cas aritmetické operace za nezavisly na presnosti
reprezentace ¢isla.)

Domnénka 7.2 Rychly tridici algoritmus s Cistou aritme-
tikou musi byt zaloZen na porovnavani.

Dusledek 7.2.1 Nalézt konvexni obal mnoziny n bodi
v roviné neni mozno algoritmem s Cdistou aritmetikou
rychleji nez v Case Q(nlogn). (Konvexni obal je urden
mnozinou hrani¢nich tsecek, ne pouze mnozinou hranicnich

bodii.)

Dikaz: Dikaz provedeme transformaci. Ukazeme, ze by-
chom potom uméli utfidit n cisel aritmeticky cistym al-
goritmem v case lepsim nez Q(nlogn). Cisla z1, za, ... 2,
bychom mohli utfidit tak, ze bychom nasli konvexni obal
mnoziny bodd (z1,2%), (z2,23), ...(zn,22). Protoze z? je
konvexni funkce, jsou vSechny tyto body body konvexniho
obalu. Jejich pofadi (uréené tseckami konvexniho obalu),
urcuje poradi prvnich soufadnic. Kdybychom tedy umeéli
nalézt konvexni obal rychleji nez Q(nlogn), uméli bychom

setiidit cisla rychleji nez v case Q(nlogn). o

Poznamka 7.3 Driive uvedeny algoritmus pracujici v case
O(nlogh), kde h je pocet bodl na konvexnim obalu neni
ve sporu s predchozim tvrzenim, protoze h mize nabyvat hodnot
az do n, a tedy jako funkce v proménné n mame odhad

O(nlogn).

Pozastavme se nyni nad ,umélym® pozadavkem Ccisté
aritmetiky.

Pokud napriklad cisla x; reprezentujeme b bity, pak
mizeme n ¢isel setFidit v Case O(nmax{1, %}).

(Tridime v O(ﬁ) fazich. Tridime postupné podle vice a
vice vyznamnych tseku c¢isla ;. Na kazdou fazi pouzivime
stabilni algoritmus, proto prace predchozich fazi ,neni pro-
marnéna“. Pribéh jedné fize prfipominda ,zahashovavani“
do tabulky velikosti n. (pfipadné néjaké blizkd mocnina 2,
kvili snazsi implementaci). Rozdil od hashovéani je v tom, ze
bézna hashovaci funkce se snazi prvky ,ndhodné“ rozmistit
v tabulce, zatimco v tomto pripadé funkce pouze , vyfezava“
pro fazi vyznamny tsek cisla. ,Konflikty“ v tabulce fesime
spojovymi seznamy prvki patficich do daného policka (zde
je dulezité zachovani pofadi prvki). Po ,zahashovani prv-
ki do tabulky faze kon¢i prectenim seznamu prvku v poradi
srostouci vyfezavaci“ funkce. Jedna faze trvad O(n).)

Uvedeny algoritmus se casto pouziva k utfidéni prvki,
kde tFidici ,klic“ nenf pfilis velky (typicky ¢isla 0, 1, 2 nebo
tieba 1, ..., n).

Jak je z vyse uvedeného vidét, dokazovat dolni odhady
slozitosti tlohy neni jednoduché. Neohrabanost analyzy
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nyni vyplyva z toho, ze dosud nemame matematizovany
skutecny pocitac.

7.1 Rozhodovaci d-stromy

Rozhodovaci stromy jsou modelem vypoctu, popisujici
mozna vétveni programu. V tomto modelu predpokladame,
ze kazdy vstup je prvkem néjakého Euklidovského prostoru
(vstupy jsou tedy z UEk) Kokrétni algoritmus pro vstup
dimenze k (oznacme (1,...,2%) tento vstup) je konecny
orientovany strom. Hrany stromu jsou orientovany smérem
od kofene. Pokud z vrcholu stromu vede néjakd hrana,
potom je vrchol ohodnocen polynomem stupné nejvys d
v proménnych (z1,...,2;) a vedou z néj pravé dvé hrany,
oznacené < resp. >. Listy (vrcholy z nichz nevede 7Zadna
hrana) jsou ohodnoceny ANO resp. NE.

Vypocet zacina v koteni stromu. Vzdy pokud se nejedna
o list, je vyhodnocen pfislusny polynom a je-li vysledek
kladny, pokracuje vypocet vrcholem, do néjz vede hrana
oznacend >, jinak pokracuje vypocet vrcholem, do néjz
vede hrana oznacena <. Vypocet kon¢i v listu. Vysledkem
je ohodnoceni tohoto listu.

Cas vypoctu je podet vrcholii stromu navitivenych béhem
vypoctu.

Algoritmus (bez omezeni na konkrétni dimenzi) je
posloupnost algoritmi pro jednotlivé dimenze.

Véta 7.3 Necht A C E*. Necht se mnozina A rozpadé na a
konvexnich mnozin. Potom rozhodovaci 1-strom prijimajici
mnozinu A ma priimérnou hloubku aspoii log, a.

Dikaz: Staci si uvédomit, ze pokud pro nékteré dva body
x, y konci vypocet ve stejném listu, konci vypocet v tomtéz
listu pro celou tGsecku (z,y). Proto ma rozhodovaci strom
aspon a list. Nyni staci pouzit funkce S(k), a(k) ze zacatku
kapitoly k omezeni priimérné hloubky stromu. 5

Poznamka 7.4 Obdobné véta (s omezenim Q(log a)) pry plati
pro rozhodovaci d-stromy pri libvolném pevném d. Pri dikazu je
potreba umét odhadnout pocet konvexnich oblasti které mohou
Hsdilet“ tentyz list rozhodovaciho stromu.

Dusledek 7.3.1 Libovolny rozhodovaci 1-strom zjistujici,
zda danych n cisel je po dvou riznych musi mit hloubku
aspori Q(nlogn).

Dukaz: Oznacme A C E" mnozinu pfijimanych vstupt.
Pro libovolny vstup ¢ = (#1,...,%,), kde dand &isla z;
jsou po dvou rizna je mozno definovat permutaci o, tak,
7 Tg, (i) < To,(j) Pravé kdyz ¢ < j. Pokud pro vstupy z,
y je o(z) # o(y), potom na Gsecce (z,y) lezi bod nepat¥ici
do mnoziny A (napf. supremum z bodl kde o = o(z)).
Pokud pro vstupy z, y je o(x) = o(y), potom pro libovolny
bod z tisecky (z,y) je o(z) = o(x) a z patil do A. Mnozina
A se rozpadd na n! konvexnich komponent. 5

Poznamka 7.5 Uvédomme si, ze model rozhodovacich stromu
nepostihuje neprimou adresaci.
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7.2 Dalsi vypoéetni modely

Vypocetni model s ,libovolnou adresaci“ bézné oznacovany
RAM umoznuje ,hashovani“ do libovolné veliké tabulky.
Nékdy se uvazuje, ze ,bunkou“ paméti modelu je realné
¢islo. V takovém pripadé presné algoritmy musi mit
cistou aritmetiku. Vice se skutecnosti blizi model, kde
velikost ,,bunky“ paméti je konstantni. To by vS8ak omezilo
dosazitelny prostor na konstantu. Lepsi model umoznuje
reprezentovat cela Cisla, ale cas operace neni konstantni,
ale zavis{ na operaci a na velikosti pouzitych ¢isel (nejlépe
tfeti odmocnina adresy plus polynom logaritmu ¢isla).

Jinym vypocetnim modelem je ,ukazatelovy stroj“, nebo
radéji anglicky ,pointer machine® ¢i zkracené PM. V tomto
Vétsi cast
paméti je piistupnad pouze pomoci ukazateli. Ukazatel
ukazuje vzdy na konstantné velky ,naalokovany“ kus
paméti. V tomto kusu paméti mohou byt mimo jiné opét
ukazatele.

Ponékud abstraktnéjsim

3 Tamitld lacotala

A5 M
AUICZILE UKazZaicic.

radelis 1aa o M
Ifioaciu jdsou piro aarcsaci

pohledem na

je pohled jako na koneény automat (matematicky téméf
presné, ale pocet stavi mnohonasobné prevysuje jakékoli
Cislo z vesmiru), nebo turingtv stroj. (Nepfesnost pohledu
na pocitac¢ jako na konecny automat je zptsobena ,nepatr-
nosti“ tloh fesenych v redlném vesmiru, ale také tim, ze
k pocitaci mizeme ,v pribéhu vypoctu“ pridavat dalsi a
dalsi pamét ...) Turingliv stroj je velmi jednoduse zmate-
matizovany pocitac, ktery je pouze ,,polynomialné“ poma-
lejsi nez RAM.

Pokud bychom chtéli pracovat s ,pfesnym®“ modelem
pocitace, museli bychom rozlisovat nékolik trovni rychlosti
paméti, bylo by dulezité, kolik kterého druhu paméti mame.
Rozbory by byly narocné, technologické inovace by mély
vyrazny vliv na rozbor.

Zatim jsem neuvedl paralelni vypocetni modely. Jenom
poznamenam horni mez, na kterou se v odhadech realnych
pocitact casto zapomina. V case t se informace rozsifi
nejvys do koule o poloméru ¢t (c je rychlost svétla). Proto se
napiiklad v readlném paralelnim pocitaci v case ¢ informace
nemftize rozsitit do O(2'), ale pouze do O(t?) procesort.
Obdobné mize byt v case t dosazitelna pouze néktera
z O(t3) buiiek paméti. (Proto by méla byt do ¢asu operace
nad RAM zahrnuta tfeti odmocnina adresy. Obdobné by
méla byt omezena sitka stromu modelu PM.)



8 Kleenovy algebry

Cilem této kapitoly je ukéazka zobecnovani algoritmi. To-
to zobecnovani si ukazeme na problematice hledani tran-
zitivniho uzavéru grafu a hleddni nejlevnéjsich cest(sledi)
v grafu. Rozborem téchto algoritmu a naslednym zobecné-
nim ziskame algoritmus a typ objekti na kterych algoritmus
funguje. Timto typem objektt jsou Kleenovy algebry.

Tranzitivnim uzavérem orientovaného grafu G, ktery
méme zadan matici sousednosti £, rozumime matici £*,
pro kterou plati: Pro kazdé i,j = 1...n, kde n je pocet
vrcholi grafu G popsaného matici sousednosti E = (a; ;),
a pro kazdy prvek aj ; matice E* plati:

e a;; = 1 pravé tehdy, kdyz existuje cesta v grafu G

z vrcholu ¢ do vrcholu j.

e a;; = 0 pravé tehdy, kdyz neexistuje cesta v grafu G

z vrcholu ¢ do vrcholu j.

Poznamka 8.1 Spravné bychom méli psat reflexivné tranzitiv-
nf uzavér. Tranzitivni uzévér (neuzavieny reflexivné) bychom zis-
kali jako sou¢in F x E*.

Resenim druhé tlohy, pii které hleddme nejlevnéjsi sledy
v orientovaném grafu G, rozumime matici E*, pro kterou
plati: Pro kazdé 7,5 = 1...n, kde n je pocet vrchola grafu
G popsaného matici cen E = (a; ), a pro kazdy prvek a; ;
matice E* plati:

ea;;, =kk € RY pravé tehdy, kdy# existuje alespoii
jeden sled v grafu G z vrcholu ¢ do vrcholu 5 a k je
ohodnoceni nejlevnéjsiho z téchto sledi.

e a7 ; = +oo pravé tehdy, kdyz neexistuje cesta v grafu

G z vrcholu ¢ do vrcholu j.

Vratme se nyni zpét k tranzitivnimu uzévéru grafu.

Uvédomme si nejdfive, jak spolu souvisi nas problém a
nasobeni matic.

Necht A = (apm, ), kdem e M ale L a B = (bx), kde
l €L ake K jsoudvé matice. C' = A X 83 — soucin
matic je definovan jako matice C' = (¢ k), kde m € M a

ke K a
Cmk = EB am,t © by g,
leL

kde @ je operace s¢itdni a ©® je operace nasobeni.

Predpokladejme; 7e mame t¥i neprazdné mnoziny K, I,
M vrchold a hrany mezi vrcholy mnozin M, L resp. L, K.
Tazeme se, zda existuje cesta délky 2 z vrcholu mnoziny M
do vrcholu mnoziny K pfes vrcholy mnoziny L (zkracené
M — L — K).

Necht matice A = (am,), kde m € M al € L popisuje
v8echny hrany vedouci z vrchold mnoziny M do vrchold
mnoziny L, a matice B = (b;x), kde | € L a k € K,
popisuje v8echny hrany vedouci z vrcholi mnoziny L do
vrcholi mnoziny K.

Pak matice C = A x {B,C = (cm ) popisuje vSechny
cesty délky 2: M — L — K, kde & := V znadi logicky
souCet a ® := A znali logicky soucin. (Slovem popisuje
myslime je matici sousednosti.)

Poznamka 8.2 Podle klasické definice nasobeni, kde @ := + a
® := - bychom spocitali pocet cest délky 2:M — L — K.

Matice E? = E x E definuje na mno#né& V vrcholi
grafu G novy graf. Kde kazdé hrané odpovida cesta délky 2
ptivodnfho grafu. Miizeme nynf vzit matici sousednosti (E£?)
nového grafu a vynasobit ji matici sousednosti £ ptivodniho
grafu. Dostaneme tak matici E2 sousednosti daliiho grafu,
kde kazdé hrané odpovida cesta délky (2 4+ 1) ptvodniho
grafu ..., E* je matice sousednosti grafu, kde kazdé hrané
odpovida cesta délky & puvodniho grafu.

Oznacime-li I matici popisujici vSechny cesty délky 0
v grafu G (jedné se o jednotkovou matici), pak matice (I V
VE)* k € N popisuje viechny cesty délky nejvyse k v grafu
G.

Jestlize z vrcholu u vede do vrcholu v cesta, pak existuje
takové cesta délky nejvyse n — 1. Odtud Yk > n—1, (I V
VE)r = (Iv E)"~L. Tranzitivnim uzévérem grafu G je tedy
matice E* = (I V E)"~ 1.

Pro ¢as T'(n) potiebny takto pro vypocet tranzitivniho
uzavéru grafu G tedy plati:

T(n) = M(n)logn,

kde M (n) je ¢as pot¥ebny k vyndsobeni dvou boolovskych
matic typu n X n, kde n je pocet vrcholu grafu G.

Existuje 1 efektivnéjsi algoritmus konstruujici tranzitivni
uzdvér v Case M(n). Tento algoritmus je zalozen na
metodé DIVIDE & IMPERA. Vrcholy orientovaného grafu GG
rozdélime do dvou pfiblizné stejné velkych mnozin K, L. Na
zakladé mnozin K, L miZeme matici sousednosti popisujici
graf G psat ve tvaru:

A B
e=(e 5),

kde A, matice typu K x K, je matice sousednosti
podgrafu grafu G obsahujiciho vrcholy z mnoziny K a hrany
spojujici vrcholy z K, a B, matice typu K x L, je matice
sousednosti podgrafu grafu G obsahujicitho vSechny hrany
vedouci z vrchold mnoziny K do vrchold mnoziny L, a C,
matice typu L x K, je matice sousednosti podgrafu grafu
G obsahujiciho vsechny hrany vedouci z vrcholi mnoziny
L do vrcholi mnoziny K, a D, matice typu L x L, je
matice sousednosti podgrafu grafu G obsahujictho vrcholy
z mnoziny L a hrany spojujici vrcholy z L.

Zamysleme se nyni, jaké cesty prichazeji v ivahu v grafu
G. Mohou nastat tyto ¢tyfi moznosti:

1. K — K Tato varianta zahrnuje vSechny cesty v grafu
G, které vedou z vrchold mnoziny K do vrchold
mnoziny K pres vrcholy mnozin K a L. Oznacme F
matici, ktera popisuje vsechny takové cesty v grafu
G, kde mezi hranami cesty je jen jedina vychazejici
z vrcholu z K.

Pro F plati:

F=(AVvBxD"x(),
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. _ F*
B _<D*><C><F*

D*VD"x(CxF*xBxD*

F* x B x D* )

Obr. 13: Vypocet tranzitivniho uzavéru

Tranzitivni uzavér F'*, popisujici vsechny cesty K —
— K, mizeme psat ve tvaru

F*=(AvBxD"xC)".

2. K — L Tato varianta zahrnuje vSechny cesty v grafu G,
které vedou z vrcholt mnoziny K do vrcholi mnoziny
L pres vrcholy mnozin K a L. Tranzitivni uzévér,
popisujici vsechny tyto cesty, muzeme vyjadiit matici

F* x B x D*.
(B zde reprezentuje posledni hranu vedouciz K do L.)

3. L — K Tato varianta zahrnuje vSechny cesty v grafu G,
které vedou z vrcholti mnoziny L do vrchold mnoziny
K pres vrcholy mnozin K a L. Tranzitivni uzévér,
popisujici vsechny tyto cesty, muzeme vyjadiit matici

D" xCx F*.
(C zde reprezentuje prvn{ hranu vedouci z L do K.)

4. L — L Tato varianta zahrnuje vSechny cesty v grafu G,
které vedou z vrcholti mnoziny L do vrchold mnoziny
L pres vrcholy mnozin K a L. Tranzitivni uzévér,
popisujici vSechny cesty L — L, mizeme psat ve tvaru

(D*VD" xCx F*x BxD").

(cesta bud hranu z L do K neobsahuje, zde nebo C
reprezentuje prvni takovou hranu, a B reprezentuje
posledni hranu z K do L.)

Tranzitivni uzavér grafu G pak muzeme vyjadfit matici
E*, viz obr 13.

Jaka je Casova narocCnost vypoctu tranzitivniho uzavéru
grafu touto metodou?

n

5) +OMM(n),

kde M(n) je cas potfebny na vyndsobeni ¢tvercovych
boolovskych matic typu n x n, n € N.

Vime, 7ze M (n) = Q(n?). Véta 2.1 ¥{k4, Ze potom T'(n) =
= O(M (n)). Ukézali jsme tedy, Ze existuje algoritmus, ktery
pocitd tranzitivni uzévér stejné rychle jako vyndasobeni
boolovskych matic.

A 0\* I A AB
o B| =lo 1 B,
0 0 00 I

Poznamka 8.3

0
0
0

tedy kdybychom uméli pocitat tranzitivni uzavér rychleji, uméh
bychom také rychleji nasobit boolovské matice. Optimélni cas
na vypocet tranzitivniho uzavéru je tedy stejny jako cas na
vynésobeni boolovskych matic.

1

Dxaz A i 1
rreja Iiyiii K

€j
je nalezeni nejlevnéjsich cest v grafu. Zopakujme si ze
zacatku této prednasky, ze cilem je nalézt pro orientovany
graf G popsany matici cen £ = (a; ;) matici E* = (a] ;),

kde

P-EN A Arnotar + 44~ XA ] -
CIll Uricitiu veifiavu veirlo predaii 5

S

Avirlh L 4
Arur
v,

ai; = k € RS’ pravé tehdy, kdyz existuje alespon jedna
cesta v grafu GG z vrcholu ¢ do vrcholu j a &k je ohodnoceni
nejlevnéjsi z téchto cest.

a; ; = oo pravé tehdy, kdyz neexistuje cesta v grafu G
z vrcholu ¢ do vrcholu j.

Reseni budeme hledat stejné jako v p¥ipadé tranzitivniho
uzavéru relace pomoci nasobeni matic. Stejné jako v prvnim
ptipadé predpokladejme, Ze mame tfi neprazdné mnoziny
K, L, M vrcholi a hrany mezi vrcholy mnozin M, L resp.
L, K. Tazeme se, zda existuje cesta délky 2 z vrcholu
mnoziny M do vrcholu mnoziny K pfes vrcholy mnoziny
L (zkrécené M — L — K).

Necht matice A = (am,), kde m € M al € L popisuje
v8echny hrany vedouci z vrchold mnoziny M do vrchold
mnoziny L, s jejich ochodnocenimi, a matice B = (b; 1), kde
l € L ak € K, popisuje vsechny hrany vedouci z vrchold
mnoziny L do vrcholtt mnoziny K, s jejich ohodnocenimi.

Pak matice C = A x T. B, C = (¢ ) popisuje vSechny
cesty délky 2: M — L — K, kde & := min vybere
miniméln{ cenu a ® := + sefte dvé ceny. (Slovem popisuje
myslime je matici cen.)

Oznacime-li I matici popisujici v8echny cesty s jejich
ohodnocenimi délky 0 v grafu G tj.

oo 0

I

pak matice (I ® E)*,k € N popisuje nejlevn&jsi cesty
délky nejvyse k v grafu G.
E* miizeme spocitat jako E* = lim (I + E)*.
k—o0
Cvicdeni 8.1 Dokazte, Ze v nezdporné ohodnoceném grafu
je E* = (I E)"1

Cvicdeni 8.2 Ukazte, ze pro libovolné M, N > 0 konstant-
nost matice (I ® E)* pro k € (M, N) nezarucuje rovnost
E* = (I ® E)™, pokud v matici E byla i zdporn4 &isla.

(12. kvétna 1999) 20 (02-23-1996)



(1) Operace & : (a®b)Pec = ad®(bDe) (asociativita)
(2) a®b = bPa (komutativita)
(3) a@a = a (idempotence)
(4) a®o= a =oda (nulovy prvek)
(5) Operace ® : (a@b)Oc = a®(bOe) (asociativita)
(6) a@i= a =i@a (jednotkovy prvek)
(7) a@o= 0o =o0@a (nulovy prvek)
(8) Operace®, @: a@(bdc) = a®@bPabde (distributivita zleva)
(9) bdc)oa = bOGadec®a (distributivita zprava)

Operace @ definuje pfirozenym zpusobem usporfadani a A b:= (a® b =1b).

Operace * : a®@b*oc =
pficemz b° =i a b*t1 = b © b*.

(Drzime se konvence, ze ® mé vétsi prioritu nez @.)

supﬁ20 a®b Oc= ,,ano ab™c*

Obr. 14: Axiomy Kleenovy algebry

A B\ F*
C D) \D*x(CxF*

kde F=A® B x D*x (.

F* x B x D*

D*@D*xCxF*xBxD*)’

Obr. 15: Vypocet E* pro matici E

Predchézejici cviceni naznacuje, ze tesit takto Glohu pro
graf v némz jsou i zadporné ceny je obtizné.

Ulohu ale muizeme fesit podobné jako u tranzitivniho
uzavéru relace tak, ze rozdélime vrcholy grafu do pfiblizné
dvou stejnych mnozin K a L a aplikujeme postup
analogicky postupu pfi feseni prvni Glohy, pficemz operace
@ a ® maji vyse uvedeny vyznam.

Nyni si jiz definujeme Kleenovy algebry.

Definice 8.1 Sestice (S, 3,0, , 0,1), kde S je mnoZina, &
a ® jsou binarni operace, * je unarni operace a o, i jsou
konstanty (nuldrni operace), je Kleenova algebra, pokud je
splnéno 10 axiomt viz obr. 14:

Priklady Kleenovych algeber:

1. Algebra ({0,1},V,A;1,0,1).(S :={0,1}, a®b := aVb,
a®@b:=aAba* :=10:=0,i:=1)

2. Kleenova (min, +) algebra (Ry U{oo}, min, +, 0, 00, 0).
(S =Ry U{x}, a®b = min{a,b}, a ®b:=a+b,

a*:=0,0:=00,7:=0)

3. (min,+) algebra (R U {—o00, o0}, min, +, *,00,0), kde

00 a=o0
a*: =X 0 a>0 . (S:=RU{-00,00},a®b:=
-0 a<0

=min{a,b}, a®b:=a+b, 0:= 00, i:=0, pfi s¢itani
mé oo ‘vétsi vahu’ nez —oo)

Vé&ta 8.1 Je-li Sestice (S,®,®,*,0,i) Kleenova algebra,
pak Sestice (S™X™ @MX" X K1XT OBXT I3 5™), kde Smx7
Jjsou matice nad S, fddu n x n, A ® "*"B je séitani po
slozkach, A x 83 Jje nasobeni matic, AT Jje definovano
rekurzivné viz obr. 15,
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nxXn __
o;"" =

o o

Jje nulova matice fadu n x n,

Je jednotkova matice fadu n X n,

Je také Kleenova algebra.
Dukaz —8.1: Neuvadime.

Dodejme jesté, Ze spocitat A* umime Fadové stejné
rychle jako vynasobit matice nad Kleenovou algebrou.
Uvédomme si1, ale; Ze neexistuje inverzni operace k operaci
@, nemuzeme tedy matice nasobit podle rychlych algoritmu
na néasobeni matic nad okruhy. (StrassenGv algoritmus
napiiklad od¢itani silné vyuzivd.) S naSimi znalostmi
tedy nejsme obecné schopni A* spocitat rychleji nez
v ¢ase O(n®). Vyjimkou je poc¢itani tranzitivniho uzavéru,
kde pro vynasobeni boolovskych matic mizZeme pouzit
klasické nésobeni nad okruhem (Z, +, ). Vyjdeme z matic,
s jednickami na misté true a nulami na misté false.
Matice vynasobime. Tim ziskdme matici, jejimz nulovym
hodnotam odpovida false a nenulovym true. Na pfepis do
zékladnfho tvaru nam staci ¢as O(n?).
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Dalsi priklady Kleenovych algeber:

M1

M2

M3

({0, 1}nxm vrxn i §, «™ X" Og, In 1) je maticova Klee-
nova algebra nad algebrou viz priklad 1. Je-li £ matice
sousednosti grafu na n vrcholech, pak tranzitivni uza-
vér grafu je £, v této maticové Kleenové algebre.
(RyU{ooh)™>m min™*", xt. 47X Oy, I o) je ma-
ticovd Kleenova algebra nad (min, +) algebrou viz pfi-
klad 2. Je-li A matice nezapornych ohodnoceni hran
grafu na n vrcholech, pak matice nejlevnéjsich cest je
A*, v této maticové Kleenové algebre.

((RU {—OO, m})nxn’minnxn’ Xr-;in’ *nxn’ Ooo, Ioo,O) je
maticova Kleenova algebra nad algebrou viz priklad 3.
Je-li A matice redlnych ohodnoceni hran grafu na n

vrcholech, pak matice nejlevnéjsich cest je A*, v této
maticové Kleenové algebre.
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9 Hladovy algoritmus a matroidy

Dalsi uzitecnou metodou navrhu algoritmi je tzv. hladovy
algoritmus. Zhruba Feceno, jedna se o inkrementalni algorit-
mus, kdy se pribézné feseni aktualizuje vybérem ,nejlaci-
néjsiho, nejblizsiho,...“ prvku dané datové struktury. Po-
piseme si kombinatorickou strukturu, na které tato meto-
da nalezne optimalni feSeni. Poznamenejme, ze hladovy al-
goritmus je uzitecny i1 v dalsich pfipadech, kdy rychle nalez-
ne priblizna feseni, anebo problém fesi efektivné z hlediska
primeérného pripadu.

Pro nésledujici vyklad si zavedeme tato oznaceni: (S, F'),
kde S je konetnd mnozina, F C P(S) je mnozina
podmnozin S, w: S — RS’ je vahova funkce. Mame za kol
nalézt maximum {w(X) = > _x w(e) | X € F}. Dudlni
tlohou je nalézt minimum {w(X) | X € F'}.

K feseni pouzijeme hladovy algoritmus, ktery postupné
indukci zkonstruuje mnozinu X.

Hladovy algoritmus

Po tadé vybirame prvky ey, ..., e, :

1. Necht F = {X | 3Y € F,X C Y} je rozsifeni F
o podmnoziny mnozin obsazenych v F.

2. Eq=10.

3. Mnozina prvki z nichz mizeme v k-tém kroku vybirat
je My ={e & Ex_1| Ex_1U{e} € F}. k—ty vybrany
prvek je ep € My, kde w(eg) = max w(e). MnoZina

ecMy

prvkt vybranych v prvnich k krocich je By = Ex_1 U

U{ek}.

4. Algoritmus kon¢i s mnozinou X = E,, pravé kdyz
Mn+1 = 0.

Algoritmus hled4d maximum z {w(X) | X € F}. Vzhle-
dem k tomu, ze hleddme maximum ze souctu nezdpornych
¢isel, maximum se nabyva na v inkluzi maximéalnich mno-
zinach, tedy na mnozinach z F'.

Pozdéji ukazeme barvici algoritmus, coz je zobecnéni hla-
dového algoritmu, nakonec si probereme uvedeny algorit-
mus na konkrétnim prikladu. Budeme hledat minimalni
kostru grafu.

Nyni se vratme k hladovému algoritmu. Z pfedpokladu,
7e hladovy algoritmus nalezne maximum, at zvolime véhy
uj(e) jakkoli, mizeme dokézat nésledujici vlastnost mnoziny

F:
(*) VX, Y EF(X|>|Y)= JzecX\Y :YU{z}eEF

Dikaz: Zvolme vahovou funkci w pro vhodné e nasledov-
né:

1+e, e€Y
w(e) =< 1 e€e X\Y
0 Jjinak.

Potom max{w(X) | X € F} > |X| > (1 + ¢)|Y|. Tedy
hladovy algoritmus zacne v Y, ale musi pfibrat alespon 1
prvek z X \ Y. o

Vlastnost () véetné uzavienosti systému mnozin na pod-
mnoziny charakterizuje matroidy.

Definice 9.1 Matroid je dvojice (S, F'), kde S je kone¢nd
mnozina, F' C P(S) a plati:

1. Dédicnost: Y e FF X CY => X €F
2. X,2YEF|X|>|Y|=>3eeX\Ytak,ze YU{2} € F

Prvky F se nazyvaji nezdvislé mnoziny. Podmnoziny z S,
které nejsou z I, se nazyvaji zavislé mnoziny.

Jiz jsme ukazali, ze hladovy algoritmus nalezne maximum
pfi libovolnych vahich w(e), pouze v pfipadé, ze (S, F) je
matroid.

Poté, co se blize sezndmime s matroidy, ukazeme, Ze tato
podminka je dostatecna.

Uvedme si nékolik prikladid matroidi:

1. Necht V je vektorovy prostor, S C V kone¢nd mnozina
vektortu, F' jsou linearné nezavislé podmnoziny S. Pak
(S, F') je matroid.

2. Necht G = (V, E) je graf, F' obsahuje takové mnoziny
hran E' C E, pro které je (V, E') les. Pak (E, F) je
matroid.

3. Necht G = (V, E) je graf, F' obsahuje takové mnoziny
hran E’ C F, pro které ma graf (V, E'\ E’) stejny pocet
komponent, jako graf (V| E). Pak (E, F') je matroid.

Zadani matroidu se zjednodusi, zaddme-li pouze maxi-
malni (v inkluzi) nezdvislé mnoziny. Necht

MF={X€eF|VYeF(XCY=X=Y)}.

Dédi¢nost zarucuje, ze F = {X | 3Y € MF,X C Y}.
Druhd vlastnost matroidi zarucuje X, Y € MF = |X| =
= Y| = |maxF|.

Definice 9.2 Dudl (S, F*) k matroidu (S, F) je matroid
jehoz maximalni nezavislé mnoziny M F'* vyhovuji pfedpisu

MF*={X|S\X € MF}.

Dukaz —(Toho, 7e M F* definuje matroid): Dé&di¢nost F™*
plyne z konstrukce z MF*. Je tfeba dokazat druhou
vlastnost matroidu.

Necht X,Y € F*, necht | X| > |Y|. Z definice F* pomoci
MF* madme 3X' )Y €e MF* X C X')Y CY'. Z definice
MF* mame X" = S\ X' € MFaY" =5\Y' € MF.
7 dédi¢nosti F' mdme Y\ X € F. Podle druhé vlastnosti
matroidu (S, F') mtizeme X"\ Y doplnit prvky mnoziny Y
na néjaké 7 € M F.

7Z konstrukce mnoziny Z plyne ZNY =0 a 2 D> X"\Y.
Déle |ZUY| =|Z|+|Y| = |maxF|+ |Y| < |maxF|+ | X| =
= |X"|+|X|=|X"UX|. Proto 3z € (X" UX)\ (ZUY).
Ale (X"UX)\(ZUY) = (X"\(ZUY))U(X\(ZUY)) = BU
UX\(ZUY) C X\Y. A nakonec YU{z} C S\Z € MF*.
TakZe x mé& poZadované vlastnosti.
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Poznamka 9.1 Thned je vidét, ze MF** = MF, tedy F** = F..
Poznamka 9.2 Priklady 2 a 3 jsou navzijem duélni matroidy.

U matroidi zavadime podobné pojmy jako u grafti. Cyk-

Lemma 9.3 (O vyméné barev) Bud
(B, R) totalni obarveni, z € R, y € Cy p, pak vyménou
barev x a y ziskame nové totalni obarveni.

Symetricky prohozenim B a R (Fy a F3).

1l,lb jC lllillilllc’t}lli (VC blllyb}l,l iu}duac) AC’LVib}C’L llllleilld, ICACIII
oznacujeme minimélni (ve smyslu inkluze) podmnozinu S,
kterd m4 neprazdny prinik se vSemi maximalnimi (ve smys-
lu inkluze) nezavislymi mnozinami.

Poznamka 9.3 Cyklus je fez v dualnim matroidu.

Cviceni 9.1 Naleznéte matroid, ktery se nelisi od svého
duélu.

Necht (S, F1) a (S, F3) jsou navzdjem dudlni matroidy.

Definice 9.3

Obarvent je dvojice (B, R), kde B € F, R € F3 a mnoziny
B a R jsou disjunktni (BN R = 0).

Totdlni obarveni je obarveni, kde BU R = S. Neboli B €
€ MFy a R € MF,. (K zadani totidlniho obarveni staci
jedna z mnozin B nebo R.)

Obarveni (B', R') je roz§ifeni obarveni (B, R), pokud plati
BCB,RCR.

Maji-li prvky S urceny vahy, pak definujeme Optimdalni
obarvent. Je to totalni obarveni, kde B je minimalni vahy.
(Zaroven je R maximalni vahy.)

Plati néasledujici lemma.:

Lemma 9.1 Kazdé obarveni lze rozsirit na totalni.

Dukaz: Vyjdeme z obarveni (B, R). Necht BC U € M F;
Polozme V = S\ U € MF,. R je mozno doplnit prvky V
na W € MFs.

Z konstrukce W vime, ze R C W, W C RU (S\U),
tedy BNW = §. Proto je (S \ W, W) piikladem totalniho

rozsifeni.

Lemma 9.2 Rez a cyklus matroidu se nemohou protinat
pravé v jednom prvku.

Dikaz: Sporem:

Necht C je cyklus, D fez matroidu (S, F'), pfedpokladdme
pro spor C N D = {z}. Mnoziny C \ {z},D \ {z} jsou
disjunktni mnoziny. C'\ {z} € F, D\ {z} € F*.

Jinymi slovy (C'\ {z}, D\ {z}) je obarveni. Necht totalni
obarveni (C’, D') je rozsifenim (C'\ {z}, D \ {z}). Pak je
bud C' C C’' nebo D C D’ (v zavislosti na barvé z). To vSak
neni mozné, nebot C & F a D & F* a to je pozadovany
Spor. ]

Znaceni 9.1 Necht B € M F, z ¢ B. Pak existuje (pravé jeden)
tzv. fundamentdlni cyklus Cz g takovy, ze Cz 5 C B U {z}.

Cviceni 9.2 Dokazte jednoznacnost fundamentalniho cyk-
lu.

Navod: Necht C1,Cy C BU {z} jsou cykly. Pak (Cy U
UCs) \{z} € F. Odtud

y601U02:>(01U02)\{y}EFiyEClﬁCQ.
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Dukaz -9.3: C; g\{y} € Fi. Mnozinu C, p\{y} rozsifime
pfidavanim prvkt z B az na B’ € MF, nutné B’ = (B\
\{y})U{z}. V¥ménou barev z a y ziskame totaln{ obarven{

(B, S\ B') o

Chceme-li pocitat min{w(X) | X € MF}, miZeme
postupovat dvéma zpusoby:

1. Zavedeme nové vahy w'(e) = max{w(e) | e € S} —
— w(e). Nalezneme max{w'(X) | X € F}. Hledané
min{w(X) | X € MF} = |maxF| - max{w(e) | e €
€ S} — max{w'(X) | X € F}. Optimum se nabyva na
stejnych mnozinach.

2. Nalezneme max{w(X) | X € F*}. Potom hledané
min{w(X) | X € MF} = w(S) — max{w(X) |
| X € F*}. Optimum se nabyvd na dopliikovych
mnozinach.

Barvici algoritmus je libovolny algoritmus, ktery v kaz-
dém kroku postupuje podle jednoho ze dvou nésledujicich
pravidel:

1. Z fezu v matroidu (S, F1) neobsahujicim modrou barvu
prvek s nejmens{ vahou w obarvi modfe. (Je to prvek
s nejvétsi vahou w'.) (Pokud je vice minim, preferuj
prvek, ktery nenf ¢erveny.)

2. Z feru v matroidu (S, F3) neobsahujicim Eervenou
barvu prvek s nejvétsi vahou w obarvi ervené. (Pokud
je vice maxim, preferuj prvek, ktery neni modry.)

Algoritmus konc¢i pokud je mnozina B modfe obarvenych
prvki maximalni (B € M F}), nebo pokud je maximéln{
mnozina R Cervené obarvenych prvki (R € MFy).
(Neobarvené prvky spolu s druhou barvou tvof{ maximalni
mnozinu v dudlnim matroidu.)

Poznamka 9.4 Je vidét, e prohozenim (Fi,w’, modrd) a
(F2,w, éervend) dostaneme tentyz algoritmus. Proto staci délat
dikazy pouze pro modré pravidlo, zbytek plyne z této duality.

Poznamka 9.5 V barvicim pravidlu miZeme misto rezu pouzit
sjednoceni ez protoze potom vybrany prvek urci rez, na néjz
by bylo mozZno pouzit ptuvodni pravidlo.

Poznamka 9.6 Hladovy algoritmus je specidlnim pripadem
barviciho algoritmu, kde (S, F2) = (S, ). Hladovy algoritmus
pouzivi pouze Cerveného pravidla, na sjednoceni M} reza.

V dalsim dokazeme, ze barvici algoritmus nalezne
optimalni feseni nezavisle na zpisobu aplikace barvicich
pravidel.

Lemma 9.4 Barvici algoritmus kazdy prvek obarvi nejvys
Jjednou.
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Dukaz: Necht (B, R) je obarveni v kroku, kdy poprvé
barvime néjaky prvek podruhé. Ukazeme, ze tento prvek
nemuzeme obarvit modrou barvou:

Necht A je fez v Fy bez modré barvy, necht se minima
{w(e) | e € A} nabyvaji na mnozinée M CA. MNBC AN
N B = (. (Zadny prvek z M neni obarven modrte.) Necht
N = M N R jsou minimalni ¢ervené prvky fezu. Pokud N =
= ), pak obarvime né&jaky prvek z M a v tomto kroku tedy
74dny prvek podruhé neobarvime. Pokud N # ), pak necht
y je posledni obarveny prvek z N. Necht y byl obarven
pravidlem aplikovanym na fez Z v Fy bez Cervené barvy.
Pouzijeme lemma o fezu a cyklu. Dostaneme |Z N A| # 1,
tedy dz € (ZNA)z £ y. Navic ale w(z) < w(y), tedy z € M.
Protoze y je posledni obarveny prvek N, plati z € M \ N,
algoritmus tedy obarvi prvek z M\ N, a v tomto kroku tedy
#4dny prvek podruhé neobarvime.

Dusledek 9.4.1 (B, R) je v pribéhu algoritmu vidy
obarveni.

Lemma 9.5 Bud (B, R) obarveni, které mé rozsifeni na
optimalni obarveni. Pak aplikaci libovolného barviciho pra-
vidla ziskame obarveni, které ma také optimalni rozsireni.

Dukaz: Necht (B, R) je obarveni, které ma optimalni
totalni rozsiteni.

Vzhledem k dualité prozkoumame aplikaci modrého
pravidla. Necht A je fez bez modrych prvkia, a z je
miniméalni prvek fezu A. Ukazeme, ze existuje optimalni
obarveni (B’, R'), které je rozsifenim (B, R) a x € B’.

Ukéazeme, ze predpoklad, ze pro kazdé optimalnirozsitené
obarveni (B’, R') obarveni (B, R) plati « ¢ B’, vede ke
sporu.

Potom by totiz |[ANCy p| # 1 pouzitim lemma o fezu a
cyklu. Protoze x € ANCy p/, existuje tedy y € AN Cy .
Vyuzijeme lemma o vyméné barev. (B, R") = ({x} U B’ \
\ {y}, {y} U R\ {z}) je totalni obarveni. Vime, ze w(x) <
< w(y), protoze y € A a w(x) = min{w(e) | e € A}. Odtud
(B",R") je optimalni obarveni, kde BU {z} C B".

Lemma 9.6 Bud (B, R) obarveni, B & M F,. Pak existuje
moznost pouziti modrého barviciho pravidla.

Dukaz: Necht (B, R) je obarveni, které ma totalni rozsife-
ni (B', R'). Zvolme ¢ € B’ \ B. Cy g je cyklus v Fy, tedy
fez v Fy. Protoze Cy r/ \ {x} C R’, neni zddny prvek Cy g
obarven modfe v B. A tak lze aplikovat modré barvici pra-
vidlo.

Véta 9.7 Aplikujeme-li barvici pravidlo v matroidu dokud
to je mozné, obdrzime optimalni obarveni.

Dokéazali jsme, ze matroidy jsou pravé objekty, na nichz
funguje hladovy algoritmus. Ukazali jsme navic, ze na nich
funguje zobecnéni hladového algoritmu, barvici algoritmus.

Nyni pfejdéme k aplikaci matroida, k hledani minimalni
kostry grafu.

9.1 Hledani minimalni kostry

Necht G = (V, E) je graf s mnozinou vrcholi V' a mnozinou
hran E. Nechf w je vdhova funkce hran, w : £ — }REIJ'.
Lesem nazveme podgraf, ktery neobsahuje cyklus. Lehce
odvodime, ze plati nasledujici vztahy:

Je-li F' les, m udava pocet hran a ¢ pocet komponent
souvislosti, pak pro pocet vrcholi n plati m + ¢ = n.
Nasim tkolem je nalezeni minimalni kostry grafu. Kostra je
maximalni les. Minimalni kostra je ta, pro kterou plati, ze
ma soucet vah na hranach minimalni mezi vSemi kostrami.

V terminologii matroidi jsou kostry maximalni mnoziny
matroidu lesd.

Rez v teorii grafii odpovida sjednoceni Fezli v tomto
matroidu, jsou jim vSechny hrany, které spojuji podgrafy
X a V — X. (Pokud né&jaké existuji).

Cyklus v tomto matroidu (fez v duélu) je kruznice teorie
grafi. Barvici pravidla tedy mtzeme v feci teorie grafi
preformulovat nasledovné.

1. Vezmi Tez, ktery neobsahuje modrou barvu, nejmensi
hranu (ve smyslu vahy) obarvi modfe. (Je-li vice
minim, preferuj neobarvené hrany.)

2. Vezmi kruznici v puvodnim grafu, kterd neobsahuje
Cervenou hranu, nejvétsi hranu této kruznice obarvi
Cervené. (je-li vice maxim, preferuj neobarvené hrany.)

Priehled algoritmi pro hledani minimalni kostry:

Vétsinou hledame minimalni kostru v souvislém grafu.
Pokud tomu tak neni, mtzeme spustit algoritmus zvIast
na kazdé komponenté. Z uvedenych algoritmt je toto
potieba provést pouze pro algoritmus 3.

1. O. Boruvka, Choquet, Lukaszewicz, Sollin:

V pribéhu jedné faze vypoctu pro kazdy modry strom
(v pribé&iném lese) vybereme minimdlni incidentni
hranu a obarvime ji modfe (vhodné pro paralelizaci).

Pozor! Je tfeba fesit pFipad nejednoznacénosti volby
hrany. (Vzhledem k ,paralelnimu“ zpracovani by totiz
jinak mohly vznikat kruznice.) Sta¢i dodat pravidlo, ze
pfi shodé velikosti vybereme hranu s nizsim poradovym
Cislem (hrany né&jak ocislujeme).

2. Kruskal:

Barvici pravidlo aplikujeme na vzestupné usporadanou
posloupnost hran podle vah. Jestlize hrana na fadé
spojuje 2 modré stromy, obarvime ji modfe, spojuje-
li 2 uzly v modrém stromu, obarvime ji Cervené.

Proces je mozno zastavit, je-li modfe obarveno n — ¢
hran.

Diskuse implementace algoritmu z hlediska casové
narocnosti :

— setfidéni hran — O(mlogn), druhd faze —
O(ma(m, n)) je témér linedrni.
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(V druhé fazi vyuzijeme datovou strukturu udrzujici
komponenty souvislosti grafu — umoznuje testovat, zda
dva vrcholy lezi v jedné komponenté, a pfid4vat hrany.)

Pozor! V nékterych specialnich pfipadech je mozno t¥i-
déni hran provést v case O(m) (mald celd cisla. . .).
V takovém ptipadé je Kruskaliv algoritmus asympto-
ticky nejlepsi znamy algoritmus pro obecné grafy.

. Jarnik, Prim, Dijkstra:
Pro:=1...c:

Zvolme libovolny vrchol z;, péstujeme jen modry strom
T, obsahujici z;. Nalezneme miniméalni hranu fezu
incidentni k 7" a obarvime ji modfe.

— implementace se setfidénim - O(mlogn),

— implementace pomoci Fibonacciho hald - O(m +
+ nlogn):

vzdy do haldy pfiddme sousedy s ,,vybraného“ vrcholu,
které dosud nejsou v stromu. (resp. upravime hodnotu
vrcholu s tak, aby tato hodnota byla minimem velikosti
hran spojujicich vrchol s k stromu). PFisti ,,vybrany“
vrchol je vrchol haldy s miniméalni hodnotou, oznacime
jej a odebereme z haldy. (V haldé evidujeme s kazdym
vrcholem téz hranu, ktera ,hodnotu vrcholu zarucuje“.
To nam umoznuje nejen spocitat velikost minimalni
kostry, ale také kostru nalézt.)

Po probrani i-té komponenty zaciname z nového
vrcholu z;41.

. round—robin (Yao), Tarjan, Cheriton:

Zvolime jeden modry strom. Nalezneme minimalni
hranu fezu k nému incidentni a tu obarvime modre.

Uvazujeme frontu stromi, na zacatku jednobodovych.
Kazdy strom je reprezentovan haldou hran vychéze-
jicich z vrcholu stromu. Ke stromu ze zacitku fronty
nalezneme strom ve fronté, ktery je s nim spojeny nej-
mensi hranou. Oba stromy z fronty vyjmeme (odlisnost
od Bortivka ...), spojime a zafadime na konec fronty,
atd. Nevyhodou je, ze v haldach stromi jsou 1 hrany ve-
douci uvniti stromu. Abychom zjistili, ktery strom je
spojeny nejmensi hranou (a zda hrana nevede uvnitf
stromu), musime umét z koncového vrcholu hrany ur-
¢it prislusny strom. K tomu slouzi podptrné struktura
udrzujici komponenty grafu. Spojeni stromu odpovida
spojeni jejich hald. Implementace tohoto algoritmu po-
moci ,leftist trees* dosahuje ¢asu O(mloglogn).

Vnitfni hrany stromt a vicenasobné hrany je moz-
no odstranovat  kondenzaci“ grafu ve vhodnou
dobu“. Timto je mozno vylepsit cas algoritmu
na O(mlog 10g (24 m/n) n). — Toto byl nejrychlejsi al-
goritmus na hledani minimaln{ kostry v obecném grafu,
do doby nez byly objeveny Fibonacciho haldy.

. Fredman, Tarjan:

Brzy po objeveni Fibonacciho hald (1984) byly tyto
aplikovany 1 na problém minimalni kostry. Mimo tri-

vialni aplikace viz algoritmus 3, byl navrzen algorit-
mus kombinujici rist stromu z jednoho vrcholu (viz al-
goritmus 3), s metodami pracujicimi s vét§im poctem
stromd.

Oznacme n pocet vrcholi a m pocet hran grafu. Al-
goritmus pracuje v nékolika fazich. V kazdé fazi nejprve

zvolime konstantu k; = 22’_77, na zakladé poctu stromu
t; vstupujicim do faze. Oznacme m; pocet hran mezi
témito stromy. (Kazda faze konéi odebranim vnitinich
hran stromi a vybranim minimélni z vicendsobnych
hran mezi stromy.) Faze zacind jako algoritmus 3, vr-
choly zafazené do stromu oznacujeme. (Vrcholy ozna-
¢ujeme po zafazeni do stromu, coz odpovida vytrazeni
uzlu z haldy!)

Ve chvili, kdy pocet uzli v haldé dosdhne &, vybere-
me néjaky neoznaceny vrchol a zacindme algoritmus 3
s timto novym vrcholem. Rist stromu koné¢i pii veli-
kosti k& haldy nebo ve chvili, kdy bychom méli oznacit
jiz oznaceny vrchol. (V takovém pfipadé se nas strom
pfipojil k jiz dostatecné velkému stromu.)

Vzhledem k tomu, Ze amortizované Fibonacciho hal-
dy umoznuji provadét operace Findmin, Insert, Decre-
ment a Meld v Case O(1) a operaci Delete v Case
O(log k), kde k je pocet vrcholi haldy, je celkovy cas
ristu stromi béhem i-té faze O(t;logk; + 2m;). (4
krat je proveden Findmin—+Deletemin, vidy na haldé
velikosti nejvys k;, pro kazdou hranu jsou provedeny
nejvys dvé operace Insert resp. Decrement) k; je vole-

no tak, aby ¢; log k; bylo ©(m).

Na zavér faze je tfeba odebrat vnitini hrany strom,
a z vicendsobnych hran mezi riznymi stromy vybrat
hranu minimalni. To je mozno provést nasledovné:
Ocislujeme stromy cisly 1,...,¢;41, kazdému vrcholu
pritadime cislo prislusného stromu. Sefadime hrany
O(m;), vzhledem k tomu, ze ¢isla jsou pfirozend a
nejvys t;11.) Poté projdeme takto set¥idéné hrany,
a z kazdého tiseku hran lezicich mezi tymiz stromy
vybereme minimalni. To je mozno provést v case

Jedna faze algoritmu tedy trvd O(m). Na zavér
casového rozboru je tieba zjistit pocet fazi. Vzhledem
k tomu, ze na konci i—té faze vede z kazdého z ¢;41
stromt aspon k; hran (velikost haldy), je ;11 - ki <
< 2m; (kazdd hrana mé dva konce). Odtud k;41 =
= 922m/tits > 9ki Vzhledem k tomu, ze ky = 227/ je

2m/n 22m/n ) )
ko > 22 k3 > 22 .... Etapa, pfi niz je k; > t;
je posledni. Je-li k; > n, potom je urcité nejvys ¢ etap.
Je-li log(i) n < 2m/n, pak je etap nejvys i. Oznacime—
i B(m,n) = min{i | log(i) n < m/n}, pak cas celého
algoritmu je O(mfB(m,n)).

. Gabow, Galil a Spencer: (1984)

popsali metodu, pomoci niz je mozno algoritmy pracu-
jici postupné s ,,miniméalnimi hranami kondenzovaného
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grafu“ v s fazich, kde jedna faze trva O(m), urychlit
z ¢asu O(ms) na cas O(mlogs).

Bez vyuziti Fibonacciho hald tim dosahli casu
O(mlogloglog(s /sy n) (algoritmus 4). Pouzitim na
algoritmus b doséhli casu O(mlog B(m,n)).

Jejich metoda je zalozena na tom, ze hrany vychazejici
z jednoho ,zkondenzovaného® vrcholu jsou rozdéleny
do balikd velikosti s. Baliky jsou reprezentoviny
haldou. Hleddme—li minimalni hranu vedouci z vrcholu,
staci nalézt minimum z minim balikia. V podstaté se
algoritmus chové, jako by mél m/s hran. Celkovy cas
(nepocitdme-li praci s haldami baliki) je potom O(m+
+ s-m/s) = O(m). Pfi praci s haldami baliki je
nejpomalejsi operace Delete, ta trvd O(logs). Odtud
je mozno odvodit pozadovany ¢as O(mlogs).

Poznamka 9.7 Stéle zistava oteviena otazka rychlosti asym-
ptoticky optimaélniho algoritmu hledani minimé&lni kostry v obec-
né ohodnoceném grafu.

Poznamka 9.8 Pro rovinné grafy algoritmus 4 s kondenzaci
dosahuje asymptoticky optimélniho éasu O(n). (i—t4 faze trva
cim; = can;, pro vhodné konstanty ci, c2, a po skonceni i—té
faze zbyva niy1 < n/2i vrchold.)

Poznamka 9.9 V roce 1990 Dixon, Rauch a Tarjan kombinaci
nékolika technik ukézali, Ze je mozno v asymptoticky optimalnim
¢ase O(m) o daném stromu zjistit, zda jde o minimalni
kostru. Algoritmus je znacné komplikovany a v praxi asi tézko
pouzitelny.

(12. kvétna 1999) 27



10 Dijkstrav algoritmus a amortizovana sloZitost

Vratme se k tématu minulé prednésky. Hledali jsme tranzi-
tivni uzavéru resp. vSechny nejlevnéjsi cesty. Zamysleme se
nad tim, jak by se dal urychlit vypocet, kdyby nas zajima-
la pouze jedna dvojice vrchold (z,s), a chtéli bychom znat
pouze tdaj D? tykajici se této dvojice.

Tak jako v minulé pfednésce i nyni nejprve navrhneme
algoritmus, a poté se pokusime zjistit za jakych obecnych
podminek algoritmus pracuje. Druhym cilem prednasky
je ukézat, jakym zptsobem se rozhodujeme zvolit datové
struktury, aby mél algoritmus co nejlepsi chovani.

Obé Glohy jsou feseny algoritmem Alg. 11, kde ®, ¢, 0 jsou
tytéz operatory jak byly definoviany u Kleenovych algeber.
Operace @ je zastoupena porovnavanim ,A“ podle néhoz
hledame minimum. V nasich pfipadech se jedna o klasické
uspofadani redlnych &isel (,A“=,>“). (U tranzitivniho
uzavéru false reprezentuje co, true reprezentuje 0).

Pro libovolny vrchol v méme seznam £,, pravé vSech
vrchold v, pro néz A, , # o. (Hrany grafu A).

Poznamka 10.1 Ztotoznujeme zde graf s jeho matici ochodno-
ceni.

const

V ={l..n};
type

Vrchol = 1..n;

Rddek = array [Vrchol ] of S;
MnoZina_Vrcholi =
Blize nespecifikovana struktura udrzujici mnozinu Vircho-

o

i ;
Seznam =
Jinéd blize nespecifikovand struktura udrzujici mnozinu
Vrcholu
Sousedé = array [Vrchol] of Vichol ;
Matice = array [Vrchol ,Vrchol ] of S
Hrany = array [Vrchol ] of Seznam;
procedure Digkstra (var D : Rddek , var N : Soused¢
var A : Matice , var £ : Hrany,
z: Vrchol , var 'Y : MnoZina_Vrcholi);
(x Program mimo jiné minimalizuje > D, *)
var

u,v : Vrchol ;
X : MnoZina_Vrcholi;
begin
D, =1, X :={z};
Y = X;
for ve /¢, do
begin
Dy = Az,v;
Ny =2z Y =Y U{v}
end

(* Hodnoty D, nebudou nikdy rist )
while X #Y do

begin
U= argminuey\X(Du);
X = X U{u};

(* X je mnozina vrcholi v, pro néz mame D, a N,
s konecnou platnosti spocitdno, Y je mnozina vrchola do
nichz vede hrana z mnoziny X x)
for v el \ Xdo
if v¢Y then
begin
Dy =D, ® Au,v;
Ny :=u; Y :=Y U {v}

end
else if D, > D, ® Ay, then
begin
Dy =D, ® Au,v;
Ny =g
end

(x Dy je ,velikost cesty (z,...,Nn,, Ny, v)“, Dy © Ay
je yvelikost cesty (z,..., Nn,, Ny, u, v)“ %)
end
(* X =Y je mnozina vrcholi u pro néz je D, #
# 00, nebo-1i Y je mnozina vrchold u pro néz je (z,u) v
tranzitivnim uzévéru x)
end

Alg. 11: Dijkstriv algoritmus

Véta 10.1 Jsou-li vahy cest definovany predpisem

w((z,v1,v2,03,...,Vk-1,V)) =

w((z,v1,v2,03, ..., Vk—-1)) © Ayy_, v,

(11)
a pro operaci ® plati axiom

a<a®b (12)
potom Dijkstriv algoritmus nalezne minimalni vahy cest
z vrcholu z do vsech vrcholi dosazZitelnych ze z. Algoritmus
pro kazdy dosazitelny vrchol u navic nalezne N, tak, Ze
(z,...,Nn,, Ny, u) je cesta v niz se minimum nabyva.

Dusledek 10.1.1 Algoritmus Alg. 11 (Dijkstriv algorit-
mus) spocitd velikost nejkrats$i cesty mezi vrcholy (z,s),
nezdporné ohodnoceného grafu. (Pokud zvolime ® := +)

Dukaz — 10.1: K dikazu spravnosti spocitanych D? vyu-
zijeme toho, ze algoritmus jako vedlejsi efekt minimalizuje
> Di. Algoritmus Alg. 11 je hladovy algoritmus, k di-
kazu korektnosti vypoctu ) D} vyuzijeme to co jsme si
odvodili o matroidech. Sta¢i ndm nalézt matroid na némz
algoritmus funguje, a popsat jak se v ném pouzivaji modra
a Cervena barvici pravidla.

Algoritmus postupné pridava vrcholy, pro néz je D,
s konecnou platnosti spoc¢itano, do mnoziny X. S vrcholem
u pFidava i hranu (N, u), coz je posledni hrana nejkratsi
cesty do u. Navic algoritmus udrzuje mnozinu Y vrcholua do
nichz vede hrana z mnoziny X . Vrcholy mnoziny X s témito
hranami tvofi strom, jemuz by tedy néjakym zptisobem
meéla odpovidat modrd mnozina matroidu.
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Toto by nas mohlo inspirovat k volbé nasledujiciho
matroidu.

S je mnozina vSech cest v grafu zacinajicich ve vrcholu
z, F' je mnozina takovych podmnozin cest, které zacinaji ve
vrcholu z a maji po dvou rtizné koncové vrcholy.

Formalné:

S={p|pjecesta(z,...)}
F={M| M={pi|pi je cesta (z,...,u) | ui=u; = i=j}}

Odlisnost tohoto matroidu od dosud uvedenych matroida
je v tom, ze vahy w nejsou zadany hodnotami, ale je pouze
uveden pfedpis (11) na jejich spoéitani.

Matroidovy algoritmus pouzivajici modré barvici pravid-
lo, vyzaduje vybér minima z fezu, v nasem piripadé z mno-
ziny vSech cest do koncovych vrcholt z V' \ X. Dijkstriv
algoritmus pouzije misto fezu mnozinu

X ={(#,...,Nn,, Ny,u,v) |[lue X,v e Y\ X}. (13)

Aby byl Dijkstriv algoritmus korektni staci, aby minimum
z vah cest do koncovych vrcholi z mnoZiny V \ X bylo
nabyvano na cesté z mnoziny X .

Jsou-li vahy cest monoténni,

w((z,...,u)) <w((z,...,u,v)) (14)

potom nutné posledni hrana nékteré minimalni cesty (z cest
do koncovych vrcholi z V' \ X ) vede z vrcholu mnoziny X.
K dikazu platnosti podminky (13) staci vyuzit vlastnosti

w(py) < w(py) = w(pg—v) < w(pp-v) (15)

Jsou-li vdhy cest definovdny predpisem (11), pak vlast-
nost (15) plyne z definice, a pokud pro operaci ® plati
axiom (12) potom (14) plati.

Algoritmus Alg. 11, zvolime-lijako ® operator zapomina-
jici prvni parametr (a ® b := b), je implementaci algoritmu
na hledani minimalni kostry, ktery byl v pfednasce o mat-
roidech pojmenovan Jarnik, Prim, Dikstra.

K dikazu korektnosti této varianty Dijkstrova algoritmu
mizeme stézi pouzit vétu 10.1, protoze tato modifikace
nepocitd velikosti cest. (V pfednaSce o matroidech byl
tento dikaz proveden s pomoci jednoduchého matroidu
(hrany,lesy).)

Co ftici zavérem, nez se pustime do volby vhodnych
datovych struktur?

Dijkstrav algoritmus je hladovy algoritmus, pomoci kte-
rého mizeme Fesit nékteré grafové Glohy. V jeho obecnos-
t1 ale nezname jednoduse zformulovatelné podminky, které
musi (graf,®,zadéni Glohy) spliiovat, aby algoritmus tlohu
fesil.

Nyni zvolime vhodné datové struktury. Nejdfive si roz-
mysleme, co od dosud nespecifikovanych struktur ocekava-
me. Od seznamu ¢, reprezentujicich mnozinu vrcholt vyza-
dujeme pouze, aby nam postupné vydal vSechny jeho prv-
ky. Mnoho struktur umoznuje tyto operace implementovat
v konstantnim ¢ase na prvek mnoziny.

Algoritmus pracuje déle s mnozinami X a Y. Postupné
obé mnoziny zvétsuje, z mnoziny Y \ X odebird minimum
a pripadné zmensuje hodnoty prvki v mnoziné Y \ X.

Je-li n, pocet vrchol dosazitelnych z vrcholu z a m,
pocet hran dosazitelnych z vrcholu z, potom algoritmus n,-
krit odebird minimum z mnoziny Y \ X a nejvys m,-krat
snizuje hodnoty prvki v mnoziné Y \ X.

Z tohoto rozboru zjistujeme, Ze je prirozené pracovat s da-
tovou strukturou udrzujici misto mnozin X, ¥ mnozinu Y\
\ X. Pro souvisly graf bychom algoritmus mohli naprogra-
movat bez struktur X a Y pro mnoziny. Pro nesouvisly graf
hraji v algoritmu mnoziny X a Y inadéle uzitecnou roli. Od
struktury pro mnoziny X a Y vyzadujeme rychlé vkladani
vrcholu a rychly test pfitomnosti v mnoziné. Typem mnozin
X a Y miuze byt napriklad pole booleovskych hodnot.

Zbyva navrhnout datovou strukturu pro mnozinu Y \ X.
Vhodnou strukturou jsou Fibonacciho haldy.

Podle amortizovaného rozboru této datové struktury,
ktery provedeme v nasledujici kapitole, umoznuje tato
struktura provést n, vlozeni prvku do mnoziny, n, odebrani
minima a m, snizeni hodnot klict jednotlivych prvki
v celkovém Case O(n,logn, + m;).

Algoritmus Alg. 12 je tento algoritmus prepsany s pouzi-
tim Fibonacciho hald.

const

V ={l.n};
type

Vrchol = 1..n;

Rddek=array [Vrchol] of S;
MnoZina_Vrcholi =
Nespecifikovanéd struktura kterd umoznuje testovat pii-
tomnost v mnoziné Vrcholia vkladat do mnoziny;
Seznam_Vrcholi =
Nespecifikovana struktura kterd generuje prvky mnoziny
Vrchold,
Sousedé = array [Vrchol] of Vichol;
Matice = array [Vrchol, Vrchol] of S,
Hrany = array [Vrchol] of Seznam_Vrcholi
procedure Digkstra(var D : Rddek, var N : Sousedé,
var A : Matice, var £ : Hrany,
z : Vrchol, var 'Y : MnoZina_Vrcholi),

var

u, v : Vrchol,

H : Heap; X : MnoZina_Vrchold,
begin

D, =1, X :={z};

Y := X; MakeEmptyHeap(H);

(* Halda bude udrzovat mnozinu vrchold, a pouzivat
klice D, . Hodnoty D, nesméji byt ménény jinak nez pomoci
funkci Insert a DecrementTo x)

(% Jinym FeSenim je udrzovat ddaje D, dvojmo %)
for ve ¥, do
begin
Insert(H, (v, Az 4));
Ny =2z Y =Y U{v}
end
while not EmptyHeap(H) do
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begin

FindMin(H, (u, Dy));

X = X U{u}; Deletemin(H);

for v €l,\ Xdo

if v¢Y then
begin

Insert (7—[, (v, Dy ® Au,v));
Ny, =w; Y :=Y U{v}

end
else if D, > D, ® Ay, then
begin
DecrementTo (7—[, (v, Dy ® Au,v));
Ny = u;
end

end
end

Alg. 12: Dijkstriuv algoritmus na FH

Véta 10.2 Algoritmus Alg. 12 pracuje v celkovém case
O(n,logn, + m;), kde n, je pocCet vrcholi dosazitelnych
z vrcholu z a m, je pocet hran dosazitelnych z vrcholu z.

Poznamka 10.2 U souvislého grafu existenci seznami £,
nemusime predpokladat, pokud mame seznam hran grafu, jsme
v éase O(m) schopni seznamy [, vytvorit (m je pocet hran
grafu).

Véta 10.3 Volba Fibonacciho hald jako datové struktury
pro Dijkstriv algoritmus je asymptoticky optimalni.

Dukaz: Zvolime-li jako vahu cesty cenu koncového vrcholu
ve vrcholové ohodnoceném ,hvézdicovém® grafu (graf
obsahuje pouze hrany typu (z, v)), pak Dijkstriv algoritmus
miizeme pouiit na setiidéni n — 1 ¢&isel. Cas dijkstrova
algoritmu nemize byt tedy lepsi nez O(nlogn), coz je Cas
nutny na toto setfidéni.

Neni tézké pro libovolné m a n zkonstruovat graf, v némz
Dijkstriuv algoritmus pouzije v8echny hrany, nez nalezne
nejlevnéjsi cestu ze z do s. Proto ¢as Dijkstrova algoritmu
nemiize byt lepsi nez O(m). o
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11 Haldy

Haldy jsou struktury podporujici vyhledavani minima
prvkd mnoziny a odstranovani minima. Haldy nepodporuji
vyhleddvani prvka mnoziny. Pokud potfebujeme pfimo
ptistupovat k prvkim haldy, nic ndm nebrani udrzovat
z vnéjsi datové struktury ukazatele na prvky haldy.

Piikladem haldy je zndméa binarni jednostromova halda
pouzivana algoritmem Heapsort. Tato halda podporuje
nasledujici metody:

metoda nejhife

FindMin o(1) — nalezeni minima
DeleteMin ©O(logn) - odstranéni minima
Insert(i) O(logn) - vlozeni prvku

kde n je aktualni pocet prvka haldy.

Vzhledem k tomu, Ze je n! permutaci n cisel, tFidici
algoritmus zalozeny na porovnavani musi provést v pri-
mérném pifpadé logn! = O(nlogn) porovnani. Algoritmus
Heapsort pouzivajici tuto haldu je asymptoticky optimal-
ni (n krat ,Insert“, n krit FindMin a DeleteMin, Cas
O(nlogn + n+ nlogn)).

Pouziti hald k t¥idéni je specialni pfipad pouziti hald tim,
ze algoritmus kon¢i vyprazdnénim haldy. Jestlize algoritmus
tuto vlastnost nemaé, je-li vyzadovany pocet operaci Insert
Fadové vétsi nez pocet operaci DeleteMin, potom je
vyhodnéjsi pouzit vicestromovych struktur, umoznujicich
provadét Insert v amortizovaném case O(1).

Piikladem takovych struktur jsou binomialni a Fibo-
nacciho haldy.

11.1 Binomialni haldy

Tato struktura podporuje navic metodu Meld(h,h’),
umoznujici spojeni dvou hald. Vzhledem k tomu, ze mizeme
pracovat s vice haldami, je vhodné upozornit i na metodu
MakeHeap, umoznujici zalozeni nové haldy.

Jsou rlzné strategie prace s vicestromovymi haldami.
V nasledujici tabulce jsou casy uvedenych metod pro
»zbrklou® resp. ,linou“ strategii.

metoda amort. nejhur
MakeHeap(i) O(1) o(1)
FindMin(h) ©(1) O(1)
Meld(h,h') O(|r']) | ©(1) B(logn) | ©(1)
DeleteMin(h) @(lo n) O(logn) | O(s)
Insert(h,i) ©O(1) O(logn) [ ©(1)
kde n je pocet prvki zafazenych do struktury, ¢; | s
jsou ¢asy pro ,zbrklou® | ,linou® verzi, a s je pocet stromti

struktury. Velikost celé struktury je O(n).

Poznamka 11.1 Préavé uvedena tabulka je v podstaté vse co
potrebuje védét programator pouzivajici tuto datovou strukturu
(pokud nenf zrovna on urcen k jejimu naprogramovani).

Snazme se nyni presnéji popsat vlastnosti pozadované
struktury:

Aby operace FindMin trvala v nejhorsim pfipadé O(1),
je ,témér nutné“ udrzovat pointer na minimélni prvek

haldy.

Udrzovat v datové struktufe minimum zafazenych prvka
je jednoduché; dokud nepfijde pozadavek DeleteMin. (Pfi
zatazeni kazdého prvku porovname s minimem. MizZeme
udrzovat tfeba spojovy seznam prvki.)

Problémy nastavaji pfi odstranovani minim. Je totiz
tieba vidy nalézt nové minimum. Cas nutny na nalezeni
nového minima je amérny poctu ,kandidatd“ na minimum.

Pocet kandiddtd na minimum mizeme omezit tak, Ze
prvky shlukujeme do orientovanych stromi, s pravidlem, ze
hodnoty prvki na cesté ke kofeni stromu klesaji. Minimum
potom hleddme pouze mezi kofeny stromd.

Odstranénim minima, které bylo kofenem néjakého
stromu ndm mezi kandidaty na nové minimum piibudou
vsichni synové ptvodniho minima. Odtud je vidét, ze
je pro nas vyhodnéjsi, aby vrcholy stromi nemély prilis
mnoho synu. Vzhledem k tomu, ze bychom byli radi, aby
stromu v haldé bylo co nejméné, je ale vhodné, aby stromy
obsahovaly hodné vrcholt. Toho je mozno dosdhnout tim,
7e stromy budou pomérné hluboké.

Dostateéné pro naSe Gicely bude, aby pro néjaké pevné
2> q > 1 ac> 0 platil nasledujici invariant:

Invariant 11.1 Ma—li vrchol v libovolného stromu haldy k
synti, potom velikost podstromu s kofenem v je aspoti cq”.

Nazveme Ffadem stromu 7' pocet syni kofene stromu 7.

Kandidati na nové minimum jsou kofeny stromi haldy
a synové odebraného minima (jakozto kofeny podstromi).
Pii hleddni nového minima muzeme vysledek kazdého
porovnéni zachytit vhodné orientovanou hranou spojujici
kotfeny porovnanych vrcholi. Abychom zabranili pfilisné
§ifce stroml vyuzijeme Fadu stromi (pfipojenim jednoho
vrcholu k stromu velkého fadu by mohl pocet synu kofene
1 pocet vrchold vzrist o 1, ¢imz bychom brzy porusili
invariant 11.1).

Porovnavanim stromu stejného fadu dosahneme toho,
7ze Fad vysledného stromu o jedna vzroste a nadéle plati
invariant 11.1. Kofeny stromt rdaznych fadu nebudeme
porovnévat za tcelem spojeni stromu.

Aby bylo mozné porovnévat stromy stejnych radu, je
potfeba, abychom byli schopni o daném stromu rychle zjistit
jeho fad. To je mozno zajistit tak, ze v datové strukture
udrzujeme pro kazdy prvek jakozto ¢islo fad podstromu
zakofenéném v tomto prvku. Alternativni metodou je
udrzovat navic ,globalni“ seznam S délky O(log N), kde N
je pocet prvkid vsech hald, a misto ¢isla r udrzovat pointer
na r—ty prvek seznamu.

Druha metoda reprezentace fddu stromu nam umoznuje
snadné hledani nového minima:

Predpokladejme, Ze pred zapocetim hledani minima
prvky seznam S obsahuji jakozto nosnou informaci pouze
pointer Null. Berme postupné stromy haldy. Pro kazdy
strom 7' se snazime opravit nosnou informaci prvku
seznamu S prislusného radu tak, aby pointer ukazoval na T'.
Pokud ale nosné informace neni Null, ukazuje tento pointer
na strom stejného fddu. Porovname kofeny téchto stromu
a nahradime nosnou informaci hodnotou Null. Vznikly

(12. kvétna 1999) 31 (02-23-1996)



strom ma fad o jedna vétsi, takze se ,Ffadovym“ pointrem
posuneme na niasledujici prvek seznamu S a snazime se
opravit nosnou informaci nového prvku .... Ve chvili, kdy
v puvodni haldé neni z&ddny strom, mame pospojovany
stromy tak, ze od kazdého Ffadu existuje nejvys jeden.
Nalezneme minimum z jejich kofent, ,,vratime® je do haldy
a opravime pfislusné nosné informace v seznamu S na Null.

Uvédomme si, ze po skonceni operace je pocet stromu
v haldé nejvys O(logn). (Od kazdého fadu nejvys jeden,
nejvyssi fad je O(log, n).)

Operace Delete Min mize trvat déle nez O(logn), a to
v pripadé, ze casto spojujeme stromy stejného tadu. Je—
li ¢; (konstantn{) ¢as potfebny na spojeni dvou stromi
(vCetné zmén tykajicich se seznamu S), a bylo-li v pribéhu
operace DeleteMin spojeno k stromi, potom ¢as operace
Delete Min mize byt az O(logn) + t; - k.

Toto vede k definici potencialu

® = pocet stromu vsech hald.

Cas operace DeleteMin viici potencidlu ¢, ® je O(logn).

Operace MakeHeap alokuje pamét pro haldu s jednim
prvkem a nastavi pfislusné hodnoty. Navic tato operace
muze hlidat celkovy pocet prvkid vsech hald a pfislusné
prodluzovat seznam S. (Seznam S by mohl byt prodluzovan
automaticky p¥imo procedurami DeleteMin.)

Zbyva popsat operaci Meld. Insert(h,i) je potom
mozno provést jako Meld(h, MakeHeap(7)).

Zde se projevi odliSnost ,zbrklé“ od ,liné“ strategie.
Liné strategie pouze spoji seznamy stromt a uré¢i minimum
— konstantni ¢as (i vzhledem k potencidlu), ale operace
DeleteMin muze v nejhorsim pripadé trvat dlouho.

Zbrkla strategie spoji haldy tak, aby ve vysledné haldé
byl od kazdého fadu nejvys jeden strom (vyuzije k tomu
podobného triku jako se seznamem S) — Cas Gmérny
celkovému poctu stromi, ten je ale stile O(logn). Pfi
vhodné&jsi reprezentaci (kazd4 halda mé svij lokalni seznam
Sp — nemusi byt ,Null-ovan“) je ¢as vzhledem k potencidlu
mérny mensimu poctu stromu spojovanych hald.

U zbrklé i u liné strategie je cas operace Insert vzhledem
k potencidlu ¢, ® roven O(1).

Na nésledujicich obréazcich jsou zachyceny binomialni
tvary stromu — tvary téch strom, které vznikaji v prubéhu
prace s datovou strukturou.

Obr. 16: Binomialni stromy fadd 0, 1, 2, 3
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Obr. 17: Popis binomiélnich stromu tvary By a Dy

Reprezentaci haldy jakozto seznamu stromid, nam
muze pripominat, reprezentaci bratri jednoho stromu.
Uvédomime-li si, jaky byl divod toho, ze pracujeme s vice
stromy — dodrzovani invariantu 11.1, muze nas napadnout
nasledujici modifikace struktury:

Po porovnavani hodnot kofenti stromt rtznych radua
jsme ztraceli informaci tim, Ze jsme nepfidavali hranu
spojujici tyto kofeny. Divodem byl dusledek — poruseni
invariantu. Tuto hranu ale miZeme do struktury pridat
s tim, Ze ji (spodni vrchol) oznacime jako hranu ,vné&jsi“.
Do fadu stromu vnéjsi hrany nepocitame, takze jimi
neni invariant porusen. Haldu tedy miizeme reprezentovat
jednim stromem s ,,vnéj$§imi“ hranami.

Definujeme-li jako potencidl misto poctu stromi pocet
vnéjSich hran, dostaneme velmi podobny amortizovany
rozbor. Chovani této jednostromové haldy muze byt lepsi,
protoze vnéjsi hrany se mohou dostat hloubéji do stromu,
a to ndm umoznuje zbyteéné neporovnavat s kofeny
nékterych stromi. Po kazdé operaci DeleteM:in je mezi
vnéjsimi syny minima nejvys jeden strom od kazdého radu.
Pocet v8ech wvnéjsich hran neni jinak omezen, potencial
® tedy muze rast, coz znamend, zZe soucet casi je ve
skutecnosti jesté lepsi nez vime z rozboru (ze souctu cast
vici potencialu).

Zajimavym pozadavkem je moznost odebrani libovolného
prvku z haldy. U binomidlnich hald je to moZno fesit
tak, ze prisluSnou bunku v haldé oznacime za prézdnou
a vnéjsi ukazatel prvku na bunku haldy opravime na Null.
(Pouzivdme ,externi“ reprezentaci.) Pro takovou modifikaci
je nutno provést novy rozbor procedury FindMzin.

Dal$im moznym pozadavkem na datovou strukturu je
umoznit snizeni hodnoty obecného prvku haldy. To pfinasi
komplikace predev§im u vnitfnich prvkia stromu haldy,
protoze po snizeni hodnoty prvku by nemusela platit
nerovnost reprezentovani hranou k otci tohoto prvku.

Nabizejici se feSeni tuto hranu prosté zrusit bohuzel mize
vést k relativnimu rozSitovani stromid. Fredman a Tarjan
v roce 1984 publikovali popis datové struktury nazvané

Fibonacciho haldy, kterd tento problém fesi.

11.2 Fibonacciho haldy

Fibonacciho haldy umoziiuji navic metodu Cut(v), kterd
zajisti, aby v byl kofen nékterého stromu haldy. Pomoci
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této metody je mozno jednoduse implementovat metodu
Decrement(h,v,6). Obecnou metodu Delete(h,v) je s
pomoci Cut mozno provést i jinak nez oznacenim piislusné
bunky za prazdnou.

V nasledujici tabulce jsou casy uvedenych metod pro
»zbrklou® resp. ,linou“ strategii.

metoda amort. nejhur
MakeHeap(7) o(1) o(1)
Meld(h,h') O(A']) | ©(1) ©(logn) | ©(1)
Cut(h,v) O(1) O(s+¢)
DeleteMin(h) O(logn) O(logn) | O(s)
Insert(h, ) o(1) O(logn) | B(1)
Delete(h,v) O(logn) O(s+¢)
Decrement(h,v,§) O(1) O(s+¢)

kde n je pocet prvki zafazenych do struktury, ¢; | s
jsou casy pro ,zbrklou®“ | ,linou“ verzi, s je pocet stromu
struktury a ¢ je pocet cernych vrcholt struktury. Velikost
struktury je O(n).

Nejprve popiseme datovou strukturu, kde pozadujeme,
aby operace FindMin trvala konstantni cas. Pozdéji
ukdzeme, jak je mozno ménit pomér casu funkci FindMin
a Delete.

Zakladni myslenkou Fibonacciho hald je, ze staci zajistit,
aby kazdému vrcholu stromu haldy byl odfezan nejvys jeden
syn. To ndm zajisti platnost invariantu 11.1. K zajisténi
této podminky slouzi ,zacernovani“ vrcholi, jimz byl syn
odebran. Ostatni vrcholy jsou ,obarveny® bile.

Poznamka 11.2 Fibonacciho haldy jsou tedy prirozenym roz-
$ifenim binomiélnich hald. Reprezentaci prvku binomialni haldy
staci rozsirit o jediny bit.

Operace Cut(h,v) probiha nasledovné:

Vrchol v obarvime bile. Je-li v kofen néjakého stromu
haldy, operace Cwut kon¢i. Jinak zrusime hranu od prvku
v k jeho otci f a snizime T4d prvku f. Byl-li prvek f
kotfenem néjakého stromu haldy, operace kon¢i. Byl-li prvek
f bily, zacernime jej a operace konci. Je-li prvek f cerny,
provedeme Cut(h, f).

Cas operace Cut nemusi byt konstantni, nekonstantnost
muze byt zpusobena tim, Ze na cesté od vrcholu v ke
kofeni stromu haldy je pfili§ mnoho cernych vrcholt. Je—
li t. ¢as nutny na zruseni hrany (v, f), zménu fadu prvku
f a ,obarveni“ vrcholu, a bylo-li v prubéhu operace Cut
odéernéno (obarveno bile) k vrchold, potom ¢as operace
Cut byl O(1) +t. - k a vzniklo k novych stromd.

Toto vede k definici potencialu

¥ = pocet cernych vrcholi v haldach.

Cas operace Cut viici potencidlu ¢ ® + (¢t +t:)¥ je t. +
+t:+0(1) = 0(1).

Metodu Decrement nyni jiz muzeme snadno implemen-
tovat pomoci metody Cut. Obdobné mizeme pomoci Cut
implementovat Delete (nejednd-li se o minimum). Pro os-
tatni metody mizeme zcela prevzit algoritmy binomialnich
hald.

Vzhledem k tomu, ze potencidl ¥ méni pouze operace
Cut, zustavd casovy odhad ostatnich operaci zachovan i
vici potencidlu ¢, P + (to + ¢)W.

Jesté potrebujeme ukazat platnost invariantu 11.1 pro
Fibonacciho stromy. K tomu slouzi néasledujici lemma.:

Lemma 11.2 Necht v je libovolny prvek Fibonacciho
haldy. Seradime-li syny prvku v v poradi, v jakém byli
pripojovani, potom i—ty syn je radu aspon i — 2.

Dikaz: Je-li u -ty syn prvku v, potom v case kdy byl
prvek u pfipojen mél prvek v aspon ¢ — 1 synu. Proto mél
prvek u také asponn ¢ — 1 synl (spojovdny pouze stromy
stejného Fadu). Prvku w mohl ubyt nejvys jeden syn, je
tedy faddu aspon i — 2.

Oznacime-li G miniméalni nutny pocet prvka podstromu
s kofenem stupné k, dostaneme podle predchoziho lemmatu
rekurenci Gy > 14+ 1+ Go+ Gy + - -+ + Gg_2. Odectenim
vztahu pro k£ a k 4+ 1 dostavame Gry1 — G = Gr_1.
Navic Go = 1, G1 = 2. Cisla Gj odpovidaji znamé
Fibonacciho posloupnosti (odtud jméno hald), Gy = Fj41.

k41
Pro Fibonacciho ¢isla plati Fj, = [L (%) ] . Odtud

V5
plyne platnost invariantu 11.1.

Na mnasledujicim obrazku jsou zachyceny minimalni
stromy jednotlivych radu.

F, F1 F, F3 Fy

A b

Obr. 18: Nejmensi Fibonacciho stromy radd 0,1,2,3,4 a b

Oprostime-li se od pozadavku, abychom stale udrzovali
pointer na minimalni prvek haldy, mizeme urychlit operaci
Delete (i DeleteMin) na tkor operace FindMin. (Lina
strategie pro Delete.)

Stejné jako u binomialnich hald obecnou operaci Delete
muzeme provadét jednoduse tak, ze prvky haldy pouze
oznacujeme za smazané. Muze se dokonce stat, ze minimum
celé haldy bude oznaceno za smazané. Ve chvili, kdy pfi
operaci Meld porovnavame minima hald, by se ndm mohlo
stat, ze jedno z minim je prohlaseno za smazané. V takovém
ptipadé jej prohldsime za nové minimum.

Problémy nastanou az pfi provadéni operace FindMin,
je-1li pivodni minimum oznaceno za smazané. V tu chvili
zacneme odstranovat z jednotlivych stromt haldy prvky
oznacené za smagzané. Odstranujeme vzdy tak dlouho, az
narazime na neoznaceny vrchol. Vznikne nam halda, v niz
kofen zaddného stromu neni oznacen jako smazany. Operace
konci stejné jako puvodni Delete M in pospojovanim stromu
stejnych fadd a nalezenim minima.

Lemma 11.3 Je-li k pocet odstranénych prvki v pribéhu
operace FindMin, potom Cas operace FindMin vzhledem

k potencidlu t,® + (t. +t:)¥ je O(1 + k(log(n/k) + 1))
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Dikaz: Pro k& = 0 je tvrzeni trividlni. Pro & > 0 trva prvni
Cast operace FindMin O(k), ale mlze pfi ni vzniknout
mnoho stromid. Musime odhadnout zménu potencidlu &
v prvni fazi. Potencidl ¥ se neméni. Jsou-li di, ds, ...,
dp pocty neoznacenych syntu odstranénych prvkit, potom
zména potencidlu ® je dy +ds + - - - + dg.

Tento soucet mizeme odhadnout na zakladé lemma-
tu 11.2. Je-li totiz d; pocCet neoznacenych synd prvku p;,
potom néktery ze synd prvku p; je fadu aspon d; — 2, a po-
dle invariantu 11.1 podstrom pod timto prvkem obsahuje
aspon c¢q?~? prvki. Odtud ng? > cq® 4 cq® + - - + cq,
protoze prislusné podstromy jsou disjunktni. Za této pod-
minky je souet Y d; maximdlni, pokud jsou vsechna d;
stejna.

AD <k ~logq(nq2/kc) = O(klog(n/k)).

Odhad casu druhé faze vici potencidlu ¢ ® + (t. + t;)¥
je O(logn) (ptvodni DeleteMin). Po seCteni dostdvame
pozadovany odhad. 5

Poznamka 11.3 Tato implementace metody FindMin
umozituje tzv. implicitni mazani: Je dan predikit (nezévisly na
organizaci haldy), a pomoci tohoto predikatu je o kazdém prv-
ku haldy uréeno, zda ma byt odstranén. (Takovym zptsobem je
mozno napriklad pri hleddni minimé&lni kostry pomoci hald hran
zneplatnit vSechny hrany vedouci uvnitf vytvorenych stromi —
predikdtem P((u,v)) := tree(u) = tree(v))

Vyhoda této implementace je v jeji lenosti. Neztracime
zbytecné Cas odstranovanim prvki, které dosud odstranit
nemusime. Nevyhodou implementace je pfilisnéd prostorova
narocnost.

Nevyhodu prilisné prostorové (operaci
Delete) mizeme u Fibonacciho hald odstranit, tak, ze prv-
ky rusime za pomoci metody Cut. Pokud bychom chtéli 1
nadéle pouzivat implicitniho (nebo zadrzeného) mazani, nic
nam nebrani obé metody kombinovat.

Operaci Delete(h,v), neni-li v minimum, providime
tak, ze provedeme Cwut(h,v) nésledovany linou operaci
»~Meld“ provedenou s mnozinou synd vrcholu v (s tim, ze
neporovnévame minima) a zrusenim prvku v.

Operaci Delete, pfi niz mazeme minimum muzZeme pro-
vést bud podle pivodniho algoritmu s tim, Ze rovnou vy-
hleddme nové minimum (stéle udrzujeme pointer na mini-
mum), nebo liné tak, ze minimélni prvek pouze oznacime
za smagzany a nové minimum hleddme az v pribéhu operace
FindMan.

naroc¢nosti

Lemma 11.4 Cas posloupnosti k, operaci Delete, prove-
denych za pomoci metody Cut, ndsledovand (netrivialni)
operaci FindMain, v prubéhu niz je ko—krat provedeno im-
plicitni (odloZené) mazani, je vzhledem k potencidlu t,® +

+ (tc +t:)¥ nejvys O (k(log(n/k) + 1)), kde k = k1 + k.

Dikaz: Dikaz je témér stejny jako dikaz lemmatu 11.3.
Opét se vyuzije nerovnosti ng? > eq® +cq® + - - -4 cq%: +
+ cqitt 4 ... 4 cq% k odhadu souctu di + dy + -+ +
+ dj poctu nezrusenych synt zrusenych vrcholi. Je-li d
pocet synt vrcholu v, potom c¢as operace Delete(h,v),
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naprogramované za pomoci metody Cwut, vici potencidlu
1® + (tc + )% je O(1) + 1 - (d — 1). Soucet Casl vSech
k1 operaci Delete vidi tomuto potencidlu je tedy O(k1) +
+t(dy+da+ -+ diy).

Prvni faze operace FindMin trva ¢as O(ks3), potencial
® béhem této faze vzroste o di, 41 + -+ - + di. Soucet cast
prvni faze operace FindMin a Gvodnich ki operaci Delete
je vzhledem k potencidlu ¢, &+ (. +t:) ¥ roven O(k)+¢:(d1+
+do+ -+ di, +dgy 11+ -+ di) = O (k(log(n/k) +1)).
Cas druhé faze operace FindMin vici tomuto potencialu
je O(logn) (odpovida to pivodni operaci DeleteMin).

Na vSechny uvedené implementace je mozno jako u
binomiélnich hald pouzit jednostromovou modifikaci haldy.



12 NP-uplnost

Dosud jsme se zabyvali rychlymi algoritmy na feseni
nejruznéjsich tloh. Naskyta se otazka, zda pro kazdou tilohu
existuje rychly algoritmus. Z teorie vycislitelnosti vime, ze
odpovéd je ne, existuji ,libovolné tézké“ tlohy.

A OT] S SITaCIT] VViiiV' 4 &

A DYCITOI U dll y O alne
pojmy tloha a problém. Cilem tlohy je pro vstup (instanci)
I vydat tlohou specifikovany vystup J = f(I). Problém
(resp. rozhodovaci problém) je Gloha kterd m4 vydat tlohou
specifikovany vystup ANO/NE.

Pokud budeme chtit ukézat, ze tloha je tézka, staci
ukazat, ze je tézké rozhodnout problém: Je J feSenim tlohy
pro vstup I7 Nalezenim tézkych rozhodovacich problému
ukédzeme existenci tézkych tloh.

Zavedme pojem rychlost (¢as) na FeSeni tlohy: Pfedpo-
kladejme, Ze vstupy (instance) I tGlohy (resp. problému)
jsou zakédovany v abecedé {0,1}*. Oznacme n = |I| délku
vstupnfho slova. Rekneme, 7e algoritmus A fesf tilohu (resp.
problém) v Case t 4 (n), pokud ¢as spotfebovany algoritmem
je nejvys t 4(n) pro libovolny vstup velikosti n.

Jiz nyni si vSimnéme, ze efektivita algoritmu zavisi
na zpusobu zakdédovani zadéni. Napiiklad zakdédujeme-li
prirozené Cislo k jednou jako k jednicek a podruhé v binarni
soustavé, pak algoritmus pracujici v case ©(k) je v prvnim
pfipadé linedrni a v druhém exponencidlni (v poctu bitd
vstupu).

Trida P
Nyni se pokusime definovat rychle fesitelné tlohy. Uveé-
domme si, ze hovofime o rychlosti ,optimalniho algorit-
mu* na FeSeni tlohy U, to znamen4, o Case t(n), potfebném
na nalezeni odpovédi J = f(I) na vstup I, kde |I| = n.
Chceme-li definovat tfidu rychle feSitelnych Gloh, chceme
vlastné definovat t¥idu funkci ¢(n). Uloha bude do t¥idy
aloh patrit, pokud existuje algoritmus, jehoz rychlost ¢(n)
patii do této tridy funkci.

Chtéli bychom, aby naSe tfida funkci méla nékteré
nasledujici vlastnosti.

12.1

1. Protoze pro kazdou konstantu k, jsme principidlné
schopni s predvypoctem, pomoci tabulky odpovédi pro
slova I, kde |I| < k, sepsat trividlni algoritmus pro
takto malad I, proto mérit rychlost algoritmu jinak
nez asymptoticky nema vyznam. O tom, zda funkce
patii do dané t¥idy musi rozhodovat jeji asymptotické
chovani.

2. Chceme, abychom zfetézenim konstantné mnoha tloh
nemohli opustit tuto tfidu tloh. Vzhledem k tomu, ze
vystup algoritmu A mize mit velikost az ¢ 4(n), proto
sklddanim funkei (¢1(¢2(n))) nemizeme opustit t¥idu
funkci.

3. Uzitecna by byla i uzavienost funkci na konstantni
pocty soucti a soucini.

4. V tfidé by mély byt néjaké netrivialni Glohy, proto by
funkce O(n) mély do t¥idy funkci patfit.

5. Hezkou vlastnosti by bylo, kdyby o prislusnosti tlohy
do tfidy nerozhodoval vypoctovy model.

Uvédomme si, ze nebyt vlastnosti 3, 5, mohli bychom zvo-

~/ v

nap Klad ]en eCchn ln‘,‘l d Nno 3 1 -
je, aby nase tfida obsahovala vSechny funkce shora omezené
polynomy. Chceme-li definovat neprazdnou tfidu rychlych
tloh, musi pfislusné tiida funkci vSechny polynomy obsa-
hovat.

Filozofické otazce, zda algoritmus s ¢asem omezenym
libovolnym polynomem, mizeme pokladat za rychly, se
mutzeme vyhnout, nebudeme-li hovofit o rychlych, ale
o polynomidlnich algoritmech.

Poznamka 12.1 Opacnou otézkou je, zda bychom mezi rych-
1é algoritmy neméli pocitat i algoritmy se superpolynomialnim
casem. Exponencialni algoritmy jisté mezi rychlé pocitat nebu-
deme. Jak by se vam ale libily tridy asymptoticky shora ome-
zené napriklad funkcemi rn(1°# O = 2log "O(l), nlog log O
o(1)

Y e

)

Zde je na misté polozit jesté dvé filozofické otazky:
Predstavme si, ze vyzkum algoritmu probéhl v nasledujicich
krocich:

1. Byl vymyslen algoritmus A.

2. Byla nekonstruktivné dokazana existence konstanty c
tak, ze rychlost algoritmu A je t4(n) = O(n®).

3. Byl nalezen polynom p tak, ze t 4(n) < p(n).

Prvni otazka: Odkdy je algoritmus polynomialni?
Druha otazka: Odkdy vime, ze algoritmus je polynomialni?

Postavme se na stanovisko, ze spravné odpovédi jsou po
Fadé 1, 2.

V teoriit NP—-aplnosti se pracuje predevsim s rozhodova-
cimi problémy. Uvédomme si, jak je mozno feseni tlohy
hledat pomoci rozhodovacich problémi.

Je-li mnozina moznych vystupd tlohy omezena polyno-
mialné ve velikosti vstupu, a je-li jednoduché generovat prv-
ky této mnoziny, pak je tiloha polynomidlni, pravé kdyz je
polynomidlni rozhodovaci problém typu je J spravnym vy-
stupem na vstup I? (Staci se zeptat postupné na vSechny
mozné vysledky.)

12.2 T¥ida NP

Tt¥ida NP by méla obsahovat tlohy feSitelné nedeterminis-
tickym polynomialnim algoritmem.

Protoze nemusi byt jednoznacné, co je vystupem nede-
terministického vypoctu, je jednodussi nez s nedeterminis-
tickymi tlohami pracovat pouze s nedeterministickymi roz-
hodovacimi problémy. Vysledek takového vypoctu je potom
ANO v pripadé, ze néktery z vypoctu skoncil ANO, vysle-
dek je NE, pokud vSechny vypocty skoncily NE.

Cas (rychlost) nedeterministického algoritmu miZzeme
definovat jako cas nejpomalejsiho vypoctu.
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Poznamka 12.2 Jinou moznosti je definovat cas na zakladé
nejrychlejsiho prijimaciho vypoctu. Technické komplikace potom
prinési fakt, ze nékteré tlohy nemaji prijimaci vypocet.

Vzhledem k tomu, ze mtizeme k algoritmu pridat ,polynomial-
ni pocitadlo”, jsme schopni prilis pomalé neprijimaci vypocty
eliminovat.

Poznamka 12.3 Ulohy bychom mohli definovat takto: vysled-
ky nedeterministickych vypoét by byly bud NE, nebo (ANO,J).
Celkovy vysledek vypoctu by byl v pripadé existence vypoctu
kon¢ictho ANO libovolny z vystupi (ANO,J).

Definice 12.1 Tfida NP je tfida problémi, pro néz
existuje nedeterministicky algoritmus, jehoz rychlost je
shora omezena polynomem.

Poznamka 12.4 Nedeterministicky algoritmus je mozno pre-
pracovat na deterministicky nasledujici metodou. Nejprve zajis-
time, aby se vypocet algoritmu v kazdém kroku vétvil nejvyse
na 2 vétve. Tyto vétve ocisiujeme 0,i. Tim zphsobime nejvys
konstantni zpomaleni algoritmu. Potom algoritmu priddme ne-
konec¢nou vstupni pasku nad abecedou 0,1. Algoritmus opravime
tak, aby se v 1—tém kroku vétvil podle ¢islice na 1—tém misté
pridané vstupni pasky. Algoritmus je nyni deterministicky, je-
ho pivodni nedeterminismus je plné zachycen pridanou vstupni
paskou.

To vede k ekvivalentni definici tfidy NP, pomoci
verifikacnich algoritmi.

Definujme wverifikacni  algoritmus A. Na vstupu mé
bindrni Fetézec x (vstupni instanci) a bindrni Fetézec y
(ovéfeni). Rekneme, Ze algoritmus A verifikuje fetézec ,
jestlize existuje ovéfeni y takové, ze A(z,y) = 1.

Definice 12.2 T¥ida NP je tfida téch problémi, které lze
verifikovat v polynomialnim case. Formalné:

NP = {L C {0,1}* | existuje verifika¢ni algoritmus A a
polynom p, tak, ze pro vechna z € {0,1}*, z € L, pravé
kdyz existuje ovéfeni y, A(z,y) = 1, kde pro ¢as algoritmu
A plati t4(z, y) < p(lz]) }.

Poznamka 12.5 Abychom pomoci verifika¢niho algoritmu roz-
hodli, zda = € L, stali probrat vSechna y € {0, l}p(lml), protoZe

v Case p(|z|) nemizeme vétsi Cast Fetézce y precist.

Zavedeme posledni definici tfidy NP, v niz je y polyno-
mialni:

Definice 12.3 NP je tfida téch jazyki, které je mozno
popsat predpisem

£={a|3ylyl < Pi(2) RA(z,0)},

kde RF(z,y) je predikat vy&islitelny v polynomialnim ¢ase
vadi |z| + |yl

Tato definice tfidy NP velmi usnadnuje ovéfovani, zda
dany jazyk je ve t¥idé NP.

Véta 12.1 Definice 12.1, 12.2 a 12.3 jsou ekvivalentni.

Dukaz: Poznamka 12.4 ukazuje, ze definice 12.2 definuje
aspon tak velkou tfidu jako definice 12.1. Poznamka 12.5
ukazuje, ze definice 12.3 definuje aspon tak velkou tfidu
jako definice 12.2. Abychom ukézali, ze vSechny tfi definice
definuji stejnou tfidu, ukdzeme, Ze definice 12.1 definuje
aspon tak velkou t¥idu jako definice 12.3.

Ukéazeme, ze k polynomidlnimu deterministickému
goritmu na vypocet predikdtu R(z,y) a polynomu
je mozno zkonstruovat polynomidlni nedeterministicky
goritmus, jehoz kazdy prijimaci vypocet pro vstup  jedno-
znacné odpovida pravé jednomu ovéfeni y, |y| < Pi(|z]).

Nedeterministicky algoritmus bude pracovat takto: Nej-
prve bude nedeterministicky hidat bity fetézce y,|y| <
< Pi(Jz]) (pocita si, aby nevytvoril piilis dlouhy Fetézec),
a poté se spusti deterministicky algoritmus na vypocet
R(z,y). (Mnozinu stavi muzeme rozdélit na dvé ¢asti, kde
prechodovéa funkce je na prvni mnoziné nedeterministické a
na druhé deterministickd, a nedovoluje prejit ze stava dru-
hé mnoziny do stavli mnoziny prvni. Navic nedeterminismus
v prvni mnoziné je pouze v tom, zda hadame jednicku, nulu
nebo konec fetézce y.)

Z konstrukce algoritmu (Turingova stroje) je vidét, ze
pocet jeho pfijimacich vypocétd presné odpovida poctu
ovéfeni a vSechny vypocty jsou polynomidlné dlouhé.

al-
Py
al-

Samoziejmé P C N P, ale opac¢na inkluze, a¢ nepravdépo-
dobna, je stale oteviena. Okolo topologie tiidy NP je stale
mnoho otaznikid. Definuyme napfiklad tfidu co — N P jako
tfidu téch problémi jejichz doplitky (do {0, 1}*) jsou v NP.
Pak je pravdépodobnd predstava znazornéna na Obr. 19.

Or:

Obr. 19: Mozné topologie tfidy NP

12.3 NP-Oplnost a polynomialni transfor-
mace

Ve snaze rozhodnout vztah mezi tfidami P a NP, byla
definovana tfida NPC', nejtézsich NP problémau.

Pokud by se podafilo nalézt ,optimalni“ algoritmus pro
néktery z NP—Gplnych problémi (problém z NPC'), potom
by ¢as tohoto algoritmu otazku ,P=NP7“ rozhodl.

Pokud je totiz néktery z problému tiidy NPC polyno-
mialni, potom jsou vSechny problémy z NP polynomialni.

K dtkazu existence NP-Gplného problému budeme
potfebovat novy pojem polynomidlni transformace. Funkce
f 0,1} — {0,1}* je polynomidlné vypocitatelnd, kdyz
existuje polynomiélni algoritmus A takovy, ze pro vstup
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z € {0,1}* dava vystup f(z) (kdyz aloha spocitat f(I) je
polynomiélni).

Definice 12.4 Rekneme, Ze jazyk L; je polynomialné&
transformovatelny (pfevoditelny) na jazyk Lo, piSeme L;
x Lo, kdyz existuje polynomiélné vypocitatelna funkce f :
:{0,1}* — {0, 1}* takova, ze pro vSechna z € {0, 1}*

x € Ly ,pravé kdyz f(x) € Lo.
Lemma 12.2 Relace  je tranzitivni[j

Polynomialni transformace ndm davaji moznost definovat
a ovérovat NP—-tézkost a NP—plnost.

Definice 12.5 Jazyk L je NP-tézky, kdyz
VL' € NP, L' < L.
Definice 12.6 Jazyk L je NP—iplny, kdy?z
1. L eNP,
2. L je NP—té&zky.

Poznamka 12.6 Kromé polynomialni transformace problému
budeme pozdéji potrebovat polynomidini redukci. Odlisnost je
v tom, Ze na vyreSeni problému pouzijeme druhy problém
polynomialné krat, vidy na polynomialné velkd data. Pokud
bychom méli polynomidlni algoritmus resici druhy problém,
uméli bychom polynomialné resit i problém prvni.

Pro tcel dikazu P=NP by proto lépe vyhovovala definice
NP-tézkych tdloh pomoci redukci. Praktickych problém, které
umime redukovat a neumime transformovat neni mnoho.

Transformacemi jsou ale vypocetni tridy déleny mnohem
jemnéji, proto pro studium jejich vlastnosti se za predpokladu

P # NP transformace hodi lépe.

Vezméme si problém KACHL, ve kterém mame vykach-
lickovat koupelnu podle pfedem danych pravidel. Formélné

Jde o jazyk LxacHL
{(B, K, S)| B je konecnd mnozina barev, K je konecné

mnozina kachlickt typu , jejichz trojahelniky jsou
obarveny barvami z B; S je ¢tvercova sit rozméru n x n,
jejiz obvod je obarven barvami z B a existuje pokryti sité
S kachlicky z K tak, ze jsou splnény nasledujici podminky

e orientace — kachlicky neni dovolené otacet,

e hranice — trojuhelniky kachlicka pfilehlych k hranici
sité S maji s hranou hranice shodnou barvu,

e sousednosti — trojuhelniky kachlickt, které spolu

soused{ hranou mayji shodnou barvu }.

Zjisténi, zda vykachlickovana sit spliiuje podminky z de-
finice problému KACHL, lze jisté provést v polynomialnim
Case. Proto je problém (jazyk) KACHL ve tfidé NP. Doka-
Zeme vétu.

Véta 12.3 Problém KACHL je NP-tézky.

Dikaz: Necht L je jazyk z NP. Necht zndme néjaky nede-
terministicky Turingav stroj fesici rozhodovaci problém ,,Je
I € L7“ v polynomialnim ¢ase. Necht zname tento polynom
p.

Popiseme polynomialni tlohu i/, ktera bijektivné zobra-
zuje kazdy binarni fetézec I na zadani J problému KACHL,
J = f(I), tak, ze I € L pravé kdyz f(I) € KACHL.

Predpokladejme déle, ze mame k dispozici nasledujici
ekvivalentni modifikaci M Turingova stroje:

1. Stroj M pracuje s tzv. pfetrzenou paskou (je nekoneé-
né jen v jednom sméru). Na Gplném zacatku pésky je
zapsana vstupni instance. Vsude jinde je zapsan prazd-
ny symbol *x. Hlava stroje M je na zacatku nastavena
na prvni policko pasky. Ze startovni polohy se stroj
miuze pohybovat jen smérem doprava.

2. Stroj M mé pravé jednu pfijimaci koncovou konfigu-
raci. Kbd stroje je doplnén takto: dfive nez pfijme,
vycisti pasku zapsédnim prazdného symbolu %, posune
hlavu fizeni na 1. policko pasky a pfejde do koncového
stavu q;¢.

3. Stroj pracuje nad abecedou {0, 1, *}.

Ozna¢me @ mnozinu stavi a § pfechodovou funkei stroje
M.

Uloha U nejprve zkonstruuje sit velikosti p(|1]) x p(|1]). Za
mnozinu barev vezme {0, 1, x}UQ x {+, > UQ x {0, 1, x}.

Necht y € {0,1}* oznacuje vstupni instanci. Prvnich
|y| policek horni vodorovné hranice tloha U obarvi |y|-
tict, (qo,%1),¥2,---, ¥y, prvni policko dolni vodorovné
hranice obarvi barvou (qf,#). Zbyvajici hraniéni policka
jsou obarveny barvou .

Koneéné mnozinu kachlickt K zkonstruuje takto: Kach-
licky budou 6-t1 druhi:

s s s q,s q,s 4q,8
* X*| U XXk U x X U [* G U x| U [x K *

q
s (q.s) (q.s) (ERN1)

kde s je symbol na pésce, tj. 0 V1V %, ¢, € Q.
V mnoziné K budou zastoupeny vsechny kachlicky druhi
1, 2 a 3. Kachlic¢ek druhu 4 je v K zastoupen, praveé kdyz
(¢',s',—=) € (g, s). Kachlicek druhu 5 je v K zastoupen,
pravé kdyz (¢',s', ) € (g, s). Kachlicek druhu 6 je v K
zastoupen, pravé kdyz (¢’,s’,-) € §(q, s).

Tim je definovdna vstupni{ instance f(I) problému KA-
CHL. Transformaci f(I) je mozno zkonstruovat v polyno-
mialnim cCase.

Zbyva ovéfit, ze Turingiv stroj M piijima y <
& zkonstruovand instance € Lygacnn. 1o vSak je jiz
jen technickou zalezitosti. Kazdy krok stroje M miZeme
zakédovat polozenim fadku kachlick a obracené kazdy
vykachlickovany fadek jednoznacné urcuje vypoctovy krok
stroje M.

Jako ilustraci interpretujme krok ¢, kdy je stroj ve stavu
q, ¢te j—ty symbol na pésce: s, prejde do stavu ¢’, prepise
s na s’ a prejde na policko pasky j + 1. To koresponduje
s

* AN

s pokrytim fadku i: j—ty kachlicek je typu

G+ 1)
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kachlicek je typu #N | zbyvajici kachlicky na fadku jsou

* X ok
typu s N .
Na druhou stranu je tfeba nahlédnout, ze kazdé spravné

Vyl(ar’h]frv’l(nva‘né siti jpr]‘nn'z‘narv"m? odpovfr];’\ vx’zpnrv’Pt Qtrnje

xXacClllCkovale s1t cAanoznacne vida Vypocel sLro

M. Skutecné, v kazdém fadku vykachlickované sité je pravé
jeden kachlicek s ,horni“ barvou (g,s). Navic v celé siti
existuje jedina souvisld cesta, kterd se sklada z téchto
kachlickt, které se dotykaji alespon jednim rohem. Cesta
zacind v levém hornim kachlicku a konci v levém dolnim
kachlicku. Diikaz je u konce.

Cvicéeni 12.1 Dokazte dusledné tvrzeni, ze v kazdém
fadku je pravé jeden kachlicek s ,horni“ barvou (g, s).

Poznamka 12.7 Pokud bychom méli polynomialni algoritmus
na kachlickovani, védéli bychom, Ze pro kazdy problém ze tridy
NP existuje polynomialni algoritmus. Polynomialni algoritmus
bychom byli schopni zkonstruovat ve chvili, kdy bychom znali
nedeterministicky algoritmus i s polynomidlnim odhadem jeho
rychlosti.

12.4 Dalsi NP—aplné problémy

S NP-Gplnymi problémy se setkdvame v nejriznéjsich
oblastech matematiky, ale 1 v praxi. Abychom ovérili, ze
dany problém je NP—aplny musime podle definice ukézat
7e patfi do tfidy NP a ze kazdy problém z NP je
na néj polynomialné transformovatelny. Prvni podminka
u rozhodovacich problémi je vétSinou trivialni, a proto
jeji ovéfeni je prenechano ctenafi. Podminku druhou
zrealizujeme polynomialni transformaci ze znamého NP—
aplného problému ( je tranzitivnil).

Metodu polynomidalnich transformaci budeme ilustrovat
na problému rozhodnuti, zda dand booleovska formule
v konjunktivni normélni formé je splnitelnd (SAT). Boo-
leovska formule @ v konjunktivné normalni formé se sklada
z konjunkce klauzuli, kde kazda klauzule obsahuje disjunk-
ci nékolika proménnych (mohou byt jako negace i ,gace®).
Naprtiklad booleovska formule

q)(l‘l, Za, l‘3) = (l‘l V —x V _|l‘2) A (l‘g V l‘z) A (_'1‘2 V l‘3)

se sklada ze t¥i klauzuli a tfi proménnych 1, xs, 3.
Formule ® je splnitelnda, jestlize existuje pravdivostni
pfifazeni 1(true) a O(false) proménnym tak, Ze kazda
klauzule je vyhodnocena jako 1(true). V nasem piikladé
je formule ® splnitelna, viz napt. pfifazeni x; = xs =
= z3 = 1. Samoziejmé je k dispozici 2" pravdivostnich
pritazeni. Problém SAT je rozhodnout, zda dana formule
v konjunktivné disjunktivnim tvaru je splnitelné.

Véta 12.4 SAT-problém splnitelnosti booleovskych for-
muli je NP—tplny.

Dukaz: SAT jisté patii do NP. (Haddme ovéfeni =
linearni velikosti a vyhodnocujeme v linedrnim case formuli
v konjunktivné disjunktivnim tvaru.)
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Diikaz NP-tézkosti provedeme polynomiélni transforma-
ci z problému KACHL. Prevedeme vstupni instanci I pro-
blému KACHL na vstupni instanci Is problému SAT v po-
lynomialnim case a ovérime, ze Ix € KACHL pravé kdyz
Is € SAT. Protoze problém KACHL je NP-tézky, vyplyne
odtud NP-tézkost problému SAT.

Bud Ig = (B,K,S) instance problému KACHL.
Zavedme proménné z; ; i, které budou vyjadfovat moznost
umfisténi kachlicku & na misto ¢, j sité S. Sestrojime
nasledujici formule:

1. /\i,j (Vg #ijk), abychom zarucili, Ze alespon jeden

kachlicek bude umistén v kazdém cCtverci sité S
(rozméru n x n),

2. N\ ; /\k;ék, (—&; 55 V —®i 5 k), abychom zarudili, ze na-
nejvys jeden kachlicek bude umistén v kazdém ctverci
sité S,

3. /\i,j /\k,k'(_'xiyjyk V - j+15) pro vechny dvojice
kachlicki k, k', které nelze umistit vedle sebe v horizon-
talnim sméru — tim zarucujeme podminku sousednosti
v horizontalnim sméru,

4. /\i,j /\k,k’(_'xi,j,k V ;41,5 6) pro viechny dvojice
kachlicki k, k', které nelze umistit vedle sebe ve verti-
kélnim sméru — tim zarucujeme podminku sousednosti
ve vertikdlnim sméru,

5. =x1;k pro vsechny kachlicky, které nemohou byt
umistény na pozici (1, j) — tim zarucujeme podminku
levé hranice

6. =z, ;k pro viechny kachlicky, které nemohou byt
umistény na pozici (n, j) — tim zarucujeme podminku
pravé hranice

7. —®;1x pro vechny kachlicky, které nemohou byt
umistény na pozici (4, 1) — tim zaru¢ujeme podminku
horni hranice

8. —=%; nr pro vsechny kachlicky, které nemohou byt
umistény na pozici (¢,n) — tim zarucujeme podminku
dolni hranice

Formule @ je konjunkce formuli 1,...,8. Timto zpusobem
jsme v polynomidlnim case zkonstruovali instanci Ig
problému SAT. Reseni problému KACHL jednoznacné
odpovida TeSeni problému SAT, tedy Ix € KACHL pravé
kdyz Is € SAT. (V feci jazyki.)

V nasledujici kapitole je uveden prehled nejznaméjsich
NP—aplnych problémii.



13 Priklady NP-uplnych problémiu a transformaci

1. KACHLi¢kovani

(a)

(b)

()

(d) s jednobarevnou hranici - kazd4 hrana koupelny
je jednobarevna.

Orientované - viz minula prednaska.
neorientované - kachlicky muzeme 1 otacet.

prihledné - kachlicky mtzeme 1 pfevracet.

2. SAT

(a) SATistability: Je déna formule v konjunktivné
disjunktivnim tvaru

-
@(l‘) = (/\\/am') ; kde a5 5 = { x: s
ig
prok € {1,...,n}.

Otéazka: 3 & = (x1, 22, ..., x,) tak, ze ®(z)7?

(b) 3SAT: Je dana formule v konjunktivné disjunk-
tivnim tvaru

3
—x
8@) = (A V ass) e ary = { T8
j=1

K3

pro k€{l,...,n}.

Otéazka: 3 & = (x1, %9, ..., x,) tak, ze &(z)7?

(c) 3-3SAT: Je déna formule v konjunktivné dis-
junktivnim tvaru

Ui
XL
8@) = (A V ass) e ary = { 7T
j=1

(3
pro k €{1,...,n},
kazdé zj pouzito nejvys 3—krat,
;<3

Otéazka: 3 & = (x1, 22, ..., x,) tak, ze &(z)7?

3. KLIKA, NEZavisla mnoZina, Vrcholové Pokryti

(a) KLIKA: Je d4n neorientovany graf G a islo k.
Otéazka: Existuje v G klika velikosti k7 (klika:
podgraf, v némz jsou kazdé dva vrcholy spojeny
hranou)

(b) NEZ4&visla mnoZina: Je din neorientovany graf
G acislo k. Otazka: Existuje v G nezavisla mno-
Zina velikosti k7 (nezdvisld mnozina: indukovany
podgraf, v némz nenf hrana)

(c) Totéz, ale o grafu G vime, Ze je rovinny.

(d) Totéz, ale graf G je rovinny a vSechny vrcholy
maji stupen nejvys 3.

(e) VP: Je dan neorientovany graf G a ¢islo k. Otéz-
ka: Existuje v G vrcholové pokryti velikosti k7
(vrcholové pokryti: takovd mnozina vrcholi, Ze
kazda hrana grafu obsahuje aspon jeden jeji vr-

chol)

4. HK

(a) HK: Je dén neorientovany graf G. Otazka: Exi-
stuje v G Hamiltonovska kruZnice? (Hamil-
tonovska kruznice: kruznice prochazejici kazdym
vrcholem pravé jednou)

(b) OHK: Totéz, ale graf i Hamiltonovska krui-
nice jsou orientované.

(c) HC, OHC: Totéz, ale dotaz na Hamiltonov-
skou cestu.

(d) HC/HK — HC/HK, OHC/OHK —
— OHC/OHK: Dén graf a v ném Hamiltonov-
ské cesta/kruznice, dotaz na existenci jiné Hamil-
tonovské cesty/kruznice.

(e) Orientovany graf na vstupu je bipartitni, rovinny,

v jedné partité plati deg”™ = 1 a degt = 2 a
v druhé partité deg™ = 2 a degt = 1, dotaz na
OHK/OHC.

(f) OC: Je dan ohodnoceny graf G a cislo ¢. Otazka:
Existuje v G sled prochézejici vSemi vrcholy (ne
nutné jednou), konéici ve vrcholu ve kterém zacal,
jehoz soucet ohodnoceni je nejvys ¢?

5. BATOH

(a) Je déno pfirozené &islo ¢ a seznam S obsahujici
n pfirozenych &isel. Cisla jsou kédovana binarné.
Otézka: Existuje podseznam S’ C S tak, ze
ZSES’ s = t7

(b) LoupeZnici: Je dén seznam S obsahujici n
(bindrné kédovanych) prirozenych cisel. Otézka:
Existuje podseznam S C S tak, 7e )] g8 =
= ZteS\S’ t?

6. COLOR

(a) COLORing: Je dén neorientovany graf G a ¢islo
k. Otazka: Je mozno graf G obarvit k& barvami?
(obarveni grafu: vrcholy spojené hranou musi mit
riznou barvu)

(b) Totéz, ale pFedem vime, 7e k = 3.
(c) Totéz, ale pfedem vime, 7e graf G je rovinny.
)

Totéz, ale pfedem vime, ze stupen libovolného
vrcholu grafu je nejvys 4.

(e) Je ddno jedno obarveni tfemi barvami, otdzka na
netrivialné jiné.

7. PPokryti:

(a) Mame 3n tf¥iprvkovych mnozin, jejich ,multisjed-
nocenim® je mnozina obsahujici 3n riznych prv-
kua, kazdy trikrat. Otazka: Je mozno vybrat n
mnozin tak, aby jejich sjednocenim byla mnozi-
na obsahujici vSech 3n riznych prvka?
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Obr. 20: Graf prevodi mezi NP—Gplnymi problémy

Na obrazku 20 je zobrazen graf jednoduchych prevodi
mezi NP-(plnymi problémy.

Na obrazcich 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31,
a 32 jsou nacrtnuty konstrukce nékterych polynomialnich
transformaci.

Ostatni uvedené transformace jsou témér trivialni, s vy-
jimkou transformace 3COLOR na presné pokryti. O vétsiné
téchto transformaci se muzete docist v knizce Ludka Kucery
— Kombinatorické algoritmy, nebo v knizce Jana Plesnika —
Grafové algoritmy.

Ulohu SAT bychom pomoci algoritmu na Feseni 3-SAT
mohli fesit takto: Postupné nahradime kazdou disjunkci
aspon 4 formuli

al\/az\/ag\/~~~\/ak

konjunkci s novou prvoformuli «

Obr. 21: Pfevod SAT na nezavislou mnozinu velikosti m

Pak obrazek obsahuje m mnozin po [; vrcholech
oznacenych a; ;.

Pro pravé jedno k symbolu a; ; odpovida symbol z;
resp. symbol —x;. My toto xp resp. -y vyuZijeme
ke konstrukci grafu. Vrcholy uvnitf mnozin jsou
pospojovany hranami. Vrcholy a; ;, a;: j+ jsou spojeny
hranou, pokud ¢ # ¢’ a symbolicky zépis a; ; A air ;1 je
tautologicky false (gace a negace téze proménné).

Problém jsme prevedli na dotaz na nezavislou mno-
zinu velikosti m v zkonstruovaném grafu. Technickou
zalezitosti je dokéazat pfesnou korespondenci mezi od-
povédmi na ot4dzku prvni tlohy a odpovédmi na otdzku
druhou.

d

/\

R~ 7

(aaVasVe)AN(—zVazV- - Vag).

Formule se konstrukci prodlouzi nejvys konstanta—krat a je
splnitelna pravé kdyz ptvodni formule je splnitelna. Pokud
bychom byli pedanticti, doplnili bychom jesté ,kratké®
disjunkce ,zdvojovanim®.

Ulohu 3SAT bychom pomoci 3-3SAT mohli fesit takto:
Misto kazdé prvoformule x; vyskytujici se v formuli vice nez
3-krat vytvorime prvoformule 732 a nahradime ity vyskyt
prvoformule z prvoformuli 732 Navic pfiddme konjunkci

(96,1C \Y; —mi) A (x,% \Y; —mz) A A (xi;l \Y; —mfk) A (aeiC \Y; —wc,lc),

kde [ oznacuje pocet vyskytd proménné zp. Pridana
konjunkce vynucuje stejné ohodnoceni prvoformuli 732 (pro
pevné k). Kazdému ohodnoceni prvoformuli, pro néz je pi-
vodni formule pravdiva jednoznacné odpovida ohodnoceni
prvoformuli nové formule, pro néz je nova prvoformule prav-
diva. Formule se prodlouzila nejvys konstanta—krat. Pozor
nemuzeme pouzit ,zdvojovani“, abychom zajistili délku 3

kazdé disjunkce.]
K jednotlivym obrazkim:

21 Necht formule je tvaru

o) = (/\

i=1j=1

i

XL

am') , kde am' = { ,

Lk

pro k €{l,...,n}.

Ay ¢
ZAVAN

Obr. 22: Pfevod k nezavisla na [ rovinna nezavisla

22 Nahrazenim kfizeni hran (A,C), (B, D) zobrazenym
podgrafem zvétsi velikost nejvétsi nezavislé mnoziny
grafu pravé o 6.

23. Prevod rovinnd k nezavisld na rovinnou [

Obr.

nezavislou se stupni nevys 3
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23 Nahrazenim vrcholu v grafu stupné vétsiho nez tii
podgrafem podle tohoto schématu, se velikost nejvétsi

nezavislé mnoziny zvétsi pravé o deg(v) — 1. X
A n ra xr xr x a

aq 1
a2 >
o Ci Obr. 26: Pfevod rovinné 3COLOR na rovinné 3COLOR se
a; 3 FALSE stupni nejvys 4
Obr. 24: Pfevod 3SAT na 3COLOR 26 Nahrazenim vrcholu v zobrazenym podgrafem snizi
soucet stupnu vrcholi stupné vétsitho nez 4 a zachova
24 Oznacme barvu vrcholu FALSE za false a barvu vrcho- vlastnost 3COLOR (vrcholy a, b, ¢, d maji stejnou
lu TRUE za true. Graf zobrazeny v horni ¢asti obraz- barvu).
ku zajistuje, zZe vrcholim =z jsou piifazeny pravdivost-
ni hodnoty. Kazdé klauzuli odpovida podgraf zobraze-
ny ve spodni ¢asti obrazku. Vrcholy libovolného troja- vl
helnicku jsou obarveny tfemi riznymi barvami. Pokud ol \/ i
Jsou vSechny tii barvy a; ; false, pak je b; jediny vrchol J 9
trojtihelnicku, jemuz neni zakdzana barva false. Nutné ) Yi
musi byt b; obarven false, ale v trojihelnicku obsahu- Y
jicim ¢; je barva false zakdzana vSem vrcholim. Proto v}
tento podgraf neni mozno spravné doobarvit. Pokud U?

mame spravné obarveni grafu, pak barvy vrcholt urcuji

Feenf 2 problému 35AT. Poknd existuje z, ¥eSeni pro- o 97. preyod 3COLOR na hledént 3COLOR  jiného nes
blému 3SAT, pak jsou jim urceny barvy vSech vrchola

s vyjimkou dolnich podgrafti. Vime ale, ze v kazdém zadaného
takovém podgrafu je jeden z vrchold a; ; obarven true.
Tento podgraf je ale v tom pfipadé mozno doobarvit. 27 Hrané {i, j} ptivodniho souvislého grafu odpovida sest
7 hran nového grafu ({vf,vf}, kde k& # £). V novém
g grafu je trividlni obarveni ,po vrstvach® ...vf ma
D barvu c¢;. Pokud vSak existuje netrividlni obarveni
nového grafu, pak je mozno obarveni ptivodniho grafu
d ziskat na zdkladé hlasovani. (Barvu vrcholu ¢ urcime
hlasovanim z {c(v}), ¢(v?), c(v})}.)
A
Cc FE
b b1 P1 el

B
Obr. 25: Pfevod 3COLOR na rovinné 3COLOR

25 Nahrazenim k¥izeni hran (A, E), (B, F) zobrazenym

podgrafem snizi pocet kfizeni a zachova vlastnost 1 2 X
3COLOR. (Vrcholy a, ¢ maji stejnou barvu, vrcholy b, ves

d maji stejnou barvu. Barva a neni stejnéd jako barva % % %
b. Nema-li A barvu b, pak B méa stejnou barvu jako

A ...vrcholy A, B, C, D maji stejnou barvu. Ma-li A
barvu d, pak D mé barvu a=c, ... A, C majibarvu b a

B, D maji barvu a. Vrc.holy A, C maji stejnou barvu, g}, 98: Prevod k Vrcholového pokryti na Hamiltonovskou
vrcholy B, D maji stejnou barvu. Tyto barvy A, B .= ..

jsou nezavislé.)
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29

R
4
LU

Obr. 29: Pfevod SAT na HK v rovinném bipartitnim grafu s omezenymi stupni

t—tému vrcholu grafu odpovida cesta p; = b;,..., e,
hrané grafu odpovida podgraf o 6+6 vrcholech, jehoz
prikladem je podgraf zobrazeny na zacatcich cest p1, ps
resp. na koncich cest ps,p,. Useky cesty p; vytnuté
podgrafy reprezentujicimi rizné hrany (i, j), (¢,1) jsou
disjunktni.

Cislo k je reprezentovéano vrcholy 1...k. Kazdy vrchol
b; resp. e; je spojen s vrcholy 1...k. Vrcholy b;, e;, jsou
na konci konstrukce z grafu odstranény tak, ze jsou
ztotoznény s prvnim resp. poslednim vnitinim vrcho-
lem cesty. Pokud cesta p; neméla zadny vnitini vrchol,
pak vrchol 7 byl izolovany, muzeme vrcholy b;,e;
z grafu odstranit (véetné hran do vrchola 1,... k).
V nové zkonstruovaném grafu existuje Hamiltonovska
kruznice pravé kdyz v puvodnim grafu bylo vrcholové
pokryti velikosti k.

(Vybéru vrcholového pokryti jednoznacné odpovida
vybér proslych dvojic vrcholi b;, e;. Na Hamiltonovské
kruznici totiz lezi bud oba nebo zZadny, protoze Hamil-
tonovska kruznice prochazejici levym vrcholem 6+6
podgrafu musi tento podgraf opustit pravym vrcholem
6+6 tice lezicim na téze cesté p;. Vsechny vrcholy 6+6
podgrafu mohou byt na Hamiltonovské kruznici, pravée
pokud je aspon jedna z odpovidajici dvojice cest vybra-
na. Existuje—li vrcholové pokryti, pak existuje Hamilto-
novska kruznice, ale 1 opacné z nalezené Hamiltonovské
kruznice jsme schopni sestrojit vrcholové pokryti.)

Konstrukce se sklada ze ,,zakladniho cyklu“, kde v le-
vé Casti jsou simulovany disjunkce, prava cast slouzi
k ,oznaceni“ jednotlivych proménnych. Kazdy ,dvou-
obloucek“ odpovidd proménné, prichod ,vnéj$im“
oblouckem koresponduje s true, na rozdil od prichodu
,vnittnim® oblouckem. ,Vnéjskem® pravé casti je
zajisténo, aby 2i-t4 proménnd byla negaci (2¢ — 1)-ni

30

31

proménné. Vnitfek kruznice zajistuje souvislost pro-
ménnych s jejich vyskytem v disjunkcich. Na pravé
casti obrazku je rozkleslen ,disjunktor“ a nonekvi-
valence. Vespod pravé casti je naznaCeno jak diky
pridéani dalsich ,proménnych“ miZeme zachovat rovin-
nost konstrukce. Uvédomte si, Ze nonekvivalence jsou
vzdy uvnitf ,cyklicky orientované stény“.

Vznikly graf je rovinny, bipartitni, vrcholy jedné par-
tity maji in-degree 2 a out-degree 1, u vrchold druhé
partity je to obracené.

Yi

Obr. 30: Pfevod OHK na HK

t—tému vrcholu grafu odpovidd podgraf G, hrané
(¢, 7) grafu odpovida hrana {y;, z;}. HK vidy obsahuje
hrany {y;, 2}, {7, €;}. UrCenim hran {y;, z;} je HK de-
finovana. Odpovidajici OHK ptvodniho grafu obsahuje
hranu (¢,j) prévé kdyz HK obsahuje hranu {y;,z;}.
Libovolné HK v zkonstruovaném grafu odpovida OHK
v grafu puvodnim, a libovolné OHK v ptivodnim grafu

odpovida HK v zkonstruovaném grafu.

i—tému vrcholu grafu odpovidd podgraf G;, hrané (i, )
grafu odpovidd hrana (y;, ;). Kromé toho jsou pfida-
ny hrany (z;,yi+1) proi =1...n—1 a hrana (z,,y1)
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Li

Obr. 31: Pfevod OHK na hledani jiné OHK nez OHK

zadané

(kde n je pocet vrcholi pivodniho grafu). Podgraf G;
mé vlastnost, ze hamiltonovska kruznice jim projde
najednou a pouzije bud pouze hrany nakreslené tucné,
nebo pouze hrany nakreslené ¢arkované. Hamiltonov-
skd kruznice proto nemtze obsahovat najednou jak
tucné tak carkované hrany. V zkonstruovaném grafu
existuje pravé jedna OHK pouzivajici pouze carko-
vané hrany. Kazdé OHK v puvodnim grafu odpovida
OHK pouzivajici pouze tu¢né hrany, a opacné kazdé
OHK pouzivajici pouze tucné hrany odpovidd OHK
v pivodnim grafu. Odpovéd na existenci druhé OHK

v; € V sestrojime pfirozené cislo z;, které bude mit

reprezentaci (1,b;0,...,b;p1-1), tj.
|E|-1
e — ABl 4 N . alEl-j-1
fop—_ + p 0ij4 .
7=0

Pro kazdou hranu e; sestrojime piirozené éislo y; = 47,
jehoz reprezentace mé kromé nul pravé jednu jednicku
na misté e;. Konecné

|E|-1
t=k-4Ply N 2.4,

7=0

VsSechna zkonstruovana cisla maji velikost omezenou
polynomem ve velikosti vstupni instance problému VP.

Zbyva ovérit, ze graf G ma vrcholové pokryti velikosti
k pravé kdyz existuje S’ C S a ) o8 =1
Predpokladejme, ze graf G ma vrcholové pokryti
V' = A{vi,,..., v, }. Definujeme S' = {a;,,...,2;,} U
U{y; | ej sousedi s pravé jednim vrcholem z V'}.
Snadno zjistime, ze ZSES’ s = t. Skutecné, souctem k
¢isel vrcholt a libovolného poctu ¢isel hran dostaneme
¢islo, v jehoz zapisu v soustavé o zdkladu 4 je na po-

zicich Fadi aspon 4!Z! &slo k. Dale zjistime, ze ostatni
vahové nizsi bity jsou rovny 2. Uvazme postupné bito-
vé pozice, které odpovidaji hrandm e;. Sousedi-li e; se
dvéma vrcholy z vrcholového pokryti V'’ pak oba tyto

v zkonstruovaném grafu odpovida na existenci néjaké
OHK v ptavodnim grafu.

wlo oot vrcholy pfispivaji do souctu 1, ale y; ¢ S’ nepfispiva.
Vi1 0010 V piipadé, ze e; soused{ jen s jednim vrcholem z V',
v v s ’ v . P .
v (1) (1) 01 8 8 tento vrchol pfispiva do celkového souctu bitové pozice
vilo1 01 1 jednou 1; druhd 1 je v fadku pFislusejicim y; € S'.
Modifikovand biize Desitkové s. , . L. . . . ,
xo=[I 0 0 T 0 1]= 1041 Nyni pfedpokladejme, ze existuje S’ C S tak,
=TT 00 = I8 v
‘:17 T[1 100 0= 134 z¢ sesi=1 8 = . Necht 5 = {Ziy, .o,z } U
X3 = IO 0 Lm0 0= 1040 Uy, ..oy, V. Pakalek=maV ={v,. ... v 1}
xq b0l g =001093 Loy ) JtpJ 1Yi1 y Yim J
Ya= 0 000 0 1= 1 Jje vrcholové pokryti G. Opravdu, na porzici e; v bitové
=10 00 01 0= 4 .« vy . s v e . ~s 4 s
i; B s reprezentaci Cisel z S jsou pravé tfi 1: jednou prispiva
5 M s y; a po jedné koncové vrcholy e;. Vzhledem k ¢iselné
W z
t =32221272= 3754 soustavé o zdkladu 4 neni mozny pfenos z bitové pozice

e; do pozice e;11. Takze pro |E| vdhové nejnizsich
porzic cisla t plati, Ze aspon jedno a nanejvys dva z;
prispivaji do souctu na kazdé takové bitové pozici.

Obr. 32: Vrcholové pokryti s feSenim vy, vs, v4 a odpovi-
Proto je V' vrcholové pokryti.

dajici instance BATOHu s feSenim 1, s, %4, Yo, Y2, Ys,

va Cviceni 13.1 Provedte naznacené dikazy podrobné a po-

kuste se dokazat NP—(plnost ostatnich uvedenych problé-
32 Klicovou myslenkou ke konstrukci instance problému my.
BATOHU je pouziti incidenéni matice grafu G. Bud
G=(E={eo, -, eg-1},V ={vo,...,yv|-1}) graf,
incidenéni matice G je |V| x |E| matice B = (b;;), kde

b — 1 hrana e; sousedi s vrcholem v,
Y71 0 jinak.

Mnozina S bude obsahovat dva typy cisel, které budou
odpovidat hrandm a vrcholim. Tato ¢isla budeme
interpretovat v soustavé o zékladu 4. Pro kazdy vrchol
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14 Pseudo—polynomialni algoritmy a silna NP—iplnost

V tomto oddile prozkoumame ¢iselné problémy podrobnéji.
Vratme se k problému BATOH, o kterém jsme si v minulém
oddile dokazali, ze je NP-t&zky. Bud (S = {c1,...,cn},t)
instance problému BATOH. Uvazme algoritmus Alg. 13 pro
problém BATOHu:

begin
Zkonstruuj orientovany graf G = (V, A), kde
V.= {0,1,...,t} aA:AlLJAzU...UAn,
kde A; = {(u,v) EV?|u—v=c;}
Ozna¢ uzel 0 (0:=0)
for j=1to ndo
for v €O do
oznaé uzel u takovy, ze (u,v) € A;
BATOH ma feseni pravé kdyz uzel ¢ je oznaceny.
end

Alg. 13: Pseudopolynomialni algoritmus fesici problém

BATOH

Tento algoritmus je piikladem znamé metody navrhu
algoritmi, které se tikd dynamické programouvdni.

Lemma 14.1 Necht M; je mnoZina uzli oznacenych po j—
tém opakovani kroku 3 predchoziho algoritmu. Pak M; =
= {v € V | existuje mnozina S’ C {1,...,j} takovd, Ze

2ics G = v}
Dikaz: Dokazeme indukci podle 5. V j—té iteraci je
M; = M;_1 U{u|Jv € M;_tak, ze u =v + ¢;}.

Uzitim indukéniho predpokladu na M;_; a pouzitim
predeslého vztahu dostaneme dokazovany vysledek.

Véta 14.2 predchozi algoritmus resi problém BATOH
v ¢ase O(n - t).

Dikaz: Spravnost algoritmu bezprostfedné vyplyva
z pfedchoziho lemmatu. Krok 3 vyzaduje ¢as O(t), nebot
nanejvys ¢ uzli mize byt oznaceno. Celkem je n iteraci. 5

Uvédomme si, ze algoritmus neni polynomiélni v pripadé,
kdyz vstupni cisla v instanci BATOHu nejsou kbédovana
undrné! Algoritmim, které jsou polynomidlni jen v ptipadé
zakédovani instance v unarni soustavé rikdme pseudopoly-
nomidlni.

Existuji vSak ciselné problémy, které jsou NP—aplné bez
ohledu na zakdédovéani vstupu. Pfikladem takového problé-
mu je napt. problém 3—-ROZKLAD. Vstupem problému je
3m prirozenych cisel a nasim tkolem je rozhodnout zda exi-
stuje rozdéleni téchto ¢isel do m mnozin tak, ze kazd4 mno-
zina obsahuje pravé 3 Cisla a soucet cisel v kazdé mnoziné
je totozny.

Zavedme si ndsledujici pojmy. Necht I je instance
vypocetnfho problému. Definujeme number(7) jako nejveétsi
c¢islo, které se v I vyskytuje.
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Napriklad je jisté rozumné predpokladat, Ze v instanci [
problému batoh je number(J) = ¢.

Bud II vypocetni problém a f funkce zobrazujici
prirozend cisla na sebe. Oznac¢me II; problém II zGZeny
na instance I takové, ze number(I) < f(|I]). Rekneme,
ze problém II je silne NP—uplny, jestlize 1I, je NP—taplny
pro néjaky polynom p.

Tak napriklad problém KLIKA je silné NP—aplny, nebot
napf. pro k < n (v n-vrcholovém grafu mtize byt klika
velikosti maximalné n) je jisté k = number(/) < |V].

Problém 3-ROZKLAD je taktéz silné NP—Gplny. Avsak
naptiklad problém BATOH do této kategorie nespada.

Vsimnéte si, ze pseudopolynomialni algoritmus lze cha-
rakterizovat takto: kazdou instanci I fesi v Case, ktery je
polynomidlni v |I| a v number(]).

Véta 14.3 Za predpokladu P # N P pro 7adny silné NP—
uplny problém neexistuje pseudopolynomialni algoritmus.

Dikaz: Necht II je silné NP—tplny problém, tj. II,(,) je
NP—Gplny problém pro jisty polynom p. Pfedpokliddejme,
7e existuje polynomidlni algoritmus A, ktery fesi v poly-
nomidlnim ¢ase ¢(]7], number(7)) instanci I problému II.
Pak také fesi v polynomidlnim case ¢(n,p(n)) i NP—aplny
problém A, ,y, spor.



15 Aproximace NP—iplnych problémi

Mnoho problémii, které maji zvlastni praktickou dilezitost
je NP—aplnych, a proto je poSetilé pro velké instance hledat
optimalni feseni tloh s nimi spojenych.

Nicméné v piipadé malych vstupnich instanci lze pou-
7it 1 exponencialni algoritmus. Na druhé strané i1 v pripadé
velkych vstupnich instanci se mizZeme spokojit s hledanim
»skoro“ optimaélnich FesSeni, které lze nalézt v polynomidl-
nim Case, at uz v nejhorsim anebo v primérném pripadé.
Takovym algoritmim budeme fikat polynomidini aproxi-
macni algoritmy.

Predpokladejme, Ze hleddme feSeni optimalizacni Glohy,
kde mozné feseni ma kladnou hodnotu a chceme nalézt
skoro optimalni feseni.

Rekneme, 7e aproximacni algoritmus Fesi tilohu s chybou
p(n), kdyz pro kazdy vstup velikosti n je cena FeSeni C,
kterou nalezl aproximacni algoritmus, vi¢i optimalnimu
feseni C* ve vztahu

maxgg < p(n)
oo ) <SP

Tato definice je v platnosti jak pro minimalizacni tak i pro
maximalizaéni verze optimalizacnich loh. Je tedy p(n) >
> 1 a hodnotu 1 nabyva pravé kdyz aproximacni algoritmus
nalezne optimalni feSeni.

Nékdy je vyhodné&jsi pracovat s tzv. relativni chybou £(n)
aproximacniho algoritmu

€ —C7|
C*

Pak plati, ze ¢(n) < p(n) — 1, a v pfipadé minimalizac¢nich

verzi nastava rovnost. U nékterych aproximacnich algorit-

mi jsou funkce p(n),e(n) konstanty. V takovém piipadé
budeme argument n vynechavat.

Pokusme se navrhnout polynomialni aproximacni algorit-

mus pro optimalizacni verzi problému vrcholového pokryti

grafu G. V optimalizacni verzi, oznacme ji VPM, hledame

vrcholové pokryti miniméalni mohutnosti.
Necht G = (V, E) je dany graf. Uvazme algoritmus Alg.

< g(n).

Sestrojme graf G takto. Zacneme s n disjunktnimi
hranami {¢;, b;}. Pak b—uzly rozdélime na dvojice a kazdou
dvojici spojime s novym vrcholem a (neni-li b délitelné
dvéma nechdme zbytek volny). Pak b-uzly rozdélime
na trojice a kazdou trojici spojime s novym uzlem a.
To opakujeme ... a7 spojime jednu (n — 1)-tici b-uzld
s poslednim vrcholem a. Oznaéme pocet a-uzli a(n).
Aproximacni algoritmus do C' zatadi do vrcholového pokryti
v8echny a— a c—uzly, tj. najde vrcholové pokryti velikosti
a(n) + n, zatimco miniméln{ vrcholové pokryti tvofi b—
uzly a mé proto velikost n. Protoze «(n) = Z;;;Ln/jj,
je relativni chyba timérnd n — 1 harmonickému cislu a je
tedy O(logn).

P#i navrhovani aproximacnich algoritmi je tfeba postu-
povat uvazlivéji.

Véta 15.1 Existuje polynomialni aproximacni algoritmus,
ktery fesi optimalizac¢ni problém VPM minimalniho vrcho-
lového pokryti grafu s relativni chybou 1.

Dukaz: Necht G = (V,E) je dany graf. Nalezneme
polynomidlni algoritmus, ktery nalezne vrcholové pokryti
grafu G, které je pfi nejhorsim dvakrat vétsi nez minimalni
pokryti.

begin
C = 0;
E = F;
while E' # ( do
begin
Necht (u,v) je libovoln4 hrana E’;
C:=CU{u,v};
Odstran z E’ kazdou hranu
incidentni s u nebo v
end
Vrat C jako vrcholové pokryti G
end

Alg. 15: Aproximace vrcholového pokryti IT

14:
begin
C = 0;
while £ # 0 do
begin
Nalezni vrchol v v G,
ktery ma nejvétsi stupen;
odstran jej z V a ptidej do C
end
vrat C jako vrcholové pokryti G
end

Alg. 14: Aproximace vrcholového pokryti 1

Jak je tento algoritmus dobry? Ukazeme, ze vidy mtizeme
najit priklad grafu, na kterém selze — relativni chyba je
aspon O(logn).

Tento algoritmus je typu ,,greedy“. Jeho vypoctovy cas je
O(|E]) a konstruuje vrcholové pokryti grafu GG, nebot kazda
hrana z E je pokryta néjakym vrcholem z C. Oznac¢me M
mnozinu téch hran, které byly vybrany v kroku 4. Tyto
hrany jsou navzajem disjunktni. Tedy v kroku 5 pfidavame
k C vidy dva nové vrcholy. Proto plati |C| = 2 - |M]|.
Optiméalni miniméalni vrcholové pokryti C* grafu G musi
vSak pokryvat kazdou hranu z M, tj. musi obsahovat
alespon jeden koncovy vrchol takové hrany. Tedy |M| <
<|c*la|cl <217

V dalsim budeme konstruovat aproximacni algoritmus
pro problém obchodniho cestujiciho.

Bud G ohodnoceny aplny graf, kde ohodnoceni vyho-
vuje trojlihelnikové nerovnosti. Postupujme podle algorit-

mu Alg. 16.
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begin
Nalezni minimalni kostru 7" grafu G,
Utvot multigraf M vznikly z kostry T' zdvojenim hran;
Nalezni Eulerovsky tah £ v M;
Vrat F jako cestu obchodniho cestujiciho.
end

Alg. 16: Aproximace problému obchodniho cestujiciho 1

Véta 15.2 Tento algoritmus fesi problém obchodniho
cestujiciho s relativni chybou 1.

Dikaz: Predchozi algoritmus je zfejmé polynomialni. Mul-
tigraf M je Eulerovsky nebot je souvisly a ma vSechny stup-
né sudé. Necht funkce v je cenové funkce pfislusnych grafa
a C* cena optimalniho feseni. Pak 2-v(T) = y(M) = v(E).
Protoze v(T') < C* plati -y

Poznamenejme, Ze existuji instance, které vedou k rela-
tivni chybé pravé 1. Naleznéte je.

Aproximacni algoritmus pro obchodniho cestujiciho
s trojthelnikovou nerovnosti lze zlep$it, ovSem na tkor vy-
pocetniho casu, viz. algoritmus Alg. 17.

Predpokladejme, ze ohodnoceni hran vstupniho grafu
vyhovuje trojihelnikové nerovnosti. To je pfipad naptiklad
bézné verze problému, kdy je vstupni instance vnorena
do roviny a vzdalenosti jsou dany Euklidovskou metrikou.
Poznamenejme, 7ze optimalizaéni (minimalizacni) verze
problému s trojihelnikovou nerovnosti je stale NP—-tézka,
nebot lze na ni transformovat problém Hamiltonovské
kruznice. Skutecné dany graf GG pretransformujeme na vstup
obchodniho cestujiciho takto: G doplnime na tplny graf
a staré hrany ohodnotime 1, zatimco pfidané 2. Nyni je
ziejmé, ze FeSeni obchodniho cestujictho mé hodnotu n
pravé kdyz G obsahuje Hamiltonovskou kruznici.

begin
Nalezni minimalni kostru 7" grafu G,
Nalezni miniméln{ Gplné parovani U
na uzlech lichého stupné kostry T
Necht M = T'UU je multigraf,
ktery vznikne sjednocenim 7' s U,
Nalezni Eulerovsky tah £ v M;
Vrat F jako cestu obchodniho cestujiciho.
end

Alg. 17: Aproximace problému obchodniho cestujiciho 11

Algoritmus je polynomidlni a lze jej realizovat v case

O(n?).

Véta 15.3 Predchozi algoritmus resi problém obchodniho
cestujiciho s relativni chybou %

Dukaz: Graf M je Eulerovsky, nebot je souvisly a vrchol
sudého stupné v T' je také sudého stupné v M a vrchol

lichého stupné v T' diky parovani U je v M = T UU stupné
sudého. Bud C* cena optiméalnfho fesenf, v cenové funkce
prislusnych grafia. Pak

Y(B) <y(M) =~(T) +~(U).

Déle plati, ze y(T') < C*.

Oznacéme {iy,..., 42, } mnozinu vrcholl lichého stupné
z T v poradi jak se poprvé objevuji na optimalni Ha-
miltonovské cesté C*. Cesta C* mé tedy tvar [apiia
... Qam—1%2m@am], kde a; jsou posloupnosti (tfebas prazd-
né) vrcholt grafu G. Uvazme dvé parovani: My = {[i1, 4],
[i3, 4], - [lam—1, fam]}, M2 = {[is, i3], [ia, 5], .- [f2m,
i1]}. Diky trojahelnikové nerovnosti dostaneme C* >
> y(M71)+v(Ms). Protoze U je minimalni parovani, je také
C*>2-9(U). o

Obr. 33: Graf pro néjz je chyba nasi aproximace tlohy OC
maximalni

Opét existuje priklad grafu, pro ktery je relativni chyba
predeslého algoritmu %, srovnej Obr. 33. V casti (a) je
znédzornén graf na 2n 4+ 1 vrcholech. Hrana (aj,dn41) mé
délku n, ostatni hrany délku 1. Minimalni kostra je cesta
(a1,b1,...,bn, ant1). Minimaln{ parovani tvofi jediné hrana
(a1, any1), kterd spojuje jediné dva vrcholy lichého stupné.
Graf je Eulerovsky a celkova cena je 3n. V ¢sti (b) Obr. 33

je ale ukdzano optimalni feSeni ceny 2n.

15.1 Uplné polynomialni aproximaéni

schémata

Nékteré NP—Gplné problémy (formulované jako optimali-
zacni Glohy) pFipoustéji aproximaéni algoritmy, pfi kterych
se relativni chyba ¢ snizuje na tkor zvyseni vypocetniho
casu. Ideélné by tato zavislost méla byt konstantni, tj. vy-
poctovy cas by mél byt linedrni v 1/e. My se spokojime
s tim, kdyz bude vypoctovy ¢as polynomidlni v 1/¢iv n
(napf. (1/e%)n3). Takovym algoritmtim budeme Fikat tdplné
polynomidlni aproximacni schémata, zkracujeme UPAS.

Sestrojime UPAS pro optimalizacni verzi problému
BATOH. V této verzi je nasim tkolem najit podmnozinu
S’ indexti takovou, ze ¢ = ) ;. ¢; je maximalizovina
za podminky, ze ¢ < t. Pfipomenme, Ze chceme nalézt
algoritmus, ktery je polynomidlni jak v relativni chybé 1/e,
tak 1 v n. Budeme potfebovat nasledujici notaci.
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Necht L je seznam, L + x je seznam, ktery vznikne z L
pric¢tenim ¢isla # ke kazdému prvku. Podobné S+ = {s+
+z | s € S}. Utfidény seznam prvkid mensich nez z, ktery
vznikne spojenim dvou utridénych seznamt L, L’ oznacéime
L&KL,

Nejdiive uvedeme exponencialni algoritmus BAT(S, ¢):

begin
n:=|S|; Lo := (0)
for i:=1,...,ndo

Li=Li-1®(Lic1+6)le
Vrat nejvétsi prvek z na seznamu L,
end

AMMNTT

AT . 1Q. T LV IS B 114 n
Alg. 10 LXpolelnclialil algoritius pro propieml bAa1url

Necht P; je mnozina vSech moznych souéti (véetné 0)
podmnozin ¢isel z {ci,...,¢;}. Plati tedy P, = P,_3 U
U (Pi—1 +¢). Pak ale L; je utfidény (vzestupné) seznam,
ktery obsahuje vSsechny prvky z P;, které nejsou vétsi nez
t. Délka seznamu |L;| < 2!, a proto je algoritmus BAT
exponencidlni. Nicméné prevedeme jej na UPAS.

Klicovou myslenkou je vyuzit ,zkraceni“ seznamu L
faktorem &. Pomoci L? 0 < § < 1 oznalime seznam, ktery
vznikne z L odstranénim maximalnitho poc¢tu prvka tak, aby
platila nésledujici vlastnost:

yeL\L’ =3zelfa(l-dy<z<uy.
Rikdme, 7e z € L? je reprezentantem téch y € L, pro které
plati (1 —d)y < z < y. Nésledujici procedura TRIM(L, 6)
provede d—zkriceni vzestupné setfidéného seznamu L =
={Y1,...,Ym) v Case O(m):

procedure Trim(L,J)
begin

m := |L[;L’ := B;first := —o0;

for i€{l,...,m} do

if first < (1 —d)y; then
first := y;, L' := L’ U first;

Vrat L'

end

Alg. 19: procedura Trim

Nyni uz mizeme UPAS pro problém batohu sestavit pro
0 < £ < 1 nasledovné:

1 begin

2 n:=S; Ly := (0);

3 for :t=1,...,ndo

4 begin

5 Li == Li-1 Q(Li—1 + ¢i)ls;

6 L; :=Trim(L;,e/n);

7 end

8 Vrat nejvétsi prvek z na seznamu L,
9 end

Alg. 20: UPAS pro problém BATOH
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Cviceni 15.1 Dokaizte, ze
l—e< (1—¢/n)".

Navod: Porovnejte rozvoje logaritmai.

oo i
T
In(l—2)=— E — pokud m4 prav4 strana smysl
i
i=1

Véta 15.4 Algoritmus Alg. 20 je uplnym polynomialnim
aproximacnim schématem pro optimalizacni verzi problému

BATOH.

Duikaz: Radky 6 a 7 zachovavaji invariant, ze L; C P;.
A tak hodnota z vracend v tadku 9 je souctem jisté
S. Zbyva ukézat, ze y*(1 —¢) <

podmnoziny mnoziny
< z, kde y* oznacuje optimalni feSeni, a Ze algoritmus je
polynomidlni v 1/¢ a n.

Nejprve nahlédneme, ze relativni chyba algoritmu je
mala. Pf1 zkracovani seznamu L; je relativni chyba nanejvys
e/n (mezi zbyvajicimi a vyskrtanymi prvky). Indukei
dostaneme, ze

Yy€ Py <t3ze Lijtak, ze (1—¢/n)y<z<uy.

Tedy specidlné

IS

Protoze vypoctovy cas algoritmu je Gmérny souctu délek
seznami L;, sta¢i odhadnout |L;|.
Pro dva po sobé jdouci prvky 2,z € L; plati:

z S 1
27 1—¢/n

Odtud a z rozvoje prislusného logaritmu vyplyva, ze |L;]| je
nanejvys

| ‘= Int < nlnt
Bt T —In(l—¢/n) = ¢

fooo ovw nllnt

Celkovy cas je nejvys “—==.

Cviceni 15.2 Zdivodnéte, pro¢ neni mozno v procedu-
fe TRIM ponechéavat jakozto reprezentanta ,blizkych me-
zisouCti“ mezisoufet nejvétsi. (Zkonstruujte protipfiklad,
ukazte, ze ani postup se sefazenymi ¢; nefunguje).



16 Trida #P, #P—iplné dlohy

V ptedchozich prednaskach jsme se zabyvali rozhodovacimi
problémy, tfidou NP. Pfipomenme definici: Formalné mi-
zeme tfidu NP definovat jako tfidu jazykia vyjadritelnych
predpisem

E:{x|EIPy RP(J:,y)}. (1)

Aby byl ziejmy vyznam symboli 3¥ a R? | popiseme tento
pfedpis naprosto presné: Pro dané dva polynomy P;(n),
P;(n) a predikdt R(z,y) vycislitelny v case Pa(|z| + |y|)
je L jazyk takovych z, pro néz existuje ,ovéfeni“ y, |y| <
< Pi(|x]), pro né&jz je hodnota predikidtu R(z,y) pravda.

O tfidé co-NP jsme dosud prilis nemluvili. co-NP
znamend “complement nondeterministic polynomial”. Do
této t¥idy patii problémy lisici se od NP—problémi pouze
znegovanim otazky. Mezi typické zastupce co-NP problémt
patii napriklad problémy:

1 Je pravda, ze v daném grafu neexistuje klika dané
velikosti &7

2 Jsou nutné 4 barvy na obarveni daného rovinného
grafu?

Formélné muzeme tfidu co—-NP definovat jako tfidu

jazyku vyjadiitelnych predpisem
c={e | ¥y R¥(x,y)} (2)

Samoziejmé za predpokladu ,,P=NP“ bychom uméli
stejné rychle hledat pozitivni i negativni odpovédi. Proto
by bylo ,NP=P=coNP*.

Trida #P je tfida tloh, jejichz vysledkem je pfirozené
¢islo. Tuto tlohu bychom mohli formalné definovat takto:
Cilem je spocitat pro dany vstup z

Vo= {v Il < Pillel) | Bw,0) }| 3)
Neboli pro dané dva polynomy Pi(n), P3(n), a predikat
R(x,y) vycislitelny v case Pa(|z| 4+ |y|) je Glohou pro vstup
z urdit, kolik existuje ,ovéfeni y, |y| < Pi(|#|), pro néjz je
hodnota predikdtu R(x,y) pravda.

Na prvni pohled je vidét, ze zndme-li V,, — pocet ovére-
ni predikatu R, umime rozhodnout rozhodovaci problémy
SVe > 074V, = 202D 4 oPulzD-1 4 2¢ Jingmi slovy
umime fesit rozhodovaci problémy rozhodujici o prislusnos-
ti z do jazyka (1), (2).

I pro tfidu #P se snazime nalézt ,nejtézsi dlohy této
tfidy. Vzhledem k tomu, ze hledame pocet ovéfeni, nemiize-
me pouzivat polynomidlni transformace resp. redukce, které
méni nezndmym zplisobem pocet ovéfeni. MiZeme pouzivat
takové transformace, které pocet ovéfeni neméni—, parsi-
monious“, a transformace, u nichz zname funkci popisujici
vztah mezi pocty ovéfeni.

Ukéazeme, ze pocetni verze problému kachlickovani je #£P—
aplné.

Véta 16.1 Spocitat pocet riznych vykachlickovani koupel-
ny (podle diive popsanych pravidel) je #P-m-tézka tloha.

Dikaz: Véta 12.1 ukazuje, ze pro polynom P; a poly-
nomiélné vypocitatelny predikdt R(z,y) existuje nedeter-
ministicky Turingav stroj pracujici v polynomialnim ca-
se, jehoz pocet prijimacich vypocti je roven poctu ovére-
ni y, ly| < Pi(]z|). M&jme nedeterministicky Turingtiv stroj
téchto vlastnosti. Necht m4 jednoznacnou koncovou konfi-
guraci, v niz deterministicky setrvava. Staci si uvédomit, ze
v diukazu véty 12.3 jsme zkonstruovali koupelnu a kachlic-
ky tak, ze spravné vykachlickovani koupelny jednoznacné
odpovidé jednomu pfijimacimu vypoctu NTS. o

Poznamka 16.1 Uvédomme si co znameni x a co znamena y:
z je zadani tlohy, tedy tvar a obarveni stén koupelny a katalog
kachlickt, y je vybér kachlicka pro jednotlivi policka.

Vé&ta 16.2 #SAT je #P-m-uplnd iloha. (Podet ohodno-
ceni prvotnich formuli, pro néz je formule v konjunktivné
disjunktivnim tvaru splnéna.)

Dukaz: Pii dikazu véty 12.4 jsme pouzili ,,parsimonious
transformaci z problému kachlickovani.

Véta 16.3 #3-SAT je #P-m-uplna tloha.

Dikaz: Ukazeme, jak pomoci #3-SAT vyfesime #SAT.
Postupné nahradime kazdou disjunkci aspon 4 formuli

al\/az\/ag\/~~~\/ak
konjunkci s novou prvoformuli z
(arVasVa)A(—ar Vo) A(—azV-z)A(-zVagV:---Vag).

Od transformace z kapitoly 13 se tato lisi pridanim
konjunkce (—ay V —z) A (mag V ), zajistujici, aby hodnota
prvoformule z byla uréena jednoznacné. K zakonceni
dikazu je tfeba si uvédomit, ze formule se celou konstrukeci
prodlouZila konstanta—krat.

Véta 16.4 #k-klik, #k-nezdvislych mnozin, #(n-k) vr-
cholovych pokryti jsou #P-m-tiplné tilohy.

Dukaz: Pocet nezévislych mnozin velikosti k je stejny jako
pocet vrcholovych pokryti velikosti n—k& (doplnék konkrétni
NM je VP). Pocet nezavislych mnozin velikosti k je stejny
Jjako pocet klik velikosti k v grafu, kde hrany jsou nahrazeny
nehranami (tytéz mnoziny vrchold).

Ukéazeme, jak pomoci #k-klik spocitat pocet feseni

3-SAT J&1,...,2p0(x1,...,2p), kde
p= /\(ai,l Va2V a;s),
i=1

pro a; ; gace nebo negace prvoformuli z;.

Formuli ¢ muzeme formalné prepsat do tvaru
m

o= N((ai aip ais) V(a1 aipmais)V
i=1
(@;17ai2 a3 3) V(@i 17ai 27a; 3) V (a1 a2 a; 3)V
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(mai1 aipmaiz) V(maiima; s ais)),

kde ,trojice® uvnitf zavorek jsou logické souciny.

Vytvorime graf skladajici se z m sedmic vrcholi a n
dvojic vrchold, vrchol i—té sedmice je oznacen nékterou
Htrojici“ s prvnim indexem ¢. Vrcholy ¢-té dvojice jsou
oznaceny &; a —;.

Dva vrcholy jsou spojeny hranou, pokud logicky soucin
jejich trojic” neni tautologicky false.

Vidime, ze vrcholy uvnitf sedmice nejsou spojeny hranou
a m 4+ n-klice v uvedeném grafu jednoznacné odpovida
ohodnoceni prvoformuli, pro néz je ¢ = true.

Véta 16.5 #k-klik, #k-nezdvislych mnozin, #(n-k) vr-
cholovych pokryti jsou #P-m-uplné tlohy i1 v pripadé, kdy
vime, ze pro jakékoli vétsi k problém nema réseni.

Dikaz: Staci si uvédomit, ze v diikazu vznikaly transfor-
maci pouze grafy u nichz vime, ze pro vétsi k Gloha feseni
nema.

Véta 16.6 Spocitat pocet perfektnich parovani v bipartit-
nim grafu je #P-T-iplnd tloha. (Kazdy vrchol v pravé jed-
né vybrané hrané.)

Poznamka 16.2 Toto je prvni priklad, kde nalézt jedno ovéreni
je jednoduché, ale spocitat je vSechna je tézké. Predtim uvedené
priklady byly tézké uz jako rozhodovaci problémy.

(Nalézt reseni je jednoduchd aplikace algoritmu na toky
v celoéfselnych sitich.)

Nez tuto vétu dokazeme, ukdzeme si nékteré ji ekviva-
lentni Glohy.

Véta 16.7 Spocitat pocet moznych rozestaveni vézi na
predvyznacena policka Sachovnice tak, aby se vzajemné
neohrozovaly je #P-T-iuplna tloha.

Véta 16.8 Spocitat pocet rozkladi orientovaného grafu na
cykly je #P-T-uplna tloha.

Na obrazku 34 je ukazana vzajemna korespondence
mezi parovanim, rozmistovinim vézi a rozkladem grafu na
cykly. (Jedni¢ky na mistech matice sousednosti bipartitniho
grafu (vrcholy jedné partity indexuji Fadky, vrcholy druhé
partity indexuji sloupce) oznacuji piipustnd policka na

A% matice

nalavani vani ta+t
PUOILLCILLL ve4l, Lvatdz

orientovaného grafu.)

alanngd 1alba iheidensni matice
Ilaulte »louZl JdahU 1HCIUCLICIIL 1Hlauitc

Definice 16.1 Permanent matice A = (a; ;) typu n X n je
definovan predpisem

Perm A = Z ﬁaiyﬂ(i)

TES, 1=1

Permanent 0—1 matice je roven poctu moznych rozmis-
téni neohrozujicich se vézi na policka oznacena 1. Jin4, ekvi-
valentni formulace véty 16.6 je véta 16.9:

Véta 16.9 Spocitat permanent 0—1 matice je #P-T-tGplna
tloha.

i

(e)e} ®0
[ ) o

o |Ce
®0

O
[ )
O|0
[e]

[ Jle} [ J{e] o|le
00l © [e] [e]

@9

Obr. 34: Péarovéani, rozmistovani vézi
cykly

[e] [ )

a rozklad grafu na

Dikaz véty 16.9 rozdélime do péti tvrzeni:

Lemma 16.10 Spocitat pocet rozkladi orientovaného gra-
fu na cykly délky vétsi nez 2 je #P-m-tuplna iloha.

1

Lemma 16.11 Spocitat permanent matice s Cisly —1, —3,

11 14
0, 5, 1 je #P-m-tézka uloha.
Lemma 16.12 Spocitat permanent matice s ¢isly —2, —1,
0, 1, 2 je #P-m-tezka tloha.

Lemma 16.13 Spocitat permanent celoc¢iselné matice mo-
dulo soucin polynomialné mnoha prvocisel z pocatecniho
tseku prvocisel je #P-m-tézka tloha.

Lemma 16.14 Spocitat permanent celo¢iselné matice mo-
dulo ,,polynomialné velké“ prvocislo je #P-T-tézka tloha.

Poznamka 16.3 Vsimnéte si, ze v dikazu lemmatu 16.14 se
nepouziva transformace, ale redukce.

*zs*)
a0 aa.

S

Obr. 35: Pievod #VP na #orientovanych HK a na
Ftrozkladt na cykly delsi nez 2

Lemma 16.10 ma blizkou souvislost s nasledujici vétou.

Véta 16.15 Spocitat pocet Hamiltonovskych kruznic je
#P-m-tpina tloha nezavisle na tom, zda se jedna o ori-
entovany nebo neorientovany graf.

(12. kvétna 1999) 49 (12. srpna 1997)



Dikaz —16.15: V kapitole 13 je na obr. 28 uvedena kon-
strukce, jak vytvorit k danému grafu neorientovany ,graf
cest“, v némz vybéru k—vrcholového pokryti (k— 1 vrcholo-
vé pokryti neexistuje) odpovida vybér cest. Vybrané cesty
muzeme mnoha zptlisoby spojit v hamiltonovskou kruznici.
Moznosti, jak vybrané cesty spojit do hamiltonovské kruz-
nice, je 28 1k!(k — 1)!. (Zafixujme jednu cestu, mame k!
poradi vybérti pomocnych vrchold, (k — 1)! pofadi vybéri
ostatnich cest a 2¥~! orientaci ostatnich cest.) Ze znalosti
poctu Hamiltonovskych kruznic bychom umeéli zjistit pocet
k—vrcholovych pokryti (vydélenim &islem 25 ~1k!(k — 1)!).

Na obrazku 35 je naznacena konstrukce, jak vytvorit ori-
entovany ,graf cest, v némz vybéru k—vrcholového pokryti
(k — 1 vrcholové pokryti neexistuje) opét odpovidd vybér
cest. Moznosti, jak vybrané cesty spojit v hamiltonovskou
kruznici, je nyni k!(k — 1)!, protoze orientace je jiz jedno-
znacné uréena. (Pocet vrcholovych pokryti ziskdme vydéle-
nim cislem k!(k — 1)!.) o

Dikaz —16.10: Pokud chceme uvedeny orientovany ,graf
cest“ rozlozit na cykly delsi nez 2, je opét jednoznacna
korespondence mezi ,vybranymi“ cestami a vybranym k—
vrcholovym pokrytim (pokud k& — 1 vrcholové pokryti
neexistuje). Moznosti, jak vybrané cesty doplnit na cykly, je
(k!)? (miizeme cestdm piitadit libovolné potad{ vstupnich
a vystupnich pomocnych vrchold). (Pocet vrcholovych
pokryti ziskdme vydélenim &islem (k1)2)

Dikaz —16.11: Ukéazeme, jak pomoci permanentu matice
s Cisly —1, —%, 0, %, 1 pocitat pocet rozkladt orientovaného
Hgrafu cest na cykly delsi nez 2.

Vezmeme si matici sousednosti ,grafu cest“ a nahradime
kazdou ,hranovou* podmatici (velikosti 4 x 4) podmatici

podle nize uvedeného schématu:

o0 0 00 S0
0 01 10 0 0 1 1 =110 0
..~ 0 0 0 1 --- S % % % 0 ---
0 100 1 0 0 0 0 0 1 0
01 0 0 1 =1 0 0
S0 0 S0 0

Je potieba si uvédomit, ze prislusny permanent odpovida
poctu rozkladt na cykly delsf nez 2.

Dikaz -16.12: Kdybychom uméli spocitat permanent
kazdé -2, -1, 0, 1, 2 — matice, uméli bychom permanent
matice s Cisly —1, —%, 0, %, 1 pocitat vynasobenim prvka
matice dvéma a vydélenim vysledku 27, kde n je rozmér

matice.

Dikaz —16.13: Staci si uvédomit, ze celé ¢islo, na jehoz
binarni zépis nam staci polynomidlné mnoho bitt, mtizeme
shora odhadnout sou¢inem polynomialné mnoha prvocisel
z pocatecniho tseku prvocisel. (Uréité jich staci tolik, kolik
je bitd.)

Na spoéitani celého &sla od —2% do +2* mtiZzeme pouzit
moduléarni aritmetiku modulo soucin prislusnych prvocisel.
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Méame spocitat ¢islo od —27n! do 2™n!. Pritom 2"n! < 2™ .

n 3 . .,
.o . mocnn logn < 97" Uméli bychom spocitat
permanent -2, -1, 0, 1, 2 — matice.

Dikaz —16.14: Ukazeme, jak spocitat permanent modulo

soucin polynomiélné mnoho prvocisel z pocatecniho tseku

prvocisel redukci na vypocet modulo jednotlivd prvocisla.
Potiebujeme si uvédomit, ze n—té prvocislo je polyno-

. (Do

mialné velké viici n. To plyne z hustoty prvocisel ——
ogn

2 . . CTL2 v’

n’ je asi {2r— > n prvocisel.)

Dale je treba si uvédomit, ze ze znalosti vysledku modulo

jednotliva prvocisla jsme schopni rychle spocitat vysledek
modulo jejich soucin. Pracujeme s aritmetikou potfebujici
polynomidlni pocet bita!
Necht ¢ = ¢; (mod p;) a necht r;
(mod p;). Potom

g=> qi-ri[[p; (mod []r).

i

'Hj;éipj =1

(K ovéfeni vztahu staci zkontrolovat, ze

9 = Z% Tk Hpj (mod p;),
ik
protoze vektor zbytkt modulo jednotlivd prvocisla je
jednoznacny.) o

Dikaz -16.9: Ukazeme, jak pomoci permanentu z 0—1 ma-
tice spocitat permanent matice s malymi celymi nezapor-
nymi Cisly (< p). Celkovy soucet ¢isel v matici je nejvys
pn?. Misto kazdého &isla k vétstho nez 1 vlozime k Fadki a
sloupcti podle nésledujictho schématu (kde k& = 3):

b S1 S9 83

U S S0 0 0
(: . : :\ a --- 0 1 1 1 ---
ooy =m0 1000
k. . } r 0 1 0 1 0 0
: g s 0 1 0 0 1 0
: 0 0 0

Vytvofili jsme 0-1 matici s nejvys n + pn? fadky a sloupci,
jejiz permanent je stejny jako permanent pivodni matice.

|



