
Slo¾itost a NP-úplnostVerze: 2. èervna 1998Tento uèební text zaèal vznikat v létì roku 1994, kdy jsem poprvé pøedná¹el þSlo¾itost a NP-úplnostÿ. Pøedná¹ka bylainspirována pøedev¹ím knihou [1℄ Strutural Complexity I. Znaènou èást látky jsem také samozøejmì pøevzal po MirkoKøivánkovi, který tento pøedmìt pøedná¹el v pøedhozíh leteh.V roe 1995 jsem pøipsal kapitolu þNa hranii vyèíslitelnostiÿ, pokrývajíí nìkteré státniové otázky nepokryté knihouStrutural Complexity I. Tato kapitola byla inspirována 12 kapitolou knihy [2℄ Introdution to Automata Theory andComputing. Pozdìji bylo z této kapitoly pøesunuto translaèní lemma do kapitoly þVìty o hierarhiiÿ. Kromì toho jsempøipsal kapitolu þJiná interpretae : : :ÿ, která je mým vlastním zobenìním pojmu nedeterministikého Turingova strojeomezeného èasem. Toto zobenìní umo¾nilo popsat pravdìpodobnostní tøídy a pozdìji napøíklad hry Artu¹e s Merlinemstejným jazykem.V roe 1996 jsem se zabýval pøedev¹ím sepisováním disertae, která mìla s uvedenou pøedná¹kou málo spoleèného.Pøesto kdy¾ se ke mnì donesla informae o vylep¹ení prostorové vìty o hierarhii i pro nedeterministiké stroje, neváhaljsem tuto vìtu pøipsat. Obdobnì jsem postupoval s vìtou o nedeterministiké èasové simulai a hodlám tak postupovati nadále.V roe 1997 jsem dále rozvinul pojem þtypÿ Turingova stroje a koneènì jsem pøipsal i kapitoly týkajíí se Booleovskýhobvodù a P-log-úplnosti.Nyní v roe 1998 jsem poprvé odpøedná¹el dùkaz Blumovy vìty o zryhlení. Zároveò mne to donutilo dopsat dùkaz a¾do kone. To s sebou neslo potøebu stanovit odhady multiplikativníh konstant jak ve vìtáh o simulaíh, tak ve vìtìo poètu kon�guraí.Blumova vìta o zryhlení byl poslední velký obsahový nedostatek, který jsem si uvìdomoval. K dopsání skript nyníji¾ zbývá jediné | de�novat základní pojmy, tedy to, o jsem dosud nehával radìji na ústní projev. Dùvodem je, ¾ejsem se pokou¹el uvedené pojmy þnezakonzervovatÿ. Tyto pojmy se toti¾ s èasem vyvíjí, ka¾dý autor je má de�noványnepatrnì jinak. Z výkladu by mìlo být poznat, o je základním nemìnným prinipem. Kvùli mo¾ným odli¹nostem jsemradìji na pøedná¹káh a vièeníh pøedkládal nìkolik interpretaí a ukazoval jsem, zda je zmìna interpretae podstatná.Základní pojmy jsou také v pozdìj¹íh pøedná¹káh drobnì doplòovány (orákula, jiná interpretae : : : ). Nemyslím si, ¾eje tato shizofrenie na ¹kodu. Myslím si, ¾e dobrý programátor by mìl ovládat prinipy programování, ale nemìl by býtúze vázán na jeden konkrétní proesor/programovaí jazyk/výpoèetní model.V Jílovém u Prahy dne 16.dubna 1998 Vladan MajerehCílem pøedná¹ky þSlo¾itost a NP-úplnostÿ je popsat hranie toho, o je na poèítaèíh mo¾no poèítat. Na rozdílod pøedná¹ky þVyèíslitelnostÿ nás zajímá, o je mo¾no poèítat pøi daném èasovém nebo prostorovém omezení.V první polovinì pøedná¹ky se zabýváme vztahy mezi tøídami jazykù de�novanýh na základì takovýhto omezení.V druhé polovinì se zabýváme mo¾nostmi roz¹íøení výpoèetního modelu, obenìj¹ími tøídami jazykù a nejtì¾¹ími jazykyv takovýh tøídáh. Pojem nejtì¾¹ího jazyka nám nìkolikrát pomù¾e dokázat toto¾nost rùzným zpùsobem de�novanýhtøíd.Konenzem je, ¾e rozumnýmèasovým omezením je libovolný polynom ve velikosti zadání. V pøedná¹e se zabýváme tím,kam a¾ mù¾eme pøi takovém omezení roz¹íøit na¹e výpoèetní mo¾nosti, staèí-li nám výsledek s malou pravdìpodobnostíhyby.Jiným smìrem roz¹iøování výpoèetního modelu je þparalelní programováníÿ. Za rozumné èasové omezení pøi paralelnímprogramování je pova¾ován polynom logaritmu velikosti vstupu. Tento text se paralelismu pouze okrajovì dotýkákapitolami o Booleovskýh obvodeh.Pokud jste nìkdy praovali s rozsáhlými databázemi, pak se Vám nejspí¹ èasové omezní polynomiální ve velikosti datzdá pøíli¹ velké. Takovéto problémy jsou ale zela mimo ráme této pøedná¹ky. Dùle¾ité pøi jejih øe¹ení je udr¾ovánívhodné þdynamiké datové strukturyÿ. Rozumným èasovým omezením pro odpovìï dynamiké datové struktury jepolynom logaritmu velikosti reprezentovanýh dat.(2. èervna 1998) 1
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1 Pøipomenutí pojmù (29. záøí 1997)1.1 Turingùv strojV této kapitole by mìl být de�nován Turingùv stroj, ètenáøeodkazuji na literaturu (José Luis Balázar, Josep Díaz,Joaquim Gabarró | Strutural Complexity I).Turing MahineUpozoròuji té¾ na jiné výpoèetní modely (RAM, Pointermahine).Mìl by být de�nován víepáskový (pøípadnì nedetermi-nistiký) Turingùv stroj. Není pøesnì spei�kován výsledekvýpoètu, ale mìl by být podrobnì vysvìtlen prùbìh výpoè-tu.Kon�gurae Turingova stroje | Na ka¾dé páse souvislýúsek symbolù páskové abeedy, jinde blank, na ka¾dé pásebuï jedna nebo víe hlav (pokud to dovolíme) uvnitø èi nakraji úseku. Stav øídíí jednotky. (Stav výstupníh páseknení souèástí kon�gurae.)Displej | Obsah políèek pod hlavama vstupníh apraovníh pásek, stav øídíí jednotky.Krok | Obsah políèek, který bude zapsán pod hlavypraovníh a výstupníh pásek, informae kam se pohnoujednotlivé hlavy TS, zmìna stavu øídíí jednotky.Pøehodová funke | Na základì displeje TS urèí krokTS (mnohoznaèné pro nedeterministiké TS).Výpoèet | Provádìní krokù vybíranýh na základìdispleje pomoí pøehodové funke.Mìl by být de�nován èas Turingova stroje a prostorTuringova stroje. (Prostor je urèen pouze praovnímapáskama, nebo-li páskama, které jsou read/write!)U nedeterministikého TS je problém s interpretaí vý-sledku výpoètu. Problém je zpùsoben mo¾nou nejednoznaè-ností výsledku. Proto neháváme nedeterministiké TS od-povídat pouze ANO/NE, s tím, ¾e v pøípadì rùznýh od-pvìdí má pøednost odpovìï ANO.Poznámka 1.1 Tyto problémy s de�nií jsou podobné problé-mùm paralelníh výpoètù. Mohli byhom napøíklad nehat TSvydat slo¾itìj¹í výsledek za podmínky, ¾e v¹ehny vìtve výpoètuvydají tentý¾ výsledek. Mohli byhom de�novat jako výsledekvýpoètu þnejmen¹í èísloÿ vydané nìjakou vìtví výpoètu. (þNej-vìt¹í èísloÿ by nemuselo být de�nované).Zvolené øe¹ení pøiná¹í nejmen¹í mno¾ství problémù.U nedeterministikého TS je èas/prostor odhadnut mini-málnímnutným èasem/prostorem, který umo¾òuje správnýzávìr.(Pokud je výsledek ANO, staèí èas/prostor nejnenároè-nìj¹í vìtve výpoètu vedouí k ANO. Pokud je výsledek NE,je potøeba èas/prostor nejnároènìj¹í vìtve výpoètu.)1.2 Porovnávání funkíNásledujíí symbolika je pou¾ívána k vyjádøení asymptoti-kýh porovnání funkí. Symbol 8� znamená a¾ na koneènìmnoho vyjímek (od urèitého n0). Symbol 91 znamená exis-tuje nekoneènì mnoho. (Tak jak se neguje výraz s 8 pomoí9, tak se neguje výraz s 8� pomoí 91.)

g 2 O(f), 9 r > 0 8�n g(n) < rf(n)g 2 o(f) , 8 r > 0 8�n g(n) < rf(n)g 2 
1(f), 9 r > 0 91n g(n) > rf(n)g 2 !(f), 8 r > 0 91n g(n) > rf(n)g 2 �(f) , 9 r1; r2 > 0 8�n r1f(n) � g(n) � r2f(n)O(F ) = [f2F O(f)o(F ) = \f2F o(f)
1(F ) = [f2F 
1(f)!(F ) = \f2F !(f)�(F ) = [f2F �(f)Mno¾inu v¹eh funkí mù¾eme zapsat následovnì:O(F )[!(F ) = O(F )4!(F ) = o(F )[
1(F ) = o(F )4
1(F )
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2 Simulae, univerzální stroje (15. dubna 1998)Vìta 2.1 (Vìta o lineární kompresi) Neh» r je kladné eléèíslo. Pro libovolný TS praujíí v prostoru s(n) mù¾emesestrojit TS praujíí v prostoru právì ds(n)=re.Dùkaz: Na ka¾dé praovní páse bude jedno políèkoobsahovat r políèek pùvodní abeedy.Vìta 2.2 (Vìta o lineárním zryhlení) Neh» r je kladnéelé èíslo. Pro libovolný TS praujíí v èase t(n) mù¾emesestrojit TS praujíí v èase právì n+ dn=re+ 6 � dt=re.Dùkaz: Okopírujeme vstupní pásky na praovní páskyjejih¾ jedno políèko obsahuje r políèek pùvodní abeedy.Poté praujeme na zahu¹tìnýh praovníh páskáh. Nyníjsme shopni r krokù pùvodního TS odsimulovat ze znalostítøí políèek v okolí hlavy ka¾dé zahu¹tìné pásky. Jejihpøeètení a modi�kai mù¾eme provést na 6 krokù (tzv.taneèkem). Èas n + dn=re potøebujeme na zkopírovánívstupníh pásek na praovní pásky a na pøesun na zaèátekpraovníh pásek. (Nejhor¹í je pøípad jediné vstupní pásky.)Poznámka 2.1 Je-li s(n) prostor spotøebovaný pùvodním TS,pak prostor spotøebovaný novì vytvoøeným TS je nejvý¹ �n ++ s(n)�=r + k, kde k je poèet vstupníh a praovníh pásek,pomoí nìho¾ mù¾eme odhadnout zaokrouhlovaí hyby.Dùsledek 2.2.1 Vzhledem k pøedhozí vìtì je pro èas t >> (1+")n ekvivalentní, zda je mo¾no provést výpoèet v èaset nebo v èase O(t). Pro libovolné s je ekvivalentní, zda jemo¾no výpoèet provést v prostoru s nebo O(s).Poznámka 2.2 Typem TS budeme rozumnìt, zda se jednáo deterministiký èi nedeterministiký TS. Pozdìji roz¹íøímemo¾nosti interpretae výsledku výpoètu TS.Turingovy stroje rùznýh typù se li¹í pøípadnou víeznaènostípøehodové funke. Typ TS rozhoduje, jak je interpretovánvýsledek výpoètu na základì výsledku výpoètu jednotlivýhpokraèování.Pøesnìji je interpretae závislá na typu jednotlivýh stavù TS.Typ TS urèuje, jaké typy stavù se v prùbìhu výpoètu mohouvyskytovat.Vìta 2.3 (1. o simulai) Libovolný TS praujíí v èase ta prostoru s je mo¾no nahradit TS stejného typu s jednoupraovní páskou praujíím v èase O(t � s) a prostoru O(s).Dùkaz: Do jednoho políèka praovní pásky ulo¾íme obsahypøíslu¹ného políèka ka¾dé praovní pásky pùvodního TS.Naví si v políèku poznamenáme pro ka¾dou pásku, zdahlava (pøípadnì které hlavy) stojí na pøíslu¹ném políèku.Abyhom zjistili obsahy políèek pod jednotlivými hlavami,musíme projet elou pásku. Toté¾ musíme provést pøiúpravì obsahu pásek a pøi posunu hlav. Na simulai jednohokroku nám staèí èas O(s).Poznámka 2.3 Vìta umo¾òuje simulai i pro stroje s víehlavama na jedné páse.

Vìta 2.4 (2. o simulai) Libovolný TSs jednou hlavouna ka¾dé páse, praujíí v èase t a prostoru s, je mo¾nonahradit TS stejného typu s dvìma praovníma páskama,praujíím v èase t0 = O(t � log s) a prostoru s0 = O(s).Dùkaz: Nejvìt¹í potí¾e pùsobí fakt, ¾e simulovaný TSmù¾e mít libovolnì velký poèet praovníh pásek. Nutnìbudeme muset na nìjaké páse simulovat vìt¹í poèetpraovníh pásek. Oznaème si tuto pásku p0. Vzhledemk tomu, ¾e k simulai jednoho kroku TS potøebujeme znátobsahy políèek pod hlavama na v¹eh páskáh, nemù¾emesi dovolit kvùli simulai jednoho kroku jezdit po pásep0 k políèkùm, kde se hlavy nahází. (Potom by simulaejednoho kroku mohla trvat i s.) Strategie, která námumo¾nísimulai v èase men¹ím ne¾ t � s, musí udr¾ovat hlavupásky p0 þtémìøÿ na místì a posuny na páskáh simulovatposunem obsahu pásky p0 opaèným smìrem.Popí¹eme, jak je simulován posun hlavy na jedné páse.Je-li pásek k, pak stejnou simulai dìláme k�krát na þk��krát tlust¹í páseÿ.ZY Y Y Y Y Y dY eY fY Y Y gY hY Y iY jY kY Y lY mY Y Y nY oY pY qY Y Y Y YZY Y Y Y Y Y dY eY fY Y Y gY hY iY JY kY Y Y lY mY Y Y nY oY pY qY Y Y Y YZY Y Y Y Y Y dY eY fY gY hY iY JY Y KY lY mY Y Y Y Y Y nY oY pY qY Y Y Y YZY Y Y Y Y Y dY eY fY gY hY iY JY KY LY mY Y Y Y Y Y Y nY oY pY qY Y Y Y YZY Y dY eY fY gY hY iY JY Y Y KY LY Y MY nY oY Y pY qY Y Y Y Y Y Y Y Y Y YZY Y dY eY fY gY hY iY JY Y Y KY LY Y Y MY NY oY pY qY Y Y Y Y Y Y Y Y Y YZY Y dY eY fY gY hY iY JY Y Y Y Y Y KY LY �Y Y NY oY pY qY Y Y Y Y Y Y Y YZY Y dY eY fY gY hY iY JY Y Y Y Y Y Y KY �Y �Y NY oY pY qY Y Y Y Y Y Y Y YObr. 1: Simulae posunù na páse p0Pásku p0 rozdìlíme na þblokyÿ. Blok Bi (i 2 Z) mù¾eobsahovat 0, 2jij�1 nebo 2jij symbolù simulované pásky.V¾dy bloky Bi a B�i obsahují dohromady 2jij prvkù. Dáleje dodr¾ováno pravidlo, ¾e v bloíh s men¹ími èísly jsouuhovávány levìj¹í symboly pásky.Pro udr¾ování hrani (a þpùlhraniÿ) blokù je potøebapøidat k páse p0 þsynhronizaèní stopuÿ. Znaèky synhro-nizaèní stopy je mo¾no bez èasovýh ztrát dynamiky dopl-òovat v¾dy, kdy¾ se prauje s novì nejvzdálenìj¹ím blokemod bloku B0.Druhou pásku pou¾íváme jako pomoný prostor k tomu,abyhom se kvùli pøesunùm blokù na páse p0 nemuselivraet.(2. èervna 1998) 2 (15. dubna 1998)



Pøi odhadu elkového èasu simulae jedné pásky si staèíuvìdomit, ¾e práe s blokem B�i vynuuje pravidelnézaplnìní (2jjj�1 prvkù) blokù �jij + 1; : : : ; jij � 1. Protos blokem B�i praujeme nejvý¹ jednou za 2jij�1 krokùsimulae. Tento krok simulae potom trvá s pomonoupáskou èas 2jij+2. Celkový èas simulae mù¾eme potéodhadnout souètem pøes v¹ehny bloky a v¹eh k pásek.Dostáváme tak odhadt0 � k 1+blog sXi=0 2jij+2 � � t2jij�1� � k 1+blog sXi=0 8t = O(t log s):Poznámka 2.4 Vstupní/výstupní abeeda není podstatnáz hlediska simulae, ale simulujíí stroj je musí mít stejné ja-ko stroj simulovaný. Stejnì tak není podstatný poèet vstup-níh/výstupníh pásek. V pøesné formulai vìty o universálnímTS by mìly být uvedeny i tyto skuteènosti. V následujíí vìtì jetato skuteènost souhrnì nazvána harakterem vstupu/výstupu.Universálnímu stroji je nutno pøedat þprogramÿ (pøehodo-vou funki) simulovaného stroje. Tento program je mo¾no pøe-dat na pøídavé vstupní páse. Potom ale universální stroj nebudestejného harakteru vstupu/výstupu (a nebudeme moi simulo-vat universální stroj tímté¾ universálním strojem). Jinou mo¾-ností je vybrat vstupní pásku s aspoò dvouznakovou abeedoua zakódovat na ní se vstupem simulovaného stroje zároveò pro-gram simulovaného stroje (zdvojíme symboly a jako oddìlovaèpopisu stroje a jeho vstupu pou¾ijeme dvojii rùznýh symbolù).To, ¾e existuje vstupní páska s aspoò dvouznakovou abeedounazveme netriviálním harakterem vstupu/výstupu.Vìta 2.5 (1. o univerzálníh TS) Pro libovolný netriviálníharakter vstupu/výstupu a libovolný typ TS existujeþuniverzálníÿ TS daného harakteru vstupu/výstupu atypu, umo¾òujíí simulovat prùbìh výpoètu libovolného TSdaného harakteru vstupu/výstupu a typu. Pro vztah mezièasovými nároky t (prostorovými nároky s) univerzálníhoU a simulovaného S TS platí: sU (n) � sS � (sS (n) + 1),tU(n) � tStS(n) � (tS(n) + tS), kde sS � 4jSj a tS � 4jSjpro jSj znaèíí délku zápisu programu simulovaného stroje.Vìta 2.6 (2. o univerzálníh TS) Pro libovolný haraktervstupu/výstupu a libovolný typ TS existuje þuniverzálníÿTS daného harakteru vstupu/výstupu a typu, umo¾òujíísimulovat prùbìh výpoètu libovolného TS daného harakte-ru vstupu/výstupu a typu s jednou hlavou na ka¾dé páse.Pro vztah mezi èasovými nároky t (prostorovými nároky s)univerzálního U a simulovaného S TS platí: sU (n) � sS ��(sS(n)+1), tU (n) � tS � tS(n)(log tS(n)+2), kde sS � 4jSja tS � 8jSj2, kde jSj znaèíí délku zápisu programu simu-lovaného stroje.Dùkaz: (obou vìt) Univerzální TS musí umìt simulovatlibovolný TS.Problémy víe pásek vyøe¹íme jako v pøedhozíh vìtáh.V¹ímavý ètenáø mne v tuto hvíli upozorní, ¾e ¹íøkapásky p0 je konstantní, a my byhom htìli, aby byla¹iroká k, pro libovolný poèet k praovníh pásek. Totovyøe¹íme spoleènì s problémem, ¾e abeedy praovníhpásek simulovanýh TS mù¾ou být libovolnì veliké. |

Øe¹ením je kódovat symboly pásky p0 v dvojkové soustavì.Je-li s0 poèet políèek nejvíe popsané pásky a u poèetpolíèek pásky p0 nutnýh k zakódování jednoho políèkav¹eh pásek (plus k zakódování pøítomnosti jednotlivýhhlav na políèku v pøípadì simulae podle 1. vìty o simulairesp. k zakódování synhronizaèní stopy v pøípadì simulaepodle 2. vìty), pak je potøeba 2s0u (resp. 4s0u) políèekpásky p0 pøi simulai podle 1. (resp. 2.) vìty o simulai.Uvìdomme si, ¾e k popisu pøehodové funke simulovanéhostroje potøebujeme zápis obsahujíí zakódování nìkolikadisplejù a krokù simulovaného stroje. K zakódování jednohodispleje a kroku potøebujeme dvakrát zakódovat symbolka¾dé praovní pásky tedy víe ne¾ u bitù. Odtud u < jSj.Posledním problémem je, ¾e simulovaný TS mù¾e mítlibovolnì velkou mno¾inu vnitøníh stavù a libovolnoupøehodovou funki. | To nám nebude vadit, pou¾ijemepásku reprezentujíí pøehodovou funki a pásku, na ní¾bude zaznamenán aktuální stav simulovaného TS. Tím senám potøebný prostor zvìt¹í pouze o konstantu nejvý¹ 2�jSj.Pøi odhadu konstanty tS musíme postupovat opatrnì.Simulai ka¾dého kroku stroje S mù¾eme rozdìlit do tøíèástí.1. Zapsání displeje na pomonou pásku.2. Volba pokraèování na základì pøehodové funke.3. Zápisy na pásky a posuny hlav.První a tøetí krok provedeme obdobnì jako v pøíslu¹névìtì o simulai. Druhý krok spoèívá ve vyhledání displejev pøehodové funki (v seznamu dvoji (displej,krok)).Pøi vhodném kódování pøehodové funke je mo¾no tentokrok provést v èase 4jSj. Uvìdomme si, ¾e pøi simulainedeterministikého stroje mù¾eme o pou¾ití vhodnéhokroku nedeterministiky rozhodnout. Odhad èasu 1. a 3.krokù je proveden ve vìtáh o simulai. Nyní jej upøesníme.Pøi pou¾ití první vìty o simulai potøebujeme k opsánídispleje èas nejvý¹ 2s0u (délka pásky p0). K zápisupotøebujeme naví èas pro posuny q praovníh hlav. Proposuny q < jSj praovníh hlav v prùbìhu zápisu novéhoobsahu políèek pod hlavama staèí naví èas 2qu. Na 1. a3. kroky simulae tedy potøebujeme elkem nejvý¹ (4s0u ++ 2qu) � tS krokù. Po pøiètení èasu za 2. kroky dostáváme(4s0u+ 2qu+ 4jSj)tS. Po úpravì (díky s0 < tS) dostávámeèas (4s0u + 2qu + 4jSj)tS � 4jSjt2S + (2jSj2 + 4jSj)tS << 4jSjtS(tS + 4jSj).Pøi pou¾ití druhé vìty o simulai opí¹eme obsah políèekpod jednotlivýma hlavama v èase 2u, proto¾e jej udr¾ujemena jednom místì pásky p0. Na 1. a 3. kroky simulaepotøebujeme elkem nejvý¹ �2u + 8ku(1 + blog s0)� � tS .Po pøiètení èasu za 2. kroky dostáváme (4jSj + 2u ++ 8ku(1 + blog s0)�tS . Po úpravì díky s0 < tS a u; k << jSj dostáváme èas nejvý¹ (6jSj+8jSj2(1+ blog tS))tS << 8jSj2tS(log tS + 2).Poznámka 2.5 Komprimaí praovníh pásek jsme ve vìtáho universálníh strojíh shopni sní¾it multiplikativní konstanty.Tak získáme odhad tU(n) � jSj(tS(n) + jSj)2, sU(n) �� jSj(sS(n) + 1) pro stroje s víe hlavama na jedné páse.Obdobnì získáme odhad tU (n) � jSj2tS(log tS + 1), sU(n) �� jSj(sS(n) + 1) pro simulai strojù s jednou hlavou na ka¾dépáse.(2. èervna 1998) 3 (15. dubna 1998)



Vìta 2.7 (O nedeterministiké èasové simulai) Ka¾dýNTS (pozdìji 9 -TS nebo 8 -TS) praujíí v èase t jemo¾no nahradit TS stejného typu s dvìma praovnímapáskama praujíím v èase O(t). (Nový stroj bude pøijímattentý¾ jazyk).Dùkaz: Nový stroj na první páse uhodne t displejù akrokù pùvodního stroje. K tomu potøebuje èas (a prostor)O(t). Poté nový stroj s pomoí druhé pásky postupnìpro jednotlivé pásky (deterministiky) kontroluje, zda v¾dydisplej odpovídá dosud provedeným krokùm pùvodníhostroje. (Na druhé páse potøebuje mít nový stroj tolikhlav, kolik je maximálnì hlav na jedné páse pùvodníhostroje.) Pro ka¾dou pásku toto ovìøí v èase O(t). Vzhledemke konstantnímu (na vstupu nezávislém) poètu pásekpùvodního stroje je elkový èas ovìøení toho, ¾e byluhodnut výpoèet TS roven O(t). Jde-li o 9 -TS, pakzamítáme, pokud nebyl uhodnut výpoèet. Jde-li o 8 -TS,pak pøijímáme, pokud nebyl uhodnut výpoèet. Pokud byluhodnut výpoèet, pøijímáme, pokud je poslední displaypøijímaí.Poznámka 2.6 Pro 9 -TS a 8 -TS je mo¾no pomoí pøedhozívìty vytvoøit universální TS praujíí v èase tU (n) � jSj2 �� (tS(n) + 1). Zároveò tím ztratíme odhad prostorové slo¾itosti.
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3 Konstruovatelnost funkí (29. èervna 1997)De�nie 3.1 Funke f : N! N je èasovì konstruovatelná,pokud existuje (deterministiký!) TS, který se pro ka¾dývstup délky n zastaví v èase f(n).De�nie 3.2 Funke f : N ! N je prostorovì konstru-ovatelná, pokud existuje (deterministiký!) TS, který proka¾dý vstup délky n pou¾ije právì prostor f(n).Vìta 3.1 Jsou-li f1+ f2, f2 èasovì konstruovatelné funkea platí-lif1(n) > n ^ 9 " > 0 8�n f1(n) � "f2(n) + (1 + ")n;potom je i f1 èasovì konstruovatelná.Dùkaz: Neh» M1 je TS praujíí v èase právì f1 + f2.Neh» M2 je TS praujíí v èase právì f2.Budeme konstruovat stroj Mr , který by mìl praovatv èase právì f1. Na¹í snahou je þodeèístÿ èas f2. Jediné,èeho mù¾eme pou¾ít, je vìta o zryhlení. Uryhlíme výpoèetM1. V zryhleném re¾imuM1 odsimulujeme jen tolik krokù,abyhom výpoèet uryhlili o f2. Poté ji¾ neháme M1dobìhnout nezryhlenì.Neh» r > 6 je vhodné pøirozené èíslo. (Volbou r sebudeme zabývat pozdìji.) V první fázi Mr zahustí vstupna tøi pásky. Na první páse bude uryhlován TS M1,na druhé bude uryhlován TS M2 a tøetí páska slou¾ík odstranìní poèáteèního zpo¾dìní M1.Na první pásku je vstup zahu¹tìn r-krát, na druhou atøetí pásku (r � 6)-krát. V prùbìhu první fáze poèítá Mrmodulo r � 6, pokud fáze nekonèí v èase dìlitelném r �� 6, provede Mr nìkolik (nejvý¹ r� 5) krokù tak, aby fázeskonèila v èase dìlitelném r � 6.Èas první fáze je tedy pøesnì(r � 6) � � nr � 6�:V druhé fázi je M1 uryhlován na první páse po dobu6 � (dn=(r � 6)e + 1) krokù. Poèet krokù je kontrolovánposuny na tøetí páse. Za tuto dobu vykoná uryhlený M1r � (dn=(r � 6)e + 1) krokù.Èas prvníh dvou fází je pøesnì(r � 6) � � nr � 6�+ 6 � � nr � 6� + 6 = r � � nr � 6�+ 6:Dosud bylo odsimulováno r � dn=(r � 6)e + r krokù M1.Ve tøetí fázi poèkáme r�6 krokù. Tím jsme dosáhli toho,¾e v prùbìhu prvníh tøí fází jsme odsimulovali stejný poèetkrokù M1, jaký jsme spotøebovali èas.Ve ètvrté fázi simulujemeM2 na druhé páse a soubì¾nìpokraèujeme v simulai M1 na páse první. Stroj M2 senemusí zastavit pøesnì þna koni taneèkuÿ. Proto je strojMr informován o tom, kolik krokù (k < r � 6) stroje M2hybìlo k dokonèení taneèku.Vyèkáním k = (r � 6)df2(n)=(r � 6)e � f2(n) krokùzakonèíme ètvrtou fázi.

Doba trvání ètvrté fáze je 6df2(n)=(r � 6)e+k. V prùbìhuètvrté fáze je provedeno rdf2(n)=(r � 6)e krokù M1. StrojM1 je tedy ve ètvrté fázi uryhlen o(r � 6)�f2(n)r � 6�� k = f2(n)krokù.V páté fázi je na první páse stroj M1 dosimulován ji¾nezryhlovanì. Celkový èas výpoètu stroje Mr je tedy (f1++ f2)� f2 = f1.Je¹tì je tøeba ovìøit, ¾e je mo¾no zvolit takové r, abysimulae stroje M1 neskonèila v prùbìhu prvníh ètyø fází.K tomu je potøeba, aby(f1 + f2)(n) > r�� nr � 6�+ 1�+ r � �f2(n)r � 6�:Odhadnìmer�� nr � 6� + 1�+ r � �f2(n)r � 6� � 3r + rr � 6(f2(n) + n):Z pøedpokladu vìty pro vhodné " > 0 platí8�n f1(n) � "f2(n) + (1 + ")n:Zvolíme-li r tak, aby r=(r � 6) < 1 + ", pak8�n 3r + rr � 6(f2(n) + n) < (1 + ")(f2(n) + n):Odtud dostáváme po¾adovaný odhad8�n (f1 + f2)(n) � (1 + ")(f2(n) + n) >> 3r + rr � 6(f2(n) + n) � r�� nr � 6� + 1�+ r � �f2(n)r � 6�:Koneènì mnoho výjimek je o¹etøeno zvlá¹».Vìta 3.2 Pokud 9 " > 0 8�n f(n) � (1 + ")n, pak f jeèasovì konstruovatelná, právì kdy¾ je vyèíslitelná v èaseO(f).Dùkaz: Je-li f èasovì konstruovatelná, pak þjiÿ mù¾emepou¾ít jako èasové poèítadlo a psát 1 na výstupní pásku,dokud poèítadlo poèítá.Naopak, oznaèíme g(n) pøesný èas TS M , který funki fpoèítá v èase O(f(n)). (Tedy 8�n g(n) < f(n) pro vhodné.) Èasová konstruovatelnost funke f plyne z vìty 3.1.Funke g je toti¾ èasem TS M , funke f + g je èasem TS,který þpo dopoèítání stroje M spoèítá poèet 1 na páseÿ.Uká¾eme je¹tì existeni vhodného ". Neh» "1, "2 a "3jsou kladná reálná èísla taková, ¾e8�n f(n) � (1 + "1) � n(1� "2)(1 + "1) > 1"3 = minf"2=; (1� "2)(1 + "1) � 1gPotom 8�n f(n) = "2 � f(n) + (1 � "2) � f(n) >> ("2=) � g(n) + (1� "2)(1 + "1)n � "3 � g(n) + (1 + "3)n:(2. èervna 1998) 5 (29. èervna 1997)



Pøíklad 3.1 Funke nk, n!, n, 2nk, ndlognek, n log� n jsouèasovì konstruovatelné.Vìta 3.3 Funke f je prostorovì konstruovatelná, právìkdy¾ je vyèíslitelná v prostoru O(f).Dùkaz: Staèí pou¾ít vìtu o kompresi.Dùsledek 3.3.1 Ka¾dá èasovì konstruovatelná funke jeprostorovì konstruovatelná.Pøíklad 3.2 Funke dlogne je prostorovì konstruovatelná.Vìta 3.4 Je-li f rekurzívní funke, pak existuje èasovìkonstruovatelná funke g, která je v¹ude vìt¹í ne¾ f (neboli8n g(n) > f(n)).Dùkaz: Neh» M je TS, který pro vstup 1n dává výstup1f(n). Neh» M 0 je TS, který pro vstup x dává výstup 1jxj.Neh» M 00 je TS vzniklý spojenímM 0 a M . (M prauje navýstupu M 0.)Oznaème g(n) èas stroje M 00 strávený na vstupu délkyn. Z konstruke g vyplývá, ¾e g je èasovì konstruovatelná avìt¹í ne¾ f .
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4 Základní vìty o tøídáh èasovì/prostorovì omezenýh výpoètù (15. dubna1998)Omezíme se v dal¹ím na Turingovy stroje, jejih¾ hlavyna vstupníh páskáh nemohou þpøejetÿ první symbolblank. Jinak by mo¾né polohy hlav na vstupníh páskáhovlivnily poèet rùznýh kon�guraí TS. Dále se omezímena Turingovy stroje s jednou hlavou na ka¾dé páse. Bezomezení by se tøídy DSpae(s) a NSpae(s) nezmìnily,ale mohly by být jiné tøídy DTime(t) a NTime(t).De�nie 4.1 DTime(t), DSpae(s), NTime(t),NSpae(s).Vìta 4.1 Poèet rùznýh kon�guraí které mohou býtdosa¾eny v prùbìhu výpoètu TS v prostoru s(n) � lognje nejvý¹ 2O(s).Poznámka 4.1 Stav výstupníh pásek není souèástí kon�gura-e, stav vstupníh pásek se a¾ na polohy hlav nemìní.Dùkaz: Dosa¾itelnýh kon�guraí je nejvý¹(n1 + 1) � (n2 + 1) � � � (ni + 1) � j�jks(n) � jQj � s(n)k;kde n = n1 + n2 + � � �+ ni je délka vstupu (nj jsou délkyvstupu jednotlivýh vstupníh pásek), � je abeeda pásek,k je poèet praovníh pásek a Q je mno¾ina vnitøníh stavù.Výraz mù¾eme popsat tvaremnO(1) �O(1)s(n) � s(n)O(1) �O(1) = nO(1) �O(1)s(n):Za pøedpokladu s(n) � logn pak dostáváme nO(1) ��O(1)s(n) = O(1)s(n) = 2O(s(n)).Poznámka 4.2 Je-li jÆj délka popisu pøehodové funke strojeM pøekódovaného do binární abeedy, pak poèet mo¾nýhkon�guraí v prostoru s(n) je nejvý¹ 2jÆj(s(n)+log n+log s(n)+1).Vìta 4.2 Ke ka¾dému TS praujíímu v prostoru s(n) �� logn, kde s je prostorovì konstruovatená funke, existujeTS praujíí ve stejném prostoru, který se v¾dy zastaví.Dùkaz: Daný TS mù¾e mít nejvý¹ 2O(s(n)) rùznýhkon�guraí. Staèí pøidat poèítadlo do 2O(s(n)) a pøi dosa¾enípoèítadla výpoèet zarazit. (Poèítadlo potøebuje prostorO(s(n)), pou¾ijeme vìtu o kompresi.)Poznámka 4.3 Pøedhozí vìta platí i v pøípadì, kdy mámezaji¹tìno, ¾e TS prauje v omezeném prostoru s � log n.Pøesnou velikost prostoru pøedem znát nemusíme. (Zda se TSzayklí, testujeme pomoí èasového poèítadla velikosti, kterouzvìt¹ujeme s tím, kolik prostoru TS doposud spotøeboval.)Poznámka 4.4 Podle pøedhozí poznámky pro prostorovìkonstruovatelnou funki s � log n existuje deterministiký TS,který spotøebuje prostor s a zastaví se.Vìta 4.3 Je-li t(n) > n èasovì konstruovatelná a s(n) �� log(n) prostorovì konstruovatelná, potomD: : : (f) � N: : : (f)NTime(t) � DSpae(t)NSpae(s) � DTime(2O(s))

Dùkaz: První vztah je triviální vzhledem k tomu, ¾edeterministiký TS mù¾eme hápat jako speiální pøípadnedeterministikého TS.K dùkazu platnosti druhého vztahu si staèí uvìdomit,¾e þvíeznaènouÿ pøehodovou funki TS mù¾eme nahraditfunkí nejvý¹ dvojznaènou (pøípadnì právì dvojznaènou).Samozøejmì kvùli tomu musíme zvìt¹it stavový prostorTS. Výpoèetní èas se také konstanta{krát prodlou¾í. Nynístaèí pøidat pásku délky O(t) obsahujíí nuly a jednièky.Simulujíí TS se v ka¾dém taktu posune po pøidané pásea podle symbolu na páse vybere pøíslu¹nou vìtev výpoètu.Staèí nám tedy prostor O(t). Podle vìty o kompresi staèí t.Mo¾nýh kon�guraí TS praujíího v prostoru s je 2O(s).Daný TS mù¾eme upravit tak, aby mìl jednoznaènou kon-ovou kon�gurai a aby stále je¹tì praoval v prostoru s.Nejprve popí¹eme prinip simulae v èase 2O(s). Simulaeve skuteènosti zji¹»uje, zda existuje prùhod grafem mo¾-nýh kon�guraí od poèáteèní ke konové kon�gurai. Grafkon�guraíTS obsahuje kon�gurae jako vrholy. Hrany ve-dou z kon�gurae � do kon�gurae �, právì kdy¾ pøehodo-vá funke TS umo¾òuje v jednom kroku pøejít z kon�gurae� do kon�gurae �. Uvìdomte si, ¾e stupnì vrholù grafujsou omezeny konstantou. (Kon�gurae � se od kon�gura-e � mù¾e li¹it pouze stavem a lokálním okolím hlav.) Prosimulai si opìt pøidáme pomonou pásku, slou¾íí k ozna-èování ji¾ dosa¾enýh vrholù. Na tuto pásku zapí¹eme 1na k-té políèko v pøípadì, ¾e k-tá kon�gurae je dosa¾itelnáz poèáteèní kon�gurae. þKon�gurai budeme hápat jakobinární zápis svého èíslaÿ. Pou¾ijeme-li na graf kon�guraíprohledávání do hloubky, musíme je¹tì odsimulovat zásob-ník vrholù (na dal¹í pøidané páse). Jedna operae se þzá-sobníkemÿ nás bude stát èas O(s). Zji¹tìní, zda byl vrholji¾ zpraován, nás stojí èas 2O(s). Pro elkový èas prùhodugrafem kon�guraí do hloubky dostáváme èas O(N �O(s)++M �2O(s)), kde N resp.M je poèet vrholù resp. hran grafukon�guraí. Po dosazení N = 2O(s), M = 2O(s) dostávámeN �O(s) +M � 2O(s) = 2O(s) �O(s) + 2O(s) � 2O(s) = 2O(s):Poznámka 4.5 Pøi dùkazu druhého tvrzení jsme mohli vyu¾ítpøidané pásky s dostateènì velkou abeedou, abyhom pokryliþlibovolnì velkýÿ nedeterminismus daného TS. Tím byhomvynehali fázi pøevodu na TS s dvojznaènou pøehodovou funkí.Vìta 4.4 (Savith) Je-li s(n) � logn prostorovì konstruo-vatelná funke, pakNSpae(s) � DSpae(s2)Dùkaz: K dùkazu Savithovy vìty pou¾ijeme opìt odhadpoètu mo¾nýh kon�guraí TS. Tento poèet (p = 2O(s)) jehorním odhadem èasu nejryhlej¹ího výpoètu.Popis algoritmu se asi zjednodu¹¹í, zavedeme-li proeduru(funki) Aess 2k(�; �), která vydá true, právì kdy¾ jekon�gurae � dosa¾itelná z kon�gurae � v nejvý¹ 2kkroíh.(2. èervna 1998) 7 (15. dubna 1998)



proedure Aess(k; �; �);var  : Kon�gurae ;beginif k = 0 then Aess = (� = �) or Next (�; �)elsebeginAess := false;for  2 Kon�gurae doif Aess(k � 1; �; ) andAess(k � 1; ; �) thenAess := trueendend Alg. 1: Funke Aess 2kVelikost lokálníh promìnnýh funke je O(s) a funkeAess 2k (k > 0) volá pouze funki Aess 2k�1. FunkeAess 20 ¾ádné funke nevolá.Prostor potøebný pro funki Aess 2k vèetnì rekurentnìvolanýh funkí je tedy k � O(s). Proto Aess 2dlog pevy¾aduje prostor O(s) �O(s) = O(s2).Na závìr je tøeba si uvìdomit, ¾e pøi simulai na TS sivystaèíme se stejným prostorem.Poznámka 4.6 Pøedpoklad s(n) � log n byl vyu¾it k odhadupoètu rùznýh kon�guraí. Konstruovatelnost je potøeba k tomu,abyhom mohli þnaalokovat místo pro promìnnéÿ.
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5 Vìty o hierarhii (29. záøí 1997)Vìta 5.1 Jsou-li s, s0 prostorovì konstruovatelné funke,s0 2 !(s) a s0(n) � logn, pak existuje jazyk v tøídìDSpae(s0) nDSpae(s)Dùkaz: K dùkazu je pou¾ita tzv. diagonální metoda.De�nujeme jazyk L následovnì: 1k0x 2 L právì kdy¾ xkódujeDTS, DTSx nepøijme 1k0x v prostoru s a universálníTS provede simulai v prostoru s0.Nejprve uká¾eme, ¾e L je z DSpae(s0). Ze vstupu 1k0xjsme shopni vygenerovat výstup (1k0xjx) s konstantnímpraovním prostorem. Universální TS provede simulaina vstupu (1k0xjx) v prostoru s0. K dokonèení první èástidùkazu potøebujeme trik (který budeme pozdìji pou¾ívat utransformaí v logaritmikém prostoru).Problém je v tom, ¾e mù¾e být jxj > s0(j1k0xj), tak¾e ne-máme dost praovního prostoru, abyhom zaznamenali elývstup universálního TS. Místo toho si pamatujeme pouzepolohy hlav na vstupníh páskáh universálního TS. Poka¾-dé, kdy potøebujeme znát obsah políèka vstupní pásky uni-versálního TS, spustíme znovu algoritmus generujíí vstupa èekáme, a¾ bude vygenerováno pøíslu¹né políèko. Ostatnísymboly vstupní pásky nás v tuto hvíli nezajímají. (Po-tøebujeme k tomu pomoné poèítadlo a¾ do délky vstupnípásky.)Celkem nám k simulai universálního TS staèí praovníprostor O(1) + 2 log(j1k0xj) + 2 log(jxj) + s0 = O(s0(n)).Podle vìty o kompresi nám staèí prostor s0(n).V druhé èásti dùkazu uká¾eme, ¾e L není z DSpae(s).Neh» y je DTS rozpoznávajíí L v prostoru s. Podle vìtyo simulai universální TS simuluje DTSy v prostoru y � s.Proto¾e s0 2 !(s), existuje n > 1 + jyj, pro nìj¾ y � s < s0.Pro slovo 1n�jyj�10y má universální TS dost prostoruna to, aby provedl elou simulai. Algoritmus tedy slovo1n�jyj�10y pøijme, právì kdy¾ jej TSy nepøijme. TSy tedynepøijímá jazyk L.Vìta 5.2 Jsou-li t, t0 èasovì konstruovatelné funke a t0 22 !(t log t) a 9 " > 0 t0 � (1+")n, pak existuje jazyk v tøídìDTime(t0) nDTime(t)Dùkaz: K dùkazu je opìt pou¾ita diagonální metoda.De�nujeme jazyk L následovnì: 1k0x 2 L právì kdy¾ xkóduje DTS, DTSx nepøijme 1k0x v èase t a universální TSprovede simulai v èase t0.Dùkaz pøíslu¹nosti L do DTime(t0) je nyní jednodu¹¹í.V èase O(j1k0xj) pøipravíme vstup (1k0xjx) universálnímuTS a spustíme jej. Èas spotøebovaný algoritmem jeO(j1k0xj) + t0 = O(t0), a proto¾e t0 > (1 + ")n, staèí námpodle vìty o zryhlení èas t0.Dùkaz druhé èásti je obdobný jako v pøedhozí vìtì.Jediný rozdíl je v tom, ¾e prauje-li TSy v èase t, pakuniversální TS odsimuluje TSy v èase y � t log t.Poznámka 5.1 Potøebovali jsme zde to, ¾e na ka¾dé páse jejediná hlava!

Vìta 5.3 Jsou-li s, s0 prostorovì konstruovatelné funke,s0 2 !(s) a s0(n) � logn, pak existuje jazyk v tøídìNSpae(s0) nNSpae(s)Dùkaz: Dùkaz by byl úplnì stejný, jako dùkaz hierarhikévìty pro DSpae , pokud byhom umìli univerzálnímstrojem v prostoru x � sx(jyj) nedeterministiky testovat,zda NTSx nepøijme vstup y. To je garantováno následujíívìtou.Vìta 5.4 Pro prostorovì konstruovatelnou funki s(n) �� logn existuje funke o, kterou je mo¾no vyèíslitdeterministiky, s následujíí vlastností:Je-li L jazyk rozpoznávaný pomoí NTSx v prostorus, pak jazyk o � L je rozpoznávaný pomoí NTSo(x)v prostoru s. (x 2 L def, x 62 o � L)Dùkaz: NTSo(x) bude praovat ve fázíh. V i-té fázispoèítá poèet p(i) dosa¾itelnýh kon�guraí stroje NTSxv èase nejvý¹ i (zároveò testuje zda je mezi nimi pøijímaíkon�gurae). Pokud je mezi nimi pøijímaí kon�gurae,výpoèet stroje NTSo(x) konèí zamítnutím. Ve hvíli, kdyp(i) = p(i+1) a ¾ádná (dosud) dosa¾itelná kon�gurae nenípøijímaí, stroj NTSo(x) pøijme.Zbývá ukázat, jak na základì p(i) NTSo(x) zjistí, zdadaná kon�gurae � je èi není dosa¾itelná v èase i + 1.K tomu staèí projít v¹ehny kon�gurae �j (j = 1 : : : p == 2O(s)) a p(i){krát uhodnout, ¾e kon�gurae k == �jk (k = 1 : : : p(i) < p) je dosa¾itelná v èase nejvý¹i. Pro ka¾dou takto uhodnutou kon�gurai k je tøebanejvý¹ i{krát uhodnout pøedházejíí kon�gurai Æ` (` == 1 : : : ik � i), abyhom zkontrolovali, ¾e kon�guraeje skuteènì dosa¾itelná. Pokud kontrola sel¾e, tato vìtevvýpoètu zamítá. Je-li nyní � dosa¾itelná v nejvý¹ jednomkroku z k, je � dosa¾itelná v èase nejvý¹ i. Pokud není �dosa¾itelná v nejvý¹ jednom kroku z k, pokraèuje výpoèetdal¹ím j. Je-li na koni yklu k < p(i), tato vìtev výpoètuzamítá. Je-li na koni yklu k = p(i) a � nebyla dosa¾itelnáv nejvý¹ jednom kroku z ¾ádné z kon�guraí �, pak �není dosa¾itelná v èase nejvý¹ i. Uvedený test buï konèízamítnutím (nesprávnì uhodnutá vìtev výpoètu), neboodpovìdí ANO, nebo odpovìdí NE. Test nemù¾e odpovìdìtnesprávnì.NTSo(x) spoèítá p(i + 1) prùhodem v¹eh kon�guraí�m (m = 1; : : : ; p). Pro ka¾dou kon�gurai otestujemena základì p(i), zda je dosa¾itelná v èase i + 1. Za ka¾douodpovìï ANO zvý¹í poèítadlo (pøedtím v¹ak testujeme, zdase jedná o kon�gurai pøijímaí).Prostorové nároky stroje NTSo(x) jsou následujíí: Je-li ppoèet kon�guraí NTSx, pak i; p(i); p(i+1); j; k; `;m� p == 2O(s). Zvolíme-li dostateènì velkou abeedu praovníhpásek, staèí nám na zakódování èísel i, p(i) a p(i + 1)a kon�guraí �m, �j , k, Æ` prostor s. Konstruke strojeNTSo(x) byla popsána algoritmiky.(2. èervna 1998) 9 (29. záøí 1997)



Translaèní lemmaTranslaèní lemma je zalo¾eno na prinipu anglikyzvaném padding. Tento prinip bude popsán následujíívìtou.De�nie 5.1 Pro funki f(n) > n a jazyk L de�nujemejazyk Lf následovnì:Lf def= �1k0x �� x 2 L ^ k + 1 + jxj = f(jxj)	(Slovo þodpovídajííÿ slovu x má délku f(jxj)).Vìta 5.5 (Prodlu¾ovaí èasová) Neh» f(n) je èasovìkonstruovatelná funke vìt¹í ne¾ n + 1 a g(n) je èasovìkonstruovatelná funke vìt¹í ne¾ (1 + ")n pro nìjaké " >> 0. Pak L 2 DTime(g(f(n))) , Lf 2 DTime(g(n)) aobdobnì L 2NTime(g(f(n))) , Lf 2 NTime(g(n)).Vìta 5.6 (Prodlu¾ovaí prostorová) Neh» f(n); g(n) jsouprostorovì konstruovatelné funke vìt¹í ne¾ n. Pak L 22 DSpae(g(f(n))) , Lf 2 DSpae(g(n)) a obdobnìL 2 NSpae(g(f(n))) , Lf 2NSpae(g(n)).Dùkaz: Mìjme algoritmus þs nárokyÿ g(f(n)) rozpozná-vajíí L. Zda þy 2 Lf?ÿ mù¾eme rozhodnout následujíímalgoritmem: Nejprve zkontrolujeme, ¾e y je tvaru 1k0x. Dá-le zkontrolujeme, ¾e k + jxj + 1 = f(jxj). K tomu potøe-bujeme nárok velikosti jyj (generujeme f(jxj) a pokud vý-sledek pøesáhne jyj, zamítáme). Poté zkontrolujeme s náro-kem g(f(jxj)) = g(jyj), ¾e x 2 L. Pou¾itím vìty o lineár-ním zryhlení resp. o lineární kompresi vytvoøíme algorit-mus s nároky g(n) rozpoznávajíí Lf .Mìjme naopak algoritmus þs nárokyÿ g(n) rozpoznávají-í Lf . Zda þx 2 L?ÿ mù¾eme rozhodnout následujíím al-goritmem:Nejprve vygenerujeme y ve tvaru 1f(jxj)�jxj�10x.K tomu potøebujeme nárok velikosti O(f(jxj)). Poté zkont-rolujeme, s nárokem g(jyj) = g(f(jxj)), ¾e y 2 Lf . Pou¾itímvìty o lineárním zryhlení resp. o lineární kompresi vytvo-øíme algoritmus s nároky g(f(n)) rozpoznávajíí L.Vìta 5.7 (Translaèní lemma { èasová formulae) Neh» t1,t2, f jsou èasovì konstruovatelné funke, neh» f(n) > n+1,a 9" > 0 t1(n); t2(n) > (1 + ")n, pakDTime(t1(n)) � DTime(t2(n)))) DTime(t1(f(n))) � DTime(t2(f(n)))a podobnì NTime(t1(n)) � NTime(t2(n))))NTime(t1(f(n))) � NTime(t2(f(n)))Dùkaz: Neh» A 2 DTime(t1(f(n))). Podle prodlu¾ovaívìty je Af 2 DTime(t1(n)). Z pøedpokladu implikae pakAf 2 DTime(t2(n)). Opìt z prodlu¾ovaí vìty dostávámeA 2 DTime(t2(f(n))).Stejnì pro NTime.

Poznámka 5.2 Vzhledem k hierarhikým vìtám pro DSpaeaNSpae ztráí prostorová formulae translaèního lemmatu navýznamu.Stejný dùkaz jako èasová formulae translaèního lemmatumá následujíí prostorová formulae:Vìta 5.8 (Translaèní lemma { prostorová formulae)Neh» s1, s2, f jsou prostorovì konstruovatelné funke,neh» f(n); s1(n); s2(n) > n, pakDSpae(s1(n)) � DSpae(s2(n)))) DSpae(s1(f(n))) � DSpae(s2(f(n)))a podobnìNSpae(s1(n)) � NSpae(s2(n))))NSpae(s1(f(n))) � NSpae(s2(f(n)))Silnìj¹í tvrzení dostaneme, pokud se nebudeme opírato prodlu¾ovaí lemma. V pøedpokladeh nepotøebujemes1(n); s2(n) > n. Staèí s2(n) > logn a s2(f(n)) prostorovìkonstruovatelná.Dùkaz: Dùkaz provedeme zároveò pro deterministikou inedeterministikou formulai. Typ stroje toti¾ nebude vdùkazu hrát ¾ádnou roli.V dùkazu pou¾ijeme místo jazyka Lf jazyk L2 de�nova-ný na základì stroje M1 rozpoznávajíího L1 v prostorus1(f(n))L2 = fx01k j M1 pøijme x v prostoru nejvý¹ s1(jxj + 1 ++ k)g Stroj M2 rozpoznávajíí L2 vytvoøíme následovnì:Vytvoøíme modi�kaiM 01 stroje M1, která má jedinou jed-nostrannou praovní pásku, a prauje v nejvý¹ tak velkémprostoru jakoM1. Pro y na vstupuM2 nejprve oznaèí s1(jyj)políèek pásky (s1 konstruovatelná), pak M2 simulujeM 01 apøijme dané slovo, jen pokud M 01 pøijal pouze s pou¾itímoznaèenýh políèek.Zøejmì M2 prauje v prostoru s1(n), tak¾e L2 je mo¾norozpoznat v prostoru s1(n) a podle pøedpokladu implikaetaké v prostoru s2(n). Neh» M3 rozpoznává L2 v prostorus2(n).Vytvoøíme stroj M4 rozpoznávajíí jazyk L1 následovnì:Pou¾ijeme modi�kaiM 03 strojeM3, takovou, ¾e strojM 03 sepro ka¾dý vstup zastaví. M4 bude simulovatM 03 postupnìna vstupeh x01i pro i = 0; 1; : : :. Kdykoli je èteí hlavastroje M 03 uvnitø x, je hlava M4 na odpovídajíím místì.Je-li v¹ak hlava M 03 napravo od x, M4 pou¾ívá poèítadlak evideni její polohy. Délka poèítadla je nejvý¹ 1 + log i.PokudM 03 pøijme, pakM4 pøijme. JinakM4 zvìt¹í i, pokudpoèítadlo nepøesáhne s2(f(n)) políèek pásky. Ve hvíli, kdypoèítadlo pøesáhne s2(f(n)) políèek pásky, M4 odmítne.Nyní jestli¾eM4 pøijal x, takM3 pøijal pro nìjaké i vstupx01i, tedy x01i 2 L2 a M1 pøijme x, tedy x 2 L1.Jestli¾e naopak x 2 L1, pak x01i 2 L2 pro i = f(jxj) �� jxj � 1. Poèítadlo na i potøebuje log(f(jxj) � jxj � 1) �� s2(f(jxj)) prostoru.Cvièení 5.1 Doka¾te, ¾e DTime(2n) ( DTime(n2n).(Pou¾ijte translaèní lemma pro f = 2n a f = n+ 2n.)(2. èervna 1998) 10 (29. záøí 1997)



6 Na hranii vyèíslitelnosti (16. dubna 1998)De�nie 6.1 Funke f : N ! N [ f?g je èásteènìrekurzivní, pokud existuje (deterministiký) Turingùv strojM , který se pro vstup 1n zastaví, právì kdy¾ je f(n) 2 N.Pokud se M zastaví, pak vydá výstup 1f(n).De�nie 6.2 Èásteènì rekurzivní funke f : N ! N jetotální (rekurzivní).De�nie 6.3 Jazyk L je rekurzivnì spoèetný, pokudexistuje (deterministiký) Turingùv stroj, který se pro vstupx zastaví, právì kdy¾ x 2 L.De�nie 6.4 Jazyk L je rekurzivní, pokud existuje (de-terministiký) Turingùv stroj, který se v¾dy zastaví a provstup x 2 L vydá odpovìï ANO.Mìjme universální stroj U simulujíí v¹ehny determinis-tiké Turingovy stroje (s jednou vstupní páskou nad abee-dou f0,1g).Neh» fTMkg1k=0 je posloupnost Turingovýh strojù od-povídajíí vstupùm k universálního stroje U . (Pro nìkterák nemusí být TMk Turingùv stroj, ov¹em v posloupnosti sev¹ehny Turingovy stroje vyskytují.)De�nie 6.5 Je-li TMk deterministiký Turingùv stroj,oznaème sk(n) 2 N [ 1 jeho prostor a Lk jazyk jímrozpoznávaný.Lemma 6.1 Existuje TSM , který pro vstup k; n;m roz-hodne, zda TMk je deterministiký Turingùv stroj a zdask(n) � m. Stroj M k rozhodnutí potøebuje prostor sM �� n + (m + logn+ 1)dlogke.Dùkaz: Vytvoøíme stroj M 0 modi�kaí universálního stro-je. Stoj M 0 nejprve zkontroluje, zda k kóduje pøehodovoufunki, a poté pro ka¾dý vstup délky n provedeme simulaiv prostoru m, (pøidáním þhodinÿ do poètu kon�guraí stro-je TMk zajistí koneènost výpoètu). Na hodiny potøebujemepodle poznámky 4.2 prostor �dlog ke�(m+logn+logm+1)�.Na simulai staèí prostor dlog ke�m, naví potøebujeme pro-stor n pro generování v¹eh vstupù délky n.Po¾adovaný stroj M vytvoøíme ze stroje M 0 na základìvìty o lineární kopresi.Lemma 6.2 (O koneèném poètu výjimek) Neh» L jelibovolný jazyk. Pro ka¾dé k a n0 existuje K tak, ¾eje-li TMk deterministiký Turingùv stroj, je i TMKdeterministiký Turingùv stroj, naví pro x > n0 platí x 22 LK , x 2 Lk a pro x � n0 platí x 2 LK , x 2 L.Dále pro n > n0 je sK(n) = sk(n) a pro n � n0 jesK(n) = 1.Dùkaz: Pro libovolný koneèný jazyk existuje koneènýautomat, který jej rozpoznává. Turingùv stroj TMKneháme pro vstupy del¹í ne¾ n0 praovat jako strojTMk. Pro vstupy délky nejvý¹ n0 pou¾ijeme koneènýautomat rozpoznávajíí jazyk L \ f0; 1g�n0. K rozvìtvenípotøebujeme pøidat do øídíí jednotky poèítadlo do n0 a

na zaèátku výpoètu ovìøit, zda vstup je/není del¹í ne¾ n0.(Pokud do zpotøebovaného protoru TS poèítáme i stánína políèku blank bez snahy zapisovat, musíme vyházetz jednopáskového stroje pøijímajíího jazyk Lk v prostorusk.)Vìta 6.3 (Borodinova o mezeráh) Neh» g(n) > n je to-tální rekurzivní funke, pak existuje totální rekurzivní funk-e s(n) taková, ¾e DSpae(s(n)) = DSpae(g(s(n))).Dùkaz: Pro ka¾dé m de�nujeme s(m) � 1 na základìs1(m); : : : ; sm(m). Zajistíme, aby ¾ádné z sk(m) j k == 1; : : : ;m nepadlo do intervalu (s(m); g(s(m))i.Je-li pak Lk 2 DSpae(g(s(n))), pak, jeliko¾ pro n � kplatí sk(n) � g(s(n)) , sk(n) � s(n), je sk(n) � s(n) pron � k. Podle lemmatu o koneèném poètu výjímek existujeK tak, ¾e LK = Lk a sK (n) � �sk(n) � s(n) pro n > k1 � s(n) pro n � k ,tedy Lk 2 DSpae(s(n)).Uvedenou podmínku zajistíme napøíklad následovnì:Postupnì volíme s z posloupnosti 1; g(1); g(g(1)); : : : a v¾dytestujeme, zda 8k � m platí (sk(m) � s , sk(m) �� g(s)). Kdy¾ je podmínka poprvé splnìna, zvolíme s(m) == s. Proto¾e g(n) > n, ka¾dé k mù¾e zabránit splnìnípodmínky nejvý¹ jednou a podmínka je splnìna pro nìkterés 2 fg(i)(1)gmi=0.Poznámka 6.1 (modi�kovaná vìta o mezeráh) Je-li navízadána rekurzivní funke f , mù¾eme v Borodinovì vìtì omezeráh po¾adovat s(n) � f(n).Staèí toti¾ volit s z posloupnosti f(n); g(f(n)); g(g(f(n))); : : :.Dùsledek 6.3.1 Pokud v modi�kované vìtì o mezeráhg(n) 62 O(n) je prostorovì konstruovatelná, pak s pøi po¾a-davku s(n) > logn není prostorovì konstruovatelná.Dùkaz: Pokud by byla s(n) prostorovì konstruovatelná,byla by i g(s(n)) 62 O(s(n)) prostorovì konstruovatelná.Naví s(n); g(s(n)) > logn. Podle vìty o hierarhii pak aleDSpae(s(n)) 6= DSpae(g(s(n))).Vìta 6.4 (Blumova o zryhlení) Neh» r je totální rekur-zivní funke, pak existuje rekurzívní jazyk L takový, ¾e Li == L) 9 jLj = L ^ 8�nr(sj(n)) � si(n).Dùkaz: Nejprve si uvìdomme, ¾e bez újmy na v¹eobe-nosti mù¾eme pøedpokládat, ¾e r je neklesajíí prostorovìkonstruovatelná funke a r(n) � n2. (Neh» r0(n) je délkanejvíe popsané pásky pøi výpoètu r(1), r(2), : : : , r(n), n2.)De�nujme funki h následovnì:h(1) = 2; h(n) = r(h(n � 1)):(V¹imnìme si, ¾e h(n) � 22n�1 .)Pokud se nám podaøí de�novat jazyk L � 0� splòujíínásledujíí dvì podmínky, bude dùkaz u kone:1) Lk = L) 8�n sk(n) � h(n� k)(2. èervna 1998) 11 (16. dubna 1998)



2) 8 k 9 j Lj = L ^ sj(n) � h(n� k)Staèí potom toti¾ v první podmíne zvolit k := i a v druhék := i + 1. Dostáváme tak r(sj(n)) � r(h(n � i � 1)) == h(n � i) 8�n� si(n).Pro ka¾dé n vybereme nejvý¹ jeden prostorovì nenároènýTuringùv stroj a zajistíme, aby nerozpoznával jazyk L.Tento stroj TM�(n) je zvolen tak, aby �(n) bylo nejmen¹íi � n takové, ¾e si(n) < h(n � i) a 8 i0 < n �(i0) 6=6= i. Aby Turingùv stroj TM�(n) nerozpoznával jazyk L,pøidáme do L slovo 0n, právì kdy¾ 0n 62 L�(n). Pokud �(n)není de�nováno, pak do L slovo 0n nepøidáme. Øekneme,¾e TM�(n) byl zru¹en slovem délky n.Existenèní dùkaz první podmínky: Existuje n0 > ktakové, ¾e 8 j < k platí �(n) = j ) n < n0. Potom v¹akpro n > n0 je sk(n) � h(n�k), nebo je TMk zru¹en slovemdélky nejvý¹ n. Je-li v¹ak Lk = L, pak TMk nemù¾e býtnikdy zru¹en.Dùkaz druhé podmínky: Rozmysleme si nejprve, o musíTMj znát k rozhodnutí, zda slovo 0n 2 L.1 Pokud existuje i = �(n), je potøeba jej znát a zjistit,zda TMi pøijme 0n nebo ne.2 K zji¹tìní, ¾e i = �(n) potøebujeme zjistit, ¾e si(n) << h(n � i), ¾e TMi nebyl zru¹en krat¹ími slovy a ¾e¾ádné i0 < i nemá takovou vlastnost.Algoritmus pøijímajíí L mù¾e praovat tak, ¾e postupnìpro ka¾dé m najde �(m) a poznamená si jej do seznamuzru¹enýh strojù. Aby v¹ak algoritmus zjistil, zda si(n) << h(n � i), potøebuje pro provedení simulae prostorsM (i; n) = n + (h(n � i) + logn + 1)dlog ie. TMj ale smípou¾ít prostor nejvý¹ h(n�k). Proto¾e sM (i; n) > h(n� i),TMj nesmí simulovat stroje TMi pro i � k.Øe¹ením je zvolit n0 obdobnì jako v dùkazu prvnípodmínky a koneènì mnoho pøípadù pro n < n0 vyøe¹itv koneèné jednote. Èíslo n0 zvolíme tak, aby naví platilo22n0�k�2 > n0 > 64 (tím zaruèíme h(n � k � 1) > na (1 + logn)dlogne < n pro n � n0). Naví je potøebamít v koneèné jednote seznam v¹eh zru¹enýh strojù proslova krat¹í ne¾ n0. Algoritmus pak musí budovat seznamzru¹enýh strojù a¾ od m > n0, nemusí pøitom simulovatstroje TMi pro i � k.Pro prostor sM (i;m) potøebný na simulai pro n � m >> n0 a m � i > k platí sM (i;m) < n + (h(n � k � 1) ++ logn+1)dlogne < 2n+h(n� k� 1)dlogne < 2n+h(n�� k� 1)(n� 1) < 2h(n� k� 1) + h(n� k� 1) � (h(n� k�� 1)� 2) = h(n� k � 1)2 � r(h(n� k � 1)) = h(n� k).Seznam zru¹enýh strojù je dlouhý ndlogne < n2 < h(n�� k� 1)2 � r(h(n� k� 1)) = h(n� k). Stroj TMj vzniknez popsaného stroje pou¾itím vìty o lineární kompresi.(2. èervna 1998) 12 (16. dubna 1998)



7 Základní tøídy slo¾itosti (28. kvìtna 1998)De�nie 7.1 Log = DSpae(logn)NLog =NSpae(logn)PolyLog = [i�0DSpae(logi n)P = [i�0DTime(ni)NP = [i�0NTime(ni)PSpae = [i�0DSpae(ni)NPSpae = [i�0NSpae(ni)DExT = [�0DTime(2n)NExT = [�0NTime(2n)ExpSpae = [�0DSpae(2n)ExPTime = [�0DTime�2n�NExPTime = [�0NTime�2n�Poznámka 7.1 V názvu DExT se nevyskytuje písmeno P , za-tímo v názvu ExPTime ano. V prvním pøípadì se v exponentunevyskytuje polynom, zatímo v druhém ano.Výskyt úvodního písmene D zdùrazòujíího determinismus jetaké nesystematiké.Ponìkud divné je to s ExpSpae, kde by èlovìk pøedpokládalpolynom v exponentu.Uvedené znaèení odpovídá znaèení z [1℄. U vìt¹íh tøíd jeve znaèení nejednotnost. Proto kdy¾ napøíklad nìkdo izí mluvío exponeniálním èase, je v¾dy lep¹í se zeptat, zda je myslenatøída DTime(2O(n)) nebo spí¹ DTime(2nO(1) ).Toto byly de�nie tøíd problémù (jazykù).Pro deterministiké Turingovy stroje je u¾iteèné de�no-vat tøídy úloh (funkí).De�nie 7.2 Úloha f patøí do tøídy úloh DTimeF(t),pokud existuje deterministiký Turingùv stroj, který prolibovolný vstup x spoèítá f(x) v èase t.Úloha f patøí do tøídy úloh DSpaeF(s), pokud existujedeterministiký Turingùv stroj, který pro libovolný vstup xspoèítá f(x) s praovním prostorem s.Stejnì tak jak odli¹uje závìreèné F tøídy úloh od tøídproblémù (jazykù) v pøedházejííh de�niíh, budemetuto konveni pou¾ívat i u odvozenýh (deterministikýh)tøíd.De�nujme proto napøíklad

De�nie 7.3LogSpaeF = DSpaeF(logn)PF = [i�0DTimeF (ni)PSpaeF = [i�0DSpaeF (ni)

(2. èervna 1998) 13 (28. kvìtna 1998)



8 Transformae, reduke a orákula (28. kvìtna 1998)Úmluva 8.1 V této kapitole budeme psát o úloháh, i kdy¾se tato kapitola povìt¹inì týká pøedev¹ím problémù.Pøi de�nii úplnýh (tì¾kýh) úloh vùèi nìjaké tøídìúloh jsme v úvodu do slo¾itosti pou¾ívali þpolynomiálníhtransformaíÿ.De�nie þtì¾kostiÿ vùèi nìjaké tøídì úloh byla motivo-vána snahou nalézt takovou úlohu U , aby existene po-lynomiálního algoritmu pro úlohu U znamenala existenipolynomiálního algoritmu pro libovolnou úlohu z dané tøí-dy. Z tohoto pohledu je nepøirozené de�novat tì¾kost nazákladì transformaí, proto¾e transformae umo¾òují spus-tit výpoèet úlohy U pouze jednou. Pøirozenìj¹í je umo¾nitspou¹tìt bìhem polynomiálnì dlouhého výpoètu výpoèetúlohy U libovolnì. Tomu se øíká reduke.Cheme{li de�novat tì¾kost pomoí redukí, je u¾iteènéroz¹íøit si výpoèetní model o pou¾ívání tzv. orákula. Orá-kulum je nìjaká daná funke (úloha) O. Výpoèetní modelje roz¹íøen o pomoný prostor na vytváøení parametrù proorákulum a na ètení výsledkù orákula. Kdykoli bìhem vý-poètu mù¾eme po¾ádat orákulum,aby si pøeèetlo parametrya zapsalo výsledek funke (úlohy) O.Poznámka 8.1 Vzhledem k tomu, ¾e orákulum mù¾e býtlibovolná funke, mù¾eme pøi volbì vhodného orákula praovatve velmi silném výpoèetním modelu. Toho se èasto vyu¾íváve vyèíslitelnosti.V tìhto skripteh jsou orákula pou¾ita dvìma zpùsoby.Poprvé v kapitole vìnované polynomiální hierarhii, pozdìjiv druhé seki kapitoly vìnované interaktivním protokolùm.V prvním pøípadì jsou orákula problémy, a místo páskypro odpovìï pøehází stroj do stavu O-ANO pøípadnìO-NE. V druhém pøípadì jsou orákula úlohy. Je vhodnési uvìdomit, ¾e oba dva modely jsou ekvivalentní máme-lik dispozii libovolný polynomiální èas. (Je mo¾no pou¾ítsérii dotazù þJe odpovìï úlohového orákula na otázku xaspoò i-bitová?ÿ, þJe i-tý bit odpovìdi úlohového orákulana otázku x roven 1?ÿ.)Tì¾kost mù¾eme pomoí redukí (orákul) de�novatnásledovnì:De�nie 8.1 Úloha U je T -tì¾ká vùèi polynomiální reduk-i, pokud je ka¾dá úloha z T øe¹itelná v polynomiálnímèases orákulem U .De�nie 8.2 Úloha U je T -úplná vùèi reduki, pokud jeU 2 T a U je T -tì¾ká vùèi reduki.Abyhom rozli¹ili mezi tì¾kostí vùèi reduki od tì¾kos-ti vùèi transformai, budeme v dal¹ím znaèit T -m-Poly-tì¾kost (úplnost), bude-li se jednat o tì¾kost (úplnost) vù-èi polynomiální transformai. Tì¾kost (úplnost) vùèi po-lynomiální reduki budeme znaèit T -T-Poly-tì¾kost (úpl-nost).Poznámka 8.2 Písmenko m vyhází z 'many to one', písmenkoT vyhází z 'Turing reduibility'. Toto znaèení je pøejato

z terminologie vyèíslitelnosti. Ve vyèíslitelnosti je de�novánataké 'one to one' pøeveditelnost, oznaèovaná znakem 1, niménìtu my potøebovat nebudeme.Poznámka 8.3 Pozdìji de�nujeme pøeveditelnost transformaív logaritmikém meziprostoru. Tì¾ké (úplné) úlohy vùèi tétopøeveditelnosti budeme znaèit T -m-log-tì¾ké (úplné).Rozdíl mezi transformaemi a redukemi je podstatný.Napøíklad T -stupnì (tøídy uzavøené na reduki) obsahujís ka¾dým jazykem i jeho doplòek. (Staèí znegovat odpovìïorákula.)Pokud budeme hovoøit o výpoèteh pou¾ívajííh oráku-lum, budeme pou¾ívat zápisu P(O), k oznaèení tøídy jazykùrozpoznávanýh v polynomiálním èase s orákulem O. Ob-dobnì budeme znaèit PSpae(O) nebo NP(O).

(2. èervna 1998) 14 (28. kvìtna 1998)



9 Jiná interpretae prùbìhu nedeterministikého výpoètu omezeného èasem(6. èervene 1997)V této kapitole obohatíme strukturu nedeterministikéhopoèítaèe tím, ¾e rozdìlíme stavy koneèné jednotky do 4významovì odli¹nýh skupin.V první skupinì budou tzv. existenèní stavy, v druhétzv. v¹eobené stavy, ve tøetí tzv. náhodné stavy. Ètvrtouskupinou jsou deterministiké stavy, mezi nì¾ patøí v¹ehnyspeiální konové stavy ANO, NE a NEVÍM , ale také stavyDOTAZ, O-ANO a O-NE, slou¾íí na prái s orákuly.Formálnì t : Q! fD; 9; 8; ?g je funke pøiøazujíí stavùmTuringova stroje jejih typ.De�nie 9.1 Jazyk LA pøijímaný obohaeným TS M ,(takto obohaený TS budeme znaèit 98? -TS), de�nujemenásledovnì:O výsledku výpoètu (zda je slovo x pøijato, odmítnuto,nebo není známa odpovìï) v èase T (n) rozhoduje stromvýpoètù M na vstupu x, omezený èasem T (n). (T (n) jeèasovì konstruovatelná.) S vìtví výpoètu, který neskonèilv èase T (n), zaházíme jako s výpoètem konèíím ve stavuNEVÍM . (Dodáním poèítadla do T (n) mù¾eme M upravittak, ¾e M pøi dopoèítání poèítadla do stavu NEVÍMpøejde.)Výsledek výpoètu � je de�nován pro ka¾dý uzel u stromuvýpoètù na základì typu stavu su 98? -TS v uzlu u ana základì výsledkù výpoètu v jednotlivýh následnííhv1; v2; : : : ; vk tohoto uzlu.Výsledek výpoètu je trojie �(u) = (au; ru; qu) 22 h0; 1i3, kde au reprezentuje pravdìpodobnost pøijetí,ru pravdìpodobnost zamítnutí a qu pravdìpodobnost, ¾ealgoritmus nedá odpovìï. (V¾dy platí au + ru + qu = 1.)Výsledek výpoètu v uzlu reprezentujíím konový stav je(1; 0; 0) pro ANO, (0; 1; 0) pro NE a (0; 0; 1) pro NEVÍM .Výsledek výpoètu v uzlu reprezentujíím existenèní stavje (t(su) = 9)) �(u) = (maxavi ;minrvi; 1� au � ru):Výsledek výpoètu v uzlu reprezentujíím v¹eobený stavje (t(su) = 8)) �(u) = (minavi ;maxrvi; 1� au � ru):Výsledek výpoètu v uzlu reprezentujíím náhodný stavje (t(su) = ?)) �(u) = ( kXi=1 piavi; kXi=1 pirvi ; kXi=1 piqvi);kde pi je pravdìpodobnost pøehodu do následníka vi.Výsledek výpoètu v uzlu reprezentujíím deterministikýstav je de�nován výsledkem výpoètu jediného následníka�(u) = �(v1), èemu¾ odpovídá hápání deterministikéhostavu jako stavu libovolného typu s jediným následníkem.Na základì � v koøeni � stromu výpoètu de�nujemejazyky LA a LR:x 2 LA , a� > 12 ; x 2 LR , r� > 12 :

Pro jednoduhost se omezíme na takové 98? -TS, kdeka¾dý nedeterministiký (rozumìj existenèní, v¹eobenýnebo náhodný) stav má (nejvý¹) dva následníky, a kde titonásledníi jsou u náhodnýh stavù stejnì pravdìpodobní.Poznámka 9.1 Uvìdomme si vztah mezi NTS a 98? -TS.NTSmù¾eme hápat jako 9 -TS, tedy i jako 98? -TS, v nìm¾ jsoupouze existenèní (a deterministiké) stavy.De�nie 9.2 Pravdìpodobnost hyby eM (x) 89? -TS M ,je de�nována jako r�(x) pro x 2 LA a jako a�(x) pro x 22 LR. Pokud x 62 LA [ LR, pak eM (x) = 0.Pravdìpodobnost neurèenosti EM(x) 89? -TS M , jede�nována jako 1 � a�(x) pro x 2 LA a jako 1 � r�(x)pro x 2 LR. Pokud x 62 LA [ LR, pak EM(x) = 1.Poznámka 9.2 Vìta 9.1 ale ukazuje, ¾e mù¾eme praovats takovými 89? -TS, pro nì¾ je E(x) = e(x). (Nutnì pak ka¾déx patøí právì do jednoho z jazykù LA, LR.)De�nie 9.3 Typ je orientovaný graf, jeho¾ vrholy jsouohodnoeny podmno¾inami mno¾iny f8; 9; ?g. (Formálnìtyp je trojie (V;E; f), kde V je koneèná mno¾ina, E �� V � V a f : V ! P(f8; 9; ?g).)Turingùv strojM je strojem daného typu T (zkráenì Mje T -TS), pokud existuje zobrazení � : Q ! V zobrazujíístavy Turingova stroje na pøíslu¹né vrholy typu. (Formálnìt(q) 2 f(� (q)) [ fDg.)Naví pokud pøehodová funke umo¾òuje pøejít v jed-nom kroku ze stavu q do stavu q0, pak stavùm q, q0 odpovídátentý¾ vrhol typu, nebo je vrhol odpovídajíí stavu q spo-jen hranou s vrholem odpovídajíím stavu q0. (Formálnì� (q) = � (q0) _ (� (q); � (q0)) 2 E.)Poznámka 9.3 Symbolem znaèíme typ obsahujíí jedinývrhol, na nìj¾ mohou být zobrazovány pouze deterministikéstavy. -TS je toté¾ o TS.Poznámka 9.4 Je-li typ T podtypem (pøíslu¹nì ohodnoenýmpodgrafem) typu T 0, pak ka¾dý stroj typu T je strojem typu T 0.Poznámka 9.5 Dosud jsme se zmiòovali pouze o Turingovýhstrojíh typù, obsahujííh jediný vrhol. V kapitole vìnovanépolynomiální hierarhii nás budou zajímat Turingovy strojetypù, jejih¾ graf je esta.De�nie 9.4 Dva typy jsou ekvivalentní, pokud pro libo-volný stroj jednoho typu existuje stroj druhého typu pøijí-majíí tentý¾ jazyk v èase konstantakrát vìt¹ím.Cvièení 9.1 Neh» T je typ. Uka¾te, ¾e existuje ekvivalent-ní typ T 0 = (V;E; f), kde (V;E) je aykliký graf s jedinýmzdrojem a s jediným stokem.Uka¾te, ¾e libovolný stroj typu T 0 je mo¾no za enuzpomalení o konstantu simulovat strojem typu T 0, kde pro� platí, ¾e poèáteèní stav je zobrazen na zdroj typu T 0 av¹ehny konové stavy jsou zobrazeny na stok typu T 0.(2. èervna 1998) 15 (6. èervene 1997)



De�nie 9.5 Neh» T1, T2 jsou aykliké typy, ka¾dýs jediným zdrojem a stokem. Spojení typù (oznaèímesymbolem T1 ! T2) vznikne sjednoením typù T1 a T2a pøidáním hrany ze stoku typu T1 do zdroje typu T2.Formálnì, je-li s1 stok typu T1 = (V1; E1; f1) a z2 zdroj typuT2 = (V2; E2; f2), pak T1 ! T2 je trojie (V1[V2; E1[E2[[f(s1; z2)g; f), kde f(v) = f1(v) pro v 2 V1 a f(v) = f2(v)pro v 2 V2.Poznámka 9.6 Uvìdomme si, ¾e spojení typù je asoiativní.Symbol 9 ! 8 ! 9 je typ.Poznámka 9.7 Typy T a ! T a T ! jsou ekvivalentní.Pokud nás nezajímají typy, ale pouze jejih tøídy ekvivalene, jenulový prvek vùèi skládání typù.Vìta 9.1 Neh» t je èasovì konstruovatelná funke a T typ.Je-li L jazyk pøijímaný T -TS M v èase t, potom existujetakový T -TS M 0, pøijímajíí jazyk L v èase O(t), ¾e prolibovolný vstup x platí EM 0(x) = eM 0(x) < 12 .Dùkaz: Stroj M nejprve modi�kujeme na M1 tak, ¾estavy NEVÍM nahradíme stavy NE. (V èase t pøejdemeté¾ do stavu NE místo do NEVÍM .) Po této modi�kaije q�(x) = 0, a tedy a�(x) + r�(x) = 1. Naví se a�(x)nezmìnilo. Pokud tedy bylo x 2 L, je x 2 LAM1 . Navípokud x 2 LAM1 [ LRM1 , pak e(x) = E(x) < 12 .Jediný problém je, pokud a� = r� = 12 . Pak toti¾x 62 LAM1 [ LRM1 , e(x) = 0 a E(x) = 1. Neobsahuje-liM1 náhodné stavy, tento problém nenastává. Zbývá tedydokázat vìtu pro pøípad, kdy M1 náhodné stavy obsahuje.Pøidáním èasového poèítadla zajistíme skonèení libovolnévìtve výpoètu stroje M1 v èase t. Pravdìpodobnosti a� ir� mù¾eme zapsat ve tvaru k=2t pro vhodné k. Stroj M1pøijímá, pokud a� > 12 , M1 nepøijímá, pokud r� � 12 .Zajistíme-li, aby pro libovolný vstup x pro stroj M 0 platiloa�(x) = 12 + a�(x)2 � 12t+2a r�(x) = 12 + r�(x)2 + 12t+2 ;bude M 0 pøijímat tentý¾ jazyk jako M1. Naví a� 6= 12 ar� 6= 12 .Je-li ? 2 f(� (q0)) (pro poèáteèní stav q0), pak takovéM 0 mù¾eme z M1 vytvoøit napøíklad takto: Místo èasovéhopoèítadla do t pou¾ijeme poèítadlo do t+ 2. Pøidáme novýnáhodný poèáteèní stav (místo pùvodního poèáteèníhostavu stroje M1). Jedna vìtev pøímo pøehází v poèáteènístav stroje M1. Druhá vìtev výpoètu nezávisí na vstupu aplatí pro ni a = 12 � 12t+1 , r = 12 + 12t+1 .(To mù¾eme zajistit napøíklad tak, ¾e jedna vìtev vede porozskoku rovnou do stavu NE a druhá vìtev vede do stavus, ve kterém buï náhodnì zùstává nebo z nìj pokraèujedo stavu ANO. Po dobìhnutí èasového poèítadla pøeházíM 0 ze stavu s do stavu NE.)Pokud ? 62 f(� (q0)) (pro poèáteèní stav q0), je konstrukestroje M 0 nepatrnì komplikovanìj¹í. Stroj M 0 si v koneènéjednote pamatuje bit informae, oznaèujíí, zda byl ji¾

proveden rozskok. (Poèet stavù se zdvojnásobí.) Pomoítohoto bitu stroj M 0 zajistí, aby provedl rozskok, právìkdy¾ se poprvé dostane do náhodného stavu. Jestli¾epro x na vstupu bylo a� = r� = 12 , pak byly tytohodnoty þzkopíroványÿ (pomoí min a max) z nìjakéhonáhodného stavu stromu výpoètu. Tento náhodný stav jeprvní náhodný stav na nìjaké estì ve výpoèetním stromuod jeho koøene. Proto je pøi výpoètu stroje M 0 provedenv tomto kroku rozskok, èím¾ je hodnota r zprùmìrovánas 12+ 12t+1 , tedy vìt¹í ne¾ 12 . Pokud je pøi výpoètu stroje M 0proveden rozskok a a� bylo vìt¹í ne¾ 12 , pak zprùmìrováníma� s 12 � 12t+1 získáme opìt èíslo vìt¹í ne¾ 12 . Stroj M 0 tedypøijímá stejný jazyk jako stroj M1 a ka¾dé slovo nepatøíído LA patøí do LR.De�nie 9.6 Neh» t je èasovì konstruovatelná funke a Tje typ. T -Time(t) je tøída jazykù pøijímanýh T -TS v èaset. T -P = [i�0T -Time(ni)Poznámka 9.8 Uvìdomme si, ¾e -Time(t) jsme dosud znaèiliDTime(t) a -P jsme znaèili P. Obdobnì 9 -Time(t) jsmedosud znaèili NTime(t) a 9 -P jsme znaèili NP.Vìta 9.2 Libovolný 98? -TS praujíí v èase t mù¾emesimulovat deterministiky v prostoru O(t2) a èase O(t2t).Dùsledek 9.2.1 89? -P � PSpaeDùkaz: Algoritmus Alg. 2 symboliky popisuje simulai.Dodejme je¹tì, ¾e v¹ehna èísla, se kterými praujeme, jsoutvaruP 12i pro i < t, o¾ mù¾eme jednodu¹e reprezentovatøetìzem ne desetinnýh ale þpolovinnýhÿmíst tìhto èísel.K tomu nám staèí øetìze délky t. Odtud velikost lokálnípamìti proedury je O(t). Hloubka rekurze je t. Proeduraje volána nejvý¹ 2 � 2t � 1{krát.Odtud dostáváme po¾adované odhady.proedure SimFEQTS (K : Konf ) : ProbPair ;beginTimeStep;if TimeOut then return (0; 0)elseif su = det thenase u ofANO : return (1; 0)NE : return (0; 1)NEVÍM : return (0; 0)else : return SimFEQTS (NextDet (K ))endelsebegin(a0; r0) := SimFEQTS (NextNedet(0;K ));(a1; r1) := SimFEQTS (NextNedet(1;K ));ase su of9 : return (maxfa0; a1g;minfr0; r1g)(2. èervna 1998) 16 (6. èervene 1997)



8 : return (minfa0; a1g;maxfr0; r1g)? : return 12(a0 + a1; r0 + r1)endendend ;beginVytvoø poèáteèní kon�gurai K , zaznamenej do ní ikon�gurai èasového poèítadla, spoèítej(a�; r�) := SimFEQTS (K ):Je-li a� > 12 potom pøijmi, je-li r� > 12 , pak zamítni.end Alg. 2: Simulae 98? -TSPoznámka 9.9 Pøedhozí vìta by platila, i kdybyhom omezilipoèet následníkù nedeterministikého vrholu konstantou d apokud by pravdìpodobnosti následníkù náhodnýh uzlù bylystejné.Vìta 9.3 Libovolný ? -TS praujíí v èase t mù¾emesimulovat deterministiky v prostoru O(t) a èase O(t2t).Dùkaz: Vzhledem k omezení poètu následníkù nedeter-ministikého stavu na dva mù¾eme pro v¹ehny mo¾-né øetìze délky t simulovat výpoèet s tím, ¾e v ne-deterministikýh staveh se rozhodujeme podle následu-jíího znaku pøedepsaného øetìze. Naví máme binár-ní èítaè pomoí nìho¾ poèítáme pravdìpodobnosti pøijetía odmítnutí. V¾dy, kdy¾ øetìzi odpovídá pøijímaí (od-mítaí) výpoèet, zvìt¹íme pøijímaí (odmítaí) poèítad-lo o 1 tak daleko zprava, kolik jsme je¹tì nepøeèetli bi-tù øetìze. (Pøièteme 2poèet nepøeètenýh bitù øetìze == 2t�poèet pøeètenýh bitù.) Hodnoty a� (r�) dostanemepo vydìlení poèítadel èíslem 2t.Poznámka 9.10 Pokud byhom omezili poèet následníkù ná-hodného vrholu konstantou d a pokud by pravdìpodobnostinásledníkù byly stejné, potom by pøedhozí vìta platila s pro-storem O(t) a èasem O(tdt). Povolení pravdìpodobností, kterénejsou ve tvaru 1d (pro malé pøirozené d), nedává dobrý smysl.Poznámka 9.11 Vzhledem k prostorovým nárokùm algoritmuO(t) je pøedem jasný odhad èasu 2O(t). Pøesnìj¹ím (amortizova-ným) rozborem práe binárního poèítadla byhom dostali èasovýodhad O(2t).Poznámka 9.12 Simulae pomoí stejného typu TS je mo¾náv èase O(t log s) a prostoru O(s), jak bylo ukázáno v kapitoleo simulaíh.Poznámka 9.13 Pøipomeòme, ¾e vìty o universálníh Turin-govýh strojíh jsme vyslovili pro libovolný typ T .Simulae je závislá na typu pouze v tom, pomoí jakéhotypu nedeterministikého stavu vybíráme následujíí þroz¹íøenýdisplayÿ.Aby byl výsledek správnì interpretován, je následník stavu qvybírán stavem typu t(q) universálního stroje. V¾dy je pou¾itstav qu universálního stroje, pro nìj¾ je �(qu) = �(q). K tomu

staèí pro ka¾dý vrhol v typu T jeden nedeterministiký stav proka¾dý typ stavu z f(v).Kdy¾ funke � není známa, musíme nejprve nìjaké � nalézt.Nároky na nalezení � nejsou podstatné, proto¾e jsou konstantnívùèi velikosti vstupu simulovaného stroje. (Uhodnutí � a ovìøení,¾e odpovídá pøehodové funki, stojí èas jT jjQj � jÆj.)

(2. èervna 1998) 17 (6. èervene 1997)



10 Tøídy de�nované pomoí ? -TS praujííh v polynomiálním èase (29.dubna 1998)De�nie 10.1 TøídaPP obsahuje jazyky pøijímané ? -TSv polynomiálním èase.Poznámka 10.1 V minulé kapitole jsme tøídu PP nazvali? -P.Poznámka 10.2 Podle vìty 9.1 se v de�nii tøídy PP mù¾emeomezit na ? -TS, kde e(x) = E(x) < 12 .Vìta 10.1 Platí NP � PP � PSpae.Dùkaz: Neh» L 2 NP . Z 9 -TS M pøijímajíího L vy-tvoøíme následujíí ? -TS. Zmìníme typ ka¾dého 9 stavuna ? stav. Tím dostaneme stroj ? -TS M 0. Poté pøidámepoèáteèní náhodný stav, z nìho¾ pøeházíme s pravdìpo-dobností 12 do stavu ANO a se stejnou pravdìpodobnostído poèáteèního stavu stroje M 0. Tak vznikne ? -TS M 00.Platí x 2 L, právì kdy¾ a�(x;M 0) > 0, a tedy právìkdy¾ a�(x;M 00) > 12 , a tedy právì kdy¾ slovo x je pøijímáno? -TS M 00.Druhá inkluze je dùsledkem vìty 9.3.Vìta 10.2 PP je uzavøena na komplementy.Dùkaz: Pou¾ijeme ? -TS M , pro nìj¾ eM (x) = EM(x) << 12 . Staèí potom pouze zamìnit stavy ANO za NE.Dùsledek 10.2.1 Platí NP [ o-NP � PP .Není známo, zda je PP uzavøena na prùniky a sjednoení.Z neuzavøenosti by ihned plynulo NP 6= PP 6= PSpae.Vìta 10.3 PP je uzavøena na symetriký rozdíl.Dùkaz: Neh» A;B 2 PP , neh» A je pøijímáno ? -TSMA, neh» B je pøijímáno ? -TS MB (oboje v polyno-miálním èase). Neh» eMA(x) = EMA(x) < 12 , eMB (x) == EMB(x) < 12 .Zkonstuujeme ? -TS M , který nejprve provedeMA, potéMB a pøijímá, právì kdy¾ právì jeden z výpoètù pøijímal.Ovìøíme, ¾e ? -TS M pøijímá A4B.Odhadnìme e(x) | pravdìpodobnost, ¾e x je pøijatohybnì: slovo x je ? -TS M pøijímáno hybnì, pokud jex pøijímáno hybnì právì jedním ze ? -TS MA, MB .Odtude(x) = eMA(x) � (1� eMB (x)) + (1� eMA(x)) � eMB (x):Vzhledem k tomu, ¾e funke x(1� y) + (1� x)y zobrazujeinterval h0; 12 )2 do intervalu h0; 12), dostáváme e(x) < 12 .Vzhledem k tomu, ¾e e(x) < 12 , je LAM = A4B a e(x) == eM (x) = EM(x).De�nie 10.2 Tøída BPP obsahuje jazyky pøijímanév polynomiálním èase ? -TS, kdee(x) = E(x) < " < 12

Vìta 10.4 Platí BPP � PP.De�nie 10.3 Tøída R (jindy oznaèovaná také RP neboVPP), obsahuje jazyky L pøijímané ? -TS v polynomiál-ním èase s nulovou pravdìpodobností neurèenosti pro slovanepatøíí do jazyka. x 62 L) E(x) = 0Poznámka 10.3 Pokud ? -TS M rozpoznávajíí jazyk L þvesmysluÿ R skonèil pro vstup x ve stavu ANO, potom x 2 L.Vìta 10.5 Neh» p je polynom. Polynomiálním iterovánímalgoritmu mù¾eme pravdìpodobnost hyby pro jazyk Az BPP (resp. R) sní¾it na (12 )p(jxj).Dùkaz: Iterovat jazyk z R je jednoduhé, spustímevýpoèet p(jxj)�krát a pøijmeme, pokud nìkterý výpoèetpøijme. (Je-li " < 12 , pak pomoí  iteraí sní¾ímepravdìpodobnost hyby pod "0 < 12 , proto 12 není v de�niipøijímání ? -TS pro tøídu R podstatná.)Iterovat jazyk z BPP je tì¾¹í: Neh» q(n) =  � p(n),kde (4"(1 � ")) < 12 . Spustíme výpoèet (2q(n) + 1)��krát a slovo pøijmeme, pokud nadpolovièní poèet výpoètùslovo pøijal. (Spustíme výpoèet k{krát je tøeba interpretovattak, ¾e pøidáme poèítadlo od k a v¾dy místo pøehodudo konového stavu zaznamenáme druh konového stavu,sní¾íme poèítadlo a je-li nenulové vrátíme se do þpoèáteèníkon�guraeÿ. Do konového stavu pøejdeme na základìvyhodnoení zaznamenanýh konovýh stavù.)Pravdìpodobnost hyby jeqXj=0�2q + 1j ��(1�")j�"2q+1�j < (1�")q �"q+1� qXj=0�2q + 1j � << (1�")q �"q+1�22q+1 = 2"((1�")�"�4)�p < 2"�12�p < �12�pVìta 10.6 Platí P � R � NP \BPP .Dùkaz: Jediná netriviální inkluze je R � NP . Je-li L 22 R a je-li M ? -TS, který toto zaruèuje, pak 9 -TS Mzaruèuje L 2 NP.Vìta 10.7 Tøída BPP je uzavøena na doplòky, sjednoenía prùniky, tøída R je uzavøena na sjednoení a prùniky.Dùkaz: Uzavøenost BPP na doplòky doká¾eme pøehoze-ním významu stavù ANO a NE po úpravì stroje do tvaru,kde e(x) = E(x) < 12 .Jediným trikem v druhé èásti dùkazu je pro dané " << 12 zvolit ? -TS praujíí s hybou "2 . Algoritmus potompustí simulai obou algoritmù a zaøídí se podle výsledku.Pravdìpodobnost hyby je nejvý¹ souèet pravdìpodobnostíhyb.(2. èervna 1998) 18 (29. dubna 1998)



De�nie 10.4 o-R je tøída jazykù, jejih¾ doplòky jsouv R.Poznámka 10.4 Pro následujíí de�nii je vhodný pojem jazykrozpoznávaný Turingovým strojem | L je jazyk rozpoznávanýTuringovým strojem M , právì kdy¾ L = LAM a pro libovolnývstup x platí x 2 LAM [ LRM .De�nie 10.5 ZPP je tøída jazykù L, rozpoznávanýh? -TS v polynomiálním èase a s nulovou hybou.�x 2 L) (a� > 12 ^r� = 0)�^�x 62 L) (a� = 0^r� > 12)�Vìta 10.8 Tøída ZPP je uzavøena na doplòky, sjednoeníi prùniky.Dùkaz: Iterováním mù¾eme pro libovolné " > 0 zajistitq� < ". Pøehozením stavù ANO a NE potom dostanemepo¾adovaný ? -TS. Uzavøenost na sjednoení a prùnikystejnì jako pro tøídy BPP a R dostaneme tak, ¾e spustímepostupnì oba ? -TS a na základì jejih výsledkù urèímevýsledek operae.Vìta 10.9 Platí ZPP = R \ o-R.Dùkaz: Stav NEVÍM mù¾eme nahradit stavem NE, tímzmìníme stroj pøijímajíí ve smyslu ZPP na stroj pøijíma-jíí ve smyslu R. Odtud ZPP � R. Z uzavøenosti ZPP nadoplnìk plyne zbývajíí èást první inkluze.Neh» naopak L 2 R\o-R. Jinými slovy L i L jsou v R.Oznaème ML (resp. ML) ? -TS, podle nih¾ je L (resp. L)v R. Zkonstruujeme ? -TS M , který uká¾e, ¾e L 2 ZPP.M nejprve simulujeML, potomML. Pokud ML pøijme,Mpøejde do stavu ANO, pokudML pøijme,M pøejde do stavuNE. V ostatníh pøípadeh M pøejde do stavu NEVÍM .Dùsledek 10.9.1 Platí P � ZPP �NP \ o-NP .Dùkaz: Proto¾e P � R � NP , je P � R\o-R � NP\\ o-NP .
Obr. 2: Vztahy mezi pravdìpodobnostními tøídami.Vztahy mezi jednotlivými tøídami zahyuje obrázek 2.(2. èervna 1998) 19 (29. dubna 1998)



11 Polynomiální hierarhie (29. záøí 1997)Pøipomeòme znaèení P(A), 9 -P(A) a 8 -P(A) jazykù roz-poznávanýh v polynomiálním èase po øadì deterministi-kým turingovým strojem, 9 -TS a 8 -TS v¾dy s oráku-lem A. (Alternativní znaèení je NP(A) pro 9 -P(A) ao-NP(A) pro 8 -P(A).)Poznámka 11.1 Platí L 2 9 -P(A), právì kdy¾ L 2 8 -P(A).(Staèí odstranit stavy NEVÍM a zamìnit stav ANO za NE atypy stavù existenèní za v¹eobené.)Zaveïme obdobné znaèení pro tøídu problémù T . Neh»P(T ), 9 -P(T ) a 8 -P(T ) oznaèuje jazyky rozpoznávanév polynomiálním èase pøíslu¹nými stroji s vhodnì zvolenýmorákulem A 2 T .De�nie 11.1 Neh» T je tøída jazykù. Jazyk L je T -T-poly-tì¾ký, právì kdy¾ T � P(L). Jazyk L je T -T-poly-úplný, právì kdy¾ zároveò L je T -T-poly-tì¾ký a L 2 T .Poznámka 11.2 Pøipomeòme ¾e L je T -m-poly-tì¾ký, právìkdy¾ pro libovolný jazyk L0 2 T existuje transformae f 2 PF,taková, ¾e x 2 L0 , f(x) 2 L.Ka¾dý T -m-poly-tì¾ký jazyk je T -T-poly-tì¾ký (ale nejspí¹ nenaopak). (Zapí¹eme na pásku orákula f(x) a pøejdeme do stavuDOTAZ. Ze stavu O-ANO pøejdeme ihned do stavu ANO aze stavu O-NE ihned do stavu NE.)Poznámka 11.3 Je-li S T -T-úplný problém, pak P(T ) == P(S), 9 -P(T ) = 9 -P(S) a 8 -P(T ) = 8 -P(S).(Neh» T je typ. Je-li L 2 T -P(T ), pak pro nìjaké O 22 T je L 2 T -P(O). Proto¾e O 2 P(S), mù¾eme polynomiálnìmnoho dotazù typu þx 2 O?ÿ odpovìdìt s orákulem S v elkovìpolynomiálním èase.)Poznámka 11.4 ;, neboli problém, jeho¾ ílem je na libovolnýdotaz odpovìdìt ne, je P-T-úplný problém.De�nie 11.2 De�nujme následovnì hierarhii tøíd:1. �P0 = �P0 = �P0 = P = P(;);2. �Pk+1 = 9 -P(�Pk ) pro k � 0;3. �Pk+1 = P(�Pk ) pro k � 0;2. �Pk+1 = 8 -P(�Pk ) pro k � 0;De�nujme takéPH = [k�0�Pk = [k�0�Pk = [k�0�Pk :Tøída PH se nazývá polynomiální hierarhie.Poznámka 11.5 Horní index P odli¹uje tuto hierarhii od arit-metiké, pøípadnì Booleovské hierarhie. V dal¹ím tento indexbudeme vynehávat, proto¾e o tìhto hierarhiíh ji¾ nebudev tìhto skripteh zmínka.V této kapitole zevedeme tøi dal¹í de�nie tøíd polynomiálníhierarhie. Ne¾ doká¾eme ekvivaleni takto de�novanýh tøíd,budeme je rozli¹ovat indexy (1), (2), (3), (4), které budeme psátmísto indexu P . Pro ji¾ uvedenou de�nii budeme pou¾ívat index(1).

Poznámka 11.6 Polynomiální hierearhii mù¾eme také de�no-vat relativnì vùèi nìjakému orákulu A. Odli¹nost v de�nii jev tom, ¾e za þnultouÿ tøídu bereme místo P(;) tøídu P(A).Nás relativizované verze polynomiální hierarhie zajímatnebudou.Lemma 11.1 Platí(a) �(1)1 = P(b) �(1)k = o-�(1)k() �(1)k+1 = 9 -P(�(1)k )(d) �(1)k+1 = P(�(1)k )(e) �(1)k+1 = 8 -P(�(1)k )(f) �(1)k+1 = 9 -P(�(1)k+1)(g) �(1)k+1 = 8 -P(�(1)k+1)Dùkaz:(a) �(1)1 = P(P) = P(;) = P. (Vyu¾ili jsme poznámek11.3 a 11.4.)(b) Pøímo z de�nie, s vyu¾itím poznámky 11.1(),(d),(e) S pou¾itím (b), staèí zamìnit stavy O-ANOza O-NE, do nih¾ pøehází stroj po odpovìdíh orákula.(f),(g) Je-li B 2 �(1)k+1 = P(�(1)k ), pak odpovìdi orákulaBmù¾eme odsimulovat deterministiky v polynomiálním èasepomoí orákula z �(1)k .Lemma 11.2 Platí �(1)k [�(1)k � �(1)k+1 � �(1)k+1 \�(1)k+1.Dùkaz: �(1)k+1 = P(�(1)k ) = P(�(1)k ), odtud plyne prvníinkluze.Druhá inkluze plyne z toho, ¾e P(A) = -P(A) �� 9 -P(A), P(A) = -P(A) � 8 -P(A) pro libovolnéorákulum A.Pomoí kvanti�kovanýh predikátù mù¾eme polynomiál-ní hierarhii vyjádøit následujíím zpùsobem:De�nie 11.3L 2 �(2)k , L = fx j9py18py29py3 � � �yk Rp(x; y1; y2; � � � ; yk)g;L 2 �(2)k , L = fx j8py19py28py3 � � �yk Rp(x; y1; y2; � � � ; yk)g;kde pro daný polynom p je Rp nìjaký predikát zDTime(p),þ9pyÿ je zkratkou pro þ9 y jyj < p(jxj)^ÿ a þ8py je zkratkoupro 8 y jyj < p(jxj))ÿ (výraz je uzávorkován zprava).De�nie 11.4 Oznaème �k typ 9 ! 8 ! 9 ! � � �obsahujíí právì k vrholù. Oznaème �k typ 8 ! 9 !! 8 ! � � � oksahujíí právì k vrholù.�(3)k = �k-P�(3)k = �k-P:(2. èervna 1998) 20 (29. záøí 1997)



De�nie 11.5 Neh» C je tøída jazykù. Pak 9C (resp. 8C) jetøída jazykù obsahujíí jazyk A, právì kdy¾ existuje jazykB 2 C a polynom p tak, ¾e x 2 A, právì kdy¾ 9 y jyj << p(jxj) ^ hx; yi 2 B (resp. 8 y jyj < p(jxj)) hx; yi 2 B).�(4)k = 989 � � �P�(4)k = 898 � � �P;kde je v obou pøípadeh pou¾ito právì k kvanti�kátorù.De�nie 11.6 Neh» L je jazyk. De�nujme jazyk L(�)následovnì:L(�) = �x j 9 i x = hx1; x2; : : : ; xii ^ 8 j xj 2 L	Lemma 11.3 Platí L 2 9 -P(O) , L(�) 2 9 -P(O) aL 2 8 -P(O), L(�) 2 8 -P(O)Dùkaz: Máme-li stroj pøijímajíí L(�), dotazem na hxizjistíme zda x patøí do L. Opaènì, máme-li T -TS(O) Mpøijímajíí L v èase p, zkonstruujeme stroj M 0, který provstup hx1; : : : ; xii pou¹tí pro ka¾dé i stroj M . V pøípadì,¾e pro nìkteré j výpoèet neskonèí kladnou odpovìdí v èasep, výsledkem je NE. Pokud v¹ehny výpoèty skonèí kladnì,výsledek je ANO.Lemma 11.4 Platí �(1)k = �(4)k a �(1)k = �(4)k .Dùkaz: Dùkaz provedeme indukí podle k. Pro k = 0 sev¹ehny uvedené tøídy rovnají P, tak¾e tvrzení platí. Neh»k � 0. Tvrzení doká¾eme pro �k+1. Pro �k+1 je dùkazanalogiký.Neh» L 2 �(1)k+1. Potom existuje polynom p, orákulumO 2 �(1)k a 9 -TS(O) M , tak, ¾e M pøijímá L v èasep. Pro dané x sestavíme predikát, který bude pravdivý,právì kdy¾ M pøijme slovo x. Stroj M pøijme slovo x,pokud existuje pøijímaí vìtev výpoètu (oznaèíme y øetìzev¹eh nedeterministikýh rozhodnutí). Ke kontrole toho,¾e y vede k pøijetí slova x, je potøeba znát odpovìdiorákula na dotazy polo¾ené v prùbìhu výpoètu. Neh»p1; : : : ; pip (resp. n1; : : : ; nin) jsou v¹ehny kladnì (resp.zápornì) zodpovìzené dotazy v prùbìhu vìtve výpoètu y.Neh» R(x; y; hp1; : : : ; pipi; hn1; : : : ; nini) je predikát, kterýzkontroluje, ¾e y je pøijímaí vìtví výpoètu za pøedpokladu,¾e p1; : : : ; pip (resp. n1; : : : ; nin) jsou v¹ehny kladnì (resp.zápornì) zodpovìzené dotazy v prùbìhu vìtve výpoètu y.Ke kontrole, zda p1; : : : ; pip jsou orákulem O odpovìzenakladnì, staèí otestovat hp1; : : : ; pipi 2 O(�). Ke kontrole,zda n1; : : : ; nin jsou orákulem O odpovìzena zápornì, staèíotestovat hn1; : : : ; nini =2 O(�). V pøípadì k = 0 jsouoba tyto dotazy predikáty z P. Pro k > 0 je vzhledemk indukènímu pøedpokladu �(1)k = �(4)k = 9�(4)k�1, atedy pro nìjaký jazyk O0 2 �(4)k�1 je hn1; : : : ; nini =2=2 O(�) , 9 t hhn1; : : : ; nini; ti 2 O0. Predikát R0de�novaný vztahem hx; hy; hp1; : : : ; pipi; hn1; : : : ; nini; tii 22 R0 , R�x; y; hp1; : : : ; pipi; hn1; : : : ; nini� ^ hp1; : : : ; pipi 22 O(�) ^ hhn1; : : : ; nini; ti 2 O0 je prùnik tøí predikátù

z �(4)k IP= �(1)k . Vzhledem k uzavøenosti 8 -P(O) na prùnikje tento predikát v �(1)k . Platí, ¾e x je pøijato strojem Mprávì kdy¾ 9w hx;wi 2 R0. (R0 pøijme hx;wi pouze tehdy,je-li w tvaru hy; hp1; : : : ; pipi; hn1; : : : ; nini; ti) Tedy L 22 9�(1)k IP= 9�(4)k = �(4)k+1.Neh» L 2 �(4)k+1 = 9�(4)k IP= 9�(1)k . Existuje tedy polynomp a jazyk L0 2 �(1)k tak, ¾e x 2 L, 9 y jyj < p(jxj)^hx; yi 22 L0. Zkonstruujeme 9 -TS(L0) M pøijímajíí L v èaseO(p). Stroj M nedeterministiky generuje bity y, pøípadnìkone slova y. Pøidáním þhodin do p(jxj)ÿ je omezena délkaøetìze y. Nakone M vydá odpovìï shodnì s odpovìdíorákula na dotaz hx; yi. Odtud L 2 9-P(L0) � 9-P(�1k) == �(1)k+1.Lemma 11.5 Platí �(2)k = �(4)k a �(2)k = �(4)k .Dùkaz: Indukí: Provedeme pouze pro �, pro � je dùkazobdobný. Pro k = 0 tvrzení platí.Neh» L 2 �(4)k+1 = 9�(4)k IP= 9�(2)k . Existuje tedy polynomp a jazyk L0 2 �(2)k tak, ¾e x 2 L , 9 y jyj << p(jxj) ^ hx; yi 2 L0. Pro L0 existuje vyjádøení tvarux 2 L0 , 8 y1 9 y2 � � � yk R(x; y1; � � � ; yk). Tedy x 22 L , 9 y 8 y1 9 y2 � � � yk R(hx; yi; y1; � � � ; yk) == 9 y1 8 y2 � � � yk+1 R0(x; y1; � � � ; yk+1). Predikát R0transformujeme v polynomiálním èase na predikát Rþodstranìním závorekÿ. Tedy L 2 �(2)k+1.Neh» naopak L 2 �(2)k+1. Pro L tedy existuje vyjádøeníve tvaru x 2 L , 9p y1 8p y2 � � � yk+1 Rp(x; y1; : : : ; yk+1).De�nujme jazyk L0 násedovnì: hx; y1i 2 L0 ,, 8p y2 � � � yk+1 Rp(x; y1; : : : ; yk+1). Evidentnì je L0 22 �(2)k . Ale x 2 L , 9p y1 hx; y1i 2 L0, tedy L 22 9�(2)k IP= 9�(4)k = �(4)k+1.Lemma 11.6 Pro libovolný typ T platí9 (T -P) = ( 9 ! T )-P a 8 (T -P) = ( 8 ! T )-P:Dùkaz: Neh» L 2 9 (T -P), nebo-li existuje polynom p aL0 2 T -P, tak, ¾e x 2 L , 9 y jyj < p(jxj) ^ hx; yi 2 L0.Vzhledem k tomu, ¾e L0 2 T -P, existuje polynom p0 a T -TSM 0 pøijímajíí L0 v èase p0. Vytvoøíme ( 9 ! T )-TS Mpøijímajíí jazyk L v èase p+p0. StrojM nejprve vygenerujey délky nejvý¹e p(jxj) pomoí existenèníh stavù (a hodindo p). Poté M spustí M 0 na vstup hx; yi. Stroj M mápo¾adované vlastnosti, a tedy L 2 ( 9 ! T )-P.Je-li naopak L 2 ( 9 ! T )-P, pak existuje polynom pa ( 9 ! T )-TS M pøijímajíí L v èase p. Neh» y popisujevìtev výpoètu konèíí pøehodem do stavu, jen¾ je zobrazenfunkí � do zdroje typu T . Snadno vytvoøíme T -TS M 0pøijímajíí v èase O(p(jxj)) slovo hx; yi, právì kdy¾ y jetaková vìtev vedouí k pøijetí vstupu x. Jazyk L0 pøijímanýstrojem M 0 patøí do T -P. Dále x 2 L , 9 y jyj � p(jxj) ^^ hx; yi 2 L0, tedy L 2 9 (T -P).Dùsledek 11.6.1 Platí �(3)k = �(4)k a �(3)k = �(4)k .(2. èervna 1998) 21 (29. záøí 1997)



Dùkaz: Indukí: Oznaème �0 = �0 = . Platí �(3)0 == �(3)0 = -P = P = �(4)0 = �(4)0 .Vzhledem k tomu, ¾e typy �k a �k ! jsou ekvivalentní,pro k � 0 platí �(3)k+1 = ( 9 ! �k)-P = 9 (�k-P) == 9�(3)k IP= 9�(4)k = �(4)k+1.Obdobnì vzhledem k tomu, ¾e typy �k a �k ! jsouekvivalentní, pro k � 0 platí �(3)k+1 = ( 8 ! �k)-P == 9 (�k-P) = 9�(3)k IP= 9�(4)k = �(4)k+1.Vìta 11.7 Platí PH � PSpae.Dùkaz: Podle tvrzení 9.2.1 je 89? -P � PSpae.

(2. èervna 1998) 22 (29. záøí 1997)



12 Ukázky T -m-Poly-úplnýh problémù (30. záøí 1997)De�nie 12.1 Pro libovolné orákulum A a typ T oznaèmeK(A; T ) = �hM;x; 1ti jM je T -TS(A) pøijímajíí x v èase nejvý¹ t:Vìta 12.1 Rozhodnout, zda hM;x; 1ti 2 K(A; T ), je m-úplný problém pro T -P(A).Dùkaz: Abyhom ukázali K(A; T ) 2 T -P(A), staèí prodané M;x; t spustit simulai na universálním Turingovìstroji pro typ T . Èas výpoètu bude O(t log t), o¾ jepolynomiální v jM;x; 1tj.Abyhom ukázali T -P(A)-m-Poly-tì¾kost mno¾inyK(A; T ), staèí pro libovolný T -TS(A) M , pøijímajíí v po-lynomiálním èase p(jxj), ukázat transformai na K(A; T ).Touto transformaí je funke x! hM;x; 1p(jxj)i. Tuto funk-i jsme shopni v polynomiálním èase spoèítat.12.1 Pøirozené m-úplné problémy (formu-le) Con�g(�)Next(�; �)Equal (�; �)Initial(�; x)Aepts(�)Vìta 12.2 SAT(Splnitelnost booleovské formule v obe-ném tvaru) je NP-m-Poly-úplný problém.Dùkaz: Zøejmì SAT 2NP .Neh» L je jazyk z NP . Neh» 9 -TS M pøijímá jazyk Lv èase p(n). Podle M sestrojme formuliAepted(x) = p(jxj)î=1 Con�g(�i) p(jxj)�1î=1 Next(�i; �i+1)^^Initial(�1; x)^Aepts(�pn):Tato formule je splnitelná, právì kdy¾ existuje pøijímaívýpoèet stroje M délky p(n) na vstupu x.Poznámka 12.1 Poèet pravdivýh ohodnoení formuleAepted(x) je roven poètu pøijímaíh výpoètù délky p(n).Vìta 12.3 QBF(Kvanti�kované booleovské formulev obeném tvaru) je PSpae-m-Poly-úplný problém.Dùkaz: PSpae-m-Poly-tì¾kost doká¾eme nejdøíve:Neh» L je jazyk z tøídy PSpae a neh» TS Mpøijímá L v prostoru p(n). Poèet kon�guraí TS Mv prostoru p(n) mù¾eme odhadnout pomoí 2M �p(n).Vytvoøíme kvanti�kovanou formuli, která je pravdivá, právìkdy¾ pro vstup x existuje pøijímaí výpoèet TS M délkynejvý¹ 2M�p(jxj).Vytvoøíme postupnì formule Aess 2m(�; �), které jsoupravdivé, pokud existuje výpoèet TS M pøeházejííz kon�gurae � do kon�gurae � v èase 2m.

Aess 20(�; �) = Con�g(�) ^Con�g(�)^^(Equal (�; �) _Next(�; �))Pøirozená de�nieAess 2m(�; �) = 9(Aess 2m�1(�; )^Aess 2m�1(; �))by bohu¾el vedla k formuli obsahujíí 2m podformulíAess 20.Abyhom se tomuto vyhnuli, vynutíme si þopìtné pou¾itístejného prostoruÿ následujíím trikem:Aess 2m(�; �) = 98�0; �0��(Equal(�0; �)^Equal(�0; ))__(Equal(�0; ) ^ Equal (�0; �))�) Aess 2m�1(�0; �0)�Formule Aepted(x) = 9�; �(Initial(�; x)^^Aepts(�) ^Aess 2M�p(jxj)(�; �))je pravdivá, právì kdy¾ TS M pøijímá slovo x.Abyhom dokonèili dùkazPSpae-m-Poly-úplnosti, uká-¾eme je¹tì pøíslu¹nost do tøídy PSpae :funtion EvalQBF (F );beginase F of1 : return (true);0 : return (false);:F1: return (not EvalQBF (F1));F0 _ F1: beginB0 := EvalQBF (F0);B1 := EvalQBF (F1);return (B0 _ B1)end ;F0 ^ F1: beginB0 := EvalQBF (F0);B1 := EvalQBF (F1);return (B0 ^ B1)end ;9xF1: beginB0 := EvalQBF (F1jx:=0);B1 := EvalQBF (F1jx:=1);return (B0 _ B1)end ;8xF1: beginB0 := EvalQBF (F1jx:=0);B1 := EvalQBF (F1jx:=1);return (B0 ^ B1)endendend Alg. 3: Algoritmus vyhodnoujíí QBF(2. èervna 1998) 23 (30. záøí 1997)



Algoritmus Alg. 3 vyhodnouje QBF . Je-li m délka for-mule, pak hloubka rekurze je nejvý¹ m. Lokální promìnnéjsou velikosti O(m). Algoritmus tedy prauje v prostoruO(m2).Poznámka 12.2 Cheme-li minimalizovat poèet univerzálnìkvanti�kovanýh promìnnýh, mù¾eme pro Aess 2m(�;�)pou¾ít tvar98z9�0; �0��z ) (Equal(�0; �) ^ Equal(�0; ))^^(:z) Equal(�0; ) ^ Equal(�0; �))� ^ Aess 2m�1(�0; �0)�Poznámka 12.3 Formuli Aess 2m(�;�) mù¾eme pøepsattak, aby v¹ehny kvanti�kátory byly na zaèátku formule. Dotakového tvaru mù¾eme pøepsat i formuli Aepted(x).Dùsledek 12.3.1 QBF v prenexním tvaru je PSpae-m-Poly-úplný problémMAJ je jazyk obsahujíí logiké formule, které jsousplnìny pøi (nadpolovièní) vìt¹inì ohodnoení prvoformulí.Je snadno vidìt, ¾e uvedený jazyk patøí do PP , proto-¾e mù¾eme vytvoøit ? -TS, který nejprve náhodnì vybereohodnoení prvoformulí (v¹ehna se stejnou pravdìpodob-ností), a poté vyhodnotí formuli. Podle výsledku pøejde dostavu ANO nebo NE.Lemma 12.4 Rozhodovaí problém #SAT � k (Poèetpravdivýh ohodnoení booleovské formule) je PP-m-Poly-tì¾ký.Dùkaz: Neh» A 2 PP , neh» ? -TS M pøijímá A. V mi-nulé kapitole jsme ukazovali, jak zkonstruovat logikou for-muliAepts(x), která má právì tolik þdobrýhÿ ohodnoe-ní, kolik je pøijímaíh výpoètù TS. Upravme tedy nejprve? -TS M na ? -TS M 0 tak, aby v nìm ka¾dý stav mìlprávì dva následníky. (Toho mù¾eme dosáhnout zavedenímdvojníkù stavù koneèné jednotky.) Tím jsme dosáhli toho,¾e v¹ehny výpoèty mají stejnou pravdìpodobnost.Nyní vytvoøíme formuli Aepts(x), která má tolikdobrýh ohodnoení, kolik je pøijímaíh vìtví výpoèetníhostromu ? -TS M 0 na vstupu x.Pøijímá{li ? -TS M jazyk A v èase t, pakx 2 A, #Aepts(x) � 2t�1:Vzhledem k tomu, ¾e Aepts(x) má polynomiální délkuvzhledem k jxj, ukázali jsme správnou transformai.Vìta 12.5 MAJ i #SAT� k jsou PP-m-Poly-úplnéproblémy.Dùkaz: Vzhledem k tomu, ¾e ji¾ víme, ¾e MAJ 2 PP , a ¾e#SAT � k jePP-tì¾ký, staèí nalézt transformai problému#SAT � k na MAJ .Neh» k; F jsou vstupy problému #SAT � k, neh»formule F má m promìnnýh.Zkonstruujme polynomiálnì dlouhou formuli G s tými¾promìnnými, která má pøesnì 2m�k þdobrýhÿ ohodnoe-ní. Vytvoøme formuliH = (y^F )_ (:y^G), kde y je novápromìnná.

Platí H 2MAJ , F 2 #SAT � k:12.2 Dal¹í PSpae-m-Poly-úplné problémyProblém: Je dán orientovaný graf a urèen vrhol v0.Jsou dána následujíí pravidla hry: Hru hrají dva hráèi,kteøí støídavì pokládají na vrholy grafu kamínky, pøièem¾mohou kamínek polo¾it jedinì na neobsazený vrhol donìho¾ vede hrana z vrholu na nìj¾ byl naposledy polo¾enkamínek. Na zaèátku byl polo¾en kamínek právì na vrholv0. Hráè který nemù¾e polo¾it kamínek prohrává. Otázka:Existuje vítìzná strategie pro zaèínajíího hráèe?Vìta 12.6 Právì zformulovaný problém je PSpae-m-Poly-úplný.Dùkaz: Ukázat, ¾e problém patøí do PSpae, je jednodu-hé. Staèí provést þminimaxovéÿ prohledání v¹eh herníhvariant. Staèí si uvìdomit, ¾e hloubka rekurze je nejvý¹ po-èet vrholù grafu, proto¾e v ka¾dém kroku ubyde poèet ne-obsazenýh vrholù.Zamìøíme se na dùkaz, ¾e problém je PSpae-m-Poly-tì¾ký. Uká¾eme, jak ze zadání problému støídavì kvanti�ko-vané formule v polynomiálním èase vytvoøíme ekvivalentnízadání na¹eho problému viz obr. 3.
Obr. 3: Pøevod kvanti�kované formule na grafovou hruVìta 12.7 Problém existene vítìzné strategie v grafovéhøe je PSpae-m-Poly-úplný i v pøípadì, kdy pøedem víme,¾e grafy, na nih¾ se hraje, jsou rovinné.Dùkaz: Na obrázku 4 je naznaèeno, jak je mo¾no pozmìnitkonstruki grafu z obrázku 3, aby byl graf rovinný a aby exi-stene vítìzné strategie prvního hráèe stále korespondovalas pravdivostí støídavì kvanti�kované formule.Problém: Je dán orientovaný graf a v nìm vyznaèenydva vrholy v0, v1, dále je dáno k kamínkù. Jsou dánanásledujíí pravidla hry: Hru hraje jediný hráè. Hráè mù¾e(2. èervna 1998) 24 (30. záøí 1997)



GObr. 4: Kone pøevodu kvanti�kované formule na rovinnougrafovou hrukdykoli sebrat kamínek z libovolného vrholu grafu. Polo¾itkamínek na vrhol v mù¾e jen tehdy, pokud jsou kamínkypolo¾eny na v¹ehny vrholy, z nih¾ do v vede hrana.Na zaèátku byl polo¾en kamínek právì na vrhol v0.Otázkou je, zda mù¾e hráè polo¾it kamínek na vrhol v1.Není tì¾ké ukázat pøíslu¹nost problému do PSpae. Jakje to s tì¾kostí?Vìta 12.8 Následujíí problém je PSpae-m-Poly-úplný:Problém: Je dána monotónní kontextová gramatika G aslovo x. Otázkou je, zda G generuje x.Dùkaz: Tì¾kost je mo¾no dokázat transformaí libovolné-ho strojeM s jednoznaènou pøijímaí kon�guraí, s jedinou,jednostrannou páskou, praujíí pøesnì v prostoru p(jyj) provstup y. Vytvoøíme následujíí gramatiku:Ka¾dému písmenu páskové abeedy odpovídá terminál.Ka¾dému stavu, který není konový, odpovídá neterminál.Konovým stavùm odpovídají terminály. Stavy se vyskytujína levé stranì pouze v pravidleh, které odpovídajípøehodové funki.(sQ ! s0Q0 j Æ(Q; s) = (Q0; s0; �), pro ka¾dé písmeno zpravidlo sQz ! s0zQ0 j Æ(Q; s) = (Q0; s0;!), a sQ! Q0s0 jj Æ(Q; s) = (Q0; s0; ))Dále je pou¾it speiální terminál # pro kone pou¾itéhoúseku pásky. Kon�gurae jsou kódovány slovem obsahují-ím obsah pásky a ukonèeným znakem kone pásky. Do-vnitø slova je vlo¾en (ne)terminál oznaèujíí stav turingovastroje. Tento symbol je vlo¾en za políèko pásky, na nìm¾ senahází hlava.Poèáteèní pravidlo vygeneruje pro vstup y stroje Mpoèáteèní kon�gurai S ! y0; Q0; y1; y2; : : : ; yjyj#. Kromìpravidel odpovídajííh pøehodové funki, kde je levástrana stejnì dlouhá jako pravá, je vG pro ka¾dý neterminálodpovídajíí stavu také pravidlo vkládajíí symbol blankmezi neterminál a bezprostøednì sousedíí kone pásky(Q#! Qb#).Slovo x bude odpovídat jednoznaèné pøijímaí kon�guraistroje M v prostoru p(jyj).Ukázat pøíslu¹nost problému k NPSpae je jednoduhé.Nedeterministiky volíme pravidla, a ve hvíli, kdy by slovomìlo být del¹í ne¾ jxj zamítáme. Pokud je slovo rovno x,pøijímáme. Vzhledem k Savithovì vìtì patøí daný problémdo PSpae. (2. èervna 1998) 25 (30. záøí 1997)



13 Tøída #P, #P{úplné úlohy (12. srpna 1997)V pøedhozíh pøedná¹káh jsme se zabývali rozhodovaímiproblémy, tøídou NP. Pøipomeòme de�nii: Formálnì mù-¾eme tøídu NP de�novat jako tøídu jazykù vyjádøitelnýhpøedpisem L = nx �� 9Py RP(x; y)o: (1)Aby byl zøejmý význam symbolù 9P a RP , popí¹eme tentopøedpis naprosto pøesnì: Pro dané dva polynomy P1(n),P2(n) a predikát R(x; y) vyèíslitelný v èase P2(jxj + jyj)je L jazyk takovýh x, pro nì¾ existuje þovìøeníÿ y, jyj �� P1(jxj), pro nìj¾ je hodnota predikátu R(x; y) pravda.O tøídì o{NP jsme dosud pøíli¹ nemluvili. o{NPznamená \omplement nondeterministi polynomial". Dotéto tøídy patøí problémy li¹íí se od NP{problémù pouzeznegováním otázky. Mezi typiké zástupe o{NP problémùpatøí napøíklad problémy:1 Je pravda, ¾e v daném grafu neexistuje klika danévelikosti k?2 Jsou nutné 4 barvy na obarvení daného rovinnéhografu?Formálnì mù¾eme tøídu o{NP de�novat jako tøídujazykù vyjádøitelnýh pøedpisemL = nx �� 8Py RP(x; y)o (2)Samozøejmì za pøedpokladu þP=NPÿ byhom umìlistejnì ryhle hledat pozitivní i negativní odpovìdi. Protoby bylo þNP=P=oNPÿ.Tøída #P je tøída úloh, jejih¾ výsledkem je pøirozenéèíslo. Tuto úlohu byhom mohli formálnì de�novat takto:Cílem je spoèítat pro daný vstup xVx = ���ny �� jyj � P1(jxj) �� RP(x; y)o��� (3)Neboli pro dané dva polynomy P1(n), P2(n), a predikátR(x; y) vyèíslitelný v èase P2(jxj+ jyj) je úlohou pro vstupx urèit, kolik existuje þovìøeníÿ y, jyj � P1(jxj), pro nìj¾ jehodnota predikátu R(x; y) pravda.Na první pohled je vidìt, ¾e známe{li Vx | poèet ovìøe-ní predikátu R, umíme rozhodnout rozhodovaí problémyþVx > 0?ÿ, þVx = 2P1(jxj) + 2P1(jxj)�1 + � � �?ÿ. Jinými slovyumíme øe¹it rozhodovaí problémy rozhodujíí o pøíslu¹nos-ti x do jazykù (1), (2).I pro tøídu #P se sna¾íme nalézt þnejtì¾¹íÿ úlohy tétotøídy. Vzhledem k tomu, ¾e hledáme poèet ovìøení, nemù¾e-me pou¾ívat polynomiální transformae resp. reduke, kterémìní neznámým zpùsobem poèet ovìøení. Mù¾eme pou¾ívattakové transformae, které poèet ovìøení nemìní|þparsi-moniousÿ, a transformae, u nih¾ známe funki popisujíívztah mezi poèty ovìøení.Uká¾eme, ¾e poèetní verze problému kahlièkování je #P{úplná.Vìta 13.1 Spoèítat poèet rùznýh vykahlíèkování koupel-ny (podle døíve popsanýh pravidel) je #P-m-tì¾ká úloha.

Dùkaz: Vìta ?? ukazuje, ¾e pro polynom P1 a polynomiál-nì vypoèítatelný predikát R(x; y) existuje nedeterministi-ký Turingùv stroj praujíí v polynomiálním èase, jeho¾poèet pøijímaíh výpoètù je roven poètu ovìøení y; jyj �� P1(jxj). Mìjme nedeterministiký Turingùv stroj tìhtovlastností. Neh» má jednoznaènou konovou kon�gurai,v ní¾ deterministiy setrvává. Staèí si uvìdomit, ¾e v dù-kazu vìty ?? jsme zkonstruovali koupelnu a kahlíèky tak,¾e správné vykahlíèkování koupelny jednoznaènì odpovídájednomu pøijímaímu výpoètu NTS.Poznámka 13.1 Uvìdomme si o znamená x a o znamená y:x je zadání úlohy, tedy tvar a obarvení stìn koupelny a katalogkahlíèkù, y je výbìr kahlíèkù pro jednotlivá políèka.Vìta 13.2 #SAT je #P-m-úplná úloha. (Poèet ohodno-ení prvotníh formulí, pro nì¾ je formule v konjunktivnìdisjunktivním tvaru splnìna.)Dùkaz: Pøi dùkazu vìty ?? jsme pou¾ili þparsimoniousÿtransformai z problému kahlíèkování.Poznámka 13.2 Proto¾e #SAT � k je PP-úplný problém, je#P � PF(PP). (Pùlením intervalu vyøe¹íme #SAT.)Vìta 13.3 #3{SAT je #P-m-úplná úloha.Dùkaz: Uká¾eme, jak pomoí #3{SAT vyøe¹íme #SAT.Postupnì nahradíme ka¾dou disjunki aspoò 4 formulía1 _ a2 _ a3 _ � � � _ akkonjunkí s novou prvoformulí x(a1_a2_x)^ (:a1_:x)^ (:a2_:x)^ (:x_a3_� � �_ak):Od transformae z kapitoly ?? se tato li¹í pøidánímkonjunke (:a1_:x)^ (:a2_:x), zaji¹»ujíí, aby hodnotaprvoformule x byla urèena jednoznaènì. K zakonèenídùkazu je tøeba si uvìdomit, ¾e formule se elou konstrukíprodlou¾ila konstanta{krát.Vìta 13.4 #k{klik, #k{nezávislýh mno¾in, #(n-k) vr-holovýh pokrytí jsou #P-m-úplné úlohy.Dùkaz: Poèet nezávislýh mno¾in velikosti k je stejný jakopoèet vrholovýh pokrytí velikosti n�k (doplnìk konkrétníNM je VP). Poèet nezávislýh mno¾in velikosti k je stejnýjako poèet klik velikosti k v grafu, kde hrany jsou nahrazenynehranami (tyté¾ mno¾iny vrholù).Uká¾eme, jak pomoí #k{klik spoèítat poèet øe¹ení3{SAT 9x1; : : : ; xn'(x1; : : : ; xn), kde' = m̂i=1(ai;1 _ ai;2 _ ai;3);pro ai;j gae nebo negae prvoformulí xl.Formuli ' mù¾eme formálnì pøepsat do tvaru(2. èervna 1998) 26 (12. srpna 1997)



' = m̂i=1((ai;1 ai;2 ai;3) _ (ai;1 ai;2:ai;3)_(ai;1:ai;2 ai;3) _ (ai;1:ai;2:ai;3) _ (:ai;1 ai;2 ai;3)_(:ai;1 ai;2:ai;3) _ (:ai;1:ai;2 ai;3)),kde þtrojieÿ uvnitø závorek jsou logiké souèiny.Vytvoøíme graf skládajíí se z m sedmi vrholù a ndvoji vrholù, vrhol i{té sedmie je oznaèen nìkterouþtrojiíÿ s prvním indexem i. Vrholy i{té dvojie jsouoznaèeny xi a :xi.Dva vrholy jsou spojeny hranou, pokud logiký souèinjejih þtrojiÿ není tautologiky false.Vidíme, ¾e vrholy uvnitø sedmie nejsou spojeny hranoua m + n{klie v uvedeném grafu jednoznaènì odpovídáohodnoení prvoformulí, pro nì¾ je ' = true.Vìta 13.5 #k{klik, #k{nezávislýh mno¾in, #(n-k) vr-holovýh pokrytí jsou #P-m-úplné úlohy i v pøípadì, kdyvíme, ¾e pro jakékoli vìt¹í k problém nemá øì¹ení.Dùkaz: Staèí si uvìdomit, ¾e v dùkazu vznikaly transfor-maí pouze grafy u nih¾ víme, ¾e pro vìt¹í k úloha øe¹enínemá.Vìta 13.6 Spoèítat poèet perfektníh párování v bipartit-ním grafu je #P-T-úplná úloha. (Ka¾dý vrhol v právì jed-né vybrané hranì.)Poznámka 13.3 Toto je první pøíklad, kde nalézt jedno ovìøeníje jednoduhé, ale spoèítat je v¹ehny je tì¾ké. Pøedtím uvedenépøíklady byly tì¾ké u¾ jako rozhodovaí problémy.(Nalézt øe¹ení je jednoduhá aplikae algoritmu na tokyv eloèíselnýh sítíh.)Ne¾ tuto vìtu doká¾eme, uká¾eme si nìkteré jí ekviva-lentní úlohy.Vìta 13.7 Spoèítat poèet mo¾nýh rozestavení vì¾í napøedvyznaèená políèka ¹ahovnie tak, aby se vzájemnìneohro¾ovaly je #P-T-úplná úloha.Vìta 13.8 Spoèítat poèet rozkladù orientovaného grafu naykly je #P-T-úplná úloha.Na obrázku 5 je ukázána vzájemná korespondene mezipárováním, rozmís»ováním vì¾í a rozkladem grafu naykly. (Jednièky na místeh matie sousednosti bipartitníhografu (vrholy jedné partity indexují øádky, vrholy druhépartity indexují sloupe) oznaèují pøípustná políèka napolo¾ení vì¾í, tatá¾ matie slou¾í jako inidenèní matieorientovaného grafu.)De�nie 13.1 Permanent matie A = (ai;j) typu n� n jede�nován pøedpisemPermA = X�2Sn nYi=1ai;�(i)Permanent 0|1 matie je roven poètu mo¾nýh rozmís-tìní neohro¾ujííh se vì¾í na políèka oznaèená 1. Jiná, ekvi-valentní formulae vìty 13.6 je vìta 13.9:

Obr. 5: Párování, rozmís»ování vì¾í a rozklad grafu na yklyVìta 13.9 Spoèítat permanent 0|1matie je #P-T-úplnáúloha.Dùkaz vìty 13.9 rozdìlíme do pìti tvrzení:Lemma 13.10 Spoèítat poèet rozkladù orientovaného gra-fu na ykly délky vìt¹í ne¾ 2 je #P-m-úplná úloha.Lemma 13.11 Spoèítat permanent matie s èísly �1, �12 ,0, 12 , 1 je #P-m-tì¾ká úloha.Lemma 13.12 Spoèítat permanent matie s èísly �2, �1,0, 1, 2 je #P-m-tì¾ká úloha.Lemma 13.13 Spoèítat permanent eloèíselné matie mo-dulo souèin polynomiálnì mnoha prvoèísel z poèáteèníhoúseku prvoèísel je #P-m-tì¾ká úloha.Lemma 13.14 Spoèítat permanent eloèíselné matie mo-dulo þpolynomiálnì velkéÿ prvoèíslo je #P-T-tì¾ká úloha.Poznámka 13.4 V¹imnìte si, ¾e v dùkazu lemmatu 13.14 senepou¾ívá transformae, ale reduke.
Obr. 6: Pøevod #VP na #orientovanýh HK a na#rozkladù na ykly del¹í ne¾ 2Lemma 13.10 má blízkou souvislost s následujíí vìtou.Vìta 13.15 Spoèítat poèet Hamiltonovskýh kru¾ni je#P-m-úplná úloha nezávisle na tom, zda se jedná o ori-entovaný nebo neorientovaný graf.(2. èervna 1998) 27 (12. srpna 1997)



Dùkaz {13.15 : V kapitole ?? je na obr. ?? uvedena kon-struke, jak vytvoøit k danému grafu neorientovaný þgrafestÿ, v nìm¾ výbìru k{vrholového pokrytí (k�1 vrholo-vé pokrytí neexistuje) odpovídá výbìr est. Vybrané estymù¾eme mnoha zpùsoby spojit v hamiltonovskou kru¾nii.Mo¾ností, jak vybrané esty spojit do hamiltonovské kru¾-nie, je 2k�1k!(k � 1)!. (Za�xujme jednu estu, máme k!poøadí výbìrù pomonýh vrholù, (k � 1)! poøadí výbìrùostatníh est a 2k�1 orientaí ostatníh est.) Ze znalostipoètu Hamiltonovskýh kru¾ni byhom umìli zjistit poèetk{vrholovýh pokrytí (vydìlením èíslem 2k�1k!(k � 1)!).Na obrázku 6 je naznaèena konstruke, jak vytvoøit orien-tovaný þgraf estÿ, v nìm¾ výbìru k{vrholového pokrytí(k � 1 vrholové pokrytí neexistuje) opìt odpovídá výbìrest. Mo¾ností, jak vybrané esty spojit v hamiltonovskoukru¾nii, je nyní k!(k � 1)!, proto¾e orientae je ji¾ jedno-znaènì urèena. (Poèet vrholovýh pokrytí získáme vydìle-ním èíslem k!(k � 1)!.)Dùkaz {13.10 : Pokud heme uvedený orientovaný þgrafestÿ rozlo¾it na ykly del¹í ne¾ 2, je opìt jednoznaènákorespondene mezi þvybranýmiÿ estami a vybraným k{vrholovým pokrytím (pokud k � 1 vrholové pokrytíneexistuje). Mo¾ností, jak vybrané esty doplnit na ykly, je(k!)2 (mù¾eme estám pøiøadit libovolné poøadí vstupníha výstupníh pomonýh vrholù). (Poèet vrholovýhpokrytí získáme vydìlením èíslem (k!)2.)Dùkaz {13.11 : Uká¾eme, jak pomoí permanentu maties èísly �1, �12 , 0, 12 , 1 poèítat poèet rozkladù orientovanéhoþgrafu estÿ na ykly del¹í ne¾ 2.Vezmeme si matii sousednosti þgrafu estÿ a nahradímeka¾dou þhranovouÿ podmatii (velikosti 4 � 4) podmatiípodle ní¾e uvedeného shématu:0BBBBBBB� . . . ... 0 ... 0 ...0 0 1 1 0 0� � � 0 0 0 1 � � �0 1 0 0 1 0� � � 0 1 0 0 � � �� � � ... 0 ... 0 . . .1CCCCCCCA! 0BBBBBBB� . . . ... 0 ... 0 ...0 1 1 �1 0 0� � � 12 12 12 0 � � �0 0 0 0 1 0� � � 1 �1 0 0 � � �� � � ... 0 ... 0 . . .1CCCCCCCAJe potøeba si uvìdomit, ¾e pøíslu¹ný permanent odpovídápoètu rozkladù na ykly del¹í ne¾ 2.Dùkaz {13.12 : Kdybyhom umìli spoèítat permanentka¾dé -2, -1, 0, 1, 2 { matie, umìli byhom permanentmatie s èísly �1, �12 , 0, 12 , 1 poèítat vynásobením prvkùmatie dvìma a vydìlením výsledku 2n, kde n je rozmìrmatie.Dùkaz {13.13 : Staèí si uvìdomit, ¾e elé èíslo, na jeho¾binární zápis nám staèí polynomiálnì mnoho bitù, mù¾emeshora odhadnout souèinem polynomiálnì mnoha prvoèíselz poèáteèního úseku prvoèísel. (Urèitì jih staèí tolik, kolikje bitù.)Na spoèítání elého èísla od �2k do +2k mù¾eme pou¾ítmodulární aritmetiku modulo souèin pøíslu¹nýh prvoèísel.

Máme spoèítat èíslo od �2nn! do 2nn!. Pøitom 2nn! < 2n �� nO(1) � nnen < 2n � 2n logn < 2n3. Umìli byhom spoèítatpermanent -2, -1, 0, 1, 2 { matie.Dùkaz {13.14 : Uká¾eme, jak spoèítat permanent modulosouèin polynomiálnì mnoho prvoèísel z poèáteèního úsekuprvoèísel redukí na výpoèet modulo jednotlivá prvoèísla.Potøebujeme si uvìdomit, ¾e n{té prvoèíslo je polyno-miálnì velké vùèi n. To plyne z hustoty prvoèísel logn . (Don2 je asi n2logn > n prvoèísel.)Dále je tøeba si uvìdomit, ¾e ze znalosti výsledku modulojednotlivá prvoèísla jsme shopni ryhle spoèítat výsledekmodulo jejih souèin. Praujeme s aritmetikou potøebujíípolynomiální poèet bitù!Neh» q � qi (mod pi) a neh» ri � Qj 6=i pj � 1(mod pi). Potomq �X qi � riYj 6=ipj (mod Y pi):(K ovìøení vztahu staèí zkontrolovat, ¾eqi �X qk � rk Yj 6=k pj (mod pi);proto¾e vektor modul jednotlivá prvoèísla je jednoznaèný.)Dùkaz {13.9 : Uká¾eme, jak pomoí permanentu z 0{1 matie spoèítat permanent matie s malými elýminezápornými èísly (< p). Celkový souèet èísel v matii jenejvý¹ pn2. Místo ka¾dého èísla k vìt¹ího ne¾ 1 vlo¾íme køádkù a sloupù podle následujíího shématu (kde k = 3):0BBB� � � � b � � �... . . . ... ...a � � � 3 � � �... � � � ... . . .1CCCA! 0BBBBBBBBB� � � � b s1 s2 s3 � � �... . . . ... 0 0 0 � � �a � � � 0 1 1 1 � � �r1 0 1 1 0 0 0r2 0 1 0 1 0 0r3 0 1 0 0 1 0... � � � ... 0 0 0 .. .1CCCCCCCCCAVytvoøili jsme 0{1 matii s nejvý¹ n+ pn2 øádky a sloupi,její¾ permanent je stejný jako permanent pùvodní matie.
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14 Dùvìøuj, ale provìøuj (2. èervna 1998)V této kapitole se budeme zabývat jazyky, u kterýhje mo¾no (s dostateènou pravdìpodobností) pøesvìdèitovìøovatele praujíího v polynomiálním èase o nále¾eníslova do jazyka. V pøípadì nenále¾ení do jazyka na toovìøovatel s dostateènou pravdìpodobností pøíjde.Problémy tøídy NP je mo¾no jednodu¹e (pozitivnì) od-povìdìt, pokud nám nìkdo napoví hledané øe¹ení. Pokud jeodpovìï negativní, nemù¾e nám nikdo hledané øe¹ení uká-zat. Pro problémy tøídy NP tedy existuje jednoduhý pro-tokol, v nìm¾ ovìøovatel prauje deterministiky v polyno-miálním èase.14.1 9? -TS a interaktivní protokolyMá-li ovìøovatel dobrý generátor náhodnýh èísel, mù¾eprovìøit pøíslu¹nost k mnohem vìt¹ím jazykùm. V takovémpøípadì ale nemù¾e mít stoproentní jistotu.Jednou mo¾ností protokolu je protokol mezi þovìøovate-lemÿ a jedním þdokazovatelemÿ. Cílem ovìøovatele je s do-stateènou pravdìpodobností odhalit jakýkoli pøípadný pod-vod podvádìjíího dokazovatele. Podvádìjíí dokazovatel simù¾e pamatovat elý protokol, proto ve skuteènosti neod-povídá na jednotlivé dotazy, ale jeho odpovìï mù¾e býtzávislá na elém prùbìhu protokolu.Vzhledem k tomu, ¾e ovìøovatel má pouze polynomiálníèas, jsou velikosti správ vymìòovanýh mezi ovìøovatelema dokazovatelem omezeny polynomem. Proto¾e ovìøovatelpou¾ívá náhodný generátor, zajímá nás pro ka¾dé slovow pravdìpodobnost jeho pøijetí P (O;D)(w). (Výsledekvýpoètu samozøejmì závisí také na dokazovateli.)De�nie 14.1 Øíkáme, ¾e jazyk L má interaktivní proto-kol, pí¹eme L 2 IP, pokud existuje ovìøovatel O takový,¾e 9D 8w 2 L P (O;D)(w) > 2=3a 8D 8w 62 L P (O;D)(w) < 1=3:Poznámka 14.1 Konstanty pp = 2=3; pz = 1=3 v de�nii IPnejsou podstatné, dùle¾ité je pouze to, ¾e pp > pz. Stejnìjako u tøídy BPP jsme shopni pravdìpodobnosti iterovánímvylep¹ovat. Dokone jsme shopni provést tuto þiteraiÿ tak, ¾ese nezvý¹í poèet interakí mezi ovìøovatelem a dokazovatelem.V ka¾dé interaki mù¾e být toti¾ posláno þparalelnìÿ nìkolikzpráv. Mù¾eme proto þiterovatÿ jakoby þparalelnìÿ.Pøíklad 14.1 Pøíkladem je protokol ovìøujíí, ¾e grafy G0,G1 nejsou izomorfní: Ovìøovatel za i náhodnì zvolí buï 0nebo 1, vytvoøí graf G náhodnou permutaí vrholù grafuGi a zeptá se dokazovatele, který z grafù G0, G1 je s grafemG izomorfní. Pokud dokazovatel oznámí graf Gi, ovìøovatelpøijme.Pokud jsou grafy G0, G1 izomorfní, dokazovatel nemá¾ádnou mo¾nost, jak zjistit volbu èísla i. A» odpoví jakkoli,pravdìpodobnost, ¾e zvolí stejné i jako ovìøovatel, je 1/2(8x 62 L 8DP (O;D)(x) � 1=2). Naopak dokazovatel,který umí testovat izomor�smus, mù¾e v¾dy v pøípadì

neizomor�smu grafù G0, G1 urèit, který (jediný) z nih serovná G (9D 8x 2 LP (O;D)(x) = 1).Poznámka 14.2 Tak jako u pravdìpodobnostníh tøíd i zdeomezíme mo¾nost náhodného vìtvení v ka¾dém náhodném stavuovìøovatele na dvì vìtve se stejnou pravdìpodobností. Jinédruhy vìtvení (s konstantními pravdìpodobnostmi) byhomv na¹em modelu mohli aproximovat. (Vzhledem k tomu, ¾emezi pravdìpodobností pøijetí a nepøijetí je elý interval hodnot,aproximaí pouze tento interval zmen¹íme.)Jemnìj¹ím dìlením tøídy IP je rozdìlení IP na tøídyIP[f(n)℄, kde funke f(n) udává maximální mo¾ný poèetinterakí mezi ovìøovatelem a dokazovatelem. Neizomor�s-mus grafù patøí do tøídy IP[2℄.Podle pøíkladu protokolu na neizomor�smus grafù by semohlo zdát, ¾e dùle¾itým prvkem v protokolu je mo¾nostzatajení náhodného rozhodnutí ovìøovatele. Této mo¾nostije zabránìno v hráh Artu¹e s Merlinem.Poznámka 14.3 Angliky se pou¾ívá názvu Arthur-Merlingame/protool. Podle mytologie byl Merlin ráde krále Artu¹e,proto správný pøeklad je hra/protokol Artu¹e (nikoli Artura)s Merlinem.De�nie 14.2 Øekneme, ¾e interaktivní protokol jehra/protokol Artu¹e s Merlinem, pokud ovìøovatel (Artu¹)zasílá v¹ehny náhodné bity Merlinovi.De�nie 14.3 Tøída AM je tøída jazykù, pro nì¾ existujeinteraktivní protokol, který je hrou Artu¹e s Merlinem.Poznámka 14.4 Kdy¾ zde hovoøíme o høe, mìl byh upozor-nit na to, ¾e obenì je vhodné pohlí¾et na interaktivní protokoljako na hru mezi ovìøovatelem a dokazovatelem. Z tohoto úhlupohledu mù¾eme de�novat optimálního dokazovatele jako doka-zovatele s nejlep¹í strategií. Je to dokazovatel, který ovìøovatelepøesvìdèí o pøíslu¹nosti do jazyka s nejvìt¹í pravdìpodobnos-tí. Podle de�nie optimální dokazovatel pøesvìdèí ovìøovaletes pravdìpodobností vìt¹í ne¾ 2/3, patøí-li vstup do jazyka, as pravdìpodobností men¹í ne¾ 1/3, pokud vstup do jazyka ne-patøí.Obdobnì jako pro tøídu IP de�nujeme tøídy AM[f(n)℄omezením AM na základì poètu interakí mezi Artu¹em aMerlinem.Poznámka 14.5 Vzhledem k tomu, ¾e Artu¹ oznamuje Merli-novi v¹ehna svá náhodná rozhodnutí, nemusí mu ji¾ oznamovatni jiného. Merlin si ostatní mù¾e dopoèítat. (Zná Artu¹ùv pro-gram.) Odtud je ji¾ velmi malý krùèek k harakterizai AM ja-ko tøídy rozpoznávané v polynomiálním èase 9? -TS ve smysluBPP.Vìta 14.1 AM je tøída jazykù L rozpoznávanýh 9? -TSv polynomiálním èase, kde naví E(x) � " < 12 .Dùkaz: Program Artu¹e je mo¾no prolo¾it existenènímistavy, které slou¾í k vygenerování odpovìdi optimálníhodokazovatele.(2. èervna 1998) 29 (2. èervna 1998)



Opaènì, máme-li 9? -TS, mù¾eme z nìj udìlat protokoltak, ¾e Merlin bude oznamovat, jak má program pokraèovatv existenèníh staveh, abyhommìli nejvìt¹í pravdìpodob-nost pøijetí.Vìta 14.2 IP = AM.Dùkaz: Inkluze AM � IP plyne z toho, ¾e hryArtu¹e s Merlinem jsou speiálním pøípadem interaktivníhprotokolù.Neh» L 2 IP. Neh» O1 je ovìøovatel, který toto garan-tuje. Oznaème `(n) maximální mo¾ný poèet náhodnýh bi-tù pou¾itýh ovìøovatelem O1 na vstupy délky n. Zmìnímeprotokol tak, ¾e nový ovìøovatel O2 pro vstup délky n v¾dyvygeneruje právì `(n) náhodnýh bitù a po¹le je dokazova-teli na koni komunikae (tímto u¾ nijak nebude ovlivnìnvýsledek výpoètu). Dále zmìníme protokol tak, aby zprávyvymìòované mezi ovìøovatelem O2 a dokazovatelem bylypouze jednobitové (staèí dosavadní protokol prolo¾it bity,jim¾ nikdo nevìnuje pozornost).Vzhledem k tomu, ¾e je mo¾nýh právì 2`(n) náhodnýhprùbìhù programu ovìøovatele O2, mù¾eme pravdìpodob-nost pøijetí popsat ve tvaru k=2`(n). Prùbìh protokolu simù¾eme pøedstavit jako strom mo¾nýh variant. V lihýhkroíh ovìøovatel náhodnì vybírá jednu ze dvou vìtví jakpokraèovat, v sudýh kroíh vybírá pokraèování dokazo-vatel. (Ovìøovatel v prùbìhu protokolu vygeneruje pouze`(n) náhodnýh bitù, proto je jeho pokraèování èasto vynu-ené.) Strom konèí v hloube odpovídajíí déle protokolu.Nìkteré listy jsou oznaèeny jako pøijímaí.Je-li stanovena strategie dokazovatele, dostáváme prodaný vstup strom rùznýh výpoètù, v nìm¾ jsou vìtvenípouze v lihýh vrholeh (vìtvení ovìøovatele). Vzhledemk tomu, ¾e je právì 2`(n) náhodnýh prùbìhù programuovìøovatele, má tento strom þdokazatelovy strategieÿ právì2`(n) listù.Nyní mù¾eme popsat protokol ovìøovatele O3. Nejdøíve seovìøovatel zeptá dokazovatele na poèet listù pøijímajííhopodstromu (pro daný vstup w) dokazovatelovy strategie(vùèi O2). Jestli¾e odpovìï k(w) dokazovatele je nejvý¹232`(jwj), ovìøovatel O3 slovo w zamítne. Je-li k(w) vìt¹íne¾ 232`(jwj), ovìøovatel O3 vybere èíslo vìtve rovnomìrnìod 1 do k(w). A ovìøí, ¾e i-tá vìtev dokazovatelemurèeného podstromu vede do pøijímajíího listu (a také,¾e vìtvení tohoto výpoètu odpovídá náhodným bitùmspei�kovamým na koni protokolu). Pravdìpodobnostnalezení vìtve vedouí do pøijímaího listu bude pak úmìrnápomìru poètu pøijímaíh vìtví urèeného podstromu ( �� �(w)) vùèí velikosti k(w) tohoto podstromu. Pokud w 22 L, pak dokazatel mù¾e poslat k(w) = �(w) > 232`(n)a ovìøovatel pøijme s pravdìpodobností 1. Pokud w 6262 L, pak je pro libovolného dokazovatele �(w) < 132`(n),a tedy �(w)=(232`(n)) < 1=2, tak¾e pravdìpodobnost pøijetíje nejvý¹ 1=2.Je¹tì je tøeba ukázat, jak O3 rovnomìrnì vybere vìtevdokazatelem urèeného podstromu. K tomu staèí zeptat sedokazovatele pøed ka¾dým vìtvením, kolik vìtví podstromupokraèuje kterým smìrem (pøitom O3 kontroluje, zda sou-èet odpovídá poètu vìtví elého podstromu), a na základì

náhodného generátoru s pravdìpodobností ve vzájemnémpomìru poètu vìtví obou smìrù urèit pokraèování. Vzhle-dem k tomu, ¾e jsou obenì potøeba raionální pravdìpo-dobnosti, je potøeba je aproximovat pravdìpodobnostmi ty-pu p=2q. Kvùli aproximai se pravdìpodobnost pøijetí slovanepatøíího do L nepodstatnì zvý¹í.Na závìr dùkazu je potøeba si uvìdomit, ¾e ovìøovatel O3mù¾e svá náhodná rozhodnutí posílat dokazovateli, jedná setedy o protokol Artu¹e s Merlinem. L 2 AM.Z mo¾nosti deterministiké simulae 9? -TS praujííhov èase t v prostoru O(t2) (viz vìta 9.2) plyne:Lemma 14.3 AM � PSpaeVìta 14.4 AM = PSpaeNe¾ uká¾eme protokol Artu¹e s Merlinem pøijímajíípravdivé libovolnì kvanti�kované formule (tedy protokolpro PSpae-úplný problém), de�nujeme aritmetizai for-mule.De�nie 14.4 Neh» (kvanti�kovaná) formule ' obsahujez logikýh spojek pouze konjunke a disjunke. Neh» senegae vyskytují pouze u promìnnýh.Indukí podle slo¾itosti takovýhto formulí de�nujemearitmetizai A(') jako¾to polynom ve volnýh promìnnýhformule podle následujííh pravidel:A(9x') = P1x=0A('),A(8x') = Q1x=0A('),A('1 ^ '2) = A('1) �A('2),A('1 _ '2) = A(p1) + A('2),A(:x) = 1� x,A(x) = x.Lemma 14.5 Je-li pro formuli ' de�nována aritmetizae,pak touto aritmetizaí je polynom ve volnýh promìnnýhformule'. Ka¾dá promìnná se v polynomuvyskytuje pouzev monináh men¹íh ne¾ 2j'j, kde j'j znaèí délku zápisuformule. Souèet absolutníh hodnot koe�ientù v polynomuA(') je men¹í ne¾ 22j'j.Dùkaz: Indukí podle slo¾itosti formule.Lemma 14.6 Je-li pro uzavøenou formuli de�nována arit-metizae, pak jsou následujíí podmínky ekvivalentní:1. Aritmetizae formule je nenulová.2. Aritmetizae formule je kladná.3. Formule je pravdivá.Dùkaz: Indukí podle slo¾itosti formule.Abyhom mohli pou¾ít aritmetizai formule, pøevedemenejprve formuli do tvaru, v nìm¾ jsou v¹ehny logikéspojky nahrazeny pomoí konjunkí disjunkí a negaí, potépøevedeme formuli do tvaru, kde se vyskytují negae pouzeu promìnnýh.Podle lemmat 14.5 a 14.6 staèí k ovìøení pravdivosti uza-vøené formule ' ovìøit, ¾e aritmetizae je èíslo z intervaluh1; 22j'j).(2. èervna 1998) 30 (2. èervna 1998)



Lemma 14.7 Neh» A 2 h0; 22N ), pak A 6= 0 právì kdy¾existuje prvoèíslo p 2 (2N ; 22N) takové, ¾e A 6� 0 (mod p).Dùkaz: Je-li A = 0, pak pro libovolné èíslo p platí A � 0(mod p).Pokud A 2 h1; 22N ), pak staèí ukázat, ¾e souèin prvoèíselz intervalu (2N ; 22N ) nedìlí A. To ale pøi dostateènìvelkém N plyne z toho, ¾e tento souèin je vìt¹í ne¾ A.Logaritmus èísla A je toti¾ nejvý¹ 2N , Logaritmus ka¾déhoz uva¾ovanýh prvoèísel je aspoò N , a tìhto prvoèísel jezhruba (22N�2N )ln 2N vzhledem k tomu, ¾e hustota prvoèíselv okolí n je 1ln n . Logaritmus souèinu uva¾ovanýh prvoèíselbude ví ne¾ 2N log e > 2N .Pøedhozí lemma nám umo¾òuje zredukovat velikostèísel, je¾ je tøeba pøená¹et protokolem z pùvodníh èísels exponeniálnì mnoha bity na èísla s polynomiálnìdlouhým zápisem. Stále ale není mo¾né v polynomiálnímèase pøedávat aritmetizae podformulí, proto¾e se jednáo polynomy exponeniálníh stupòù. Redukovat stupnìpolynomù mù¾eme tím, ¾e zvolíme vhodný tvar formule '.Pro úèely této seke de�nujeme þvhodnýÿ a þvhodnìpre-nexníÿ tvar formule a þvhodnokvanti�kátor dvojníkaÿ.De�nie 14.5 Formule je ve vhodném tvaru, právì kdy¾se v jejím zápisu pøed posledním výskytem libovolné volnépromìnné a mezi kvanti�kaí a výskytem libovolné vázanépromìnné vyskytuje nejvý¹ jeden v¹eobený kvanti�kátor.Zavedeme zkratku D yi=y0i místo zápisu 9 y0i ((y0i ^ yi) __ (:y0i ^ :yi))^.Zápisy 8, 9 a Dxj= nazveme vhodnokvanti�kátory.Formule ' je ve vhodnìprenexním tvaru, právì kdy¾ ' == Q1x1Q2x2 : : :Qkxk (x1; x2; : : : ; xk), kde Qi zastupujenìkterý ze vhodnokvanti�kátorù a  neobsahuje ¾ádnýkvanti�kátor a ' je ve vhodném tvaru.Lemma 14.8 Neh» je pro formuli ' vhodného tvarude�nována aritmetizae Potom je v aritmetizai stupeòka¾dé promìnné men¹í ne¾ 2j'j.Dùkaz: Indukí podle slo¾itosti formule.Pokud tedy pøevedeme uzavøenou formuli do vhodnéhotvaru, pak aritmetizae v¹eh podformulí budou polynomyþmaléhoÿ stupnì.Lemma 14.9 Libovolnou formuli' mù¾eme v polynomiál-ním èase pøevést na formuli  vhodného tvaru se stejnýmivolnými promìnnými, nabývajíí stejnýh hodnot.Dùkaz: Indukí podle slo¾itosti formule. Podle indukè-ního pøedpokladu nalezneme  i k podformuli 'i. Jedi-ný problém pøiná¹í situae ' = 8x'1(x; y1; y2; y3; : : : ; yk),kde y1; : : : ; yk jsou volné promìnné formule '. Tento pøí-pad vyøe¹íme pøidáním existenènì kvanti�kovanýh dvojní-kù y0i k promìnným yi, zajistíme, aby se jednalo o dvoj-níky a nahradíme ka¾dý výskyt promìnné yi v pod-formuli '1 promìnnou y0i. Dostáváme tak formuli  == D y1=y01 Dy2=y02 : : :D yk=y0k  1(x; y01; y02; : : : ; y0k). Snad-ným vièením je ovìøit, ¾e formule  má po¾adované vlast-nosti.

Postup dùkazu pøedhozího lemmatu pøevede uzavøenouformuli v prenexním tvaru do vhodnìprenexního tvaru.Staèí proto nalézt protokol pro vhodnìprenexní formule.Dùkaz: (Vìty) Protokol dokazujíí pravdivost uzavøenévhodnìprenexní formule ' probìhne tak, ¾e dokazovatel(Merlin) po¹le nejdøíve prvoèíslo 2j'j < p < 22j'j, pro nìj¾k � A(') 6� 0 (mod p).Existuje NP protokol dokazujíí prvoèíselnost. Prona¹e úèely ale staèí, ¾e známe BPP (dokone o-R)algoritmus ovìøování prvoèíselnosti. Artu¹ proto k ovìøeníprvoèíselnosti Merlina vùbe nepotøebuje.Poté bude probíhat protokol v aritmetie modulo p,dokazujíí k � A(') (mod p).Oznaème '1, '2, : : : , 'n podformule formule ' vznik-lé postupným odstraòováním jednotlivýh kvanti�kátorù.Oznaème pi(x1; : : : ; xi) � A('i) (mod p).Protokol bude probíhat v n + 1 < j'j fázíh. V nultéfázi Merlin po¹le èíslo k = p0 � A('). V i{té fázi Merlinpo¹le polynom qi(xi) � pi(a1; : : : ; ai�1; xi), kde aj je èíslonáhodnì zvolené Artu¹em na koni j{té fáze protokolu.Podle lemmatu 14.8 je qi(xi) polynom stupnì ménì ne¾2j'j. Artu¹ tuto skuteènost zkontroluje. Artu¹ dále podletypu vhodnokvanti�kátoru, jemu¾ odstranìný kvanti�kátorodpovídal, porovná qi�1(ai�1) buï s výrazem qi(0) � qi(1)v pøípadì 8, nebo s výrazem qi(0) + qi(1) v pøípadì 9 anebo s výrazem (1 � aj)qi(0) + ajqi(1) v pøípadì Dxj=.Na koni i{té fáze Artu¹ zvolí náhodnì èíslo ai (ka¾dés pravdìpodobností 1p ). Hodnotu pn(a1; : : : ; an) (mod p)doká¾e spoèítat Artu¹ sám. Pokud v prùbìhu provádìníprotokolu Artu¹ neobjeví ¾ádnou nesrovnalost, pak vstup' pøijme.V ka¾dé fázi protokolu jsou pøedávány polynomy stupnìmen¹ího ne¾ 2j'j v nejvý¹ 2j'j-bitové aritmetie. Na komu-nikai mezi Artu¹em a Merlinem nám proto staèí polyno-miální èas v j'j.Pokud skuteènì k � A('), pak právì popsaný Merlinpøesvìdèí Artu¹e s pravdìpodobností 1. (AritmetizaiDx=y '(y) = 9y ((x ^ y) _ (:x ^ :y)) ^ '(y) odpovídáP1y=0(xy + (1 � x)(1 � y))A(')(y) = (1 � x)A(')(0) ++ xA(')(1).)Pokud k 6� A('), neh» je i èíslo fáze, v ní¾ se naposledyqMi (xi) posílané Merlinem neshoduje s qi(xi) které by mìlMerlin poslat kdyby postupoval podle de�nie v protokolu.Pokud Artu¹ nenalezl nesrovnalost pøi kontrole qi(ai),potom vzhledem k tomu, ¾e qi+1(0) = qMi+1(0) a qi+1(1) == qMi+1(1) je ai koøen nenulového polynomu qi � qMi stupnìmen¹ího ne¾ 2j'j. Pravdìpodobnost, ¾e se Artu¹ v i{téfázi trefí do koøene polynomu qi � qMi je men¹í ne¾ 2j'jp .Pravdìpodobnost, ¾e existuje fáze, v ní¾ se Artu¹ trefído koøene pøíslu¹ného polynomu je men¹í ne¾ (n+1) � 2j'jp << 2j'j22j'j . Proto pro libovolného Merlina je pravdìpodobnostpøijetí nepravdivé formule ' mizivá.14.2 MIP, orákulum jako dokazovatelJinou mo¾ností protokolu je protokol mezi þovìøovatelemÿa víe nezávislými þdokazovateliÿ. Dokazovatelé nemohou(2. èervna 1998) 31 (2. èervna 1998)



navzájem komunikovat. Mají dohodnutou strategii, aleznají pouze prùbìh své komunikae s ovìøovatelem. Dáse ukázat, ¾e na poètu dokazovatelù nezále¾í, ¾e staèí,kdy¾ jsou dva. V takovém pøípadì dokazovatelé neznajíelou historii protokolu, èím¾ je témìø vynueno, abydokazovatelé na konkrétní dotaz odpovídali v¾dy v¹ihnistejnì, proto¾e nemohou tu¹it, zda tentý¾ dotaz nebude prokontrolu polo¾en jinému dokazovateli.Jednou z mo¾nýh de�ni tøídy MIP je následujííde�nie:De�nie 14.6 MIP je tøída jazykù L, pro nì¾ existujeovìøovatel O ? -TS s orákulem, praujíí v polynomiálnímèase, kde9D , D je orákulum 8w 2 L P (O;w)(D) > 2=3a 8 orákulum D 8w 62 L P (O;w)(D) < 1=3:Poznámka 14.6 Zatajování informae je zaji¹tìno tím, ¾eorákulum není funke závislá na prùbìhu výpoètu, tedy anina náhodném generátoru ovìøovatele.To, ¾e zatajování historie protokolu je mnohem dùle¾itìj¹íne¾ zatajování náhodnýh rozhodnutí ovìøovatele ukazujenásledujíí vìta, kterou uvádím bez dùkazu. Dùkaz jemo¾no nalézt v literatuøe.Vìta 14.10 MIP = NExPTimeLiteratura:[G℄ S. Goldwasser: \Interative Proof Systems", Vol. 38Pro. of Symp. in Applied Mathematis, 1989 (p. 108-128)[LFK℄ C. Lund, L. Fortnow, H. Karlo�: \Algebrai Methodsfor Interative Proof Systems", Pro. 31st FOCS, 1990[BFL℄ L. Babai, L. Fortnow, C. Lund: \Non-DeterministiExponential Time has Two-Prover Interative Proto-ols" Pro. 31st FOCS, 1990
(2. èervna 1998) 32 (2. èervna 1998)



15 Booleovské obvody, P/poly, Paralelismus (28. kvìtna 1998)V této kapitole se budeme vìnovat booleovským obvodùm| výpoèetnímu modelu, který lze s na¹ím þsekvenènímmodelemÿ porovnávat jen velmi tì¾e.Prvním problémem je, ¾e ka¾dý booleovský obvod jeurèen pouze pro vstupy pevné velikosti. K vyø¹e¹ení tohotoproblému jsou vhodné þrádovské funkeÿ.Jiný problém tkví v jiném zpùsobu mìøení slo¾itosti.U booleovskýh obvodù je rozumné mìøit velikost pøípadnìhloubku obvodu. Uká¾eme, jak þnárùst velikostí obvodùÿpro daný jazyk souvisí s èasem Turingova stroje, a jak þná-rùst hloubek obvodùÿ souvisí s prostorem Turingova stroje.Poslední tvrzení je velmi podobné þParalelní teziÿ, vzhle-dem k tomu, ¾e hloubka booleovského obvodu odpovídá èa-su v tomto paralelním modelu výpoètu.De�nie 15.1 Booleovský obvod je aykliký orientovanýgraf. Vrholy s nenulovým vstupním stupnìm jsou nazývá-ny hradla a jsou oznaèeny _, ^ nebo : s tím, ¾e pøíslu¹névrholy musí mít vstupní stupeò po øadì 2, 2, 1. Ostat-ní vrholy (se vstupním stupnìm 0) jsou nazývány vstupyobvodu. Ze vstupù jsou dva speiální, jeden má vyhraze-nu hodnotu 1(true), druhý hodnotu 0(false). Ostatní vstupyjsou nazývány promìnné obvodu. Promìnné jsou oèíslová-ny.Funke f : V ! f0; 1g je ohodnoením Booleovské-ho obvodu pokud se ohodnoení libovolného hradla sho-duje s funkí naznaèenou oznaèením hradla aplikovanouna ohodnoení vrholù, z nih¾ vede hrana do daného hrad-la.Poznámka 15.1 Vìt¹inou nás ani nezajímá ohodnoení v¹ehhradel Booleovského obvodu, ale pouze ohodnoení jedinéhoþvýstupníhoÿ hradla.Je-li n poèet promìnnýh takového obvodu O, pak de�nujemejazyk LO � f0; 1gn pøijímaný obvodem, tak, ¾e x == x1x2 : : : xn 2 LO právì kdy¾ je výstupní hradlo obvodu Opro promìnné x1, x2, : : : , xn ohodnoeno true.De�nie 15.2 Neh» L je jazyk nad abeedou f0; 1g.Oznaème L(n) velikost (poèet hradel) nejmen¹ího Boo-leovského obvodu pøijímajíího jazyk L\f0; 1gn. Obdobnìoznaème dL(n) hloubku (poèet hran nejdel¹í esty) nejmìl-èího obvodu pøijímajíího jazyk L \ f0; 1gn.Poznámka 15.2 Nemusí existovat obvod pøijímajíí L \\ f0; 1gn, pro nìj¾ by byla zároveò velikost L(n) a hloubkadL(n).CVP je problém, který rozhodne, zda daný booleovskýobvod pøijímá pro zadané ohodnoení promìnnýh. Boo-leovský obvod je zadáván ve standardizovaném tvaru. Tím-to tvarem je popis obvodu v topologikém poøadí hradel,s tím, ¾e poslední hradlo je hradlem výstupním. V popisujsou zahrnuta hradla (kromì vstupníh), pro ka¾dé hradloh je uveden typ a èíslo hradla h a èísla hradel z nih¾ ve-dou vstupní hrany do hradla h. (Hradla promìnnýh jsouèíslována od jedné, konstantì false odpovídá hradlo s èíslem0, konstantì true odpovídá hradlo s èíslem -1. Èísla hradelodpovídají jejih topologikému poøadí.)

Cvièení 15.1 Doka¾te, ¾e vyhodnotit daný booleovskýobvod velikosti  pomoí Turingova stroje je mo¾no v èaseO(1) (Neboli CVP 2 P ).Doka¾te, ¾e vyhodnotit daný booleovský obvod hloubkyd s jediným stokem pomoí Turingova stroje je mo¾nov prostoru O(d2). (Stok : : :hradlo bez výstupníh hran.)15.1 Rádovské funkeFunke N ! �� budeme nazývat rádovské funke. Neh»log jsou rádovské funke, kde jf(n)j 2 O(logn). Neh» polyjsou rádovské funke, kde jf(n)j 2 nO(1).De�nie 15.3 Neh» C je tøída jazykù a F tøída rádov-skýh funkí. Tøída C=F je tøída jazykù, kde B 2 C=F ,, 9A 2 C; f 2 F tak, ¾e B = fx j hx; f(jxj)i 2 Ag.Poznámka 15.3 Evidentnì P � P=log � P=poly.15.2 Velikost booleovskýh obvodùVìta 15.1 Neh» L � f0; 1g�. Pokud deterministikýjednopáskový TS pøijímá jazyk L v èase t(n) a prostorus(n), pak L(n) 2 O�s(n)t(n)�.EDObr. 7: Nahrazení Turingova stroje Booleovským obvodemDùkaz: Turingùv stroj nejdøíve pøevedeme na stroj s jed-nostranì (doprava) nekoneènou páskou a s jednoznaènoukonovou kon�guraí, konèíí na zaèátku pásky ve stavuqf . V této kon�gurai Turingùv stroj setrvává.Potom na základì pøehodové funke vytvoøíme þzáklad-ní obvodÿ, který bude mít jako vstup symbol pásky (nìkolikbitù) a stav TS (nìkolik bitù). Kódování stavu TS je tako-vé, ¾e ¾ádný stav není kódován samými nulami a pouze kódstavu qf obsahuje jednièku v nejlevìj¹ím bitu. Výstupemzákladního obvodu bude symbol pásky a trojie stavù od-povídajíí tøem mo¾ným posunùm hlavy po páse. Je-li sta-vový vstup základního obvodu nulový, jsou v¹ehny stavovévýstupy nulové a symbolový výstup je kopií symbolovéhovstupu. Je-li stavový vstup základního obvodu nenulový, jeprávì jeden stavový výstup nenulový a spoleènì se symbo-lovým výstupem v¹e odpovídá pøehodové funki.Meziobvod má tøi stavové vstupy a jediný stavový výstup.Tento výstup je vytvoøen bitovým or vstupù.(2. èervna 1998) 33 (28. kvìtna 1998)



Roz¹íøený obvod napojuje základní obvod za meziobvod.Roz¹íøený obvod má tedy tøi stavové vstupy a výstupy ajeden symbolový vstup a výstup.Booleovský obvod, pøijímajíí L \ f0; 1gn, vytoøímepomoí jedné øady po s(n) základníh obvodeh a z t(n)øad po s(n) roz¹íøenýh obvodeh. Vstupy meziobvodù jsouodpovídajíí výstupy tøí základníh obvodù pøedhozí øady.Výjimkou jsou krajní obvody, kde jsou pro dva vstupypou¾ity dva výstupy krajního obvodu pøedhozí øady.(Nestandardnì napojené vstupy jsou v¾dy ohodnoenynulou). Vstupy i{té øady základníh obvodù odpovídajíkon�gurai Turingova stroje pøed i{tým krokem výpoètu.Turingùv stroj je po t(n) kroíh výpoètu v konovékon�gurai, právì kdy¾ nejlevìj¹í bit stavového vstupunejlevìj¹ího základního obvodu poslední øady je roven jedné.Dùsledek 15.1.1 Pokud deterministiký TS pøijímá jazykL � f0; 1g� v èase t(n), pak L(n) 2 O(t3(n)).Dùkaz: Deterministiký Turingùv stroj praujíí v èaset(n) mù¾eme simulovat deterministikým jednopáskovýmTuringovým strojem v èase O(t2(n)) a prostoru O(t(n)).Cvièení 15.2 Zamyslete se nad tím, zda by ne¹lo obvodzmen¹it. Pokuste se vynehat podobvody, které dalekood hlavy pouze kopírují obsah pásky. Pokuste se takjako pøi dvoupáskové simulai posouvat pásky místo hlavjednotlivýh pásek | tím se také u¹etøí nárùst kvùli redukina jednopáskový stroj.Vìta 15.2 Neh» L je jazyk nad abeedou f0; 1g. PakL(n) 2 nO(1) , L 2 P=poly.Dùkaz: Neh» L 2 P=poly. Existuje tedy B 2 P a f 2 polytak, ¾e L = fx j hx; f(jxj)i 2 Bg. Neh» TS M pøijímáB v èase p(n). Podle dùsledku 15.1.1 existuje Booleovskýobvod velikosti O(p3(jhx; f(jxj)ij)) vyhodnoujíí B \\ f0; 1gjhx;f(jxj)ij. Vytvoøit ze vstupu x vstup hx; f(jxj)ije pro f 2 poly mo¾no obvodem polynomiální velikosti.Slo¾ením tìhto obvodù získáme polynomiálnì velký obvodpro L \ f0; 1gn.Má-li naopak L polynomiálnì velké obvody, pak staèíza f(n) volit popis nìkterého nejmen¹ího obvodu pro vstupyvelikosti n. Vyhodnoení Booleovského obvodu je toti¾problém z P.Poznámka 15.4 Jinou harakterizaí tøídy P=poly, kterouuvádíme bez dùkazu je P=poly= SS øídká P(S):Poznámka 15.5 Bez dùkazu uvádíme také harakterizai tøídyP=log pomoí posloupnosti booleovskýh obvodù. Jazyk Lpatøí do P=log pokud existuje posloupnost BO(i) booleovskýhobvodù, kde L \ f0; 1gn je rozpoznáván nìkterým z prvníhnO(1) obvodù. Naví musí být i{tý obvod mo¾no spoèítatv polynomiálním èase vùèi i (a proto¾e iO(1) = (2jij)O(1) == 2O(jij), dostáváme BO 2DExtF).Rádovská funke poskytuje index vhodného obvodu.

Na závìr seke pou¾ijeme þpoèetní diagonální metoduÿk dùkazu existene jazyka v ExpSpae nP=poly.Vìta 15.3 Existuje jazyk L nad abeedou f0; 1g patøíído ExpSpae nP=poly.Dùkaz: Pro dané n zkonstruujeme jazyk Ln = L\f0; 1gn.Jazyk L pak de�nujeme jako¾to sjednoení takovýhto Ln.Oèíslujeme v¹ehna slova délky n. Oznaèíme je x1, : : : ,x2n. De�nujeme postupnì jazyky ; = A0 � A1 � A2 �� � � � � A2n = Ln. V¾dy postupujeme tak, aby AknAk�1 �� fxkg. Slovo xk pøidáme do Ak, právì kdy¾ ménì ne¾polovina z obvodù velikosti nejvý¹ nlogn pøijímajííh x1,: : : , xk�1 ve shodì s Ak�1 pøijímá xk.Obvodù velikosti nlogn je nejvý¹ 2O(nlogn). Nejvý¹polovina z nih pøijímá x1 ve shodì s A1. Nejvý¹ polovinaz nih pøijímá i x2 ve shodì s A2 : : :Nejvý¹ 2k-tina obvodùpøijímá x1, : : : , xk ve shodì s Ak. Obvodù pøijímajííhLn = A2n je nejvý¹ 2O(nlog n)22n = o(1). Pro dostateènì velkén neexistuje obvod velikosti nejvý¹ nlogn pøijímajíí Ln.Libovolný polynom je od urèitého n men¹í ne¾ nlogn, protoneexistují polynomiálnì velké obvody pro L.K ukonèení dùkazu potøebujeme ukázat, ¾e L 22 ExpSpae. K rozhodnutí, zda xk 2 L, potøebujemeudr¾ovat mno¾iny Ai postupnì pro i � k. K tomu sta-èí prostor velikosti O(k) = O(2n). K simulai jednotlivýhobvodù velikosti nlogn potøebujeme prostor nlogn na jednot-livé obvody. Naví potøebujeme dvì poèítadla (dosud vyho-vujíí obvody, obvody vyhovujíí i pro xi). Tato poèítadlajsou do èísel velikosti 2O(nlog n), staèí nám na nì prostorO(nlogn). Celkem potøebujeme prostor O(nlogn).15.3 Hloubka booleovskýh obvodùLemma 15.4 Spoèítat skalární souèin (Pni=1 xiyi) dvouvektorù délky n nad mno¾inou f0; 1g je mo¾no obvodemhloubky 1 + dlogne.Dùkaz: Souèiny xiyi spoèítáme ^ hradly, tato hradlapospojujeme binárním stromem s hradly _. Koøen stromuje hradlo vydávajíí po¾adovaný výsledek.Lemma 15.5 Spoèítat souèin dvou mati rozmìru n � nnad mno¾inou f0; 1g je mo¾no obvodem hloubky 1+dlogne.Dùkaz: Ka¾dý z n2 výstupù je skalární souèin dvouvektorù délky n. Ty mù¾eme spoèítat (paralelnì) podlepøedhozího lemmatu.Lemma 15.6 Spoèítat tranzitivní (reexivnì tranzitivní)uzávìr matie M rozmìru n � n (nad mno¾inou f0; 1g) jemo¾no obvodem hloubky O(log2 n).Dùkaz: V úvodu do slo¾itosti jsme zjistili, ¾e reexivnìtranzitivní uzávìr matieM mù¾eme spoèítat podle vzoreM� = (M + E)k, kde k � n a E je jednotková matie.Tranzitivní uzávìr mù¾eme spoèítat podle vzore M+ ==M �M�. Booleovský obvod vytvoøíme spojením za sebedlogne obvodù umoòujííh matii na druhou. Podle(2. èervna 1998) 34 (28. kvìtna 1998)



pøedhozího lemmatu mají tyto obvody hloubku O(logn).Na první úrovni místo vstupù M ii pou¾ijeme vstup 1,tak¾e první umoòování pou¾ívá matii M + E. Výsledekje M2dlog ne = M�. Vynásobení výsledku matií M pøidáhloubku O(logn).Vìta 15.7 Neh» L � f0; 1g�, neh» nedeterministikýTuringùv stroj M pøijímá L v prostoru s(n) � logn. PakdL(n) 2 O�s2(n)�.Dùkaz: Pøetvoøíme nejprve stroj M na stroj M 0, pøijíma-jíí tentý¾ jazyk se stejnými prostorovými nároky, kterýmá jednoznaènou pøijímaí kon�gurai (pøepí¹e obsah je-diné praovní pásky nulama, vrátí se na zaèátek a pøejdedo konového stavu qf ).Stroj M 0 daný vstup x pøijme, právì kdy¾ je konovákon�gurae dosa¾itelná z poèáteèní kon�gurae. Jinýmislovy,M 0 pøijme vstup x, jestli¾e v reexivnì tranzitivnímuzávìru matie inidene grafu kon�guraí stroje M 0 provstup x je jednièka v øádku odpovídajíímu poèáteèníkon�gurai a sloupi odpovídajíímu konové kon�gurai.Poèet kon�guraí stroje M 0 je pro daný vstup délkyn roven n � 2O(s(n)) = 2O(s(n)). Proto spoèítat tranzi-tivní uzávìr takto velké matie umíme obvodem hloubkyO(log2(2O(s(n)))) = O(s2(n)).Zbývá si uvìdomit, jak hluboký obvod potøebujeme k vy-generování matie sousednosti grafu kon�guraí odpovída-jííh vstupu x. Av¹ak to, zda kon�gurae � mù¾e pøi vý-poètu ihned následovat po kon�gurai �, nemù¾e závisetna jinýh biteh vstupu, ne¾ na bitu xi, na nìm¾ je hlavav kon�gurai �. V matii inidene je proto v¹ude v øádku� buï 0, 1, xi nebo :xi. K výpoètu matie inidene námtedy staèí obvod hloubky 1.15.4 ParalelismusTato skripta nejsou vìnována paralelní slo¾itosti. Z tétooblasti zde uvádíme pouze paralelní tezi a þde�niiÿ tøídNC i a tøídy NC.Paralelní teze tvrdí, ¾e je polynomiální závislost mezisekvenèním prostorem a paralelním èasem.Tato teze platí, pokud za paralelní model výpoètuvezmeme booleovské obvody.De�nie paralelní tøídy nemù¾e být pøíli¹ korektní pokudnede�nujeme paralelní výpoèetní model. V takovémmodeluje potøeba de�novat zpùsob komunikae mezi jednotlivýmiþproesoryÿ. To mù¾e znamenat de�nii zpùsobu sdíleníspoleènýh dat (pokud taková data existují), pøípadnìde�nii topologie komunikaèní sítì. Také musí být de�novánzpùsob zadávání vstupu.TøídyNC i jsou de�novány jako tøídy jazykù pøijímanýhparalelnì pomoí polynomiálnì mnoha proesorù v èaseO(logi n), kde n je velikost vstupu. Bli¾¹í podrobnostivýpoèetního modelu bohu¾el neznám.Tøída NC je sjednoením v¹eh tøíd NC i.(2. èervna 1998) 35 (28. kvìtna 1998)



16 P-m-log-úplnost (28. kvìtna 1998)Dosud jsme se zabývali tøídami slo¾itosti, kde polynomiálnípøedvýpoèet nemìl vliv na pøíslu¹nost do tøídy. Pokud seale heme hloubìji zabývat strukturou tøídy P, potøebu-jeme þménì nároènéÿ transformae. Vhodnou transformaíje transformae s logaritmikým praovním prostorem. Bu-deme ji zkráenì nazývat m � log pøeveditelnost.Na rozdíl od skládání èasovýh polynomiálníh transfor-maí zde není triviálnì vidìt, proè by mìla být slo¾enátransformae stále je¹tì v logaritmikémmeziprostoru.Vìta 16.1 (Tranzitivita pøevoditelnosti) Je-li problém Am � log pøeveditelný na problém B a problém B m �� log pøeveditelný na problém C, pak je problém A m� logpøeveditelný na problém C.Dùkaz: Neh» stroj M1 transformuje zadání problému Ana zadání problému B v logaritmikém prostoru. Obdobnìneh» stroj M2 transformuje zadání problému B nazadání problémuC v logaritmikémprostoru. Transformaeproblému A na problém C bude slo¾ením transformaístrojù M1 a M2.Jedinou komplikaí je, ¾e nemù¾eme vygenerovat zadáníproblému B, proto¾e byhom tím popsali pøíli¹ mnohopraovního prostoru.Øe¹ením je simulovat stroj M2 s tím, ¾e si místo eléþvstupníÿ pásky pamatujeme pouze þpozii vstupní hlavyÿ(èíslo) a þètený symbolÿ na páse pod hlavou.Kdykoli potøebujeme posunout hlavu strojeM2 na þvstupníÿ páse, pozmìníme þpozii vstupní hla-vyÿ a spustíme od zaèátku podvýpoèet stroje M1. V tomtovýpoètu nezapisujeme na výstupní pásku, ale pouze evidu-jeme þpozii výstupní hlavyÿ. Je-li þpozie výstupní hlavyÿstroje M1 shodná s þpozií vstupní hlavyÿ stroje M2, pakevidujeme symbol zapisovaný na výstupní pásku. Na kon-i simulae stroje M1 pou¾ijeme symbol naposledy zapsanýna danou pozii výstupní pásky.Praovní prostor stroje M1 je podle pøedpokladu nejvý¹O(logn) pro vstup velikosti n. Poèet kon�guraí stroje M1je tedy nejvý¹ n � 2O(logn) = nO(1), tedy výsledné slovo(jazykaB) má délku nejvý¹ nO(1). Na þpozieÿ potøebujemetedy prostor lognO(1) = O(logn). Praovní prostor strojeM2 je podle pøedpokladu O(logm), kde m je velikostvstupu, v na¹em pøípadì tedy O(lognO(1)) = O(logn).Celkový praovní prostor je souètem tìhto praovníhprostorù, tedy O(logn).Cvièení 16.1 Mnohé z transformaí zmínìnýh v pøedná¹-e Úvod do slo¾itosti a NP-úplnosti bylo mo¾no provéstv logaritmikém prostoru. Které?16.1 Pøíklady P-m-log úplnýh problémùVìta 16.2 (CVP) Vyhodnoení Booleovského obvodu jeP �m� log úplný problém.Dùkaz: Konstruki z minulé kapitoly je mo¾no provést s lo-garitmikým praovním prostorem. (Musíme si pamatovatpouze øádek a sloupe.)

Vìta 16.3 Zjistit, zda daný vrhol patøí do lexikogra�kyminimálnímno¾inymezi v inkluzi maximálními nezávislýmimno¾inami grafu, je P �m� log úplný problém.Dùkaz: Uká¾eme logaritmikou transformai z problémuCVP: OznaèmeM lexikogra�ky minimální mno¾inu meziv inkluzi maximálními nezávislými mno¾inami výslednéhografu. Neh» daný Booleovský obvod má n hradel. Vytvo-øíme graf s n dvojiemi vrholù tak, ¾e jak M tak ka¾dáv inkluzi maximální nezávislá mno¾ina bude obsahovat prá-vì jeden vrhol z ka¾dé dvojie.ij <i ^ ji _ jij < :ii <1< 0<FObr. 8: Pøevod CVP na lexmin z maximálníh v inkluzinezávislýh mno¾inJeden vrhol ka¾dé dvojie budeme znaèit èernì, druhývrhol budeme znaèit bíle. Pravdivému ohodnoení k{téhohradla bude odpovídat situae, kdy do M patøí bílý vrholk{té dvojie. Vrholy k{té dvojie budou oèíslovány èísly2k�1, 2k. To, zda vìt¹í èíslo dostane bílý nebo èerný vrhol,závisí na druhu k{tého hradla. þSimulaeÿ jednotlivýhhradel je zobrazena na obrázku 8.K provedení transformae potøebujeme poèítadlo na za-znamenání k. Naví v¾dy, kdy¾ navazujeme na výstup i{tého hradla, musíme zjistit druh tohoto hradla, abyhomvìdìli, které èíslo dostal èerný a které bílý vrhol. K tomunám staèí prostor O(logn).Vìta 16.4 Zjistit, zda daný vrhol patøí do lexikogra�kyminimální esty mezi v inkluzi maximálními estamiv orientovaném grafu je P �m� log úplný problém.Dùkaz: Opìt uká¾eme logaritmikou transformai z pro-blému CVP. Oznaème C lexikogra�ky minimální es-tu mezi v inkluzi maximálními estami výsledného grafu.Neh» daný Booleovský obvod má n hradel. Vytvoøíme grafna O(n2) vrholeh.Tento graf vznikne jako orientovaná esta, na ní¾ budeza ka¾dé hradlo þrozdvojeníÿ. Pravdivému ohodnoení k{tého hradla bude odpovídat situae, kdy C prohází elouhorní estou v k{tém rozdvojení.Vrholy est k{tého rozdvojení jsou oèíslovány èíslyz intervalu 
k(8n + 4); (k + 1)(8n + 4)�. þSimulaeÿjednotlivýh hradel je zobrazena na obrázku 9.K provedení transformae potøebujeme poèítadlo na za-znamenání k, dále potøebujeme poèítat èísla vrholù výstu-pu i{tého hradla. K tomu nám staèí prostor O(logn).(2. èervna 1998) 36 (28. kvìtna 1998)



ikjk k = i ^ jk = i _ jikjk k = :iikk = 1k = 0ISymbol ij znamená j-tý þvstupÿ horní esty i-té rozdvojky.Obdobnì ij znaèí j-tý þvstupÿ dolní esty i-té rozdvojky.Graf v dolní èásti odpovídá obvodu (4; 1; 2;^), (5; 4;�;:),(6; 3; 5;_) pro vstup (0; 1; 1).Obr. 9: Pøevod CVP na lexmin z v inkluzi maximálníhest v orientovaném grafuCvièení 16.2 Zjisit, zda daný vrhol patøí do lexikogra-�ky minimální esty mezi v inkluzi maximálními estamiv neorientovaném grafu, je P �m � log úplný problém.
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