Vyrokova a predikatova logika

Petr Stépanek
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Logika prvniho radu

 je nejpouzivangjsi a nejlépe prozkoumana
* v ruzné mife je soucasti fady dalSich logik
* je vyhodné zacit vykladem této logiky
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Otazky

Je to pravda ?

sémantika

Da se to dokazat ?

axiomy, odvozovaci pravidla
(formalni systém)
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Vyjadrovaci prostredek

Jazyk prvniho radu
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Jazyk obsahuje

b

(1) Proménné x, y, z, x,, x,, ..., ¥, ¥, ... neomezen€ mnoho.

(11) Funk¢ni symboly f, g, A, ..., f,, f5, ... kazdy ma svou
cetnost (pocet argumentt) n >0 .

(i1)Predikatoveé symboly p, g, 7, ..., p;, p», ... kazdy ma
svou cetnost n >0 .

(1v) Symboly pro logicke spojky —negace, v disjunkce;
konjunkce, -> implikace, <-> ekvivalence .

(v) Symboly pro kvantifikatory V univerzalni 3 existencni.
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Postup vykladu

Nebudeme pracovat se vSemi logickymi symboly najednou.
* Nejprve logicke spojky, t€mi se zabyva Vyrokova logika.

« Potom kvantifikatory, to je predikatova logika (bez

rovnosti).

« Nakonec pridame predikat rovnosti tak vznikne

predikatova logika s rovnosti.
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Vyrokova logika
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Motivace.

Jak uz jejich nazev napovida, logicke spojky spojuji riizna
tvrzeni. V symbolickém jazyce jim fikame formule.

souvétim v piirozeném jazyce.

Jazyk vyrokove logiky je velmi jednoduchy, nemuzeme
ocekavat, ze jim bude mozn¢ vyjadrit vSechna tvrzeni.

Proto musime pocitat s tim, ze formule, které logické spojky

ktere nelze vyjadfit jen spojkami.

Ve formulich vyrokové logiky takovym tvrzenim vyhradime
mista, sloty, do kterych je bude mozn¢ vkladat.
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ProtoZze formule vloZené do slotli nebudeme ve vyrokoveé
logice rozebirat, postaci nam jednotlive sloty néjak oznacit.

K tomu pouzijeme nové symboly, které budeme nazyvat
vyrokové promenne.

Muzeme predpokladat, Ze vyrokovym proménnym se jako
hodnoty piifazuji né¢jaké formule predikatove logiky, vCetné
téch, které¢ v kontextu vyrokove logiky nelze rozebirat.
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Jazyk prvniho tadu pro potieby vyrokove logiky muzeme
zjednodusit. Vyjdeme z neprazdn€é mnoziny P, kterd muze
byt konecna 1 nekonec€na. Jeji prvky nazyvame prvorni
formule nebo vyrokové promenneé.

Jazyk vyrokové logiky obsahuje

(1) vyrokoveé proménne, tedy prvky mnoZiny P.

(1) logické spojky —, v, & ,—>, <>

(111) pomocne symboly (zavorky) (,),[,],{,} ..
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Formule

Je-11 dan jazyk vyrokove logiky pak nasledujici vyrazy
jsou formule.

(1) kazda vyrokova proménna p € P je formule.

(11) jsou-li vyrazy A4, B formule, pak vyrazy
_|A’ (A VB) > (A &B) > (A . B) ’ (A <_>B)

jsou takeé formule.

(111) kazda formule vznikne koneCnym uzitim
pravidel (1) a (11).
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Priklad (formule)

Je-li P=1{ p, g, r, s } mnozina vyrokovych proménnych, pak

pqrs jsou formule podle (1)
pvqg) (pP&qg) jsou formule podle (i1)

(pvg)—(p&q)) jetormule podle (11)

Snadno se nahlédne, Ze vyrazy

ppr (=p) (-

nejsou formule.
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Co je mozné dosadit za vyrokové proménné (piiklady)

Realna cisla

p,=a’>0
p,;=a €R {a je redlné &islo}
p;=a’<0
py= (VX)(I)(x +y =0)
Formule
P PP
("p; & py)
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Vlozenim uvedenych formuli na mista vyrokovych promén-
nych ziskame formule jazyka predikatové logiky. O téch bu-
deme podrobnéj1 mluvit pozdéji.

V uvedenych prikladech jde o formule, ktere nelze jen po-
moci spojek rozebirat. Pro potteby vykladu vyrokové logiky
postaci pouzivat namisto nich vyrokoveé proménné.

Je to kratsi a logickée spojky, které pouzivame vice vynik-
nou.
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Nejprve se budeme zabyvat sémantikou vyrokove logiky.

Ta dava odpovéd na prvni otazku

Je to pravda ?

Presnéjl, je tato formule pravdiva ?
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Sémantika vyrokove logiky

Formule vyrokové logiky jsou konstruovany nad mnozinou P
vyrokovych proménnych (prvotnich formuli), které ve
vyrokove logice neanalyzujeme. Jejich pravdivost tedy musi
byt dana z vnéjsku.

Mnozina pravdivostnich hodnot {1,0} {true, false)

(1) Pravdivostni ohodnoceni (valuace) vyrokovych
proménnych z P je zobrazeni, kter¢ kazdé vyrokové
proménn¢ z P prifadi pravdivostni hodnotu 1 nebo O.
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Je-11 dano pravdivostni ohodnoceni v vyrokovych
proménnych, pak 1ze kazdé vyrokové formuli 4 jedno-
znacn¢ priradit pravdivostni hodnotu  v(A4) nasledujicim
zpusobem

w(A4) = v(p) je-li A vyrokova proménnd p
v(—A)=0 je-li v(4)=1
=1 je-li v(4)=0
w4 &B)=1 Jje-li v(4)=v(B)=1
=0 Jinak
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je-li W(A)=v(B)=0
Jinak

je-liv(A)y=1av(B)=0
Jinak

Jje-li v(4) = v(B)
Jinak
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Vyrokové spojky: semantika

-A | A&B| | AVB| A>B | A<->B
0 1 1 1 1
0 0 1 0 0
1 0 1 1 0
1 0 0 1 1
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Pravdivost formule (pravdivostni hodnota, model)

Rikame, ze v(4) je pravdivostni hodnota formule A
pi1 ohodnoceni v.
Z praktickych divodu piSeme jen v misto v(A4) .

Rikame, ze formule A je pravdivd p¥i ohodnoceni v,
je-liv(4) = 1, jmak je 4 nepravdiva.

Je-li formule A pravdiva prfi ohodnoceni v, fikame,
ze v jemodel A apiSeme v|= A .
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Je-l1 v pravdivostni ohodnoceni, 4 formule, necht’
R je mnozina vSech vyrokovych proménnych ve
formuli A.

Snadno se nahlédne, Ze pravdivostni hodnota formule
A pi1 ohodnoceni v zavisi jenom na pravdivostnich
hodnotach, kter¢ v prifazuje vyrokovym proménnym
Z R.

Vyrokova logika 1

21



Tautologie, splnitelné mnoziny formuli

Necht' A4 je formule, T je mnoZina formuli.

(i) Rikame, Ze A je tautologie, jestlize je pravdiva pii
kazdém ohodnoceni. PiSeme |= 4 .

(ii) Rikame, Ze mnozina formuli 7T je splnitelnd
jestlize existuje pravdivostni ohodnoceni v takove, ze
kazda formule A z T je pravdiva pii ohodnoceni v.
V takoveém pfipad¢ fikame, ze v je model T.

(iii) Rikame, Ze A je (tautologickym) disledkem mnozi-
ny 7 apiSeme 7 |=A4, jestlize formule 4 je pravdiva v
kazdém modelu mnoZiny formuli 7.
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Poznamka.

V definici disledku mnoziny formuli 7 je zahrnut 1 pfipad,
kdy mnoZina 7' neni splnitelna. V takovém piipad€¢ 7 nema
zadny model a formule A je formalné splnéna v kazdém
modelu mnoziny T .

Formalni argument probiha nasledujicim zplisobem:

mnozina modelll 7' je prazdna, tedy formule 4 je pravdiva v
kazdém prvku prazdné mnoziny a tedy v kazdém modelu 7.

Tento argument plati pro libovolnou formuli 4 , tedy dusled-
kem nesplnitelné mnoZiny formuli je kazda formule. Pozdéji
ukazeme, ze nesplnitelnd mnozina formuli je sporna.
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P¥iklady

Definice pravdivosti dava moznost rozhodnout o kazdé
formuli, zda je €1 neni tautologii. S tim spojeny algoritmus
je vypoctove exponencialné slozity.

Av—A4 Zakon vylouc€eneho tretiho
— (A& A) Vylouceni kontradikce
—“(A&B) <> (—~Av—B) de Morganova pravidla

~(Av B) <> (—A &~ B)

—— A <->4 Zé4kon dvojité negace
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Snadno se zjisti, Ze pro libovolné ohodnoceni v a
libovolné formule A4, B, je-li v modelem A a A-—>B
potom Vv je modelem B.

Odtud takée plyne, ze pro libovolnou mnozinu formuli 7T
a formuli A4, plyne

I'\l=A a T|=A-—>B implikuyje T|= B
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To je sémantické zdiivodnéni odvozovaciho pravidla
modus ponens: Jsou-li formule A a A-—>B pravdivé
pi1 néjakém ohodnoceni v, potom také formule B je
pravdiva pi1 ohodnoceni v. Tedy

v(d) =v(A->B) =1 potom v(B)=1

Rikame, Ze pravidlo modus ponens je korektni.

Castokrat se odvozovaci pravidlo modus ponens zapisuje ve
tvaru

A A—>B
B
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TotéZe plati 1 pro sémanticky disledek: jsou-li formule

A a A->B  pravdive pi1 ohodnoceni v, pi1 kte-
rém jsou pravdive vSechny formule z mnoziny 7', potom
je 1 formule B pravdiva pfi ohodnoceni v .

Tedy:
T''|=A a T |=A-—>B implkuye T |= B.

T |= 4 T |= A—>B
T |= B
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Odpovéd’ na druhou otazku

Da se to dokazat ?
presnéji, je mozné danou formuli 4 dokazat ?

dava formalni systém vyrokove logiky, ktery teprve musime
vytvorit.
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Formalni systém vyrokové logiky

Jazyk / Redukce jazyka
Axiomy / schemata axiomu
Odvozovaci pravidlo
Dukazy

Dukazy z predpokladu
Véta o dedukei
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Redukce jazyka

Chceme-l1 usporné volit axiomy, je vyhodné redukovat
pocet spojek na spojky zakladni, v naSem piipadée na
negaci a implikaci — , —> a ostatni spojky z nich
odvodit. Uvedena volba zakladnich spojek neni jedina
mozna, muzeme zvolit tfteba —, & nebo —, v nehodi se
v, <-> nebo ->,<->nebo ->, v adalsi.

Potom
(Av B) je zkratka za formuli (—A4 —>B)
(A & B) je zkratka za formuli — (4 —> — B)
(A <— B) je zkratka za formuli (4 —> B) & (B—> A)
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Axiomy

Jsou-li vyrazy A4, B, C formule, pak kazda formule
nasledujicich tvarl je axiom vyrokove logiky.

Al (A—>(B— A))
A2 (A>(B—->0C)>[(A>B)—> (4> ()]
A3 (=B—>—A4)—>(A—> B)
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Protoze pro kazdou volbu formuli A, B, C vznikne no-
vy axiom - jedna instance vyrazii AI, A2, A3 ftikame,
ze Al, A2, A3 jsou schemata axiomii.

Z jazyka vyrokovée logiky lze vytvorit nekoneCné mnoho
formuli, proto kazdé schema axiomu zastupuje nekonecné
mnoho axiomu , které¢ nazyvame jeho instancemi .

Formalni systém vyrokove logiky ma tedy tf1 schemata
axiomul.

Je-11 mnoZina vyrokovych proménnych spocetna, je
spocetna mnozina vSech formuli a mnoZina vSech
axiomul.
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Odvozovaci pravidlo modus ponens (MP) je jedinym
odvozovacim pravidlem vyrokove logiky.

Zformuli 4 a A—>B odvod formuli B.

Pravidlo modus ponens se Casto zapisuje ve tvaru

A A ->B
A
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Formule A1, A2 a A3, které urCuji schemata axiomu jsou
tautologie a kazdy axiom z nich odvozeny je take tauto-
logie.

Odvozovaci pravidlo modus ponens (MP) je korektni, z
formuli pravdivych pfi néjakém ohodnoceni odvozuje
pravdive formule, specialné z tautologii odvozuje tautologie.
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Definice. (Dukaz, dokazatelnost)
(1) Je-li A formule, fikame, Ze konecna posloupnost
formuli A4,,4,,..., A, je dukazem formule A,
jestlize
a) A, formule A4
b)aprokazdé i, 1 <i < n jeformule A, bud axiom
nebo je odvozena pravidlem modus z predchozich formuli
v dukazu Aj,Ak,kde Jj.k<i .

(1) Existuje-li diikaz formule A4, fikame, ze A4 je
dokazatelna ve vyrokoveé logice nebo, ze A je
vétou vyrokové logiky a piSeme |- 4 .
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Jednoduché véty vyrokové logiky
A —> 4 (v1)

Sestrojime posloupnost formuli, kterda bude dukazem
formule (v1).

1A ->({(A4->A4)->A) instance A1
1 (4 ->((4->A4)->A))->[(A->(4->A4)->(A4->A4)]

instance A2

H(4->(A4->A)->(4->A) modus ponens
14 > (4 -> A)) instance Al
-4->A4 modus ponens
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Definice. (Dtikaz z predpokladi)

Necht’ T je mnozina formuli, necht A4 je formule. (1)
Rikame, Ze posloupnost formuli
Al,AZ, cee ,An

je dikaz formule A z (mnoZiny predpokladu) T, jestlize
(1) A, je formule A4,

(1) apro kazdé i, 1 <i<n je kazda fomule 4; axiom
nebo prvek 7' nebo je odvozena z predchozich formuli
A;, A, Jj, k<i pravidlem modus ponens.

(1) Existuje-li dikaz formule A4 z predpokladu 7, fikdme,
ze A je dokazatelna z T a piSeme
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Véta o dedukci

Necht' T je mnoZina formuli a necht’ 4, B jsou formule,
potom

I'|- A->B pravée kdyz T W {A} |- B
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Poznamky. Misto TU {4} na prave stran¢ piSeme
T, A. Prava strana ekvivalence odpovida tomu, jak se
obvykle implikace dokazuyi.

V¢éta o dedukcl, je vétou o existenci ditkazli. Existuje-
l1 dukaz tvrzeni na levé strané ekvivalence, pak take
existuje dukaz tvrzeni na pravé strané a naopak.
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Dukaz.

=> necht’

A, Ay, ... ;A y, A—>B
je dukaz formule A4 —>B z predpokladii z mnoZiny 7.
Potom

A, A, A4,,..., A, ,, A, =A—>B,B

s “In-1

je dukaz formule B z ptedpokladii z mnoziny 7', 4.

Tedy I,4A |- B

Vyrokova logika 1
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<= (myslenka)
Je-li

B.B,, ..,B. .,B =B

m-1°

dukaz formule B, zptedpokladii z mnoziny 7,4, pro
kazdé 1<1<m dokazeme

T|- A—>B,
nakonec
|- A—>B_ =B

dava pozadovany vysledek

T|- A—>B
Postupujeme indukci, jak je znazorné€no na dalSich snimcich.
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A_> Bl’ Bz,BS,... ,B

Dl

B

m-1°> “m
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A_> Bl’ A_> B2,B3,... ,B

Dl

D2

B

m-1°

Vyrokova logika 1
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A_>Bl’ A_>Bz,A_>BS,...,A_>B

Dl

D2

D3
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A—>B

m
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A_>Bl’ A_>Bz,A_>BS,...,A_>B

Dl

D2

D3
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m-1°

A—>B

m
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A-—>B,A-—>B,,A—>B,,..,A—>B_,, A—>B =B
D! .
D2
D3
Dm
Spojenim vSech dikazt D!, D?, ..., D™ dostaneme dikaz
T|-A—>B
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<= formalné.

Necht TU {4} |- B anecht B,B,, ..,B, = B je
dukaz B z ptfedpokladii 7, A. Omezenou indukci pro
J,1<j<m dokazeme T |- 4 —>B;.

Tim pro j=m dukaz bude hotov.
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Predpokladame, ze pro vSechny formule B,, £k <;j jiz
bylo dokdzdno T|-4—> B,. Rozebereme Ctyfi ptipady:

1) B; je axiom vyrokove logiky, potom B,—> (4 —>B;) je
instanci schematu 4/ a T |- A—>B odvodime po-
moci pravidla modus ponens.

2) B; je ptedpoklad z T. Postupujeme stejne jako v prede-
Slem pripadé.

3) B; je formule A4 ,potom A4—>B; je véta (vI).

4) B, je odvozena z formuli B, B, i,k < j pra-
vidlem modus ponens. Bez jmy na obecnosti miizeme
pfedpokladat, ze B; jetvaru B,—> B,
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Podle induk¢niho predpokladu

T|- A— B,

T|- 4—>

(B, = B))

Ze schematu A2 plyne

T (A—> (B, —>B))—>[(A—>By) —>(4—>B,)]

Odkud dvojim pouzitim pravidla modus ponens z pred-

pokladii (1) dostavame

prokazde j,1<;j<m.

véta je dokazana.

T|-4—> B,

Vyrokova logika 1
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“néco jako Speedup (zrychleni)*

- 4> 4 (v1)
Al- 4

Pomoci Véty o deduker ,,dostavame* dukaz (vl) v jednom
kroku misto puvodnich péti.

Tato ukazka zrychleni (speedupu) dikazu neni korektni , pro-
toze jsme vétu (v1) pouzili v dikazu Véty o dedukei .
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Priklady pouziti
Skladani implikaci
-A=>B)>[B >0=>UA >0 (1)
(A4—=>B) |-B >C)—>U4 —>C()
A4—=>B),B >C)]-4 —>C
(4—=>B),B—>0C),4|-C (2)

K dukazu (1) staci dvojim pouzitim pravidla modus ponens z pred-
pokladu danych v (2) dokazat C.

A A -> B B B > C
B C

Vyrokova logika 1 51



Zamena antecedentu.
-(A4—=>B—>C))—=>((B—=>A—> () (3)
(A—=>B—=>C)|-B—>A—>C)
(A—=>B—>C)),B-(4—>0)
(4—=>B—=>C),B,A|-C (4)

K dukazu (3) staci dvojim pouzitim pravidla modus ponens z pred-
pokladu danych v (4) dokéazat C. (Obracena implikace k (3) se
dokaze stejnym zplisobem, jenom zaménime jména formuli).

A (A > (B->C)) B (B->C))
(B -> C) C

V uvedenych piikladech se diikazy opiraly jen o Vétu o dedukci a
pravidlo modus ponens.

Vyrokova logika 1 52



Dalsi pomocné véty.

--4->(4->C)

Jinymi slovy

-~ A —> (A —> Cokoliv)

Vyrokova logika 1
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--4->(4->C)

(V2)

-~A->(B->-4)
—A]- ~B—>—4
—A|l- A—>B

-~ A4->(4->B)

Tim je véta (v2) dokazana.
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Veta o dedukci (VD)
A3, MP
VD
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(V3)
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(V2)
VD
A3, MP
VD
VD
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Formuli (v3) lze zapsat ve tvaru
—AvA

a to je zakon vylouCeného tretiho (tertium non datur).
Nase logika je tedy klasicka, ne intuicionisticka.
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- 4> 4 (v4)
A4 >4 (v3)
- Ad—>—4 A3, MP
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- (d—>B)—=>(CB—>"4) (V3)

——A,A-—>B|- A (v3), MP
(tedy —A,——A —>A |- A, odkud)
—A,A—>B|- —B MP
(vime |- B—>—""8) podle (v4)
A—>B|- —A—>—""8B VD
A-—>B|- =B —>—4 A3, MP

- (A—=>B)—> (B —>—A4) VD
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- 4—=>CB—>~(4—>"8)) (v6)
A, A—>—-B|-—B MP
Al-(A—>—-B)—>—B VD
A|-—B—>—(4—>—B) (v5), MP
-4—>(-B—>—-(4—>-B) VD
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-(—A—>A)—> A4 (v7)
-4 (-A—>~(~4—>4)) (v6)
~A|-—A—>—(~4A—>4)) VD
~A|-~(—A4—>4)) VD
-~ A—>~(—A4—>A4)) VD
-(m4—>4)—>4 A3, MP
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Dokazte
a)|-(A—>—"B)—>(B—>"A)
b)|-(—A4—>B)—>("B—> A)
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CvicCeni A

MnozZinu vSech formuli dokazatelnych z 7' oznaCime
Con(T), tedy

Con(T) =4 | T |- 4;

Necht' 7" a S jsou mnoZiny formuli. Dokazte:

Q) T < Con(T)
b) je-li TS potom Con(T) < Con(S)
C) Con(Con(T)) = Con(T)

d) je-li T bezesporna, potom take Con(T) je bezespornd.
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Bezespornost mnoziny predpokladu

Rikame, ze mnozZina T vyrokovych formuli je spornd,
jestlize je z ni mozno dokazat kazdou formuli.

Jinak fikame, ze mnozina T je bezespornd.

V analogii k predikatové logice budeme nékdy mnoZinu
vyrokovych formuli 7 nazyvat teorii.
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Véta
Pro kazdou formuli 4 plati

I'|- A pravé kdyz Tw {— A} je spornd mnoZina.

Dukaz. (=>) Je-li formule 4 dokazatelnaz T,
tedy je-li

T |- 4 (1)
podle véty (v2) plati

- = A->(4 ->B) kde B je libovolna formule,
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zaménou predpokladii v implikaci (v2) dostaneme

- A4->(—A ->B) (2)
T|- (—4 ->B) (D), (2),MP
T,—A4 |- B) VD

odkud pravidlem modus ponens pomoci (1) odvodime

',~A |- B
kde B je libovolna formule, to znamena, ze 7T U{— A4 }

je sporna mnoZina formuli.

Zbyva odvodit obracenou implikaci.
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(<=) Je-limnozina T U{— A} spornd, potom zni lze
odvodit libovolnou formuli, napriklad formuli A4 .

Dostavame
T,—A|- A odtud Vétou od dedukei
T'-—4->A4 (3) podle (v7) plati
- (C4->4) >4
T|- A4 (3), MP

Tim je véta dokazana.
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Dokazali jsme nékolik pomocnych vét vyrokové logiky.

Nyni se budeme zabyvat vztahem vét odvoditelnych ve
formalnim systému vyrokové logiky a formulemi
sémanticky pravdivymi, tedy tautologiemu.

Nasim cilem je dokazat Veéru o uplnosti, ktera dava

dohromady oba poymy: pojem véty a pojem tautologie.

Vyrokova logika 1
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Formalni systém

Tautologie

Sémantika
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Véta o uplnosti:

Formalni systém

Vyrokova logika 1

Tautologie

Sémantika
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Véta o uplnosti
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Bezespornost a maximalita

Necht' T je mnoZina formuli

(i) Rikdme, ze T je spornd, (nekonzistentni), jestlize
libovolna formule A je dokazatelna z predpokladi 7,
jinak je 7 bezesporna (konzistentni).

(11) 7 je maximalni bezesporna mnoZina , jestlize je be-
zesporna a neexistuje bezespornd mnozina 7, ktera je
ruznd od 7 aobsahuje 7.
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V¢étu o Uplnosti dokazeme jako dusledek siln€jSiho tvrzeni

Véty o bezespornosti a splnitelnosti.
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CviCeni B
Necht T je mnozina formuli vyrokové logiky a necht

A ,B jsou libovolné formule

a) mnozina 1 je sporna, pravekdyz T |- A& — A
pro néjakou formuli A .

V dalsim predpokiadejme, Ze T maximalni bezespornad
mnozina, potom

by T|- A plati, pravé kdyz formule A je prvkem T,
c) pro libovolnou formuli A, pradve jedna z fomuli

A, A jeprvkem T,
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d) konjunkce A & B je prvkem T,
prave kdyz
formule A a B lezi v T,

e) disjunkce A~ B je prvkem T,
prave kdyz
A nebo B je prvkem T .
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Véta (Lindenbaum)

Kazdnou bezespornou mnozinu formuli 7" 1ze rozsifit
do maximalni bezesporn¢ mnoziny § , T S.
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Dukaz.

Usporadejme vSechny formule jazyka do posloupnosti
A, Ay, 0 A, ... (1)
na usporadani formuli nezalezi, dulezite je, aby posloup-
nost byla prosta.
Vytvorime neklesajici posloupnost bezespornych mnozin
I'=T,clcl,c .. cT,C

nasledujicim postupem.
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Je-li T'U { 4,} bezespornd mnozina polozime
. I =Tu 4},
je-11 sporna, pak

T,=T

V i -tem kroku testujeme zda mnozina 7; U {4, }
je bezesporna. V kladném pripadé poloZzime

. Ty = T,V {4, ]
je-1i sporna, poloZime
Iy = 1

Necht' S je sjednoceni vSech mnozin 7, .

Nejprve ukazeme, ze S je bezesporna mnozina.
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Predpokladeyme naopak, Ze S neni bezesporna. Po-
tom existuje diikaz sporu, z predpokladu S

B, B,, ..., B,
(napftiklad dukaz formule p &—p).
Necht’
C,C,, ..,C, (1)

jsou vSechny formule z S, které se vyskytuji v uvede-
ném dukazu. Z predpokladu (1) Ize tedy dokdzat spor.

Pak pro n¢jakydostatecné velky index £ jsou vSechny

formule z (1) jsou prvkem mnoziny 7, , ktera je podle
konstrukce bezesporna - spor .
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/Zbyva dokazat, ze S je maximalni bezesporna mnozina.
Predpokladejme, Ze S’ je bezesporna mnozinaa S .S .

Pro kazdou formuli A4, z posloupnosti formuli (1),

ktera je prvkem S’ je mnozina
Tn+1: Tn - {An} - \)

bezesporna, a tedy A, je prvkem §.

Ukézalijsme, ze S=S5" ,atedy § je maximalni.

Vyrokova logika 2
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Véta o bezespornosti a splnitelnosti

Je-11 T mnozina formuli vyrokovée logiky, potom

T je bezespornd, prave kdyz je splnitelna.
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Dukaz.

a) Predpokladeyme, ze T je splnitelnd a v je model T,
tedy v |= T.

Ukazeme, ze kazda formule dokazatelna z predpokladi 7, je
pravdiva pi1 ohodnoceni v. Postupujeme indukci.

Necht' 4., 4,, ..., 4
kladu 7.

je dukaz formule A4, z predpo-

n

Pro libovolné m ,m < n plati

Je-li A4, axiom vyrokove logiky, nebo prvek 7, plati
v|= A

m .
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Je-I1 4, odvozena z formuli A, A, — A, pravidlem modus
ponens, pak z induk¢niho predpokladu a korektnosti pravid-
la modus ponens dostdvame v|= A4, .

Tedy kazda formule dokazatelna z predpoklada 7' je
pravdiva pi1 ohodnoceni v.

Protoze p& —p pro vyrokovou proménnou p
neni pravdiva pri1 ohodnoceni v, neni tato formule doka-
zatelnaz T a T je bezesporna mnozina.
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b) Nyni predpokladeyme, Ze T je bezesporna. Podle
Lindenbaumovy véty, 1ze T rozsSifit do maximalni
bezesporn¢ nadmnoziny S.

Necht' v je pravdivostni ohodnoceni, které je modelem 7,
tedy ohodnoceni definované vztahem

vip)=1 pravekdyz pe S
je také modelem 7.

Pro libovolnou formuli 4 dokazeme

Ae S pravéekdyz v|= A (1)
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Postupujeme indukci podle slozitosti formule A.

Pfimo z definice plyne (1) pro vyrokove proménné.

Ze cviceni c¢) plyne, ze plati-li (1) pro B, pak
platiipro = B.

Ze cviceni e) plyne, ze plati-i (1) pro =B a C,
pak platiipro B — C.

Tim je (1) doké&zano pro libovolnou formuli A4 .

Tedy v je modelem § apodle Lindenbaumovy véty
je T < §, toznamena, ze v je take¢ modelem T.

MnozZina T je tedy splnitelna.
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c) pro libovolnou formuli A, pradve jedna z fomuli

A, A jeprvkem T,
e) disjunkce A~ B je prvkem T,

prave kdyz
A nebo B je prvkem T .
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Diisledek. Véta o uplnosti.

Je-li T mnozina formuli, A formule, potom plati
(1) T'l-A pravekdyz T|= A
(ii) - A pravekdyz |= A

Z (11) plyne, ze

A je vétou vyrokove logiky prave kdyz A je tautologie.
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Dukaz. (i) Vime, ze
T'-A pravekdyz T U {—A} jesporna
prave kdyz T U {— A} jenesplnitelna
pravé kdyz T|= A

(if) Tvrzeni je specialnim pfipadem (i) pro 7 = 0.
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Dusledek.

Vyrokova logika je bezesporna.

Dukaz. Z Véty o Uplnosti plyne, ze ve vyrokove logice
jsou dokazatelne prave tautologie.

Pro kteroukoli vyrokovou proménnou p, formule
. p&—p
neni tautologie, a proto neni vétou vyrokove logiky.

Podle definice je tedy vyrokova logika bezesporna.
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Véta o kompaktnosti.

MnoZina formuli 7 je splnitelna, prave kdyz je
splnitelna kazda kone¢na podmnozina mnoziny 7.

Dusledek.

Je-li T|= 4,
pak existuje konecnd podmnozina 7' c T,
takova,ze T'|= 4.
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Diikaz. VEty o kompaktnosti.

a) (->) Je-li mnozina formuli T splnitelna, pak je
spinitelnd i kazda jeji cast.

b) (<-) Predpokldadejme, ze T neni splnitelnd. Podle véty o
splnitelnosti je mnozina 7' sporna. Tedy T'|- p & —p pro
n¢jakou vyrokovou promeénnou.

Ale diikaz sporu vyuziva jen kone¢nou podmnozinu 7"
mnoziny 7. Tedy 7" je sporna a proto neni ani splnitelna.

Ukazali jsme, Ze pokud mnoZina T neni splnitelna, pak
existuje jeji konecna podmnozina, kterd take neni splnitelna.
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Dukaz. Dusledku véty o kompaktnosti.
Predpokladeime T |=4.

Z, véty o uplnosti dostavame
|- 4 (1)

pro né¢jakou kone¢nou podmnozinu 7" mnoziny 1" sestava-
jici z formuli, které se pouziji v dukazu na prave strané
tvrzeni (1).

Pouzijeme-li vétu o Uplnosti a dostavame 77 |=A4.
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Normalni tvary vyrokovych formuli
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Ke kazdé¢ formuli dovoluje vyrokova logika sestrojit
ckvivalentni formuli v urCitém standardnim tvaru. Jsou
to tvary vyrokovych formuli, kter¢ 1ze pouzit jako vstup

do pocitace.
Potifebujeme

*Védét néco o dokazovani formuli s odvozenymi spojkami.
*Vétu o ekvivalenci (kterou jsme mohli dokazat jiz diive).

*Normalni tvary vyrokovych formuli. (Jsou dva).
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Lemma.

1) A&B|-A4 a A&B|-B

podle Véty o dedukcei dostavame
-A4&B)->4A a |-(A&B)->4

(i) A,B |-4A&B
a podle Véty o dedukci
- (4> (B -> (4 & B)))
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Dukaz.

(1) Vyraz A & B je zkratkou pro formuli — (4 ->—B).

Podle (v2) plati
-=A4->(4->-B)

odkud -~ ->—B)>4

tedy (4 & B) > 4

Zbytek plyne z véty o dedukci.

Vyrokova logika 2
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Dukaz druhého tvrzeni v (1)

- " B->(4->—B) instance axiomu (Al)
-~ (Ad->"B)->B (v5), MP
- (A&B)->B
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Dukaz (11) z (v6) dostavame
-4->("B->~(4->7DB))
z véty o dedukci plyne
A ——B|-4A&B
tedy
AB|-4A&B

z véty o dedukci

-A4->(B->(4&B)

Vyrokova logika 2
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Dusledek.

Uvédomime-li s1, ze ekvivalence A <-> B  je zkratkou
za formuli

(A4 ->B) & (B> A)

dostavame

(1) A <->B|- A->B

(i1) A <->B|- B->A4

(1i1) A>B&A->B|- A <>B

(1v) Pro libovolnou mnozinu formuli 7' a libovoln¢ formule
A,B z T|- A <->B plyne

T'|-A pravé kdyz T |- B.
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Dusledek.

(1)
(1)
(iii)

-A<->(4 & A) (idempotence)
- (A& B)<->(B&A) (komutativnost)

-(A&B) & () <->(4 & (B&())

(asociativnost)

(iv) |-(A;-=>...(4, >B)<>((4,& ... & A,) > B)
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Véta o ekvivalenci.

Necht’ formule A’ vznikne z formule 4 nahrazenim
nekterych vyskyti podformuli 4,, 4,, ..., 4, formulemi
A Ay, .. A

Je-li
-4 <->A4) |24, <->4y .- A, <->4)
potom

~A<-> A4’
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Diikaz.
Indukci podle slozitosti formule A.

a) A je vyrokova promeénna nebo néktera z formuli 4, j<n,
potom A’ je formule A4 .

b) A je formule — B potom z induk¢niho predpokladu pro B
dostavame

- B<->B’
a podle predchoziho dusledku (1)
-B->F8
a z (v5) také -4 ->A4 .
Opacna implikace se dokazuje podobné.
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c) A je¢ B->C azinduk¢niho predpokladu je
- B<->B>a |- C <->(C.
Potom také
- B ->B a |-C->C
nasledujici formule je tautologie (skladani implikaci)
- (B ->B)->((B->C) >((C >C) > (B ->C))
-(B->C)->(B ->() 2x MP

Opacna implikace se dokaze zaménou Carkovanych a
necarkovanych formuli.
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de Morganova pravidla.

(1)
(i1)

- (A &B) <->(—A4Av—B)
-—(AVvB) <-> (A&~ B)

Vyrokova logika 2

12



Dukaz.

Z (v3), (v4) a zavedeni ekvivalence plyne |[-4 <->—4

Uzitim véty o ekvivalenci dostavame

-~ (A&B) <->——(A4->—DB)
<->(—A4 ->—B)
<->(—Av—B)

Tvrzeni (11) se dokazuje obdobné.
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Dusledek.

(i) -4 ->AvB) |-B ->(4vB)
(i) -4 <-> (4 v A)

(ifi) |- (4 v B) <> (B v A)

(1v) |-(AvB)v(C)<->(dv(BvC())

Vyrokova logika 2
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Dukaz.

(1) Podle zavedeni disjunkce je |- (4 v B) <->(— A ->B)
proto formule 4 -> (4 v B) je obdobou (v2) a B-> (A4 v B)
je mstanci schematu (Al).

(1) - (1v) Pouzitim de Morganovych pravidel 1ze tato
tvrzeni prevest na jiz dokdzana tvrzeni o konjunkci.
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Lemma o diikazu rozborem pripadii.

Je-l1 T mnozZina formuli a A4, B, C jsou formule, potom

I,(AvB)|-C pravekdyz T,A|-C a T, B|-C
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Dukaz.

=>Je-i T,(A v B)|-C zmonotonnosti disjunkce a Véty
o dedukci dostavame 7,4 |-(AvB) a T,B |-(4v B)

odkudplyne 7,4 |-C a T, B |-C.

<=Je-linaopak 7,4 |-C a T, B |-C podle véty o
dedukci a (v5) dostavame

I,-C|-4 a T,-C|-— B

tedy I,-C|-"4A&—B konjunkce
I,—C|-—(4v B) de Morganovo pravidlo
T|-—C->—(4v B) VD
T,(AvB)]|-C (A3), VD

Vyrokova logika 2 17



Distributivnost konjunkce a disjunkce

) |AvB&() <->((AvB)&(dv ()

i) |- d&BvC0) <->(4&B)v(4d&B))

Vyrokova logika 2
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Dukaz.

(1) => Pouzijeme dikaz rozborem ptipadi. Plati

Al- (AvB) A|- (Adv O (monotonnost)
Tedy Al-(AvB) & (4v () (konjunkce)
Podobn¢

B&C|-B B&C|-C (konjunkce)

B&C|- AvB B&C|- Av C (monotonnost)
B&C|- (AvB)&(Adv ) (konjunkce)

podle véty o ditkazu rozborem piipadu

-(dv(B&C) ->((AvB)&(4v())
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(i) <= Plati

AvB)&Av(O)|-(AvB),(4v () (konjunkce)
Pfitom A v B je zkratka za implikaci —A4 ->B (1)
Tedy

—A, AvB|-B a—A4,AvC |- C
AvB)& (AvC(C) |- ~4->B &C(0)

VD konjunkce
- (AvB)& (Av(O)> (4Av (B &(O))

(1), VD

Tvrzeni (1) se dokazuje podobné.
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Normalni tvary vyrokovych formuli

Syntax

Vyrokove promenné

Literdly vyrokové proménne a jejich negace

Klauzule disjunkce literalu

Formule v konjunktivnim tvaru (CNF) konjukce klauzuli
Formule v disjunktivnim tvaru (DNF) disjunkce konjunkci

literalu
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P¥iklady

Necht p,,p,,..., p, Jsouvyrokové promenné.

a) (v "p3,vVps) &p & (p,Vvpr) je CNF

by p, & "p; & 7 pyy) Cpy & T p) je DNF
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Véta o normalnich tvarech.

Ke kazdé formuli A4 lze sestrojit formule A4,, 4,
v konjunktivnim a disjunktivnim tvaru, tak ze

A <>A, a |-A<>A,

Sestrojeni formuli A4, a A, budeme ilustrovat
prikladem.

Vyrokova logika 2
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Priklad.

M¢éjme formuli A4 tvaru
A= p->(q<->53)
“pv((g >s)&(s ->q))
—“pv((Cgvs)&(Tsvg)
(—pv—gvs)&(—pv—svq) (CNF)
“pv(g&Ts) (Cq&q)(s&ms)(s&q) (DNF)
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Je mnoho metod jak transformovat formule do normalnich
tvaru. Jsou syntaktické, sémantické nebo kombinuji syn-
takticky a sémanticky postup.

V uvedeném prikladu jsme postupovali syntakticky v nasle-
dujicich krocich:
 implikaci a ekvivalenci vyjadfit pomoci ostatnich spojek

e stlaCit negaci k vyrokovym proménnym pomoci de Morga-
novych pravidel pt1 vynechani dvojtych negaci

e pomoci distributivity konjunkce a disjunkce vyjadiit nor-
malni tvary CNF a DNF.
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Po sémanticke analyze DNF lze vynechat (sporné) kon-

junkce (g & qg) a (s& ).
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