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VÝrokovÁ a predikÁtovÁ logika

Petr ŀtQpÁnek
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Logika prvnÍho UÁdu

• je nejpouŞÍvanEjŁÍ a nejlÉpe prozkoumanÁ

• v r]znÉ mÍUe je sou7ÁstÍ Uady dalŁÍch logik

• je vÝhodnÉ za7Ít vÝkladem tÉto logiky
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OtÁzky

Je to pravda ?

sÉmantika

DÁ se to dokÁzat ?

axiomy, odvozovacÍ pravidla

(formÁlnÍ systÉm) 
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VyjadUovacÍ prostUedek

Jazyk prvnÍho UÁdu
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Jazyk obsahuje

(i) PromEnnÉ x, y, z, x1, x2, ... , y’, y’’,  ... neomezenE mnoho.

(ii) Funk7nÍ symboly f, g, h, ... , f1, f2, ... kaŞdÝ mÁ svou 

7etnost (po7et argument]) n > 0 .

(iii)PredikÁtovÉ symboly p, q, r, ... , p1, p2, ... kaŞdÝ mÁ

svou 7etnost n > 0 .

(iv) Symboly pro logickÉ spojky � negace ,  ° disjunkce, 

& konjunkce, -> implikace,  <->  ekvivalence .

(v) Symboly pro kvantifikÁtory $ univerzÁlnÍ "& existen7nÍ.
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Postup vÝkladu

Nebudeme pracovat se vŁemi logickÝmi symboly najednou. 

• Nejprve logickÉ spojky, tEmi se zabÝvÁ VÝrokovÁ logika.

• Potom kvantifikÁtory, to je    predikÁtovÁ logika  (bez 

rovnosti).

• Nakonec pUidÁme predikÁt rovnosti tak vznikne    .                     

.                                                               predikÁtovÁ logika s rovnostÍ.
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VÝrokovÁ logika
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Motivace.

Jak uŞ jejich nÁzev napovÍdÁ, logickÉ spojky spojujÍ r]znÁ

tvrzenÍ. V symbolickÉm jazyce jim UÍkÁme formule.

TÍm tvoUÍ sloŞitEjŁÍ tvrzenÍ, takÉ formule, kterÁ odpovÍdajÍ

souvEtÍm v pUirozenÉm jazyce.

Jazyk vÝrokovÉ logiky je velmi jednoduchÝ, nem]Şeme

o7ekÁvat, Şe jÍm bude moŞnÉ vyjÁdUit vŁechna tvrzenÍ.

Proto musÍme po7Ítat s tÍm, Şe formule, kterÉ logickÉ spojky

spojujÍ, budou obsahovat sloŞitEjŁÍ tvrzenÍ, tedy formule

kterÉ nelze vyjÁdUit jen spojkami. 

Ve formulÍch vÝrokovÉ logiky takovÝm tvrzenÍm vyhradÍme

mÍsta, sloty, do kterÝch je bude moŞnÉ vklÁdat.
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ProtoŞe formule vloŞenÉ do slot] nebudeme ve vÝrokovÉ

logice rozebÍrat, posta7Í nÁm jednotlivÉ sloty nEjak ozna7it.

K tomu pouŞijeme novÉ symboly, kterÉ budeme nazÝvat

vÝrokovÉ promEnnÉ. 

M]Şeme pUedpoklÁdat, Şe vÝrokovÝm promEnnÝm se jako

hodnoty pUiUazujÍ nEjakÉ formule predikÁtovÉ logiky, v7etnE

tEch, kterÉ v kontextu vÝrokovÉ logiky nelze rozebÍrat. 
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Jazyk prvnÍho UÁdu pro potUeby vÝrokovÉ logiky m]Şeme 

zjednoduŁit. Vyjdeme z neprÁzdnÉ mnoŞiny  P,  kterÁ m]Şe 

bÝt kone7nÁ i nekone7nÁ. JejÍ prvky nazÝvÁme  prvotnÍ

formule  nebo vÝrokovÉ promEnnÉ.

Jazyk vÝrokovÉ logiky obsahuje

(i) vÝrokovÉ promEnnÉ, tedy prvky mnoŞiny  P.

(ii) logickÉ spojky  � , ° , & , –> , <–>

(iii) pomocnÉ symboly (zÁvorky)  ( , ) , [ , ] , { , } ...  
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Formule

Je-li dÁn jazyk vÝrokovÉ logiky pak nÁsledujÍcÍ vÝrazy 

jsou formule.

(i) kaŞdÁ vÝrokovÁ promEnnÁ p Œ P je formule.  

(ii) jsou-li vÝrazy  A, B formule, pak vÝrazy

� A ,  (A ° B) , (A & B) , (A –> B) , (A <–> B)

jsou takÉ formule.

(iii) kaŞdÁ formule vznikne kone7nÝm uŞitÍm 

pravidel  (i) a (ii). 
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PUÍklad  (formule)

Je-li  P= {  p, q, r, s } mnoŞina vÝrokovÝch promEnnÝch,  pak

p, q, r, s                       jsou formule podle (i)

(p ° q)    (p & q)          jsou formule podle (ii)

((p ° q) –> (p & q))     je formule podle (ii)

Snadno se nahlÉdne, Şe vÝrazy

ppr (–>p)     (–> –>

nejsou formule.
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Co je moŞnÉ dosadit za vÝrokovÉ promEnnÉ (pUÍklady)

ReÁlnÁ 7Ísla

p1 z a2  > 0

p2 = a  Œ R                                         {a je reÁlnÉ 7Íslo}

p3 = a2 <  0

p4  =  ($x)(&y)(x + y = 0)              

Formule

p1                      p2 › p1

(� p3  & p4 )
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VloŞenÍm uvedenÝch formulÍ na mÍsta vÝrokovÝch promEn-

nÝch zÍskÁme formule jazyka predikÁtovÉ logiky. O tEch bu-

deme podrobnEji mluvit pozdEji.

V uvedenÝch pUÍkladech jde o formule, kterÉ nelze jen po-

mocÍ spojek rozebÍrat. Pro potUeby vÝkladu vÝrokovÉ logiky 

posta7Í pouŞÍvat namÍsto nich vÝrokovÉ promEnnÉ. 

Je to kratŁÍ a logickÉ spojky, kterÉ pouŞÍvÁme vÍce vynik-

nou. 
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Nejprve se budeme zabÝvat sÉmantikou vÝrokovÉ logiky.

Ta dÁvÁ odpovE@ na prvnÍ otÁzku

Je to pravda ?

PUesnEji, je tato formule pravdivÁ ?
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SÉmantika  vÝrokovÉ logiky

Formule vÝrokovÉ logiky jsou konstruovÁny nad mnoŞinou  P

vÝrokovÝch promEnnÝch (prvotnÍch formulÍ), kterÉ ve 

vÝrokovÉ logice neanalyzujeme. Jejich pravdivost tedy musÍ

bÝt dÁna z vnEjŁku.

MnoŞina pravdivostnÍch hodnot   {1,0}       {true, false}

(i) PravdivostnÍ ohodnocenÍ (valuace) vÝrokovÝch 

promEnnÝch z  P  je zobrazenÍ, kterÉ kaŞdÉ vÝrokovÉ

promEnnÉ z  P  pUiUadÍ pravdivostnÍ hodnotu  1  nebo  0.
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Je-li dÁno pravdivostnÍ ohodnocenÍ v vÝrokovÝch 

promEnnÝch, pak lze kaŞdÉ vÝrokovÉ formuli  A  jedno-

zna7nE pUiUadit pravdivostnÍ hodnotu    v(A)   nÁsledujÍcÍm 

zp]sobem

v(A) = v(p)                je-li A vÝrokovÁ promEnnÁ p

v(� A) = 0                 je-li v(A) = 1

= 1                 je-li v(A) = 0

v(A & B) = 1             je-li v(A) = v(B) = 1

= 0            jinak
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v(A ° B) = 0                   je-li v(A) = v(B) = 0

= 1                  jinak

v(A › B) = 0                 je-li v(A) = 1 a v(B) = 0

= 1                jinak

v(A “ B) = 1                je-li v(A) = v(B) 

= 0                jinak
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VÝrokovÉ spojky: sÉmantika

A B ¬  A A  & B A  V B A -> B A < -> B

1 1 0 1 1 1 1

1 0 0 0 1 0 0

0 1 1 0 1 1 0

0 0 1 0 0 1 1
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TÍkÁme, Şe    ち(A)  je pravdivostnÍ hodnota formule  A  

pUi  ohodnocenÍ v.                                                              

Z praktickÝch d]vod] pÍŁeme jen   v  mÍsto  v(A) .

TikÁme, Şe formule  A je pravdivÁ pUi ohodnocenÍ v , 

je-li v(A) =  1 , jinak je  A  nepravdivÁ.

Je-li formule  A  pravdivÁ pUi ohodnocenÍ v,    UÍkÁme, 

Şe   v je model A a pÍŁeme   v |=  A .

Pravdivost formule (pravdivostnÍ hodnota, model)



VÝrokovÁ logika 1 21

Je-li   v pravdivostnÍ ohodnocenÍ,   A  formule, nech[

R je mnoŞina vŁech vÝrokovÝch promEnnÝch ve 

formuli  A. 

Snadno se nahlÉdne,  Şe pravdivostnÍ hodnota formule   

A  pUi ohodnocenÍ v zÁvisÍ jenom na pravdivostnÍch 

hodnotÁch, kterÉ v pUiUazuje vÝrokovÝm promEnnÝm 

z  R.
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Tautologie, splnitelnÉ mnoŞiny formulÍ

Nech[ A  je formule,   T  je mnoŞina formulÍ.

(i) TÍkÁme, Şe  A  je tautologie, jestliŞe je pravdivÁ pUi 

kaŞdÉm ohodnocenÍ.  PÍŁeme    |=  A .

(ii) TÍkÁme, Şe mnoŞina formulÍ T  je splnitelnÁ

jestliŞe existuje pravdivostnÍ ohodnocenÍ v  takovÉ, Şe 

kaŞdÁ formule  A z  T  je pravdivÁ pUi ohodnocenÍ v.  

V takovÉm pUÍpadE UÍkÁme, Şe   v   je model  T.

(iii) TÍkÁme, Şe  A je (tautologickÝm) d]sledkem mnoŞi-

ny T  a pÍŁeme   T |= A , jestliŞe formule  A  je pravdivÁ v 

kaŞdÉm modelu mnoŞiny formulÍ T .
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PoznÁmka.

V definici d]sledku mnoŞiny formulÍ T je zahrnut i pUÍpad, 

kdy mnoŞina  T nenÍ splnitelnÁ. V takovÉm pUÍpadE T nemÁ

ŞÁdnÝ model a formule  A  je formÁlnE splnEna v kaŞdÉm 

modelu mnoŞiny  T .

FormÁlnÍ argument probÍhÁ nÁsledujÍcÍm zp]sobem: 

mnoŞina model] T je prÁzdnÁ, tedy formule  A je pravdivÁ v 

kaŞdÉm prvku prÁzdnÉ mnoŞiny a tedy v kaŞdÉm modelu  T .

Tento argument platÍ pro libovolnou formuli  A , tedy d]sled-

kem nesplnitelnÉ mnoŞiny formulÍ je kaŞdÁ formule. PozdEji 

ukÁŞeme, Şe nesplnitelnÁ mnoŞina formulÍ je spornÁ.
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PUÍklady

Definice pravdivosti dÁvÁ moŞnost rozhodnout o kaŞdÉ

formuli, zda je 7i nenÍ tautologiÍ. S tÍm spojenÝ algoritmus 

je vÝpo7tovE exponenciÁlnE sloŞitÝ.

A ° � A                                       ZÁkon vylou7enÉho tUetÍho

� (A & � A)                                Vylou7enÍ kontradikce

� (A & B)  <->  (� A ° � B) de Morganova pravidla

� (A ° B)  <->  (� A & � B)

�� A <-> A ZÁkon dvojitÉ negace
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Snadno se zjistÍ, Şe pro libovolnÉ ohodnocenÍ v   a 

libovolnÉ formule  A, B, je-li v   modelem   A a    A –>B

potom   v  je modelem    B.

Odtud takÉ plyne, Şe pro libovolnou mnoŞinu formulÍ T  

a formuli  A, plyne

T |=  A   a    T |=  A –>B implikuje      T |=  B



VÝrokovÁ logika 1 26

To je sÉmantickÉ zd]vodnEnÍ odvozovacÍho pravidla

modus ponens: Jsou-li formule A   a    A –>B pravdivÉ

pUi nEjakÉm ohodnocenÍ v ,  potom takÉ formule   B je 

pravdivÁ pUi ohodnocenÍ v .  Tedy

v (A)  =  v (A ->B)  = 1    potom    v (B) = 1

TÍkÁme, Şe pravidlo modus ponens je korektnÍ.

6astokrÁt se odvozovacÍ pravidlo modus ponens zapisuje ve

tvaru

A          A –>B

B
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TotÉŞe platÍ i pro sÉmantickÝ d]sledek: jsou-li formule

A      a     A –>B .         pravdivÉ pUi ohodnocenÍ v , pUi kte-

rÉm jsou pravdivÉ vŁechny formule z mnoŞiny T , potom

je i formule B  pravdivÁ pUi ohodnocenÍ v .               

Tedy:

T  |=  A    a T  |=  A –>B implikuje T  |=  B  .           

a

T  |=  A               T  |=  A –>B

T  |=  B
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OdpovE@ na druhou otÁzku

DÁ se to dokÁzat ?

pUesnEji, je moŞnÉ danou formuli  A dokÁzat ?

dÁvÁ formÁlnÍ systÉm vÝrokovÉ logiky,  kterÝ teprve musÍme 

vytvoUit.
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FormÁlnÍ systÉm  vÝrokovÉ logiky

• Jazyk / Redukce jazyka

• Axiomy / schemata axiom]

• OdvozovacÍ pravidlo

• D]kazy

• D]kazy z pUedpoklad]

• VEta o dedukci
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Redukce jazyka

Chceme-li ÚspornE volit axiomy, je vÝhodnÉ redukovat 

po7et spojek na spojky zÁkladnÍ, v naŁem pUÍpadE na 

negaci a implikaci  � , –>  a ostatnÍ spojky z nich 

odvodit. UvedenÁ volba zÁkladnÍch spojek nenÍ jedinÁ

moŞnÁ, m]Şeme zvolit tUeba  � , &  nebo � , ° nehodÍ se 

° , <->  nebo -> , <-> nebo ->, ° a dalŁÍ.

Potom

(A ° B)     je zkratka za formuli     (� A –>B)

(A & B)    je zkratka za formuli   � (A –> � B)

(A <–> B) je zkratka za formuli   (A –> B) & (B –> A) 
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Axiomy

Jsou-li vÝrazy  A,  B,  C  formule, pak kaŞdÁ formule 

nÁsledujÍcÍch tvar] je axiom vÝrokovÉ logiky.

))(( ABA1A

)]()[())(( CABACBA2A

)()( BAAB3A
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ProtoŞe pro kaŞdou volbu formulÍ A,  B,  C vznikne no-

vÝ axiom - jedna instance  vÝraz] A1,  A2,  A3 UÍkÁme , 

Şe   A1,  A2,  A3   jsou   schemata axiom].

Z jazyka vÝrokovÉ logiky lze vytvoUit nekone7nE mnoho 

formulÍ, proto kaŞdÉ schema axiom] zastupuje nekone7nE

mnoho axiom] , kterÉ nazÝvÁme jeho   instancemi .

FormÁlnÍ systÉm vÝrokovÉ logiky mÁ tedy tUi schemata

axiom]. 

Je-li mnoŞina vÝrokovÝch promEnnÝch spo7etnÁ, je 

spo7etnÁ mnoŞina vŁech formulÍ a mnoŞina vŁech 

axiom].
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OdvozovacÍ pravidlo modus ponens (MP) je jedinÝm 

odvozovacÍm pravidlem vÝrokovÉ logiky.  

Z formulÍ A   a   A –>B odvo@ formuli    B. 

Pravidlo   modus ponens se 7asto zapisuje ve tvaru

A        A  -> B

A
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Formule   A1, A2 a A3 , kterÉ ur7ujÍ schemata axiom] jsou 

tautologie a kaŞdÝ axiom z nich odvozenÝ je takÉ tauto-

logie.

OdvozovacÍ pravidlo  modus ponens (MP)  je korektnÍ,  z 

formulÍ pravdivÝch pUi nEjakÉm ohodnocenÍ odvozuje 

pravdivÉ formule, speciÁlnE z tautologiÍ odvozuje tautologie.
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Definice.  (D]kaz, dokazatelnost)

(i) Je-li  A  formule, UÍkÁme, Şe kone7nÁ posloupnost 

formulÍ A1 , A2 , ... ,  An je d]kazem formule  A ,

jestliŞe

a)   An formule  A

b) a pro kaŞdÉ i ,  1 < i  < n je formule   Ai bu@ axiom  

nebo je odvozena pravidlem modus z pUedchozÍch formulÍ

v d]kazu   Aj , Ak , kde  j , k  <  i .                       .

(ii) Existuje-li d]kaz formule  A , UÍkÁme, Şe  A je 

dokazatelnÁ ve vÝrokovÉ logice  nebo, Şe   A je 

vEtou vÝrokovÉ logiky a pÍŁeme   |- A .



VÝrokovÁ logika 1 36

JednoduchÉ vEty vÝrokovÉ logiky

SestrojÍme posloupnost formulÍ, kterÁ bude d]kazem 

formule (v1).

A  –>  A (v1) 

|- A -> ((A -> A) -> A) instance  A1

|- (A -> ((A -> A) -> A)) -> [(A -> (A -> A)) -> (A -> A)]

instance  A2 

|- (A -> (A -> A)) -> (A -> A) modus ponens

|- A -> (A -> A)) instance  A1  

|- A -> A modus ponens
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Definice. (D]kaz z pUedpoklad])

Nech[ T je mnoŞina formulÍ, nech[ A je formule.        (i)  

TÍkÁme, Şe posloupnost formulÍ

A1 , A2 , ... , An

je d]kaz formule  A  z (mnoŞiny pUedpoklad])  T , jestliŞe  

(i)  An    je formule A ,

(ii) a pro kaŞdÉ i , 1 < i < n je kaŞdÁ fomule Ai   axiom 

nebo prvek T nebo je odvozena z pUedchozÍch formulÍ

Aj ,  Ak ,   j, k < i  pravidlem modus ponens.

(ii) Existuje-li d]kaz formule  A  z pUedpoklad] T, UÍkÁme, 

Şe  A  je dokazatelnÁ z T a pÍŁeme
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VEta o dedukci

Nech[ T  je mnoŞina formulÍ a nech[ A, B jsou formule, 

potom

T |- A -> B  prÁvE kdyŞ T ̌ {A} |- B
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PoznÁmky. MÍsto T ̌ {A} na pravÉ stranE pÍŁeme     .

T, A. PravÁ strana ekvivalence odpovÍdÁ tomu, jak se 

obvykle implikace dokazujÍ.

VEta o dedukci, je vEtou o existenci d]kaz]. Existuje-

li d]kaz tvrzenÍ na levÉ stranE ekvivalence, pak takÉ

existuje d]kaz tvrzenÍ na pravÉ stranE a naopak.
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D]kaz. 

=>   nech[

A1 , A2 , ... , An-1 , A –> B

je d]kaz formule A –>B z pUedpoklad] z mnoŞiny T .

Potom

A, A1 , A2 , ... , An-1 , An » A –>B , B

je d]kaz formule B z pUedpoklad] z mnoŞiny T , A .

Tedy T, A |- B
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<=   (myŁlenka)

Je-li

.                                        B1, B2, ... , Bm-1, Bm» B

d]kaz formule B, z pUedpoklad] z mnoŞiny T , A ,  pro 

kaŞdÉ 1 < i < m  dokÁŞeme

T  |- A –> Bi

nakonec

.                                             T  |- A –> Bm » B 

dÁvÁ poŞadovanÝ vÝsledek

T  |- A –> B

Postupujeme indukcÍ, jak je znÁzornEno na dalŁÍch snÍmcÍch.
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A –> B1, B2 , B3 ,... , Bm-1, Bm

.     D
1

.                  
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A –> B1,  A –> B2 , B3 ,... , Bm-1, Bm

.     D
1

.                  

D2
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A –> B1,  A –> B2 , A –> B3 ,... , A –> Bm-1,  A –> Bm

.     D
1

.                  

D2

D3
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A –> B1,  A –> B2 , A –> B3 ,... , A –> Bm-1,  A –> Bm

.     D
1

.                  

D2

D3

.                                                               ^
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A –> B1,  A –> B2 , A –> B3 ,... , A –> Bm-1,  A –> Bm» B

.     D
1

.                  

D2

D3

.                                                               ^

Dm

SpojenÍm vŁech d]kaz] D1, D2, ... , Dm dostaneme d]kaz

T |- A –> B 
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<=   formÁlnE. 

Nech[ T ̌ {A} |- B a nech[ B1, B2, ... , Bm » B je 

d]kaz  B z pUedpoklad] T, A. Omezenou indukcÍ pro                 

j, 1 < j < m    dokÁŞeme  T |- A –> Bj .

TÍm pro   j = m   d]kaz bude  hotov.  
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PUedpoklÁdÁme, Şe  pro vŁechny formule   Bk ,  k < j jiŞ

bylo dokÁzÁno   T |- A –> Bk .     Rozebereme 7tyUi pUÍpady:  

1)  Bj je axiom vÝrokovÉ logiky, potom    Bj –> (A –> Bj )   je 

instancÍ schematu A1  a      T |- A –> B odvodÍme po-

mocÍ pravidla modus ponens.

2) Bj je pUedpoklad z  T. Postupujeme stejnE jako v pUede-

ŁlÉm pUÍpadE.

4)  Bj je odvozena z formulÍ Bi, Bk i , k  <  j  pra-

vidlem modus ponens. Bez Újmy na obecnosti m]Şeme 

pUedpoklÁdat, Şe   Bi je tvaru   Bk –> Bj

3)  Bj je formule A , potom A –> Bj je vEta (v1). 
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Podle induk7nÍho pUedpokladu

T |- A –> Bk

T |- A –>  (Bk –> Bj ) (1)

Ze schematu A2  plyne

T |- (A –> (Bk –> Bj)) –> [(A –> Bk) –> (A –> Bj )] 

Odkud dvojÍm pouŞitÍm pravidla modus ponens z pUed-

poklad] (1)  dostÁvÁme

T |- A –> Bj

pro kaŞdÉ j , 1 < j < m .     Pro   j = m  je   Bm » B   a

vEta je dokÁzÁna.
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“nEco jako Speedup (zrychlenÍ)“

|- A –> A                                     (v1)

A |- A 

PomocÍ VEty o dedukci  „dostÁvÁme“ d]kaz  (v1)  v jednom 

kroku mÍsto p]vodnÍch pEti.

Tato ukÁzka zrychlenÍ (speedupu) d]kazu nenÍ korektnÍ , pro-

toŞe jsme vEtu (v1)  pouŞili v d]kazu VEty o dedukci .
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PUÍklady pouŞitÍ

|- (A –> B) –> [(B –> C) –> (A  –> C)]      (1)

(A –> B)  |- (B –> C) –> (A  –> C)

(A –> B) , (B –> C) |- A  –> C

(A –> B) , (B –> C) , A |- C (2)

SklÁdÁnÍ implikacÍ

K d]kazu (1) sta7Í dvojÍm pouŞitÍm pravidla modus ponens z pUed-

poklad] danÝch v  (2)  dokÁzat  C.

A          A ->  B                           B B ->  C

B                                      C
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ZÁmEna antecedent].

|- ((A –> (B –> C )) –> ((B –> (A –> C))              (3)

((A –> (B –> C )) |- (B –> (A –> C) 

((A –> (B –> C )) , B |- (A –> C) 

((A –> (B –> C )) , B , A  |- C                              (4) 

K d]kazu (3) sta7Í dvojÍm pouŞitÍm pravidla modus ponens z pUed-

poklad] danÝch v  (4)  dokÁzat  C. (ObrÁcenÁ implikace k (3) se 

dokÁŞe stejnÝm zp]sobem, jenom zamEnime jmÉna formulÍ).

A (A  ->  (B -> C ))                  B (B -> C ))

(B -> C)                                      C

V uvedenÝch pUÍkladech se d]kazy opÍraly jen o VEtu o dedukci a 

pravidlo modus ponens.
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DalŁÍ pomocnÉ vEty.

|- � A –> (A –> C ) (v2)

JinÝmi slovy

|- � A –> (A –> Cokoliv) (v2)
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TÍm je vEta (v2) dokÁzÁna.

|- � A –> (A –> C )                                (v2)

|- � A –> (� B –> � A )           schema  A1

� A |- � B –> � A VEta o dedukci (VD)

� A |- A –> B                          A3 , MP

|- � A –> (A –> B)                   VD



VÝrokovÁ logika 1 55

|- �� A –> A                                               (v3)

|- �� A –> (� A –> ��� A)                          (v2)

�� A |- � A –> ��� A                                 VD

�� A |- �� A –> A                                       A3 , MP

�� A |- A                                                      VD

|- �� A –> A                                                 VD



VÝrokovÁ logika 1 56

Formuli (v3) lze zapsat ve tvaru  

� A ° A

a to je zÁkon  vylou7enÉho tUetÍho (tertium non datur). 

NaŁe logika je tedy klasickÁ, ne intuicionistickÁ.
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|- A –> �� A                                  (v4) 

|- ��� A –> � A (v3)

|- A –> �� A A3 , MP 
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|- (A –> B) –> (� B –> � A)               (v5)

�� A , A –> B |- A (v3) , MP

(tedy �� A , �� A  –>A |- A , odkud)

�� A , A –> B |- �� B MP

(vÍme |- B –> �� B ) podle (v4) 

A –> B |- �� A –> �� B                      VD

A –> B |- � B –> � A    A3 , MP

|- (A –> B) –> (� B –> � A) VD
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|- A –> (� B –> � (A –> � B))                    (v6)

A , A –> � B |- � B                                      MP

A |- (A –> � B ) –> � B                               VD

A |- � B –> � (A –> � B)                             (v5), MP 

|- A –> (� B –> � (A –> � B)) VD
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|- (� A –> A ) –> A                                  (v7)

|- � A  (� A –> �( � A –> A ))                (v6)

� A |- � A –> �( � A –> A ))                    VD

� A |- �( � A –> A ))                                VD

|- � A –> �( � A –> A ))                           VD

|- ( � A –> A ) –> A                                   A3 , MP
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Cvi7enÍ.

DokaŞte

a) |- (A › � B) › (B › � A)

b) |- (� A › B) › (� B › A)
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Cvi7enÍ A

Nech[ T  a  S  jsou mnoŞiny formulÍ. DokaŞte: 

a) T  Ø Con(T)

b)             je-li  T Ø S   potom  Con(T) Ø Con(S)

c)                    Con(Con(T)) =  Con(T)

d)  je-li   T   bezespornÁ , potom takÉ Con(T)  je bezespornÁ.

MnoŞinu vŁech formulÍ dokazatelnÝch z  T ozna7Íme  

Con(T), tedy

Con(T) = {A | T |- A}
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Bezespornost mnoŞiny pUedpoklad]

TÍkÁme, Şe mnoŞina  T  vÝrokovÝch formulÍ je spornÁ, 

jestliŞe je z nÍ moŞno dokÁzat kaŞdou formuli.

Jinak UÍkÁme, Şe mnoŞina  T  je bezespornÁ.

V analogii k predikÁtovÉ logice budeme nEkdy mnoŞinu 

vÝrokovÝch formulÍ T  nazÝvat teoriÍ.
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VEta

Pro kaŞdou formuli A platÍ

T |- A   prÁvE kdyŞ T ̌ {� A} je spornÁ mnoŞina.

D]kaz. (=> )   Je-li formule A   dokazatelnÁ z   T,

tedy je-li

T |- A                                                               (1)

podle vEty  (v2)  platÍ

|- � A -> (A -> B)         kde B je libovolnÁ formule,
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|- A -> (� A -> B)                                     (2)

T |- (� A -> B)                                 (1) , (2) , MP          

T , � A |- B)                                       VD

odkud pravidlem modus ponens pomocÍ (1)  odvodÍme

T , � A |- B                                                               

kde B je libovolnÁ formule, to znamenÁ, Şe    T ̌{� A } 

je spornÁ mnoŞina formulÍ.

ZbÝvÁ odvodit obrÁcenou implikaci.

zÁmEnou pUedpoklad] v implikaci (v2) dostaneme
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DostÁvÁme

T , � A |- A                              odtud VEtou od dedukci

T |- � A -> A                   (3)        podle (v7) platÍ

|- (� A -> A )  -> A

T |- A                                                       (3) , MP

TÍm je vEta dokÁzÁna.

( <=)  Je-li mnoŞina T ̌{� A }   spornÁ,  potom z nÍ lze

odvodit libovolnou formuli, napUÍklad formuli A . 
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DokÁzali jsme nEkolik pomocnÝch vEt  vÝrokovÉ logiky.

NynÍ se budeme zabÝvat vztahem vEt odvoditelnÝch ve 

formÁlnÍm systÉmu vÝrokovÉ logiky a formulemi 

sÉmanticky pravdivÝmi, tedy tautologiemi.

NaŁÍm cÍlem je dokÁzat  VEtu o Úplnosti, kterÁ dÁvÁ

dohromady oba pojmy:  pojem vEty  a  pojem tautologie.
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VEty Tautologie

FormÁlnÍ systÉm SÉmantika

?
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VEty Tautologie

FormÁlnÍ systÉm SÉmantika

VEta o Úplnosti:
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VEta o Úplnosti
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Bezespornost a maximalita

Nech[ T  je mnoŞina formulÍ

(i) TÍkÁme, Şe  T  je spornÁ,  (nekonzistentnÍ),   jestliŞe  

libovolnÁ formule   A je dokazatelnÁ z pUedpoklad] T,

jinak je T   bezespornÁ (konzistentnÍ).

(ii) T je maximÁlnÍ bezespornÁ mnoŞina , jestliŞe je be-

zespornÁ a neexistuje bezespornÁ mnoŞina  T’ , kterÁ je 

r]znÁ od   T  a obsahuje  T.
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VEtu o Úplnosti dokÁŞeme jako d]sledek silnEjŁÍho tvrzenÍ

VEty o bezespornosti a splnitelnosti.
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Cvi7enÍ B

Nech[ T   je mnoŞina formulÍ vÝrokovÉ logiky a nech[

A ,B jsou libovolnÉ formule

a) mnoŞina T   je spornÁ, prÁvE kdyŞ T  |- A & � A

pro nEjakou formuli A .

V dalŁÍm pUedpoklÁdejme, Şe T  maximÁlnÍ bezespornÁ

mnoŞina, potom

b) T |- A    platÍ, prÁvE kdyŞ formule A  je prvkem T ,

c)      pro libovolnou formuli   A ,  prÁvE jedna z fomulÍ

A , � A je prvkem   T ,
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e)  disjunkce   A ° B  je prvkem   T ,  

prÁvE kdyŞ

A  nebo  B je prvkem   T .

d)  konjunkce A & B  je prvkem T ,

prÁvE kdyŞ

formule  A  a  B leŞÍ v   T ,
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VEta   (Lindenbaum)

KaŞdnou bezespornou mnoŞinu formulÍ T lze rozŁÍUit 

do maximÁlnÍ bezespornÉ mnoŞiny   S  ,   T Ø S .
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UspoUÁdejme vŁechny formule jazyka do posloupnosti

A1, A2 , ... , An , ...                        (1)

na uspoUÁdÁnÍ formulÍ nezÁleŞÍ, d]leŞitÉ je, aby posloup-

nost byla prostÁ.

VytvoUÍme neklesajÍcÍ posloupnost bezespornÝch mnoŞin

T = T0 Ø T1 Ø T2 Ø ...   Ø Tn Ø ...

nÁsledujÍcÍm postupem.

D]kaz.
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Je-li T ̌ { A1} bezespornÁ mnoŞina poloŞÍme                     

.                                         T1 =  T ̌ {A1} ,                                 

je-li spornÁ, pak                                                           

.                                         T1 =  T

V  i -tÉm kroku testujeme zda mnoŞina   Ti  ̌ {Ai }

je bezespornÁ. V kladnÉm pUÍpadE poloŞÍme                   

.                                       Ti+1 =  Ti  ̌ {Ai }

je-li spornÁ, poloŞÍme                                                      

.                                       Ti+1 =  Ti  .

Nech[ S je sjednocenÍ vŁech mnoŞin  Tn .

Nejprve ukÁŞeme, Şe S  je bezespornÁ mnoŞina. 
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Nech[

C1, C2, ... , Cm (1)                

jsou  vŁechny formule z  S, kterÉ se vyskytujÍ v uvede-

nÉm d]kazu.  Z pUedpoklad] (1) lze tedy dokÁzat spor.

PUedpoklÁdejme naopak, Şe  S  nenÍ bezespornÁ. Po-

tom existuje d]kaz sporu, z pUedpoklad] S

B1, B2, ... , Bn

(napUÍklad d]kaz formule  p &�p ) .

Pak pro nEjakÝdostate7nE velkÝ index   k jsou vŁechny 

formule z (1) jsou prvkem mnoŞiny   Tk , kterÁ je podle 

konstrukce bezespornÁ - spor .
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ZbÝvÁ dokÁzat, Şe  S  je maximÁlnÍ bezespornÁ mnoŞina. 

PUedpoklÁdejme, Şe  S� je bezespornÁ mnoŞina a   S Ø S� .

Pro kaŞdou formuli    An z posloupnosti formulÍ (1) , 

kterÁ je prvkem  S� je mnoŞina   

Tn+1 = Tn ̌ {An } Ø S

bezespornÁ, a tedy   An je prvkem  S .

UkÁzali jsme, Şe   S = S� , a tedy   S je maximÁlnÍ.
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VEta o bezespornosti a splnitelnosti

T  je bezespornÁ, prÁvE kdyŞ je splnitelnÁ.

Je-li  T  mnoŞina formulÍ vÝrokovÉ logiky, potom
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D]kaz.

a) PUedpoklÁdejme, Şe  T  je splnitelnÁ a  v  je model   T ,

tedy  v  |=  T .

UkÁŞeme, Şe kaŞdÁ formule dokazatelnÁ z pUedpoklad] T,  je 

pravdivÁ pUi ohodnocenÍ v.  Postupujeme indukcÍ. 

Nech[ A1, A2, ... , An je d]kaz formule   An z  pUedpo-

klad] T.   

Pro libovolnÉ m , m < n platÍ

Je-li    Am axiom vÝrokovÉ logiky, nebo prvek  T, platÍ

v |=   Am .



VÝrokovÁ logika 2 13

Je-li  Am odvozena z formulÍ Ai Ai ›Am pravidlem  modus 

ponens, pak z induk7nÍho pUedpokladu a korektnosti pravid-

la modus ponens dostÁvÁme   ち |=  Am .

Tedy kaŞdÁ formule dokazatelnÁ z pUedpoklad] T   je 

pravdivÁ pUi ohodnocenÍ v.

ProtoŞe  p & � p pro vÝrokovou promEnnou  p

nenÍ pravdivÁ pUi ohodnocenÍ v,  nenÍ tato formule doka-

zatelnÁ z  T a   T je bezespornÁ mnoŞina.  
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b) NynÍ pUedpoklÁdejme, Şe   T  je bezespornÁ. Podle 

Lindenbaumovy vEty, lze  T  rozŁÍUit do maximÁlnÍ

bezespornÉ nadmnoŞiny   S.

Nech[ v  je pravdivostnÍ ohodnocenÍ, kterÉ je modelem  T, 

tedy ohodnocenÍ definovanÉ vztahem

v (p) = 1    prÁvE kdyŞ p Œ S 

je takÉ modelem  T .

Pro libovolnou formuli   A dokÁŞeme

A Œ S prÁvE kdyŞ ち |=  A (1)
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Postupujeme indukcÍ podle sloŞitosti formule  A.

PUÍmo z definice plyne (1) pro  vÝrokovÉ promEnnÉ.

Ze cvi7enÍ c)  plyne, Şe platÍ-li  (1)  pro  B, pak 

platÍ i pro  � B .

Ze cvi7enÍ e) plyne, Şe platÍ-li   (1)   pro  � B a C , 

pak  platÍ i pro  B › C . 

TÍm  je   (1)   dokÁzÁno pro libovolnou formuli   A . 

Tedy  ち je modelem   S a podle Lindenbaumovy vEty 

je  T  Ø S , to znamenÁ, Şe  ち je takÉ modelem   T.

MnoŞina  T  je tedy splnitelnÁ.
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c)      pro libovolnou formuli   A ,  prÁvE jedna z fomulÍ

A , � A je prvkem   T ,

e)  disjunkce   A ° B  je prvkem   T ,  

prÁvE kdyŞ

A  nebo  B je prvkem   T .
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D]sledek.                VEta o Úplnosti.  

Je-li  T  mnoŞina formulÍ,   A  formule, potom platÍ

(i)                     T |- A   prÁvE kdyŞ T |=  A 

(ii)                       |- A   prÁvE kdyŞ |=  A 

Z (ii) plyne, Şe

A  je vEtou vÝrokovÉ logiky prÁvE kdyŞ A  je tautologie.
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D]kaz.   (i) VÍme, Şe

T |- A   prÁvE kdyŞ T  ̌ {� A }  je spornÁ

prÁvE kdyŞ T  ̌ {� A }  je nesplnitelnÁ

prÁvE kdyŞ T |=  A 

(ii)  TvrzenÍ je speciÁlnÍm pUÍpadem  (i)  pro  T =  0.
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D]sledek.

VÝrokovÁ logika je bezespornÁ.

D]kaz. Z VEty o Úplnosti plyne, Şe ve vÝrokovÉ logice 

jsou dokazatelnÉ prÁvE tautologie. 

Pro kteroukoli vÝrokovou promEnnou   p ,  formule              

.                                               p & � p                                  

nenÍ tautologie, a proto nenÍ vEtou vÝrokovÉ logiky.

Podle definice je tedy vÝrokovÁ logika bezespornÁ.
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VEta o kompaktnosti.

MnoŞina formulÍ T  je splnitelnÁ, prÁvE kdyŞ je 

splnitelnÁ kaŞdÁ kone7nÁ podmnoŞina  mnoŞiny  T.

D]sledek.

Je-li   T |=  A ,                                                              

.               pak existuje kone7nÁ podmnoŞina  T� Ø T ,                      

. takovÁ, Şe   T� |=  A . 
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D]kaz. VEty o kompaktnosti.

a) (->) Je-li mnoŞina formulÍ T  splnitelnÁ, pak je 

splnitelnÁ i kaŞdÁ jejÍ 7Ást.

b) (<- ) PUedpoklÁdejme, Şe  T nenÍ splnitelnÁ. Podle vEty o 

splnitelnosti je mnoŞina  T  spornÁ. Tedy  T |- p & � p pro 

nEjakou vÝrokovou promEnnou.                                           

Ale d]kaz sporu vyuŞÍvÁ jen kone7nou podmnoŞinu  T�

mnoŞiny  T.  Tedy  T� je spornÁ a proto nenÍ ani splnitelnÁ. 

UkÁzali jsme, Şe pokud mnoŞina  T  nenÍ splnitelnÁ, pak 

existuje jejÍ kone7nÁ podmnoŞina, kterÁ takÉ nenÍ splnitelnÁ.
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D]kaz. D]sledku vEty o kompaktnosti. 

PUedpoklÁdejme      T |= A .

Z vEty o Úplnosti dostÁvÁme                                                            

.                                               T�|- A                                                  (1)

pro nEjakou kone7nou podmnoŞinu  T� mnoŞiny  T   sestÁva-

jÍcÍ z formulÍ, kterÉ se pouŞijÍ v d]kazu na pravÉ stranE

tvrzenÍ (1).

PouŞijeme-li vEtu o Úplnosti a dostÁvÁme   T� |= A . . .                             
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NormÁlnÍ tvary vÝrokovÝch formulÍ
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Ke kaŞdÉ formuli dovoluje vÝrokovÁ logika  sestrojit  

ekvivalentnÍ formuli v ur7itÉm standardnÍm tvaru. Jsou 

to tvary vÝrokovÝch formulÍ, kterÉ lze pouŞÍt jako vstup 

do po7Íta7e.

PotUebujeme

•VEdEt nEco o dokazovÁnÍ formulÍ s odvozenÝmi spojkami.

•VEtu o ekvivalenci (kterou jsme mohli dokÁzat jiŞ dUÍve).

•NormÁlnÍ tvary vÝrokovÝch formulÍ. (Jsou dva).
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Lemma.

(i)   A & B |- A       a          A & B |- B

podle VEty o dedukci dostÁvÁme

|- (A & B) ->A     a      |- (A & B) ->A 

(ii)   A, B  |- A & B

a podle VEty o dedukci

|- (A -> (B  -> (A & B)))
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D]kaz.

(i) VÝraz  A & B je zkratkou pro formuli   � (A -> � B) .

Podle  (v2) platÍ

odkud |- � (A -> � B) -> A               (v3), (v5),MP

Zbytek plyne z vEty o dedukci. 

tedy |- (A & B) -> A

|- � A -> (A -> � B)
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D]kaz druhÉho tvrzenÍ v (i)

|- � B -> (A -> ¬ B)                           instance axiomu (A1)

|- � (A -> � B) -> B                                                 (v5), MP

|- (A & B) -> B
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D]kaz (ii) z (v6) dostÁvÁme

|- A -> (�� B -> � (A -> � B))

z  vEty o dedukci plyne

A, ��B |- A & B                                                 (v3)

tedy

A,B |- A & B

z vEty o dedukci

|- A -> (B -> (A & B)
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D]sledek.

UvEdomÍme-li si, Şe ekvivalence  A  <-> B je zkratkou 

za formuli

(A -> B) & (B -> A)

dostÁvÁme

(i)                    A  <-> B |- A -> B

(ii)                   A  <-> B |- B -> A

(iii)                 A -> B & A -> B |- A  <-> B

(iv) Pro libovolnou mnoŞinu formulÍ T a libovolnÉ formule 

A, B  z  T |- A  <-> B plyne

T |- A prÁvE kdyŞ T |- B .
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D]sledek.

(i)             |- A <- > (A & A)                   (idempotence)

(ii)            |- (A & B) < - > (B & A)      (komutativnost)

(iii)           |- ((A & B) & C) < - > (A & (B & C))

(asociativnost)

(iv)   |- (A1 -> … (An -> B)) <-> ((A1 & … & An ) -> B )
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VEta o ekvivalenci.

Nech[ formule   A� vznikne z formule  A  nahrazenÍm 

nEkterÝch vÝskyt] podformulÍ A1, A2, … , An formulemi

A1’, A2’, … , A’n .

Je-li

|- A1<- > A1’ |- A2, <- > A2’ … |- An <- > An’

potom

|- A <- > A’
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D]kaz.

IndukcÍ podle sloŞitosti formule  A.

a) A  je vÝrokovÁ promEnnÁ nebo nEkterÁ z formulÍ Aj j < n ,

potom A’ je formule A .

b) A je formule  � B  potom z induk7nÍho pUedpokladu pro B

dostÁvÁme

|- B <-> B’

a podle pUedchozÍho d]sledku (i)

|- B -> B’

a z (v5) takÉ |- A’ -> A .

Opa7nÁ implikace se dokazuje podobnE.
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c)  A  je   B -> C  a z induk7nÍho pUedpokladu je

|- B <-> B’ a   |- C  <-> C’ .     

Potom takÉ

|- B’ -> B  a    |- C  -> C’

nÁsledujÍcÍ formule je tautologie  (sklÁdÁnÍ implikacÍ)

|- (B’ -> B) -> ((B -> C)  -> ((C  -> C’)  -> (B’ -> C’)))

|- (B -> C) -> (B’ -> C’)                2x MP

Opa7nÁ implikace se dokÁŞe zÁmEnou 7ÁrkovanÝch a 

ne7ÁrkovanÝch formulÍ.
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de Morganova pravidla.

(i)               |- � (A & B)  < - >  (� A ° � B)

(ii)              |- � (A ° B)  < - >  (� A & � B)
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D]kaz.

Z (v3), (v4) a zavedenÍ ekvivalence plyne    |- A  <-> �� A

UŞitÍm vEty o ekvivalenci dostÁvÁme 

TvrzenÍ (ii) se dokazuje obdobnE.

|- � (A & B)  < - > �� (A -> � B)

< - > (�� A  -> � B)

< - > (� A ° � B)
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D]sledek.

(ii)   |- A  <-> (A ° A)                                     (idempotence)

(iii)  |- (A ° B) <-> (B ° A)                             (komutativnost)

(iv)  |- ((A ° B) ° C) <-> (A ° (B ° C))         (asociativnost)

(i)    |- A  -> (A ° B)    |- B   -> (A ° B)          (monotonnost)
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D]kaz.

(i) Podle zavedenÍ disjunkce je    |- (A ° B) <-> (� A ->B) 

proto formule  A -> (A ° B)  je obdobou (v2)  a  B -> (A ° B) 

je instancÍ schematu (A1).  

(ii) - (iv)  PouŞitÍm de MorganovÝch pravidel lze tato 

tvrzenÍ pUevÉst na jiŞ dokÁzanÁ tvrzenÍ o konjunkci.
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Lemma o d]kazu rozborem pUÍpad].

Je-li  T  mnoŞina formulÍ a  A, B, C jsou formule, potom

T, (A ° B) |- C    prÁvE kdyŞ T, A |- C   a   T, B |- C 
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D]kaz.

=> Je-li  T , (A ° B) |- C   z monotonnosti disjunkce a VEty 

o dedukci dostÁvÁme   T, A  |- (A ° B)  a   T, B  |- (A ° B)

odkud plyne     T, A  |- C   a    T, B  |- C.

<= Je-li naopak T, A  |- C   a    T, B  |- C podle vEty o 

dedukci a (v5) dostÁvÁme

tedy           T, � C |- � A & � B                          konjunkce

T, � C |- � (A ° B)         de Morganovo pravidlo

T |- � C -> � (A ° B)                       VD

T , (A ° B) |- C                                  (A3), VD

T, � C |- � A   a   T, � C |- � B 
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Distributivnost konjunkce a disjunkce

(i)       |- (A ° (B & C))  < - > ((A ° B ) & (A ° C))

(ii)      |- (A & (B ° C))  < - >  ((A & B) ° (A & B))
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D]kaz.

(i)  =>  PouŞijeme d]kaz rozborem pUÍpad]. PlatÍ

Tedy            A |- ((A ° B)  &  (A ° C))               (konjunkce) 

A |- (A ° B)     A |- (A ° C)           (monotonnost)

PodobnE

B & C |- B       B & C |- C              (konjunkce)

B & C |- A ° B    B & C |- A ° C   (monotonnost)

B & C |- (A ° B) & (A ° C)            (konjunkce)

podle vEty o d]kazu rozborem pUÍpad]

|- (A ° (B & C))  -> ((A ° B) & (A ° C)) 
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(i) <=  PlatÍ

(A ° B) & (A ° C)) |- (A ° B) , (A ° C)     (konjunkce)

PUitom    A ° B   je zkratka za implikaci � A -> B (1)

Tedy

� A ,  A ° B |- B   a � A ,  A ° C |- C

(A ° B) &  (A ° C)  |- � A -> (B & C)

VD konjunkce

|- ((A ° B) &  (A ° C)) -> (A ° (B & C))

(1) , VD

TvrzenÍ (ii) se dokazuje podobnE.
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NormÁlnÍ tvary vÝrokovÝch formulÍ

Syntax

• VÝrokovÉ promEnnÉ

• LiterÁly vÝrokovÉ promEnnÉ a jejich negace

• Klauzule disjunkce literÁl]

• Formule v konjunktivnÍm tvaru (CNF) konjukce klauzulÍ

• Formule v disjunktivnÍm tvaru (DNF) disjunkce konjunkcÍ

.                                                               literÁl]



VÝrokovÁ logika 2 22

PUÍklady

Nech[ p1 , p2 , ... ,  pn jsou vÝrokovÉ promEnnÉ.  

a)     (p1 ° � p3 , ° p5 )  &  p1 &  (p2 ° p7 )         je  CNF

b) (p2 &  � p3 &  � p10 )  (� p2 &  � p1 )                je  DNF
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VEta o normÁlnÍch tvarech.

Ke kaŞdÉ formuli   A  lze sestrojit formule  Ak , Ad 

v konjunktivnÍm a disjunktivnÍm tvaru, tak Şe

|- A <->  Ak a     |- A <->  Ad    

SestrojenÍ formulÍ Ak a    Ad   budeme ilustrovat

pUÍkladem. 
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PUÍklad.

MEjme formuli A tvaru

A » p -> (q <-> s)

� p ° ((q -> s) & (s -> q)) 

� p ° ((� q ° s) & (� s ° q))

(� p ° � q ° s) & (� p ° � s ° q)               (CNF)

� p ° (� q & � s)  (� q & q) (s &� s) (s & q)     (DNF) 
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Je mnoho metod jak transformovat formule do normalnÍch

tvar]. Jsou syntaktickÉ, sÉmantickÉ nebo kombinujÍ syn-

taktickÝ a sÉmantickÝ postup. 

V uvedenÉm pUÍkladu jsme postupovali syntakticky v nasle-

dujÍcÍch krocÍch:

• implikaci a ekvivalenci vyjÁdUit pomocÍ ostatnÍch spojek

• stla7it negaci k vÝrokovÝm promEnnÝm pomocÍ de Morga-

novÝch pravidel pUi vynechÁnÍ dvojtÝch negacÍ

• pomocÍ distributivity konjunkce a disjunkce vyjÁdUit nor-

mÁlnÍ tvary CNF  a DNF.
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Po sÉmantickÉ analÝze DNF lze vynechat (spornÉ) kon-

junkce (� q & q)  a  (s & � s) . 


