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Temporalni logika poskytuje rdmec a prostfedky pro analyzu
dynamickych (imperativnich) stavovych systému a hraje zde
stejnou ulohu jakou ma klasicka logika pro matematicke syste-
my.

V intuitivnim smyslu stavove systémy zahrnuji ,,stavy* a vyka-
zuji ,,chovani* pi1 pruchodu posloupnostmi takovych stavu.

Mame na mysli naptiklad, programové moduly, komunikacni
protokoly, databazové systemy, logickeé obvody, Cipy a obecné
vypocetni procesy, které pri provadéni prochdzeji urCitymi stavy
a vykazuji specificke chovani.
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Podobné jako v klasické logice je vhodne zacit s vyrokovu
versi temporalni logiky.

Ingredience

Stavy. K popisu stavu pouzijeme vyrokove konstanty misto
vyrokovych proménnych. Vyrokové konstanty vyjadiuji
jednoducha tvrzeni napriklad ,,globalni proménna x ma
hodnotu 10,

K popisu vSech stavil pouzijeme mnozinu vyrokovych kon-
stant, ktera muze byt konecna 1 nekonecna. Stav je uren
pravdivostnim ohodnocenim vSech vyrokovych konstant.

K popisu konkrétnich systému obvykle postaci konecna
mnozina vyrokovych konstant.
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Cas. Podobné jako vypoéetni procesy postupuji v jednotli-
vych krocich, uvazujeme Cas diskretni sestavajici z jednotli-
vych ¢asovych bodu od poc¢atecniho bodu (okamziku) k dal-
Sim (budoucim) ¢asovym bodum.

Budoucnost systému lze modelovat riznym usporadanim
casovych bodil. Nejjednodussim a veelku realistickym pred-

pokladem je usporadani casovych bodl do linearni mnoZiny.

V takovém piipadé budou Casove body tvorit konecnou nebo
nekonecnou posloupnost, kterou ocislujeme prirozenymi Cisly

My, My, My, My, . ., , M,
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Takové usporadani pouziva Vyrokova linearni temporalni
logika (LTL).

buovane¢ vypocty se pouzivaji 1 jina usporadani ¢asovych
bodl naptiklad ve tvaru stromu. Pak mluvime o vétvicim se
case.

Je-li V' mnoZina vyrokovych konstant, jazyk vyrokove
temporalni logiky L, sestava ze

* vSech vyrokovych konstant z mnoziny V a

e symbolu false > o o ( )
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Definice. (Formule LTL)

1. Kazda vyrokova konstanta z mnoziny V' je formule.
false je formule.

Jsou-l1 4 a B formule, potom A -> B je formule.

ST S

Je-l1 A formule, potom ©4 a oOAd jsou formule.

Ostatni spojky se zavadi jako zkratky
—A  je zkratka za formuli false -> A4

true jec zkratka za formuli — false
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v, A, <-> jako v klasicke logice ,

0A je zkratka za formuli —o—4

Temporalni operatory o, o, ¢ se (anglicky) nazyvaji
nexttime nebo jen next, always nebo henceforth a
sometime.

Formule o4 ,0A4 a 0A se (anglicky) ¢tou next4 , alwaysA
a sometimeA . Cesky priste A , vidy A a nékdy A .

Preference —,o0,0,0 vazisilnéjinez v, A, > a <> ma
nejslabsi prioritu.
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V klasicke logice se pravdivostni hodnoty vyrokovych for-
muli urcuji z pravdivostniho ohodnoceni vyrokovych pro-
ménnych (tedy v jedné interpretaci, v jednom ‘stavu’) .

V temporalni logice, kde se vyrokove formule tvori z vyroko-
vych konstant se pravdivostni hodnoty urcuji z vice pravdi-
vostnich ohodnoceni téchto konstant (tedy ve vice interpre-
tacich , ve vice ‘stavech’).

Pro ‘stav’ pouzivame jako synonymum °‘svét’ a sémantika
temporalni logiky je definovana pomoci Kripkeovy s€émantiky
‘moznych svéti’ .
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Sémantika pro Linearni Temporalni Logiku LTL

Necht’ V' je mnozina vyrokovych konstant.

Tempordlni (nebo Kripkeova) struktura pro V je nekonecCna

posloupnost K = (n,,n;,M,,...) pravdivostnich
ohodnoceni

. n,: vV -> {{tf, tt}
které nazyvame stavy.

Rikame, ze mn, je pocatecni stav K v Casovém bodu m,
aze m,., jenasledujici stav ke stavu 7, .
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Stavy jsou tedy pravdivostni ohodnoceni mnoziny
vyrokovych konstant J apopisuji ‘stav svéta ‘v
casovych okamzicich (Casovych bodech)

Mo, My, My, My, e s T, STy e

Pro temporalni strukturu K , index i aformuli A4
induktivné definujeme pravdivostni hodnotu K (4),
neformaln€, pravdivostni hodnotu formule 4 v
casovém bod¢ m .

K, () =n,;) velV
K ; (false) = {1
K, ->B) =tt prave kdyz
K;(4) =t nebo K;(B) = tt
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Pro operatory
K;(c4) = K, (A)
K. @d4) =t pravekdyz K ;(4) = tt prokazde j>i

Pro definované symboly
K. (—4) =ttt pravékdyz K.(4) = ff

K (v B) = tt pravé kdyz
K,() = tt neboK;(B) = tt

K,(AAB) =tt prave kdyz
K, 4 =ttt a K.,(B) =t
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K, (4<>B) =ttt pravekdy: K, ,4) = K,;(B)
K, (true) = tt
K, (©4) = tt pravé kdyz K;(A)= tt pronéjaké j=>i

PovSimnéme si, ze pravdivostni hodnoty K, (04) a K, (04)
jsou definovany pomoci nasledujicich stavu a aktualniho stavu.

Plati
K,(©4)=tt pravekdyz K. (—o—4)=tt
pravé kdyz K. (o—4)=1{1
pravé kdyz K, (—A)=1t pro néjakéj>i
pravé kdyz K;(4) =tt pro nejake j > i
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Definice (validita, semanticky dusledek)
Necht' 4 je formule jazyka logiky LTL(V) a T je mnoZina for-

muli stejného jazyka.

Rikame, e A je validni v temporalni struktute K pro V,
(nebo ze 4 je splnénav K) apiSeme K|= 4 nebo |=¢ 4,
jestlize K. (A) = tt pro vSechna i

Rikame, Ze struktura K je modelem mnoziny formuli T ,
jestlize K |= B pro vSechny formule B z T.

Rikame, e A je (sémanticky) diisledek T apiseme T |= A4 ,
jestlize A je validni v kazdém modelu K mnoziny 7.
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Rikame, e A je validni a piSeme |= A4 ,jestlize A je
validni v kazdé temporalni strukture K.
Jinymi slovy, A je validni, jestlize O |- 4.

Priklad. —0A4 <-> 0—4 je validni formule .

Je tfeba ukazat, ze K (—04)=K (0—4) plati pro kazdou
strukturu K a vSechny Casové body 1.

K (~od)=tt & K (od) =ff
& K. (4) =ff
& K, (—4)=tt
& K (o—4) =tt
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Lemma 1. (korektnost pravidla modus ponens)

Necht K jetemporalni struktura a i € N , necht
Kd)=tt a K(4->B)=tt, potom K (B)=tt.

Dukaz. K (4 ->B) =tt ,tedy K (4) =1 nebo K (B) =tt.
Z ptedpokladu K (4) =tt dostavame K (B)=tt .
Véta2. Je-i Tl= A aT|=A-> B potom T|= B.
Dukaz. Necht struktura K je modelem 7. Potom pro kazdé
i plati

| K (4) =K 4->B)=tt

a podle lemmatu pak také K (B) =tt . Tedy T|=B.
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Vétald. Je-h T |= A4 potom T |- o4 a T |=o4d.
Specidlné A |= o4 a A |FoAd.

Duikaz. Necht K je libovolna temporalni struktura, ktera je
modelem 7 anecht i je pfirozené Cislo.

Podle ptedpokladu plati  K(4) pro vSechna j, tedy take
K=t a K(4)= tt provsechna j, j > 1i.
To znamena, Ze

T|= o4 a T'|=0o4.
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M4

Zajimav¢jsi je nasledujici tvrzeni, které uvadime bez diikazu.
Vétad. Je-li I''=A->B a T|=A->04,
potom I''=A->oB.

Oznaceni. Necht K = (n,,mn;,n,, ... ) je n&aka temporalni
struktura pro mnozinu vyrokovych konstant V7. Necht i je
piirozené Cislo. Temporalni strukturu K* |, ktera vznikne z K
posunutim ¢asu o i krokii do budoucnosti, definujeme takto:

Ki - (nO’ > 111’» nz,a )

kde n’= mn,; prokazde¢ j. K’ jetake temporalni struktura
podle puvodni definice, ale budeme j1 tisporné€ji zapisovat jako

I —
K' = (ﬂi»ni+1»ﬂi+za---aﬂi+j,ni+j+1, )
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Lemma5. Necht K je temporalni strukturaa i je

piirozené Cislo. Pro pravdivostni hodnoty plati
Ki(4) = K;,;(4)
pro kazdy index j a kazdou formuli A4 .

Dukaz provedeme indukci podle slozitosti formule 4 pro
vSechna j soucCasn¢é. Necht’

K:(n09n19n29'“) a Ki:(niani+1>ni+2>'-')'
Uvazujeme nasledujici pripady
(1) A je vyrokova konstanta v € V. Potom

KZJ(V) — N+ (v) = Ki+j(v) :
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(i) 4 je false, potom K'(false) = ff = K,
(i1) 4 je B-> C,
KB -> C)=tt < K/(B) = ff nebo K'(C) =tt
& K (B) =1t nebo K, (C)=tt
& Ki+j(B > (O)=tt

(false) .

(iv) A je oB,
K'(oB)

Ki,..(B)

= K j11(B)
— Ki+j (oB)
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(v) 4 jeoB,

K'(oB) < K/(B)=tt pro vSechna
<~ K. /(B)=tt pro vSechna
< K, (3B)
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Nasledujici tvrzeni je temporalni obdobou Véty o dedukei v
klasickeé vyrokove logice.

Véta6., TU{A}|= B pravekdyz T|= nd ->B .

Sémanticky dukaz nebudeme provadét, ale povSimneme si, ze z
presné obdoby klasické Véty o dedukei plati jen tvrzeni

Véta7. Je-h T|= A >B potom TuU{A}|= B .

Obracena implikace v LTL neplati. Staci uvazovat pripad, kdy 7
je prazdna mnozina. Podle Véty 3 plati 4 |= o4 pro
libovolnou formuli, ale implikace A4 -> 04 nemusi byt
validni formule. Neni pravdiva v zadné temporalni strukture K,
kde pron€jake i a j >i plati K (d)=tt a K(d)= ff.
Staci uvazovat pripad, kdy A4 je néktera vyrokova konstanta.
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Za zminku stoji nasledujici tvrzeni

Véta. Je-li T|= A a T je mnozina validnich formuli
potom |= 4.

Dukaz. Necht’ K je libovolna temporalni struktura, v K je
pravdiva kazda validni formule, tedy K je modelem
mnoziny 1 .Z predpokladu 7' |= A dostavame K |= 4.

ProtoZze K je libovolna temporalni struktura, plati |= A4
a A je validni formule.
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Stejn€ jako v klasicke logice je validita ,,dualni* pojem ke
splnitelnosti.

Véta. = A prave kdyz — A neni splnitelna .
Dukaz.
= A4 & K= A4 prolibovolnou strukturu K
<~ K(4)= tt prolibovolné i
< K(=4)=1f pro libovolne i
< Kl -4
< = A4 neni splnitelna formule
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Zde jsou nékteré Casto pouzivané temporalni formule a
jejich neformalni Cteni.

A->oB
A->0B
A->0B
0(A4 -> B)

0o0A

onA

mjestlize A potom B v dalsim stavu
mjestlize A potom B ted av kazdém dalsim stavu“
mjestlize A potom B ted nebo v néjakém dalsim stavu“

jestlize A ted nebo v néjakéem dalsim stavu potom B plati
ve stejném stavu

»ted a za kazdym dalsim stavem néekdy plati A
,,(od ted’) A bude platit v nekonecne mnoha stavech *

,,od nékterého dalsiho stavu bude stale platit A
. (od ted’) A plati skoro vzdycky
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Binarni temporalni operatory

Oblibenym binarnim operatorem je temporadlni obdoba progra-
mov¢eho konstruktu until . NejCastéji se znaéi AU B.

Definice. A UB a ABB)

Pro temporalni strukturu K, index i aformule A4, B
definujeme pravdivostni hodnotu K. (4 U B) nasledovné

K;(AVuB)=tt < K;(B)=tt pronéjaké j,j>i a
K, (A)=tt pro kazde k,i<k<j
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Méng¢ Casto se pouziva binarni operator 4 B B ktery Cteme
,,A predchazi B* nebo kratce ,,4 pred B,
anglicky ,,A before B .

K, (ABB)=tt < prokazdé j,j>i K, (B)=tt implikuje
K, (A) =tt pro néjake k,i<k<j

jinak vyjadreno

K,(ABB)=tt & (Vj>i)K, (B)=tt =
=3k (i <k<j & K, (4)=1tt)

Temporalni logika 26



Dulezité validni formule

= 0—A4 <->—-04 = 0—A4 <-=>—- 104
(1) |= 0—A <->— 0A
Fo0—-A4<>-004 F0o—-A<>—-00A4

|=(—A4) v B) <> — (A4 B B)

Nasledujici validni implikace nelze zesilit na ekvivalence

=4 -=> 0 A =ocAd-> A4
|=oAd > 0A mFoAd->0A
=oAd > 0A mFoAd->oo0A
FAuUB->0A =0oA->004
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Idempotence ¢, o, 00 a OO

|= 004 <-> 04 |= oo4 <> o4
= 0000 A <>00A4 =Fo0o00A4<>004

Ale operator pfistiho stavu neni idempotentni. Formule ©o0A4 <->o0A4 neni
validni.

Nekonecné modality o¢ a 0o ,,konzumuji*“ vSechny ostatni modality s
jednim argumentem, které jsou na né aplikované. S mensSim nasilim na syntax
formuli to miZzeme kompaktné vyjadrit takto

= (@0)A<>0(00)A<> 0 (00)A<->0((@0) A
|= 00 (00) A <-> 0o (O00) 4

F o)A <>0(0o)A<>0(o)A<>0o(no)4
=00 (00) A <-> 0o (0o) 4
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Podle své definice jsou operatory ¢ a 00 povahy existencni a operatory O
a 0o povahy univerzalni, zatimco operator U (until) je v prvnim argu-
mentu univerzalni a ve druhém argumentu existencni.

Vykazuji podobné chovani jako existen¢ni kvantifikator a univerzalni
kvantifikator v predikatové logice.

= 0AVvB)<>(0Av O0B) =00 (A4v B)<> (a0Av ol B)
= oMAAB)<> (0AdAADB) |=0o0(A A B)<-> (o4 A 0o B)

Pro operator U (until) a boolovske spojky konjunkce a disjunkce plati
tyto distributivni vztahy.

= (AAB)LU ) <> (A O)ABUIO))
= AVUBV()<>((A4v)v(BUIO)
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Operator o (next) se vztahuje k jedinému ¢asovému bodu, proto se distri-
buuje se vSemi boolovskymi spojkami.

=o(AvB) <> (cAvoB) |Fo(AAB) <> (cAAoB)
(2) |F o(A4 ->B) <-> (0cA->0B) |=0(4 <> B)<-> (0A <->0B)

pfitom ekvivalence |=0—-4 <>—04  jiz byla uvedena vySe.

Pro kombinace operatorti universalni a existencni povahy plati jen
implikace, které nelze zesilit na ekvivalence.

F(oAvoB)->o(A4dv B) =0oAvB) > (0odvOonB)
= 0MAAB) > ©AAOB) |Fo0(AAB) -> (00AADO0B)

=(AuO)v(BUO) ->((4vB)u ).
= AVUBAC) >(AVUB)AAdV0)
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PovSimneme si, Ze uvedené operatory jsou monotonni v kazdém argumentu.

|=o(A4 -> B) -> (o4 ->oB) |=o(A4 -> B) -> (0A -=> OB)
=0(A -> B) -> (oA -> oB)
=0(4 -> B) -> (0od ->0aB) |=o(A4 -> B) -> (®oA ->0oB)

=0(A->B) > (Av O)->(Bv Q)
=0(4 ->B) -> ((CU A) ->(CU B))

Nakonec uvedeme dilezité charakteristiky temporalnich operatorti pomoci
pevnych bodu.

=04 <->A v 004 3) |FoAd<> AAonA
= (A UB)<->Bv(A4AoAuU B))
= (4B B)<-> =B A (A Vv o(4B B))
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Temporalni logika

Formalni systém

Temporalni logika 2



Formalni systém

Vyrokova linearni temporalni logika (LTL) v sobé zahrnuje klasickou
vyrokovou logiku v podobném smyslu jako predikatova logika.
Tautologie vyrokoveé logiky se transformovaly na validni formule predika-
tove logiky tim, Ze se za vyrokové proménné (konzistentné) dosadily
predikatové formule. Stejny postup miizeme pouZzit 1 pro vyrokovou
temporalni logiku.

Napitiklad. Vyrokova formule
(p->q)A(g->1)->(p->7)

kde p, g, r jsou vyrokové proménné, je tautologie, tedy validni formule
klasicke vyrokove logiky. Dosazenim temporalnich formuli o4 , 0B, ¢C
za vyrokové proménné p , g, r vznikne temporalni formule

((o4 ->0B) A (OB -> 0QC)) > (04 -> 0C)

ktera je validni v temporalni logice.
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Definice. (Tautologicky validni formule)

Rikame, Ze temporalni formule A je tautologicky (vyrokove) validni, jestlize
A vznikne z né€jaké tautologie vyrokové logiky A*(p,, p,, ..., p,) ,kde
vSechny vyrokove proménné ve formuli 4* jsou uvedeny, nahrazenim

vyrokovych proménnych p,, p,, ..., p, pofadé¢ temporalnimi formulemi
A, Ay, oo, A, .
Véta 1.

Kazda tautologicky validni formule je validni.

Dukaz. Ptedpokladejme, ze A* je tautologie a Ze temporalni formule A
vznikla z A4* nahrazenim vyrokovych proménnych jako v predchozi de-
finici. Mame ukazat, Ze pro kazdou temporalni strukturu K a kazdy
Casovy bod i,i >0 plati K(A)=tt.
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Necht’ v je libovolné pravdivostni ohodnoceni v (klasicke) vyrokove
logice vyrokovych proménnych ve formuli 4*. Protoze A* je tauto-
logie, A™* je pravdiva nezavisle na pravdivostnich hodnotach v(p,)
vyrokovych proménnych p;, j=1,2,..,n

V kazdém Casoveém bod¢ i,i >0 temporalni struktura K urcuje
pravdivostni hodnoty K(4,) j,j=1,2,..,n Protoze sémantika pro
vyrokove spojky v temporalni logice je definovana stejnym zplisobem
jako v klasicke vyrokoveé logice, pravdivostni hodnota K/(A4) =tt bez
ohledu na pravdivostni hodnoty K/(4,) podformuli 4,

e
Protoze A je pravdiva v kazdém Casovém bod¢ i, je pravdivai ve
struktufe K aprotoZze K je libovolna temporalni struktura ,
formule 4 je validni.
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Z véty 1 také vyplyva, Ze prevod tautologii klasickeé vyrokové logiky do LTL
je mozne rozsifit 1 na relaci sémantickeho dasledku |=.

Ptedpokladejme, ze formule B je dusledkem mnoZiny formuli 7 ve
vyrokové logice. Jestlize konzistentné dosadime temporalni formule do vyro-
kovych formuli z T a do formule B neméli bychom poskodit relaci |=.

Naptiklad
oD->poFE , oE >0F |- oD->0F
by mélo platit protoze ve vyrokove logice plati
A>B ,B >C | A->C

Pro jednoduch¢ vyjadieni tohoto jevu si pfipomenme, Ze ve vyrokove logice
plati

A ,Ay,..,A |= B pravikdyz |= A,->(4,->...->(4, -> B)
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Tim je motivovana nasledujici definice.

Definice. (Tautologicky dusledek kone¢né mnoZiny formuli)

Necht A4,,4,,..,4, ,n>0 a B jsoutemporalni formule. Rikame,

ze formule B je tautologickym dusledkem formuli A4,,4,,...,4, ,

jestlize formule
A, > (A4,>...>(A, > B)
je tautologicky validni.

Véta 2.

Je-i B tautologickym dusledkem temporalnich formuli 4,,4,, ..., 4, ,
potom A,,A,,..,A, |= B .
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Diukaz. Podle pifedpokladu je
A > (A,>...>(A, > B)

tautologicky validni formule. Podle Véty 1 to znamena, Ze je to validni
formule, tedy

= 4,->(4,->...->(4, > B)

Pouzijeme-li n krat Vétu 7 ze sémantiky LTL, dostaneme tvrzeni véty.
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Formalni systém Linearni temporalni logiky.

Axiomy.

(Taut)  VSechny tautologicky validni formule

Pro libovolné formule A, B jsou nasledujici formule axiomy
(LTL1) —o0AdA<> o4

(LTL2) o(4->B) -> (oA ->oB)

(LTL3) oAd->(AAooAd)
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Odvozovaci pravidla.

(MP) A, A->B |- B

(Next) A|- oA

(Indukce) A->B, A->0A|- A->0oB
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Axiom (taut) je schema, kde bychom spisSe oCekavali instance axiomi
klasické vyrokove logiky. Pro nas neni dulezite jak se odvozuji tautolo-
gicky pravdive formule ; to probiha v stejné jako v klasické vyrokoveé
logice. Abychom zkratili dukazy o tuto ,,klasickou ¢ast* , bereme vSechny
tautologicky pravdive formule jako axiomy. MnoZina vSech tautologicky
pravdivych formuli je rozhodnutelna, tedy existuje algoritmus, ktery
rozpoznava tautologicky pravdive formule (respektive jejich kody).

Axiomy LTL2 a LTL3 jsou implikace a ne ekvivalence 1 kdyZ obracen¢
implikace jsou validni. Ukazeme, Ze tyto implikace jsou dokazatelné.

Odvozovaci pravidlo (ind) je pravidlo indukce, které 1ze neformalné
vyslovit takto

sjestlize A (vzdycky) implikuje B a A jeinvariantni pii prechodu z
libovolného stavu do do nasledujiciho, potom vzdy plati B .
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UkédZeme, ze formalni systétm LTL je korektni vzhledem k sémantice.

Véta 3. (o korektnosti pro LTL)
Necht A4 jeformulea 7T je mnozina formuli, potom

T'|- A implikuje T |= A specidlné |- 4 implikuyje |= 4.

Dukaz. Postupujeme indukci podle dikkazu formule.

(a) Je-li A axiom ze schemat (taut), LTL1, LTL2, LTL3, potom podle
Véty 1 jsou vSechny axiomy z (taut) , tedy vSechny tautologicky validni
formule validni.

Axiom ze schematu LTL1 je validni formule, podle sémantické ekvivalence
(1) z prezentace Temporalni logika 1. Axiomy ze schemat LTL2 a LTL3
jsou validni podle sémantickych ekvivalenci (2) a (3) z predchozi
prezentace.
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(b)Je-i 4 prvkem T, potom T |= A plyne z definice modelu.

(c)Je-li A odvozena pravidlem modus ponens z fomuli B a B-> 4,
podle induk¢niho pfedpokladuje 7|= B a T|=B->A. Ze
sémantické korektnosti pravidla modus ponens dostavame 7 |= 4.

(d) Je-li A odvozena pravidlem (nex), tedy A4 jetvaru oB, takove
ze T|- B, zinduk¢niho predpokladu dostavame 7' |= B az véty 4
z predchozi prezentace dostavame 7T |= B->oB odkud T|= 4
ze sémanticke korektnosti pravidla modus ponens.

(e) Je-li A odvozena z formuli B-> C a B->oB pravidlem (ind),
potom A jetvaru B->0o C . Z induk¢niho piedpokladu dostavame
I''=B->C a T|= B->o0oB azvéty 4z ptedchozi prezentace
dostavame T|= B->oC.,tedy T|= 4.
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I kdyZ pti formulaci schematu axiomua (taut) jsme dali prednost tautologicky
validnim formulim pfed instancemi axiomi klasické vyrokove logiky, presto
je ve vyrokove temporalni logice (LTL) Cisté klasicky fragment, ktery pouzi-
va jen axiomy ze schematu (taut) a z nich odvozuje jen pomoci pravidla
modus ponens.

Dokazatelnost v tomto smyslu budeme vyjadiovat pomoci nasledujiciho
odvozene¢ho pravidla, které je vlastné zobecnénim pravidla modus ponens

(prop) A,,A,,..., A, |-B jestlize
B je tautologickym dusledkem formuli A4,,4,, ..., 4

n

Prikladem muize byt pravidlo skladani implikaci
A>B,B>C |-A->C

kter¢ budeme pouzivat v diikkazech stejn€ jako mnoho dalSich jako pravidlo
typu (prop). Tento postup je odiivodnén nasledujici vétou.
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Véta 4.

A ,A,,...,A, |-B jestlize
: B je tautologickym dusledkem formuli A4,,4,, ..., 4

n

Dukaz. DokaZeme jen pro n =2, obecny ptipad se dokazuje podobn¢.
Je-li B tautologickym dusledkem A4, , 4, , potom formule
| A, -> (A4, -> B)
je tautologicky validni a je moZné sestrojit nasledujici ditkaz formule
B zformuli A4,,A4,:

(1) A4, predpoklad
(2) A4, predpoklad
(3) 4,->(4,->B) (taut)

(4) (4, -> B) (1),(3) (mp)
S) B (2),(4) (mp)
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Priklady dalSich dukazu

Nejprve obracené implikace k axiomiim (LTL2) a (LTL3). Tim bude
dokoncen formalni dikaz validnich formuli (2), (3) ze sémantiky LTL.

(LTL2") o(4 -> B) <- (oA -> oB)
(LTL3") oA <- A AonA

Dtkaz (LTL2")

(1) ((4-> B)-> A4

(2) o(—(4 -> B)->A)

(3) o(—~(A4 -> B)->A) ->(0—(A -> B)->0A)
(4) (0—(A -> B) ->0A)

(5) ~o(4-> B)<->o0—(A -> B)

Temporalni logika 2

(taut)

(nex), (1)
(LTL2)

(mp), (2), (3)
(LTL1)
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(6) o—(A->B)->0A

(7) = (4->B)->-B

(8) o=(4->B)->o—B

(9) o—(B) ->—oB

(10) o—~(A4 -> B) -> —oB

(11) o=(A4 -> B) -> —~(0A -> oB)
(12) (cA ->oB) -> o (A -> B)

Temporalni logika 2

(prop),(4),(5)
(taut)

jako (6) z (1)
(prop),(LTL1)
(prop),(8),(9)
(prop),(6),(10)
(prop),(11)
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Diukaz (LTL3”)
(1)(AAooA)->A

2y oA->(AAocOA)
(3)o(mA -> (A A oo A))
(4)ooA->0(A4AnonA)
5)(AArooA)->0(AAocOA)
(6)(ArooA)->0A

Temporalni logika 2

(taut)

(LTL3)
(nex),(2)
(mp),(LTL2),(3)
(prop),(4)
(ind),(1),(5)
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Nasledujici odvozovaci pravidla jsou varianty indukcniho pravidla.

(indl) A >o0A|- A > oA
(ind2) A >B B ->oB|-A -> oB

Odvozeni (indl)

(1) A >o0A4 predpoklad
2) A >A4 (taut)
(3) A ->no4 (ind),(1),(2)
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Odvozeni (ind2)

(1) 4
2) B
3) B
(4) 4

> B
> OB
-> 0B

-> 0B

piredpoklad
piredpoklad
(ind),(1),(2)
(prop),(1),(3)
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Nasleduji dvé odvozovaci pravidla. Prvni je obdobou (nex) pro o.

(alw) A4 |- o4
(som) A >oB |- A ->0B

Odvozeni (alw)
(1) 4

(2) oA

(3) A > oA
(4) A >oA
(5) o4

Temporalni logika 2

piredpoklad

(nex),(1)
(prop),(2)
(ind1),(3)

(mp),(1),(4)
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Odvozeni (som)

(1) A ->oB

(2) o—B -> (—B noo —B)
(3)o—~B ->—B

(4)o—B ->oo—B

(5) o(o—B ->—B)

(6) o(c=B ->—B) ->(oo—B ->07B)

(7) oo B ->o—B
(8 o—B ->o—B

(9) 0B <->o0o—B
(10)o—~B ->o—B
(11) oB > —o—B
(12) A > OB

Temporalni logika 2

predpoklady , (prop)
(LTL3)

(prop),(2)
(prop),(2)
(nex),(3)
(LTL2)
(mp),(5),(6)
(prop),(4),(7)
(LTL1)
(prop),(8),(9)
(prop),(10)

(prop),(1),(11)
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Lemma 5.

(cAAOB) -=> o(AAB)

Dukaz.

(1) o(4->—B) > (cA -> o—B) (LTL2)

(2) o(4 ->—B) -> (0A ->—0oB) (prop),(LTL1),(1)
(3) (oA -> o—B) -> —o (A4 ->—B) (prop),(2)

(4) ~(cA -> o—B) -> o—(A ->—B) (prop),(LTL1),(3)
(5) (cA AoB) -> o(AAB) (prop)
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Véta 6. (o dedukci pro LTL)

Necht' A, B jsou formulea T je mnoZina formuli. Plati
T {4} |- B pravékdyz T|- oAd-> B
Diikaz (indukci podle odvozeni/délky diikazu)

— (a) Je-li B axiom LTL nebo B jeprvkem T ,potom T |- B a
pomoci (prop) dostavame T |- o4 ->B.

(b)je-li B formule A ,potom T |- o4d->A AonoAd podle LTL3 a
T |- oA > A lze odvodit pomoci (prop).

(¢) Je-li B odvozena pravidlem (mp) z formuli C, C->B.
Potom
T U{A}|-C a Toui{d}|- C->B
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a z induk¢niho predpokladu
T|-oAd>C a T|-o4d->B->0)

(d)Je-i B tvaru oC abyla odvozena pravidlem (nex) z formule C,
potom

| T U} C
a z induk¢niho predpokladu

. T |-cA->C

zbyva dokazat

. T |-o4->oC

(1) od->C J1Z odvozeno
(2) o(md -> () (nex),(1)

(3) o(md4 -> C) -> (ood -> o() (LTL2)

(4) ood ->oC (mp),(2),(3)
(5) od-> (A A onA) (LTL3)

(6) o4 -> ooAd (prop),(5)

(7) nd->oC (prop),(4),(6)
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(e) B je C->0oD. aje odvozeno pravidlem (ind) z formuli
C>D a C->oC

potom z induk¢éniho pfedpokladu
T |-oA->(C->D) T |-o4d->(C->0oC)

odtud odvodime

_ T |-od -> (C->aoD) pomoci lemmatu 5.
(1) od->(C-> D) odvozeno

(2) od->(C->0o0) odvozeno

) @AAC)->D (prop),(1)

4) (@A A C€)->0oC (prop),(2)

(5) oA -> ooA (LTL3),(prop)
(6) (@4 A €) -> (004 AoC) (prop),(4).(5)
(7) (coA AoC) -> o(oA AC) lemma 5

(8) (B4 A €) -> o(04 AC) (prop),(6).(7)
(9) (A A C) -> oD (ind),(3),(8)
(10) 04 -> (€ -> oD) (prop),(9)
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Tim je implikace zleva doprava dokdzana. Opacna implikace ma kratsi
dukaz.

<= Predpokladejme, ze

. T|- vA-> B
potom také
' T {A}|- od-> B
pii tom
| T U} |- o4
podle (alw), odkud

T Ui{A}|- B

plyne pomoci (mp).

Poznamka. Z Véty o dedukeci klasické vyrokovée logiky se stejnym
zpusobem odvodi implikace

Je-li T|- A-> B potom T U {A}|- B .Opacna implikace neni v
LTL dokazatelna.
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V poznamce k sémanticke verzi klasicke Véty o dedukci se ukazuje, Ze z
T Ui{A}|= o4
neplyne
T=A-> oA
podle Véty o korektnosti pro LTL pak tvrzeni
Je-li T U{A}|- oA potom T|- A-> nA

neni v LTL dokazatelné.
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ﬁplnost LTL

Uvazuyme mnozinu formuli
T={4,04,00A4,000A4,...,0"4,0""14 ..}
Snadno se odvodi
T|= oA (1)

ale to neplati pro zddnou konec¢nou podmnozinu 7’ mnoziny 7. Nemu-
zeme tedy ocekavat, Ze v LTL bude mozné odvodit

T|- oA (1)

V takovém dukazu by bylo pouZito jen kone¢né mnoho formuliz 7T ato
znamena, ze by platilo

T’|- oA

pro n¢jakou kone¢nou podmnozinu 7’ mnoziny T .
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Z V¢éty o korektnosti pro LTL by plynulo
T’ = oA
a to neni mozné. V LTL tedy neplati tvrzeni:
Je-i T|= A potom T|- A

pro kazdou mnozinu 7T akazdou formuli A4 . Da se ukazat, ze v LTL
plati jen slaba forma VéEty o Uplnosti.

Véta 7. (Slaba V¢éta o uplnosti pro LTL)

Pro kazdou kone¢nou mnozinu formuli 7 a libovolnou formuli 4 plati
tvrzeni: Je-li
TI= A potom T|- A,

a specialné = A potom |- A .
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Dusledek 8.
Vsechny validni formule jsou dokazatelné v LTL .

Specialné vSechny validni formule, které jsme zminili pfi studiu sémanti-
ky jsou v LTL dokazatelné.

Diikaz. Pouzijeme-li jest€é Vétu o korektnosti dostaneme v LTL tvrzent:

- A pravekdyz | A4 .
Disledek 9.
Pro kazdou konec¢nou mnozinu formuli 7' a libovolnou formuli 4 plati

tvrzeni:
T|- A pravekdyz T|= A .
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Aplikace Temporalni logiky

V temporalni logice je mozné defimovat vlastnosti Stavovych systém1,
ovetovat je a odvozovat z nich dalsi dusledky. Termin stavovy systém
budeme pouzivat intuitivné pro n¢jaky systém I', ktery v jednotlivych
krocich prochazi riznymi stavy a vykazuje urcité ,,chovani®.

Kazdy pruchod systétmu I' mnozinou stavi (tzv. exekucni posloupnost)
budeme kratce nazyvat béh .

Kazda temporalni formule v jazyce L,  systému I' specifikuje néjakou
vlastnost stavového systému I, kterou miZeme ztotoZnit s urCitou mnozi-
nou béhtll systému I' . Miizeme fici, ze kazda temporalni formule urcuje
n¢jakou mnozinu béhi.
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Ale neplati to naopak. Pokud I" ma nekonecnou mnozinu béhu, potom
podmnozin mnoZiny vSech béhu je nespocetné mnoho a naproti tomu je
jen spocetné mnoho temporalnich formuli. To znamen4, Ze ne kazda
mnoZina béhu muze byt definovana néjakou temporalni formuli.

Tento trividlni fakt musime vzit na védomi. Je vSak zfejmé, Ze to jake
vlastnosti systému I' budeme moci specifikovat formulemi temporalni
logiky zalezi na volbé jazyka L, ;; .

Ruzne ,,deskripni jazyky* pro popis systému dovoluji prvni hrubou
klasifikaci vlastnosti systému.

MuZeme to ukazat na jednoduchém systemu I’ 4 , ktery ma jenom dvé
akce o, takové, Ze vyrokove konstanty exec o , exec f nemohou
byt soucasné pravdive ve stejném stavu.
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Do jazyka L, pfidame jesté jeden temporalni operator <>, ktery se
(proti zavedenému zvyku) vztahuje k minulym stavum.

Pro temporalni strukturu K , pfirozené ¢islo i a formuli A , ktera ne-
obsahuje operator <> budeme definovat pravdivostni hodnotu

K (<>A4) nasledujicim zpisobem

K (<>A4)=tt jestlize K (A4)=tt prongjake j,j<i
K/(<>4)= ff jestlize K (4)=1f prokazdé¢ j,j<i

(v€etné pripadu, kdy takové j neexistuje)

V takto rozSifeneém jazyce budeme fikat, Ze 4 je retro-formule, pokud
obsahuje jen retro-operator <>,

Formulim tvaru ©A, kde © je néktery z pozitivnich operatori 0, o,
0,000,000 a A jeretro budeme fikat precedencni.
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Nyni mizeme klasifikovat vlastnosti, které 1ze vyjadfit pomoci prece-
dencnich formuli. Jako pfiklady pouzijeme formule z  I';j .

(a) Vlastnost specifikovana precedencni formuli
0A

kde A je retro, nazyvame bezpecnostni.  Ptikladem je formule
O(exec p -> <>exec o)

kterou ¢teme

,,kdykoliv je provedena akce B, a bylo provedeno nékdy pred tim*.
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(b) Vlastnost specifikovana preceden¢ni formuli
0A
kde A je retro, nazveme odpovédni. Ptikladem je formule

O(<>exec o -> exec p)

VVVVVV

(¢) Vlastnost specifikovana precedencni formuli

oo A
kde A je retro, nazveme perzistentni . Piikladem je formule

0o —exec a
,»od nékterého budouciho stavu, akce a jiz nebude nikdy provedena*
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Ctvrty terminalni prefix o0 nedava novou t¥idu vlastnosti, protoze
formule 00 A je sémanticky ekvivalentni s formuli oA . To
znamena, ze vlastnosti 00 4 pro retro-formule A jsou odpovédni
vlastnosti .

Ostatné ti1 tfidy vlastnosti (a), (b), (¢) nejsou disjunktni. Kazda bez-
pecnostni vlastnost je take odpovédni a perzistentni vlastnost.

Kdyz pouzijeme binarni operatory, formule tvaru
A->(B & ()

kde @ je néktery z operatort before , after , atnext , unless atd.,
kde A, B a C jsou stavove formule dan¢ho systtmu I' budeme
také nazyvat precedencni.

Temporalni logika 2
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Binarni operatory before , after , atnext maji celkem nazorny intuitivni
vyznam. Operator unless je definovan podobné jako wuntil ale jeho
pravdivost zavisi na vice stavech.

Pro temporalni strukturu K , formule 4 , B pfirozené Cislo i definuje-
me

K (4 unless B) = tt <> K (B) =tt pronéjaké j>i a
(K (4) =tt prokazdé k,i <k <j nebo
K (4) =tt prokazdé k,k>j)

K (Aunl B)= tt <& K (B) =tt proncjaké j>i a
(K (4) =tt prokazdé k,i<k<j
nebo :
K (4) =tt prokazdé k,k>j)
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Precedencni vlastnosti specifikované pomoci téchto binarnich opera-
tortl Jsou specialnim pripadem bezpecnostnich vlastnosti: naptiklad
plati

A -> (B before C) < o(C -> (B after A))

Klasifikace vlastnosti systémii by mohla pokracovat pokud bychom
pouzili jazyky s jemnéjSimi (podrobnéjsimi) vyrazovymi prostredky.

Opustime tuto linku a v dalSim se budeme vénovat nékterym jednodu-
chym piipadum tfid vlastnosti, které popiSeme podrobnéji.

Zavedeme a popiSeme zakladni metody verifikace vlastnosti pro jiz
zminéné tf1 typy vlastnosti.
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Metody verifikace zavisi na tom, jak stavovému systému rozumime a
jak jeho relevantni vlastnosti miizeme popsat pomoci formalniho
pirechodového systému, ktery stavovy systém reprezentuje.

a) Invariantni vlastnosti.

Chceme-li odvodit invariantni vlastnost

A ->oB
Nejcasteji se metoda diukazu opird o pouziti nékterého z indukénich
odvozovacich pravidel:

(ind) A->B, A->0A4A|- A->0oB
(indl) A ->0A|- A -=> oA
(ind2) A->B B ->0oB|- A -> oB
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Z nich naptiklad pravidlo (ind1) Ize pouzit k odvozeni formule bezpecnosti
systému ve tvaru
A > oA

které vyjadruje fakt, jakmile A plati v né¢jakém stavu, bude platit 1 ve
vSech nasledujicich stavech.

Priklad. (Zakoncujici €ita¢ (terminating counter)) I',  ktery je na
néjaké mnoziné data(I',. ) specifikovan temporalnimi axiomy

(TC1) ¢ <100

(TC2) (onn ¢c<100) > ((on’A c’=ct+1)v (—on’ A c’=c))
(TC3) (—won A ¢ <100) >({(—on’A c’=c)v(on’An ¢c’=0))
(TC4) c =100 > (on’ <->on A c’=c)
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Zde ¢ a on jsou systémové proménne pro hodnotu Citace a fizeni
vypoctu (zapindni, preruSovani a vypinani).

Formule
c <100 ¢<100 ¢’=ct+1 ¢’=c aletaké on —on
jsou vyrokové konstanty.
Potom Ize odvodit, Ze pro zakoncCujici CitaC plati
c =100 ->o(c =100)
Da se ukazat, Ze takto specifikovany zakoncCujici ¢ita¢ ma 1 tuto vlastnost
c <100 -=>o(c =100 -> on)

,Je-11 v n¢jakém stavu ¢ <100 a v nékterém z nasledujicich stavii ¢
dosdhne hodnoty 100 potom cita¢ bude zapnut®.
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b) Precedenc¢ni vlastnosti

Stejn¢ jako v pripad€ bezpecnostnich vlastnosti se precedencni vlastnosti
specifikované formulemi

A->(B e O)
odvodi z induk¢nich pravidel pro operatory @ .
(indunless) A->(cCvo(AAB))|- A -> (B unless )
(indunl) A->(Cv(BAOCA))|- A->(Bunl 0
(indatnext) A ->(o(C->B) A o(—C -> A)) |- A-> (B atnext C)
(indbefore) A->(0—-CA o(4dv B)) |- A-> (B before C)

Ve vSech Ctytfech ptipadech hraje formule 4 podobnou roli jako v
pravidle (ind), ,,je nositelem indukce. Pokud A plati v né¢jakém stavu
stavu, pak plati —nyni za urCitych podminek- v dalSim stavu.
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Priklad. (Ne-zakoncujici ¢ita¢ (non-terminating counter)) I'
ktery je na néjaké mnoziné data(l’
axiomy
on > ((on’A c'=ct1)v(—on’ A c’=c))
—on ->((—on’A ¢c’=c)v(on’A ¢c’=0))

count

specifikovan temporalnimi

count)

ma vlastnost
—on -> (¢ =0 atnext on)

ktrera tikd, Ze vypnuty ¢ita€ bude nastaven na hodnotu 0 pokud
bude zapnut v pfistim stavu.

Temporalni logika 2 43



4

Pro ne-zakoncujici ¢ita€ se da odvodit 1 dalSi vlastnost
c=x->(c>x unlc= 0)

jakakoliv hodnota Citace nebude v dalSich krocich sniZzena kromé
piipadu, Ze ¢ita€ bude resetovanna 0 .

¢) ,,Koncové* vlastnosti

jsou specifikovany formulemi tvaru

A ->0B

Temporalni logika 2
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Pro odvozovani takovych formuli poskytuje vyrokova temporalni logika
(LTL) nasledujici dvé pravidla

(som) A >oB |- A ->0B
(chain) A >0B,B >0C|- A >0C

ktera se daji pouzit ve velmi jednoduchych dikazech opirajicich se o
konecné tetézce (posloupnosti) implikaci: abychom dokézali

A ->0B

pomoci pravidla (chain), musime dokazat musime dokazat dva nebo
vice ,,malych kroktu* stejného druhu. Pravidlo (som) je jednoduchy
prostiedek pro pro ospravedInéni takovych ,,malych kroka*.
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I kdyZ je tento postup dost Casto pouZzitelny, pravidla (som) a (chain)
jsou slaba. OvSem v temporalni predikatove logice je mozné¢ obé pravidla
nahradit jednim siln¢jSim, univerzalné pouzitelnym pravidlem.
Nebudeme ho uvadét, ale tento fakt vezmeme na védomi.

Priklad. (,,Omezeny ¢ita¢” T, )

Specifikace takového systému v LTL vznikne upravenim specifikace
zakoncujiciho Citace nasledujicim zplisobem: pi1 dosazeni hodnoty 100,
CitaC nezakonci vypocet, ale je vypnut Navic je ve vypoctu povoleno
vykonat za sebou az N ,,prazdnych® krokii, kde N je pevné dané
piirozené Cislo.
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Nebudeme uvadét presnou formalizaci takového systému jako Stavového
prechodového systému, ale napiSeme temporalni specifikaci I' ;

beount
c <100Ab < N

(onn ¢c<100) >((on’ A c’=ct 1)v(—on’A c’=cAb’=0))
(onn ¢c=100) > (—on’A c’=cAb’=0)

(—monA b<N) >({(—on’A c’=cAb’=b+1)v(on’ A c’=0))
(—mon A b=N) > (on’ A c'=0))

Zde b je nova systémova proménna, ktera pocita pocet praznych kroku.
PovSimnéme si, ze pro jednoduchost specifikace nevylucujeme moznost,
Ze na samém zacatku, pokud b > 0 systém bude zapnut azZ po mén¢€ néz
N préazdnych krocich.
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Z této specifikace je mozné odvodit, Ze systétm I’ ma koncovou

vlastnost

bcount

O(c = 0)

vyjadiujici fakt, ze stav, kdy ¢ita¢ ma hodnotu 0 bude dosazen z které-
hokoli jiného stavu.

Podobné se da ukazat, ze
(c>0Ao0n) >0(c>0AnA—0n)

pokud ¢ita¢ ma nenulovou hodnotu, bude nékdy pozdéji se stejnou hod-
notou vypnut .

Ukézali jsme, jak se odvozuji tf1 jednoduché vlastnosti riznych systémi
z jejich specifikace. Zde neuvedené diikkazy nejsou uplné kratké, ale
provadéji se ve vyrokove temporalni logice.
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Dekuji vam za prizen po
cely semestr

a za pozornost.
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