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TemporÁlnÍ logika
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TemporÁlnÍ logika poskytuje rÁmec a prostUedky pro analÝzu 

dynamickÝch (imperativnÍch) stavovÝch systÉm] a hraje zde 

stejnou Úlohu jakou mÁ klasickÁ logika pro matematickÉ systÉ-

my.

V intuitivnÍm smyslu stavovÉ systÉmy zahrnujÍ „stavy“ a vyka-

zujÍ „chovÁnÍ“ pUi pr]chodu posloupnostmi takovÝch stav]. 

MÁme na mysli napUÍklad, programovÉ moduly, komunika7nÍ

protokoly, databÁzovÉ systÉmy, logickÉ obvody, 7ipy a obecnE
vÝpo7etnÍ procesy, kterÉ pUi provÁdEnÍ prochÁzejÍ ur7itÝmi stavy 

a vykazujÍ specifickÉ chovÁnÍ.
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PodobnE jako v klasickÉ logice je vhodnÉ za7Ít s vÝrokovu

versÍ temporÁlnÍ logiky.  

Ingredience

Stavy. K popisu stav] pouŞijeme vÝrokovÉ konstanty mÍsto 

vÝrokovÝch promEnnÝch. VÝrokovÉ konstanty vyjadUujÍ

jednoduchÁ tvrzeni napUÍklad „globÁlnÍ promEnnÁ x mÁ

hodnotu  10“.

K popisu vŁech stav] pouŞijeme mnoŞinu vÝrokovÝch kon-

stant, kterÁ m]Şe bÝt kone7nÁ i nekone7nÁ. Stav je ur7en 

pravdivostnÍm ohodnocenÍm vŁech vÝrokovÝch konstant.

K popisu konkrÉtnÍch systÉm] obvykle posta7Í kone7nÁ

mnoŞina vÝrokovÝch konstant.
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6as. PodobnE jako vÝpo7etnÍ procesy postupujÍ v jednotli-

vÝch krocÍch, uvaŞujeme 7as diskretnÍ sestÁvajÍcÍ z jednotli-

vÝch 7asovÝch bod] od po7Áte7nÍho bodu (okamŞiku) k dal-

ŁÍm (budoucÍm) 7asovÝm bod]m. 

Budoucnost systÉmu lze modelovat r]znÝm uspoUÁdÁnÍm 

7asovÝch bod]. NejjednoduŁŁÍm a vcelku realistickÝm pUed-

pokladem je uspoUÁdÁnÍ 7asovÝch bod] do lineÁrnÍ mnoŞiny.

V takovÉm pUÍpadE budou 7asovÉ body tvoUit kone7nou nebo 

nekone7nou posloupnost, kterou o7Íslujeme pUirozenÝmi 7Ísly

m0 , m1 , m2 , m3 ,  ... , mn , mn+1 ,  ...
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TakovÉ uspoUÁdÁnÍ pouŞÍvÁ VÝrokovÁ lineÁrnÍ temporÁlnÍ

logika (LTL). 

PUi popisu sloŞitEjŁÍch systÉm] popisujÍcÍch napUÍklad distri-

buovanÉ vÝpo7ty se pouŞÍvajÍ i jinÁ uspoUÁdÁnÍ 7asovÝch 

bod] napUÍklad ve tvaru stromu. Pak mluvÍme o vEtvÍcÍm se 

7ase.

Je-li   V mnoŞina vÝrokovÝch konstant, jazyk vÝrokovÉ

temporÁlnÍ logiky   LLTL  sestÁvÁ ze

• vŁech vÝrokovÝch konstant z mnoŞiny V  a

• symbol] false ->     ゴ ﾖ (    )
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Definice. (Formule  LTL)

1. KaŞdÁ vÝrokovÁ konstanta z mnoŞiny  V je formule.

2. false je formule.

3. Jsou-li  A  a B  formule, potom   A -> B je formule.

4. Je-li  A formule, potom   ﾖA a   ゴA jsou formule.  

OstatnÍ spojky se zavÁdÍ jako zkratky

�A    je zkratka za formuli    false -> A

true je zkratka za formuli   � false
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°,  ® ,  <->  jako v klasickÉ logice , 

¼A  je zkratka za formuli   � ゴ � A

TemporÁlnÍ operÁtory  ﾖ , ゴ , ¼ se (anglicky) nazÝvajÍ

nexttime nebo jen  next ,  always nebo  henceforth a  

sometime.  

Formule  ﾖA , ゴ A a   ¼A  se  (anglicky) 7tou  nextA , alwaysA

a  sometimeA .   6esky  pUÍŁtE A  ,  vŞdy A  a   nEkdy A .

Preference   � , ﾖ , ゴ , ¼ vÁŞÍ silnEji neŞ °,  ® ,  -> a  <-> mÁ

nejslabŁÍ prioritu.
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V klasickÉ logice se pravdivostnÍ hodnoty vÝrokovÝch for-

mulÍ ur7ujÍ z pravdivostnÍho ohodnocenÍ vÝrokovÝch pro-

mEnnÝch (tedy v jednÉ interpretaci, v jednom  ‘stavu’) .

V temporÁlnÍ logice, kde se vÝrokovÉ formule tvoUÍ z vÝroko-

vÝch konstant se pravdivostnÍ hodnoty ur7ujÍ z vÍce pravdi-

vostnÍch ohodnocenÍ tEchto konstant (tedy ve vÍce interpre-

tacÍch , ve vÍce  ‘stavech’) .

Pro  ‘stav’ pouŞÍvÁme jako synonymum  ‘svEt’ a sÉmantika 

temporÁlnÍ logiky je definovÁna pomocÍ Kripkeovy sÉmantiky 

‘moŞnÝch svEt]’ .
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SÉmantika pro LineÁrnÍ TemporÁlnÍ Logiku  LTL

Nech[ V je mnoŞina vÝrokovÝch konstant. 

TemporÁlnÍ (nebo Kripkeova) struktura pro  V je nekone7nÁ

posloupnost   K =  (さ0 , さ1 , さ2 , ... )  pravdivostnÍch 

ohodnocenÍ

.                                          さi : V  ->  {ff , tt }

kterÉ nazÝvÁme stavy. 

TÍkÁme, Şe   さ0 je    po7Áte7nÍ stav   K v 7asovÉm bodu   m0

a Şe    さn+1 je nÁsledujÍcÍ stav ke stavu   さn .
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Stavy jsou tedy pravdivostnÍ ohodnocenÍ mnoŞiny 

vÝrokovÝch  konstant   V   a popisujÍ ‘stav svEta ‘ v 

7asovÝch okamŞicÍch (7asovÝch bodech)                                   

.                m0, m1 , m2 , m3 ,  ... , mn , mn+1 ,  ...

Pro temporÁlnÍ strukturu    K ,  index    i a formuli    A 

induktivnE definujeme pravdivostnÍ hodnotu   K i (A) , 

neformÁlnE, pravdivostnÍ hodnotu formule  A  v  

7asovÉm bodE m i .

K i (v)  = さ i (v)                           v Œ V

K i (false)  =  ff

K i (A  -> B)  = tt prÁvE kdyŞ

.                                                       K i (A)  =  ff nebo  K i (B)  =  tt
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Pro operÁtory

K i (ﾖA)   =  K i+1 (A) 

K i (ゴA)   =  tt prÁvE kdyŞ K j (A)   =  tt pro kaŞdÉ j > i

Pro definovanÉ symboly

K i (� A)   =  tt prÁvE kdyŞ K i (A)   =  ff

K i (A ° B)   =  tt prÁvE kdyŞ

.                                                            K i (A)   =  tt nebo K i (B)   =  tt

K i (A ® B)   =  tt prÁvE kdyŞ

.                                        K i (A)   =  tt a    K i (B)   =  tt
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K i (A <-> B)   =  tt prÁvE kdyŞ K i (A) =  K i (B)

K i (true) =  tt

K i (¼A) =  tt prÁvE kdyŞ K j (A) =  tt pro nEjakÉ j > i

PovŁimnEme si , Şe pravdivostnÍ hodnoty  K i (ゴA)  a K i (ﾖA) 

jsou definovÁny pomocÍ nÁsledujÍcÍch stav] a aktuÁlnÍho stavu.

PlatÍ

K i (¼A) =  tt prÁvE kdyŞ K i (� ゴ �A) = tt

prÁvE kdyŞ K i (ゴ �A) = ff

prÁvE kdyŞ Kj ( �A) = ff   pro nEjakÉ j > i

prÁvE kdyŞ Kj (A) = tt pro nEjakÉ j > i
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Definice (validita, sÉmantickÝ d]sledek)

Nech[ A je formule jazyka logiky  LTL(V)  a  T je mnoŞina for-

mulÍ stejnÉho jazyka.

TÍkÁme, Şe   A je validnÍ v temporÁlnÍ struktuUe  K pro  V ,

(nebo Şe  A je splnEna v  K)  a pÍŁeme   K |=  A nebo  |=K A , 

jestliŞe  K i (A) =  tt pro vŁechna i

TÍkÁme, Şe struktura  K je modelem mnoŞiny formulÍ T , 

jestliŞe  K |= B  pro vŁechny formule  B z   T .

TÍkÁme, Şe   A  je (sÉmantickÝ)  d]sledek  T a pÍŁeme  T  |=  A , 

jestliŞe A je validnÍ v kaŞdÉm modelu  K  mnoŞiny  T .     
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TÍkÁme, Şe   A   je validnÍ a pÍŁeme   |=  A , jestliŞe A je 

validnÍ v kaŞdÉ temporÁlnÍ struktuUe   K .

JinÝmi slovy,  A je validnÍ, jestliŞe   ̋ |=  A .

PUÍklad.       �ﾖA <->  ﾖ�A  je validnÍ formule .

Je tUeba ukÁzat, Şe   K i(�ﾖA) = K i(ﾖ�A)   platÍ pro kaŞdou 

strukturu   K a vŁechny 7asovÉ body   i .

K i(�ﾖA) = tt ú K i(ﾖA) = ff

ú K i+1(A) = ff

ú K i+1(�A) = tt

ú K i(ﾖ�A) = tt



TemporÁlnÍ logika 15

Lemma 1.  (korektnost pravidla modus ponens)

Nech[ K je temporÁlnÍ struktura  a   i Œ N  ,   nech[

.          K i(A) = tt a K i(A ->B) = tt ,  potom   K i(B) = tt .

D]kaz. K i(A ->B) = tt , tedy  K i(A) = ff nebo K i(B) = tt .

Z pUedpokladu   K i(A) = tt dostÁvÁme    K i(B) = tt .

VEta 2. Je-li   T |=  A a  T |=  A ->  B potom T |=  B .

D]kaz. Nech[ struktura  K  je modelem  T . Potom pro kaŞdÉ

i platÍ

.                            K i(A) = K i(A -> B) = tt

a podle lemmatu pak takÉ K i(B)  = tt . Tedy  T |= B .
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VEta 3.  Je-li   T |=   A potom   T |=   ﾖA a   T |= ゴ A .

SpeciÁlnE A |=   ﾖA a    A |= ゴ A .

D]kaz. Nech[ K   je libovolnÁ temporÁlnÍ struktura, kterÁ je 

modelem   T   a nech[ i   je pUirozenÉ 7Íslo. 

Podle pUedpokladu platÍ Kj(A)    pro vŁechna  j , tedy takÉ

Ki+1(A) =  tt a    Kj(A) =  tt pro vŁechna j,  j  > i .

To znamenÁ, Şe

T |= ﾖA a        T |= ゴA .
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ZajÍmavEjŁÍ je nÁsledujÍcÍ tvrzenÍ, kterÉ uvÁdÍme bez d]kazu.

VEta 4.  Je-li T |=  A -> B     a      T |=  A -> ﾖA , 

potom T |=  A -> ゴ B .

Ozna7enÍ. Nech[ K =  (さ0 , さ1 , さ2 , ... )  je nEjakÁ temporÁlnÍ

struktura pro mnoŞinu vÝrokovÝch konstant  V .   Nech[ i  je 

pUirozenÉ 7Íslo. TemporÁlnÍ strukturu   Ki , kterÁ vznikne  z  K 

posunutÍm 7asu o  i  krok] do budoucnosti, definujeme takto:

Ki =  (さ0’ , さ1’, さ2’, ... )

kde   さj’ =   さi+j pro kaŞdÉ j .   Ki je takÉ temporÁlnÍ struktura 

podle p]vodnÍ definice, ale budeme ji ÚspornEji zapisovat jako

Ki =  (さi , さi+1 , さi+2 , ... , さi+j , さi+j+1 , … ) .
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Lemma5.  Nech[ K je temporÁlnÍ struktura a   i  je 

pUirozenÉ 7Íslo. Pro pravdivostnÍ hodnoty platÍ

.                                             K
i
j(A)  =  Ki+j (A) 

pro kaŞdÝ index  j a  kaŞdou formuli  A .

D]kaz provedeme indukcÍ podle sloŞitosti formule  A  pro 

vŁechna   j   sou7asnE.  Nech[

.       K  =  (さ0 , さ1 , さ2 , ... )     a    Ki =  (さi , さi+1 , さi+2 , ... ) .

UvaŞujeme nÁsledujÍcÍ pUÍpady

(i)  A je vÝrokovÁ konstanta  v  Œ V . Potom

.                                       K
i
j(v) = さi+j (v) = Ki+j(v) .
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(ii)  A  je false , potom Ki
j(false)  = ff  = Ki+j (false) .

(iii) A  je B -> C ,

Ki
j(B -> C) = tt ú Ki

j(B) = ff  nebo Ki
j(C) = tt

ú Ki+j(B) = ff  nebo Ki+j(C) = tt

ú Ki+j(B -> C) = tt

(iv) A  je ﾖB ,

Ki
j(ﾖB)  =  Ki

j+1(B) 

=  Ki+j+1(B) 

=  Ki+j (ﾖB) 
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(v) A  je ゴB ,

Ki
j(ゴB)  ú Ki

l(B) = tt pro vŁechna l  > j

ú Ki+l(B) = tt pro vŁechna l  > j

ú Ki+j (ゴB) 
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NÁsledujÍcÍ tvrzenÍ je temporÁlnÍ obdobou VEty o dedukci v 

klasickÉ vÝrokovÉ logice.

VEta 6. T ̌ {A} |=  B    prÁvE kdyŞ T |=  ゴA  -> B  .

SÉmantickÝ d]kaz nebudeme provÁdEt, ale povŁimneme si, Şe z 

pUesnÉ obdoby klasickÉ VEty o dedukci platÍ jen tvrzenÍ

VEta 7.  Je-li T |=  A  -> B potom T ̌ {A} |=  B .

ObrÁcenÁ implikace v LTL neplatÍ. Sta7Í uvaŞovat pUÍpad, kdy T

je prÁzdnÁ mnoŞina. Podle VEty 3  platÍ A |=  ゴA pro 

libovolnou formuli, ale implikace    A ->  ゴA nemusÍ bÝt

validnÍ formule. NenÍ pravdivÁ v ŞÁdnÉ temporÁlnÍ struktuUe  K , 

kde pro nEjakÉ i  a j  > i platÍ Ki(A) =  tt a    Kj(A) =  ff . 

Sta7Í uvaŞovat pUÍpad, kdy  A  je nEkterÁ vÝrokovÁ konstanta.
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Za zmÍnku stojÍ nÁsledujÍcÍ tvrzenÍ

VEta. Je-li   T |=  A   a   T je mnoŞina validnÍch formulÍ

potom   |=  A .

D]kaz. Nech[ K  je libovolnÁ temporÁlnÍ struktura , v  K  je

pravdivÁ kaŞdÁ validnÍ formule, tedy   K  je modelem

mnoŞiny T . Z pUedpokladu T |=  A dostÁvÁme   K |=  A .

ProtoŞe  K  je libovolnÁ temporÁlnÍ struktura, platÍ |=  A

a A je validnÍ formule .
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VEta.      |=  A    prÁvE kdyŞ ¬ A  nenÍ splnitelnÁ .

D]kaz. 

|=  A ú K |=  A pro libovolnou strukturu K

ú Ki(A) =  tt pro libovolnÉ i

ú Ki(¬A) = ff    pro libovolnÉ i

ú K |” ¬A

ú ¬ A nenÍ splnitelnÁ formule

StejnE jako v klasickÉ logice je validita „duÁlnÍ“ pojem ke 

splnitelnosti.
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Zde jsou nEkterÉ 7asto pouŞÍvanÉ temporÁlnÍ formule a 

jejich neformÁlnÍ 7tenÍ.

A -> ﾖB „jestliŞe  A  potom  B  v dalŁÍm stavu“

A -> ゴ B „jestliŞe  A  potom  B  te@ a v kaŞdÉm dalŁÍm stavu“

A -> ÕB „jestliŞe  A  potom  B  te@ nebo v nEjakÉm dalŁÍm stavu“

ゴ(A -> B) „jestliŞe  A te@ nebo v nEjakÉm dalŁÍm stavu potom  B platÍ

.                                                               ve stejnÉm stavu “

ゴﾖA „te@ a za kaŞdÝm dalŁÍm stavem nEkdy platÍ A“

„(od te@) A bude platit v nekone7nE mnoha stavech“

ﾖゴA „od nEkterÉho dalŁÍho stavu bude stÁle platit  A“

„(od te@ ) A platÍ skoro vŞdycky“
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BinÁrnÍ temporÁlnÍ operÁtory     

OblÍbenÝm binÁrnÍm operÁtorem je temporÁlnÍ obdoba progra-

movÉho konstruktu  until . Nej7astEji se zna7Í A B .

Definice. (A B   a   A B B)

Pro temporÁlnÍ strukturu   K ,  index   i a formule    A , B 

definujeme pravdivostnÍ hodnotu   Ki (A B)   nÁsledovnE

Ki (A B) = tt ú Kj (B) = tt pro nEjakÉ j , j > i a                   

.                                               Kk (A) = tt pro kaŞdÉ k , i < k < j
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MÉnE 7asto se pouŞÍvÁ binÁrnÍ operÁtor  A B B  kterÝ 7teme       

.                „A pUedchÁzÍ B“ nebo krÁtce  „A pUed B“ ,                     

.                                   anglicky  „A before B“ .

Ki (A B B) = tt ú pro kaŞdÉ j , j > i Kj (B) = tt implikuje

.                                      Kk (A) = tt pro nEjakÉ k , i < k < j 

jinak vyjÁdUeno

Ki (A B B) = tt ú ($j > i)(Kj (B) = tt =>                                    

.                                                               =>  (&k) (i < k < j & Kk (A) = tt)



TemporÁlnÍ logika 27

D]leŞitÉ validnÍ formule

|= ゴ A <-> ÕA |= Õ A <-> ゴA

(1) |= ﾖ A <-> ﾖA

|= ゴ Õ A <-> Õ ゴ A                |= Õ ゴ A <-> ゴ Õ A

|= (( A) B)  <->  (A B B)

NÁsledujÍcÍ validnÍ implikace nelze zesÍlit na ekvivalence

|= A -> Õ A                        |= ゴ A -> A

.                                 |= ﾖ A -> Õ A        |= ゴ A -> ﾖ A

|= ゴ A -> Õ A        |= ゴ A -> ﾖ ゴ A

|= A B -> Õ A        |= Õ ゴ A -> ゴ Õ A
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Idempotence Õ , ゴ , ゴÕ a  Õゴ

|= ÕÕA <-> ÕA |= ゴゴA <-> ゴA

|= Õゴ Õゴ A <-> Õゴ A |= ゴÕ ゴÕ A <-> ゴÕ A

Ale operÁtor pUÍŁtÍho stavu nenÍ idempotentnÍ. Formule  ﾖﾖA <-> ﾖA nenÍ

validnÍ.

Nekone7nÉ modality  ゴÕ a   Õゴ „konzumujÍ“ vŁechny ostatnÍ modality s 

jednÍm argumentem, kterÉ jsou na nE aplikovanÉ. S menŁÍm nÁsilÍm na syntax 

formulÍ to m]Şeme kompaktnE vyjÁdUit takto

|= (ゴÕ) A <-> ﾖ (ゴÕ) A <-> Õ (ゴÕ) A <-> ゴ (ゴÕ) A

.            |= ゴÕ (ゴÕ) A <-> Õゴ (ゴÕ) A

.                   |= (Õゴ) A <-> ﾖ (Õゴ) A <-> Õ (Õゴ) A <-> ゴ (Õゴ) A

.            |= ゴÕ (Õゴ) A <-> Õゴ (Õゴ) A
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Podle svÉ definice jsou operÁtory  Õ a  ゴÕ povahy existen7nÍ a operÁtory  ゴ
a  Õゴ povahy univerzÁlnÍ, zatÍmco operÁtor   (until)  je v prvnÍm argu-

mentu univerzÁlnÍ a ve druhÉm argumentu existen7nÍ.                          

VykazujÍ podobnÉ chovÁnÍ jako existen7nÍ kvantifikÁtor a univerzÁlnÍ

kvantifikÁtor v predikÁtovÉ logice.

|=  Õ (A ° B) <-> (Õ A ° Õ B)        |= ゴÕ (A ° B) <-> (ゴÕ A ° ゴÕ B)     

.   |=  ゴ (A ® B) <-> (ゴ A ® ゴ B)        |= Õゴ (A ® B) <-> (Õゴ A ® Õゴ B) 

Pro operÁtor  (until)  a boolovskÉ spojky konjunkce a disjunkce platÍ

tyto distributivnÍ vztahy.

|= ((A ® B) C) <-> ((A C) ® (B C))                                                    

.     |= (A (B ° C)) <-> ((A C) ° (B C)) 
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OperÁtor  ﾖ (next) se vztahuje k jedinÉmu 7asovÉmu bodu, proto se distri-

buuje se vŁemi boolovskÝmi spojkami.

|= ﾖ(A ° B) <-> (ﾖA ° ﾖB) |= ﾖ(A ® B) <-> (ﾖA ® ﾖB)

(2) |= ﾖ(A -> B) <-> (ﾖA -> ﾖB)   |= ﾖ(A <-> B) <-> (ﾖA <-> ﾖB)

pUitom ekvivalence      |= ﾖ A <-> ﾖA .. jiŞ byla uvedena vÝŁe.

Pro kombinace operÁtor] universÁlnÍ a existen7nÍ povahy platÍ jen 

implikace, kterÉ nelze zesÍlit na ekvivalence.

|= (ゴ A ° ゴ B) -> ゴ (A ° B)        |= Õゴ (A ° B)  -> (Õゴ A ° Õゴ B) 

|=  Õ (A ® B)   -> (Õ A ® Õ B)     |= ゴÕ (A ® B)  -> (ゴÕ A ® ゴÕ B)

|= ((A C) ° (B C))  -> ((A ° B) C).                                                  

|= (A (B ® C))  -> ((A B) ® (A C))
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|= ゴ(A -> B)  -> (ゴA -> ゴB)          |= ゴ(A -> B)  -> (ÕA -> ÕB)

|= ゴ(A -> B)  -> (ﾖA -> ﾖB)                                                               

|= ゴ(A -> B)  -> (ÕゴA -> ÕゴB)       |= ゴ(A -> B)  -> (ÕゴA -> ÕゴB)

|= ゴ(A -> B)  -> ((A C) -> (B C))

|= ゴ(A -> B)  -> ((C A) -> (C B))

PovŁimneme si, Şe uvedenÉ operÁtory jsou monotonnÍ v kaŞdÉm argumentu.

Nakonec uvedeme d]leŞitÉ charakteristiky temporÁlnÍch operÁtor] pomocÍ

pevnÝch bod].

|= ÕA <-> A ° ﾖÕA            (3) |= ゴA <-> A ® ﾖゴA

|= (A B) <-> B ° (A ® ﾖ(A B))

|= (A B B) <-> B ® (A ° ﾖ(A B B))
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TemporÁlnÍ logika
FormÁlnÍ systÉm
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FormÁlnÍ systÉm

VÝrokovÁ lineÁrnÍ temporÁlnÍ logika (LTL) v sobE zahrnuje klasickou 

vÝrokovou logiku v podobnÉm smyslu jako predikÁtovÁ logika. 

Tautologie vÝrokovÉ logiky se transformovaly na validnÍ formule predikÁ-

tovÉ logiky tÍm, Şe se za vÝrokovÉ promEnnÉ (konzistentnE) dosadily 

predikÁtovÉ formule. StejnÝ postup m]Şeme pouŞÍt i pro vÝrokovou 

temporÁlnÍ logiku.

NapUÍklad. VÝrokovÁ formule  

((p -> q) ® (q -> r)) -> (p -> r) 

kde p, q, r jsou vÝrokovÉ promEnnÉ, je tautologie, tedy validnÍ formule 

klasickÉ vÝrokovÉ logiky. DosazenÍm temporÁlnÍch formulÍ ﾖA , ゴB , ÕC  

za vÝrokovÉ promEnnÉ p , q , r  vznikne temporÁlnÍ formule 

((ﾖA -> ゴB) ® (ゴB -> ÕC)) -> (ﾖA -> ÕC) 

kterÁ je validnÍ v temporÁlnÍ logice.
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Definice. (Tautologicky validnÍ formule)

TÍkÁme, Şe temporÁlnÍ formule   A  je tautologicky (vÝrokovE) validnÍ, jestliŞe 

A vznikne z nEjakÉ tautologie vÝrokovÉ logiky A*(p1 , p2 , … , pn) , kde  

vŁechny vÝrokovÉ promEnnÉ ve formuli  A*  jsou uvedeny,  nahrazenÍm

vÝrokovÝch promEnnÝch    p1 , p2 , … , pn   po UadE temporÁlnÍmi formulemi 

A1 , A2 , … , An .

VEta 1.

KaŞdÁ tautologicky validnÍ formule je validnÍ.

D]kaz.  PUedpoklÁdejme, Şe   A* je tautologie a Şe temporÁlnÍ formule   A  

vznikla z A* nahrazenÍm vÝrokovÝch promEnnÝch jako v pUedchozÍ de-

finici. MÁme ukÁzat, Şe pro kaŞdou temporÁlnÍ strukturu  K a kaŞdÝ 

7asovÝ bod i , i  > 0 platÍ Ki(A) = tt . 
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Nech[ v je libovolnÉ pravdivostnÍ ohodnocenÍ v (klasickÉ) vÝrokovÉ

logice vÝrokovÝch promEnnÝch ve formuli   A* .  ProtoŞe A* je tauto-

logie,   A* je pravdivÁ nezÁvisle na pravdivostnÍch hodnotÁch   v(pj) 

vÝrokovÝch promEnnÝch   pj , j= 1 , 2 , ... , n.

V kaŞdÉm 7asovÉm bodE i , i  > 0 temporÁlnÍ struktura   K ur7uje 

pravdivostnÍ hodnoty   Ki(Aj)    j , j= 1 , 2 , ... , n. ProtoŞe sÉmantika pro 

vÝrokovÉ spojky v temporÁlnÍ logice je definovÁna stejnÝm zp]sobem 

jako v klasickÉ vÝrokovÉ logice, pravdivostnÍ hodnota   Ki(A) = tt bez 

ohledu na pravdivostnÍ hodnoty    Ki(Aj)  podformulÍ Aj .

ProtoŞe   A je pravdivÁ v kaŞdÉm 7asovÉm bodE i , je pravdivÁ i ve 

struktuUe   K a protoŞe   K je  libovolnÁ temporÁlnÍ struktura ,  

formule A je validnÍ.
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Z vEty 1 takÉ vyplÝvÁ, Şe pUevod tautologiÍ klasickÉ vÝrokovÉ logiky do LTL 

je moŞnÉ rozŁÍUit i na relaci sÉmantickÉho d]sledku  |= .

PUedpoklÁdejme, Şe formule  B  je d]sledkem mnoŞiny formulÍ T ve 

vÝrokovÉ logice. JestliŞe konzistentnE dosadÍme temporÁlnÍ formule do vÝro-

kovÝch formulÍ z  T a do formule   B   nemEli bychom poŁkodit relaci  |= .

NapUÍklad

ﾖD -> ゴE  , ゴE -> ¼F |= ﾖD -> ¼F

by mElo platit protoŞe ve vÝrokovÉ logice platÍ

A -> B  , B -> C |= A ->C  

Pro jednoduchÉ vyjÁdUenÍ tohoto jevu si pUipomeOme, Şe ve vÝrokovÉ logice 

platÍ

A1 , A2 , ... , An |=  B prÁvE kdyŞ |= A1 -> (A2 -> … -> (An ->  B) 
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Definice. (TautologickÝ d]sledek  kone7nÉ mnoŞiny formulÍ)               

Nech[ A1 , A2 , ... , An , n > 0   a   B    jsou temporÁlnÍ formule.  TÍkÁme, 

Şe formule  B je tautologickÝm d]sledkem formulÍ A1 , A2 , ... , An ,  

jestliŞe formule

.                                      A1 -> (A2 -> … -> (An  ->  B)                                               

.                                                               je tautologicky validnÍ.

VEta 2. 

Je-li   B tautologickÝm d]sledkem temporÁlnÍch formulÍ A1 , A2 , ... , An ,  

potom      A1 , A2 , ... , An |= B  .

TÍm je motivovÁna nÁsledujÍcÍ definice.
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D]kaz. Podle pUedpokladu je 

A1 -> (A2 -> … -> (An ->  B)

tautologicky validnÍ formule. Podle VEty 1  to znamenÁ, Şe je to validnÍ

formule, tedy 

|=   A1 -> (A2 -> … -> (An ->  B)

PouŞijeme-li   n krÁt VEtu 7 ze sÉmantiky LTL, dostaneme tvrzenÍ vEty.
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FormÁlnÍ systÉm LineÁrnÍ temporÁlnÍ logiky.

Axiomy.

(Taut)       VŁechny tautologicky validnÍ formule

Pro libovolnÉ formule  A , B  jsou  nÁsledujÍcÍ formule axiomy

(LTL 1)     �ﾖ A <->  ﾖ�A

(LTL 2)     ﾖ(A -> B)  ->  (ﾖA -> ﾖB)

(LTL 3)     ゴ A -> (A ® ﾖゴ A)



TemporÁlnÍ logika 2 9

OdvozovacÍ pravidla.

(MP)   A , A -> B |- B

(Next)         A  |- ﾖ A

(Indukce)    A -> B ,  A -> ﾖA |- A -> ゴB
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Axiom (taut) je schema, kde bychom spÍŁe o7ekÁvali instance axiom]
klasickÉ vÝrokovÉ logiky. Pro nÁs nenÍ d]leŞitÉ jak se odvozujÍ tautolo-

gicky pravdivÉ formule ; to probÍhÁ v stejnE jako v klasickÉ vÝrokovÉ

logice. Abychom zkrÁtili d]kazy o tuto „klasickou 7Ást“ , bereme vŁechny 

tautologicky pravdivÉ formule jako axiomy. MnoŞina vŁech tautologicky 

pravdivÝch formulÍ je rozhodnutelnÁ, tedy existuje algoritmus, kterÝ 

rozpoznÁvÁ tautologicky pravdivÉ formule (respektive jejich kÓdy).

Axiomy LTL2 a LTL3 jsou implikace a ne ekvivalence i kdyŞ obrÁcenÉ

implikace jsou validnÍ. UkÁŞeme, Şe tyto implikace jsou dokazatelnÉ.

OdvozovacÍ pravidlo (ind) je pravidlo indukce, kterÉ lze neformÁlnE
vyslovit takto

„jestliŞe  A  (vŞdycky) implikuje   B   a    A   je invariantnÍ pUi pUechodu z 

libovolnÉho stavu do do nÁsledujÍcÍho,  potom vŞdy platÍ B “.
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UkÁŞeme, Şe formÁlnÍ systÉm  LTL  je korektnÍ vzhledem k sÉmantice.

VEta 3. (o korektnosti pro LTL)

Nech[ A   je formule a   T   je mnoŞina formulÍ, potom 

T |- A  implikuje T |=  A speciÁlnE |- A implikuje |=  A .

D]kaz. Postupujeme indukcÍ podle d]kazu formule.

(a) Je-li  A  axiom ze schemat (taut), LTL1, LTL2, LTL3, potom podle 

VEty 1 jsou vŁechny axiomy z (taut) , tedy vŁechny tautologicky validnÍ

formule validnÍ.                                                               

Axiom ze schematu LTL1 je validnÍ formule, podle sÉmantickÉ ekvivalence 

(1)  z prezentace TemporÁlnÍ logika 1. Axiomy ze schemat LTL2 a LTL3 

jsou validnÍ podle sÉmantickÝch ekvivalencÍ (2)  a  (3)  z pUedchozÍ

prezentace.
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(b) Je-li   A   prvkem   T ,  potom  T |=  A plyne z definice modelu.

(c) Je-li   A   odvozena pravidlem modus ponens z fomulÍ B  a B -> A , 

podle induk7nÍho pUedpokladu je   T |=  B a    T |= B -> A .  Ze 

sÉmantickÉ korektnosti pravidla modus ponens dostÁvÁme   T |=  A .

(d) Je-li  A   odvozena pravidlem (nex), tedy   A   je tvaru   ﾖB , takovÉ

Şe T |- B ,  z induk7nÍho pUedpokladu  dostÁvÁme   T |=  B a z vEty 4 

z pUedchozÍ prezentace dostÁvÁme    T |=  B -> ﾖB   odkud     T |=  A

ze sÉmantickÉ korektnosti pravidla modus ponens.

(e) Je-li  A  odvozena z formulÍ B -> C a B -> ﾖB pravidlem (ind), 

potom   A   je tvaru   B -> ゴ C .  Z induk7nÍho pUedpokladu dostÁvÁme 

T |= B -> C a   T |=  B -> ﾖB a z vEty 4 z pUedchozÍ prezentace 

dostÁvÁme   T |=  B -> ゴ C , tedy   T |=  A .
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I kdyŞ pUi formulaci schematu axiom] (taut) jsme dali pUednost tautologicky 

validnÍm formulÍm pUed instancemi axiom] klasickÉ vÝrokovÉ logiky, pUesto 

je ve vÝrokovÉ temporÁlnÍ logice  (LTL) 7istE klasickÝ fragment, kterÝ pouŞÍ-

vÁ jen axiomy ze schematu (taut) a z nich odvozuje jen pomocÍ pravidla 

modus ponens.                                                               

Dokazatelnost v tomto smyslu budeme vyjadUovat pomocÍ nÁsledujÍcÍho 

odvozenÉho pravidla, kterÉ je vlastnE zobecnEnÍm pravidla modus ponens

(prop)   A1 , A2 , … , An |- B jestliŞe

.                                                  B je tautologickÝm d]sledkem formulÍ A1 , A2 , … , An

PUÍkladem m]Şe bÝt pravidlo sklÁdÁnÍ implikacÍ

A ->  B , B -> C   |- A ->  C

kterÉ budeme pouŞÍvat v d]kazech stejnE jako mnoho dalŁÍch jako pravidlo 

typu  (prop). Tento postup je od]vodnEn nÁsledujÍcÍ vEtou.
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VEta 4.  

A1 , A2 , … , An |- B jestliŞe                                                               

.                     B je tautologickÝm d]sledkem formulÍ A1 , A2 , … , An

D]kaz. DokÁŞeme jen pro  n = 2 , obecnÝ pUÍpad se dokazuje podobnE.  

Je-li   B   tautologickÝm d]sledkem    A1 , A2 , potom formule  

.                                                               A1 -> (A2 -> B)   

je tautologicky validnÍ a je moŞnÉ sestrojit nÁsledujÍcÍ d]kaz formule  

B z formulÍ A1 , A 2 :

(1)   A1 pUedpoklad

(2)   A2 pUedpoklad

(3) A1 -> (A2 -> B) (taut)

(4) (A2 -> B) (1),(3) (mp)

(5)  B                                                               (2),(4) (mp)



TemporÁlnÍ logika 2 15

PUÍklady dalŁÍch d]kaz]

Nejprve obrÁcenÉ implikace k axiom]m  (LTL2) a (LTL3). TÍm bude 

dokon7en formÁlnÍ d]kaz validnÍch formulÍ (2), (3) ze sÉmantiky LTL.

(LTL2�) ﾖ(A -> B) <- (ﾖA -> ﾖB)

(LTL3�)   ゴA <- A ® ﾖゴA

D]kaz (LTL2�) 

(1) �(A -> B) -> A (taut)

(2) ﾖ(�(A -> B) -> A)                                                               (nex), (1)

(3) ﾖ(�(A -> B) -> A) -> (ﾖ�(A -> B) -> ﾖA) (LTL2)

(4) (ﾖ�(A -> B) -> ﾖA) (mp), (2), (3)

(5)  �ﾖ(A -> B) <-> ﾖ�(A -> B) (LTL1)
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(6) ﾖ�(A -> B) -> ﾖA                                                            (prop),(4),(5)

(7) � (A -> B) -> �B                                                              (taut)

(8)  ﾖ�(A -> B) -> ﾖ�B jako (6) z (1)

(9)  ﾖ�(B) -> �ﾖB                                                               (prop),(LTL1) 

(10) ﾖ�(A -> B) -> �ﾖB                                                        (prop),(8),(9)

(11) ﾖ�(A -> B) -> �(ﾖA -> ﾖB) (prop),(6),(10)

(12) (ﾖA -> ﾖB) -> ﾖ (A -> B) (prop),(11)
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D]kaz (LTL3’)

(1) (A ® ﾖゴ A) -> A                                                        (taut)

(2) ゴ A -> (A ® ﾖゴ A)                                                    (LTL3)

(3) ﾖ(ゴ A -> (A ® ﾖゴ A))                                               (nex),(2)

(4) ﾖゴ A -> ﾖ(A ® ﾖゴ A)                                               (mp),(LTL2),(3) 

(5) (A ® ﾖゴ A) -> ﾖ(A ® ﾖゴ A)                                     (prop),(4)

(6) (A ® ﾖゴ A) -> ゴ A (ind),(1),(5)
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NÁsledujÍcÍ odvozovacÍ pravidla jsou varianty induk7nÍho pravidla.

(ind1)     A -> ﾖA |- A -> ゴA

(ind2)     A -> B B -> ﾖB |- A  -> ゴB

OdvozenÍ (ind1)

(1)  A -> ﾖA pUedpoklad

(2)   A -> A (taut)

(3)   A  -> ゴA                                                               (ind),(1),(2)
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OdvozenÍ (ind2)

(1) A -> B pUedpoklad

(2)  B -> ﾖB pUedpoklad

(3)  B -> ゴB (ind),(1),(2)

(4)  A -> ゴB (prop),(1),(3)
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NÁsledujÍ dvE odvozovacÍ pravidla. PrvnÍ je obdobou (nex) pro ゴ.

(alw)   A  |- ゴA

(som)  A -> ﾖB |- A -> ¼B

OdvozenÍ (alw)

(1)   A                                                               pUedpoklad         

(2)  ﾖA                                                               (nex),(1)

(3)  A -> ﾖA                                                               (prop),(2) 

(4)  A -> ゴA                                                               (ind1),(3) 

(5)  ゴA (mp),(1),(4)



TemporÁlnÍ logika 2 21

OdvozenÍ (som)

(1) A -> ﾖB                                                               pUedpoklady , (prop) 

(2) ゴ�B -> (�B ®ﾖゴ �B)                                           (LTL3)

(3) ゴ�B -> �B (prop),(2)

(4) ゴ�B -> ﾖゴ �B (prop),(2) 

(5) ﾖ(ゴ�B -> �B)                                                      (nex),(3) 

(6) ﾖ(ゴ�B -> �B )  -> (ﾖゴ �B  -> ﾖ�B)                   (LTL2)

(7) ﾖゴ �B  -> ﾖ�B (mp),(5),(6)

(8) ゴ �B  -> ﾖ�B (prop),(4),(7)

(9) �ﾖB <-> ﾖ�B (LTL1)

(10) ゴ �B  -> ﾖ�B (prop),(8),(9)

(11) ﾖB ->  �ゴ �B (prop),(10)

(12)  A ->  ¼B (prop),(1),(11)
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Lemma 5.

(ﾖA ﾖB)   ->  ﾖ(A B)

D]kaz.

(1) ﾖ(A -> �B)  ->  (ﾖA ->  ﾖ�B)                                    (LTL2)

(2) ﾖ(A -> �B)   ->  (ﾖA -> �ﾖB) (prop),(LTL1),(1)

(3) �(ﾖA ->  ﾖ�B)  ->  �ﾖ (A -> �B)                              (prop),(2)

(4) �(ﾖA ->  ﾖ�B)  ->  ﾖ�(A -> �B)                              (prop),(LTL1),(3)

(5) (ﾖA ﾖB)   ->  ﾖ(A B) (prop)
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VEta 6. (o dedukci pro LTL)

Nech[ A, B jsou formule a  T   je mnoŞina formulÍ. PlatÍ

T  ̌ {A} |- B prÁvE kdyŞ T |- ゴA -> B

D]kaz (indukcÍ podle odvozenÍ/dÉlky d]kazu)

µ (a)  Je-li   B axiom LTL nebo  B   je prvkem  T   , potom  T |- B  a 

pomocÍ (prop)  dostÁvÁme    T |- ゴA -> B .

(b) je-li   B  formule   A  , potom    T |- ゴA -> A ® ﾖゴA podle  LTL3  a   

T |- ゴA -> A   lze odvodit pomocÍ (prop).

(c)  Je-li   B odvozena pravidlem (mp) z formulÍ C , C -> B . 

Potom    .                                                               

.                                      T  ̌ {A} |- C   a    T  ̌ {A} |- C -> B
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a z  induk7nÍho pUedpokladu 

T |- ゴA -> C   a T |- ゴA -> (B -> C)

(d) Je-li  B tvaru  ﾖC  a byla odvozena pravidlem (nex) z formule   C , 

potom                                                           

.                                                     T  ̌ {A} |- C

a z induk7nÍho pUedpokladu                                                       

.                                                    T  |- ゴA -> C

zbÝvÁ dokÁzat                                            .                                                               

.                                                    T  |- ゴA -> ﾖC

(1)    ゴA -> C jiŞ odvozeno  

(2)  ﾖ(ゴA -> C)                                                          (nex),(1)             

(3)  ﾖ(ゴA -> C) -> (ﾖゴA -> ﾖC)                                (LTL2)            

(4)  ﾖゴA -> ﾖC                                                          (mp),(2),(3)     

(5)   ゴA -> (A ® ﾖゴA)                                              (LTL3)           

(6)   ゴA -> ﾖゴA (prop),(5)         

(7)   ゴA -> ﾖC (prop),(4),(6) 
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(e)  B  je C -> ゴD. a je odvozeno pravidlem (ind) z formulÍ .                                             

.                                                           C -> D a  C -> ﾖC

potom z induk7nÍho pUedpokladu                                                       

.                             T  |- ゴA -> (C -> D)    T  |- ゴA -> (C -> ﾖC)                          

odtud odvodÍme                                                              

.                             T  |- ゴA -> (C -> ゴD)                          pomocÍ lemmatu 5.

(1)   ゴA -> (C -> D)                                               odvozeno        

(2)   ゴA -> (C -> ﾖC)                                             odvozeno          

(3)  (ゴA ® C) -> D                                                 (prop),(1)             

(4)  (ゴA ® C) -> ﾖC (prop),(2)                

(5)   ゴA -> ﾖゴA (LTL3),(prop)                   

(6)  (ゴA ® C) -> (ﾖゴA ®ﾖC)                                 (prop),(4),(5)        

(7) (ﾖゴA ®ﾖC) -> ﾖ(ゴA ®C)                                 lemma 5                  

(8) (ゴA ® C) -> ﾖ(ゴA ®C)                                    (prop),(6),(7)          

(9) (ゴA ® C) -> ゴD                                               (ind),(3),(8)        

(10) ゴA -> (C -> ゴD)                                            (prop),(9)
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TÍm je implikace zleva doprava dokÁzÁna. Opa7nÁ implikace mÁ kratŁÍ

d]kaz.

<= PUedpoklÁdejme, Şe

.                                                           T |- ゴA -> B

potom takÉ

.                                         T  ̌ {A} |- ゴA -> B

pUi tom                                                           

.                                        . T  ̌ {A} |- ゴA

podle (alw), odkud                                                        

.                                          T  ̌ {A} |- B

.                                                               plyne pomocÍ (mp).

PoznÁmka. Z VEty o dedukci klasickÉ vÝrokovÉ logiky se stejnÝm 

zp]sobem odvodÍ implikace

Je-li   T |- A -> B   potom   T  ̌ {A} |- B .Opa7nÁ implikace nenÍ v 

LTL dokazatelnÁ. 
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V poznÁmce k sÉmantickÉ verzi klasickÉ VEty o dedukci se ukazuje, Şe z

T  ̌ {A} |= ゴA   

neplyne

T |= A -> ゴA

podle VEty o korektnosti pro LTL pak tvrzenÍ

Je-li          T  ̌ {A} |- ゴA  potom    T |- A -> ゴA

nenÍ v LTL dokazatelnÉ.
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ºplnost   LTL

UvaŞujme mnoŞinu formulÍ

T  =  {A , ﾖA , ﾖﾖA , ﾖﾖﾖA , … , ﾖnA , ﾖn+1A , … }

Snadno se odvodÍ

T |= ゴA            (1)

ale to neplatÍ pro ŞÁdnou kone7nou podmnoŞinu   T’ mnoŞiny T .  Nem]-

Şeme tedy o7ekÁvat, Şe v LTL bude moŞnÉ odvodit

T |- ゴA (1’)

V takovÉm d]kazu by bylo pouŞito jen kone7nE mnoho formulÍ z   T a to 

znamenÁ, Şe by platilo

T’ |- ゴA

pro nEjakou kone7nou podmnoŞinu   T’ mnoŞiny T . 



TemporÁlnÍ logika 2 29

Z VEty o korektnosti pro LTL by plynulo

T’ |= ゴA

a to nenÍ moŞnÉ. V  LTL  tedy neplatÍ tvrzenÍ:

Je-li    T |= A potom    T |- A

pro kaŞdou mnoŞinu   T   a kaŞdou formuli  A .  DÁ se ukÁzat, Şe v LTL 

platÍ jen slabÁ forma VEty o Úplnosti.

VEta 7. (SlabÁ VEta o Úplnosti pro LTL)

Pro kaŞdou kone7nou mnoŞinu formulÍ T  a libovolnou formuli A platÍ

tvrzenÍ:  Je-li                                                              

.                                         T |= A potom    T |- A ,

a speciÁlnE |= A potom    |- A .
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D]kaz. PouŞijeme-li jeŁtE VEtu o korektnosti dostaneme v LTL tvrzenÍ:

|- A prÁvE kdyŞ |= A .

D]sledek 9.

Pro kaŞdou kone7nou mnoŞinu formulÍ T  a libovolnou formuli A platÍ

tvrzenÍ:                                                               

.                           T |- A prÁvE kdyŞ T |= A .

D]sledek 8.

VŁechny validnÍ formule jsou dokazatelnÉ v LTL .

SpeciÁlnE vŁechny validnÍ formule, kterÉ jsme zmÍnÍli pUi studiu sÉmanti-

ky jsou v LTL dokazatelnÉ.
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Aplikace TemporÁlnÍ logiky

V temporÁlnÍ logice je moŞnÉ defimovat vlastnosti StavovÝch systÉm], 

ovEUovat je a odvozovat z nich dalŁÍ d]sledky. TermÍn stavovÝ systÉm

budeme pouŞÍvat intuitivnE pro nEjakÝ systÉm  d,  kterÝ v jednotlivÝch 

krocÍch prochÁzÍ r]znÝmi stavy a vykazuje ur7itÉ „chovÁnÍ“. 

KaŞdÝ pr]chod systÉmu  d mnoŞinou stav] (tzv. exeku7nÍ posloupnost) 

budeme krÁtce nazÝvat bEh .

KaŞdÁ temporÁlnÍ formule v jazyce  L LTL d systÉmu  d specifikuje nEjakou 

vlastnost stavovÉho systÉmu  d , kterou m]Şeme ztotoŞnit s ur7itou mnoŞi-

nou bEh] systÉmu d . M]Şeme UÍci, Şe kaŞdÁ temporÁlnÍ formule ur7uje 

nEjakou mnoŞinu bEh]. 
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Ale neplatÍ to naopak. Pokud   d mÁ nekone7nou mnoŞinu bEh], potom 

podmnoŞin mnoŞiny vŁech bEh] je nespo7etnE mnoho a naproti tomu je 

jen spo7etnE mnoho temporÁlnÍch formulÍ. To znamenÁ, Şe ne kaŞdÁ

mnoŞina bEh] m]Şe bÝt definovÁna nEjakou temporÁlnÍ formulÍ.

Tento triviÁlnÍ fakt musÍme vzÍt na vEdomi. Je vŁak zUejmÉ, Şe to jakÉ

vlastnosti systÉmu  d budeme moci specifikovat formulemi  temporÁlnÍ

logiky zÁleŞÍ na volbE jazyka LLTL d .

R]znÉ „deskrip7nÍ jazyky“ pro popis systÉmu dovolujÍ prvnÍ hrubou 

klasifikaci vlastnostÍ systÉmu.  

M]Şeme to ukÁzat na jednoduchÉm systÉmu   dgく , kterÝ mÁ jenom dvE
akce  g , く takovÉ, Şe vÝrokovÉ konstanty   exec g ,   exec く nemohou 

bÝt sou7asnE pravdivÉ ve stejnÉm stavu. 
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Pro temporÁlnÍ strukturu  K  , pUirozenÉ 7Íslo i a  formuli   A , kterÁ ne-

obsahuje operÁtor <>  budeme definovat pravdivostnÍ hodnotu

K i(<>A) nÁsledujÍcÍm zp]sobem

K i(<>A) =  tt jestliŞe   K j(A) = tt  pro nEjakÉ j , j < i                             

.           K i(<>A) =  ff jestliŞe   K j(A) = ff pro kaŞdÉ j , j < i                      

.                                                               (v7etnE pUÍpadu, kdy takovÉ j  neexistuje)

V takto rozŁÍUenÉm jazyce budeme UÍkat, Şe A je retro-formule, pokud 

obsahuje jen retro-operÁtor  <>.

FormulÍm tvaru ﾙA , kde  ﾙ je nEkterÝ z pozitivnÍch operÁtor] ゴ, ﾖ, 

¼, ¼ゴ, ゴ¼ a   A je retro budeme UÍkat  preceden7nÍ.       
.                                                               

Do jazyka   LLTL d pUidÁme jeŁtE jeden temporÁlnÍ operÁtor  <> ,  kterÝ se 

(proti zavedenÉmu zvyku) vztahuje k minulÝm stav]m.
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NynÍ m]Şeme klasifikovat vlastnosti, kterÉ lze vyjÁdUit pomocÍ prece-

den7nÍch formulÍ. Jako pUÍklady pouŞijeme formule z    dgく .

(a) Vlastnost specifikovanÁ preceden7nÍ formulÍ

ゴA

kde  A  je  retro, nazÝvÁme bezpe7nostnÍ.     PUÍkladem je formule

ゴ(exec く -> <>exec g)

kterou 7teme

„kdykoliv je provedena akce   く ,  g bylo provedeno nEkdy pUed tÍm“.
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(b) Vlastnost specifikovanÁ preceden7nÍ formulÍ

¼ A

kde  A   je  retro, nazveme odpovEdnÍ.   PUÍkladem je formule

¼(<>exec g -> exec く)

„ nEkdy pozdEji bude na dUÍvEjŁÍ provedenÍ akce  g odpovEdEno akcÍ く“

(c) Vlastnost specifikovanÁ preceden7nÍ formulÍ

¼ゴ A

kde  A  je  retro, nazveme perzistentnÍ .   PUÍkladem je formule

¼ゴ �exec g

„od nEkterÉho budoucÍho stavu, akce  g jiŞ nebude nikdy provedena“
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6tvrtÝ terminÁlnÍ prefix    ゴ¼ nedÁvÁ novou tUÍdu vlastnostÍ, protoŞe 

formule    ゴ¼ A    je sÉmanticky ekvivalentnÍ s formulÍ ゴ A . To 

znamenÁ, Şe vlastnosti   ゴ¼ A pro retro-formule   A jsou odpovEdnÍ

vlastnosti . 

OstatnE tUi tUÍdy vlastnostÍ (a), (b), (c)  nejsou disjunktnÍ. KaŞdÁ bez-

pe7nostnÍ vlastnost je takÉ odpovEdnÍ a perzistentnÍ vlastnost.

KdyŞ pouŞijeme binÁrnÍ operÁtory, formule tvaru

A -> ( B ﾚ C)

kde   ﾚ je nEkterÝ z operÁtor] before , after , atnext , unless atd., 

kde  A ,  B a  C  jsou stavovÉ formule danÉho systÉmu   d budeme 

takÉ nazÝvat  preceden7nÍ. 
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BinÁrnÍ operÁtory   before , after , atnext majÍ celkem nÁzornÝ intuitivnÍ

vÝznam. OperÁtor   unless je definovÁn podobnE jako   until ale jeho 

pravdivost zÁvisÍ na vÍce stavech.

Pro temporÁlnÍ strukturu    K , formule  A , B pUirozenÉ 7Íslo  i definuje-

me

K i(A unless B) =  tt ú K i(B)  = tt pro nEjakÉ j > i   a                              

.                                                         (K k(A)  = tt pro kaŞdÉ k , i < k <j  nebo

.                                            K k(A)  = tt pro kaŞdÉ k , k >j )

K i(A unl B) =  tt ú K i(B)  = tt pro nEjakÉ j > i   a                              

.                                                         (K k(A)  = tt pro kaŞdÉ k , i < k <j             

.                                                          nebo .                               

.                                                               K k(A)  = tt pro kaŞdÉ k , k >j )
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Klasifikace vlastnostÍ systÉm] by mohla pokra7ovat pokud bychom 

pouŞili jazyky s  jemnEjŁÍmi (podrobnEjŁÍmi) vÝrazovÝmi prostUedky. 

OpustÍme tuto linku a v dalŁÍm se budeme vEnovat nEkterÝm jednodu-

chÝm pUÍpad]m tUÍd vlastnostÍ, kterÉ popÍŁeme podrobnEji.                    

Zavedeme a popÍŁeme zÁkladnÍ metody verifikace vlastnostÍ pro jiŞ

zmÍnEnÉ tUi typy vlastnostÍ.

Preceden7nÍ vlastnosti specifikovanÉ pomocÍ tEchto binÁrnÍch operÁ-

tor] jsou speciÁlnÍm pUÍpadem bezpe7nostnÍch vlastnostÍ: napUÍklad 

platÍ

A -> (B before C)  ú ゴ(C -> (B after A))
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Metody verifikace zÁvisÍ na tom, jak stavovÉmu systÉmu rozumÍme a 

jak jeho relevantnÍ vlastnosti m]Şeme popsat pomocÍ formÁlnÍho 

pUechodovÉho systÉmu, kterÝ stavovÝ systÉm reprezentuje.

a) InvariantnÍ vlastnosti.

Chceme-li odvodit invariantnÍ vlastnost

A -> ゴB

Nej7astEji se metoda d]kazu opÍrÁ o pouŞitÍ nEkterÉho z induk7nÍch 

odvozovacÍch pravidel: 

(ind)           A -> B ,  A -> ﾖA |- A -> ゴB

(ind1)         A -> ﾖA |- A -> ゴA

(ind2) A -> B, B -> ﾖB |- A  -> ゴB
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Z nich napUÍklad pravidlo (ind1) lze pouŞÍt k odvozenÍ formule bezpe7nosti 

systÉmu ve tvaru

A -> ゴA

kterÉ vyjadUuje fakt, jakmile   A platÍ v nEjakÉm stavu, bude platit i ve 

vŁech nÁsledujÍcÍch stavech.

PUÍklad. (Zakon7ujÍcÍ 7Íta7 (terminating counter)) dtcount kterÝ je na 

nEjakÉ mnoŞinE data(dtcount) specifikovÁn temporÁlnÍmi axiomy

(TC1)         c  < 100                                                            

(TC2)        (on ® c < 100)  -> ((on’ ® c’ = c+ 1) ° (¬on’ ® c’= c))    

(TC3)        (¬on ® c < 100)  -> ((¬on’ ® c’ = c) ° (on’ ® c’= 0))     

(TC4)         c  = 100  ->  (on’ <-> on ® c’= c)
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Zde c  a  on jsou systÉmovÉ promEnnÉ pro hodnotu 7Íta7e a UÍzenÍ

vÝpo7tu (zapÍnÁnÍ, pUeruŁovÁnÍ a vypÍnÁnÍ).                                     

Formule                                                         

c  < 100 c < 100 c’ = c+ 1 c’ = c ale takÉ on  �on

jsou  vÝrokovÉ konstanty.

Potom lze odvodit, Şe pro zakon7ujÍcÍ 7Íta7 platÍ

c  = 100  -> ゴ(c  = 100 )

DÁ se ukÁzat, Şe takto specifikovanÝ zakon7ujÍcÍ 7Íta7 mÁ i tuto vlastnost

c  < 100  -> ゴ(c  = 100  ->  on)

„je-li v nEjakÉm stavu  c  < 100 a v nEkterÉm z nÁsledujÍcÍch stav] c  

dosÁhne hodnoty  100  potom 7Íta7 bude zapnut“.

. 
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b) Preceden7nÍ vlastnosti

StejnE jako v pUÍpadE bezpe7nostnÍch vlastnostÍ se preceden7nÍ vlastnosti

specifikovanÉ formulemi

A -> ( B ﾚ C)

odvodÍ z induk7nÍch pravidel pro operÁtory  ﾚ .

(indunless)              A ->(ﾖC ° ﾖ(A ® B)) |- A  -> (B unless C)

(indunl)                  A ->(C ° (B ® ﾖA)) |- A -> (B unl C)

(indatnext)             A ->(ﾖ(C -> B) ® ﾖ(�C -> A)) |- A -> (B atnext C)

(indbefore)            A ->(ﾖ � C ® ﾖ(A ° B)) |- A -> (B before C)

Ve vŁech 7tyUech pUÍpadech hraje formule  A podobnou roli jako v 

pravidle (ind),  „je nositelem indukce“. Pokud   A  platÍ v nEjakÉm stavu 

stavu, pak platÍ –nynÍ za ur7itÝch podmÍnek- v dalŁÍm stavu.
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PUÍklad. (Ne-zakon7ujÍcÍ 7Íta7 (non-terminating counter)) dcount

kterÝ je na nEjakÉ mnoŞinE data(dcount) specifikovÁn temporÁlnÍmi 

axiomy

on -> ((on’ ® c’ = c+ 1) ° (¬on’ ® c’= c))    

¬on -> ((¬on’ ® c’ = c) ° (on’ ® c’= 0))  

mÁ vlastnost

¬on -> (c = 0 atnext on)  

ktrerÁ UÍkÁ, Şe vypnutÝ 7Íta7 bude nastaven na hodnotu   0   pokud 

bude zapnut v pUÍŁtÍm stavu.
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Pro ne-zakon7ujÍcÍ 7Íta7 se dÁ odvodit i dalŁÍ vlastnost

c =  x -> (c > x unl c =  0)

jakÁkoliv hodnota 7Íta7e nebude v dalŁÍch krocÍch snÍŞena kromE
pUÍpadu, Şe 7Íta7 bude resetovÁn na  0 .

c) „KoncovÉ“ vlastnosti

jsou specifikovÁny formulemi tvaru

A -> ÕB
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Pro odvozovÁnÍ takovÝch formulÍ poskytuje vÝrokovÁ temporÁlnÍ logika 

(LTL) nÁsledujÍcÍ dvE pravidla

(som)  A -> ﾖB |- A -> ¼B

(chain)  A -> ÕB , B -> ÕC |- A -> ¼C

kterÁ se dajÍ pouŞÍt ve velmi jednoduchÝch d]kazech opÍrajÍcÍch se o 

kone7nÉ UetEzce (posloupnosti) implikacÍ:  abychom dokÁzali 

A -> ÕB

pomocÍ pravidla  (chain),  musÍme dokÁzat musÍme dokÁzat dva nebo 

vÍce „malÝch krok]“ stejnÉho druhu. Pravidlo (som) je jednoduchÝ 

prostUedek pro pro ospravedlnEnÍ takovÝch „malÝch krok]“.
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I kdyŞ je tento postup dost 7asto pouŞitelnÝ, pravidla  (som) a (chain) 

jsou slabÁ. OvŁem v temporÁlnÍ predikÁtovÉ logice je moŞnÉ obE pravidla 

nahradit jednÍm silnEjŁÍm, univerzÁlnE pouŞitelnÝm pravidlem. 

Nebudeme ho uvÁdEt, ale tento fakt vezmeme na vEdomÍ.

PUÍklad. („OmezenÝ 7Íta7” ゎbcount )

Specifikace takovÉho systÉmu v LTL vznikne upravenÍm specifikace 

zakon7ujÍcÍho 7Íta7e nÁsledujÍcÍm zp]sobem: pUi dosaŞenÍ hodnoty 100, 

7Íta7 nezakon7Í vÝpo7et, ale je vypnut  NavÍc je ve vÝpo7tu povoleno 

vykonat za sebou aŞ N  „prÁzdnÝch“ krok], kde  N  je pevnE danÉ

pUirozenÉ 7Íslo.
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Nebudeme uvÁdEt pUesnou formalizaci takovÉho systÉmu jako StavovÉho 

pUechodovÉho systÉmu, ale napÍŁeme temporÁlnÍ specifikaci  ゎbcount :

c  < 100 ® b  < N

(on ® c < 100)  -> ((on’ ® c’ = c+ 1) ° (¬on’ ® c’= c ® b’ = 0))  

(on ® c = 100)  -> (¬on’ ® c’ = c ® b’ = 0)

(¬on ® b < N)  -> ((¬on’ ® c’ = c ® b’ = b +1) ° (on’ ® c’= 0))

(¬on ® b = N)  -> (on’ ® c’= 0))

Zde b je novÁ systÉmovÁ promEnnÁ, kterÁ po7ÍtÁ po7et prÁznÝch krok]. 

PovŁimnEme si, Şe pro jednoduchost specifikace nevylu7ujeme moŞnost, 

Şe na samÉm za7Átku, pokud b > 0  systÉm bude zapnut aŞ po mÉnE nEŞ

N  prÁzdnÝch krocÍch.
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Z tÉto specifikace je moŞnÉ odvodit, Şe systÉm    ゎbcount mÁ koncovou 

vlastnost

Õ(c = 0)

vyjadUujÍcÍ fakt, Şe stav, kdy 7Íta7 mÁ hodnotu  0  bude dosaŞen z kterÉ-

hokoli jinÉho stavu.

PodobnE se dÁ ukÁzat, Şe

(c > 0 ® on)  -> Õ(c > 0 ® �on) 

pokud 7Íta7 mÁ nenulovou hodnotu, bude nEkdy pozdEji se stejnou  hod-

notou vypnut .

UkÁzali jsme, jak se odvozujÍ tUi jednoduchÉ vlastnosti r]znÝch systÉm]
z jejich specifikace. Zde neuvedenÉ d]kazy nejsou ÚplnE krÁtkÉ, ale 

provÁdEjÍ se ve vÝrokovÉ temporÁlnÍ logice.
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DEkuji vÁm za pUÍzeO po 

celÝ semestr

a za pozornost.


