Predikatova logika



Jazyk prvniho radu

Jazyk obsahuje

(1) Proménné x, y, z, x,, X,,... ¥, ¥"',... neomezen¢ mnoho

(11) Funkcni symboly f,g,4,..., f;, /3 .- kazdy ma svou
cetnost (pocet argumentt) » = 0.

(lll)PI’CdlkétOVé symboly PsqsVs... Py Py kaid}'/ ma svou
cetnost n> 0.

(1v) Symboly pro logicke spojky — negace, v disjunkce,
& konjunkce, — implikace, <> ekvivalence.

(v) Symboly pro kvantifikatory ¥V univerzalni 3 existencni.



Termy a formule

jsou vyrazy jazyka prvniho fadu, které maji svlj vyznam.

Termy popisuji (nékterd) individua.

Formule jsou tvrzenimi o individuich.

Definujeme je induktivné.



Definice - Termy

(1) Kazda proménna je term.

(1) Je-li f n-arni funk¢ni symbol a vyrazy {;,%,,...Z, jsou
termy, potom vyraz

f(t,,t,,...1)

je term.

Termy jsou definovany konecnym poctem uZiti pravidel
(1) a (11). Tedy jsou to konecna slova.



Priklad.

V jazyce aritmetiky jsou nasledujici vyrazy termy

x x+0 y+S(x) y+S(S0) x=xy S0)*S(S0))

Podle definice bychom méli psat

x +(x,0) +(»,5(x) +(»5(50))
*(x, y) *(5(0),5(5(0)))

ale u binarnich symboli se pfidrzujeme zavedene praxe
infixniho zapisu.



Formule.

(1) Je-li p n-arni predikatovy symbol,

potom vyraz p(¢,t,,...1,), kde %;>%---1, jsou
termy, je (atomicka) formule.

(1) Jsou-l1 vyrazy A, B formule, potom vyrazy
—A, (A& B), (AvB), (A—>B), a (A< B)
jsou take formule.

(111) Je-l1 x proménna a A formule, potom vyrazy

(Vx)A a (Ix)A4
jsou formule.



P¥iklady.

xee=cox xeoe=x (Vx)(dy)xey=e) cee=ce

x<S(x) x+x=880)*xx x+y<x+S(y)

x£0 5> @)x=S0)  klxo @y)key=x)

—x=0

(kx> x|y —=>|z—>k|2))



Formule a podformule.

Formule
xXee=¢ceoex Xxee=Xx eceeg=c¢

jsou atomickée. Vznikly podle pravidla (1)

Formule  viy@y)xey = ¢)

vznikla z formuli

(xey=e) (7)
(Fy)(xey=e) (iif)
(Vx)(3y)(xey=e) (iif)

(1)

(2)

Rikame, ze formule (2) jsou podformule formule (1).



Podtermy, podformule, volné a vazané proménné.

Necht' 7 jeterma A je formule.

(1) Podslovo s termu ¢, které je samo termem nazveme
podtermem termu ¢.

Podslovo B formule A, kter¢ je samo formuli nazveme
podformuli formule A.

(1) Dany vyskyt proménné x ve formuli 4 je vazany,
je-li soucasti néjaké podformule tvaru (3x)B nebo (Vx)B.
Neni-li dany vyskyt proménné x vazany, fikame, Ze je
volny.



(111) Rikame, Ze proménnd x je volna ve formuli 4,
ma-li tam volny vyskyt. Proménna x je vazand v A,
ma-li tam vazany vyskyt.

(iv) Formule A4 je oteviena, pokud neobsahuje zadnou
vazan ou proménnou. A je uzavrend, neobsahuje-li
zadnou volnou proménnou,

Je ziteymé, Ze oteviena formule neobsahuje zadny
kvantifikator zatim co uzaviena formule vaze kazdou
proménnou néjakym kvantifikatorem .
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Priklad.

Proménna muize byt v t€ze formuli soucasné volna 1 vazana.

(Vx)((xee)=x) > ((e®x)=x)
AOA A TR

(x=z)>(@x)(x=2)
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Sémantika predikatové logiky

Interpretace jazyka je definovana mnoZinovou
(relacni) strukturou M ktera ke kazdému symbolu
jazyka a k mnoziné proménnych prifadi mnoZinu
individui.

Relacni struktura M obsahuje

* neprazdnou mnozinu M pro individua.
e zobrazeni f, :M" — M pro n-arni funkcni symbol f

e relaci © <Y\ pro kazdy n-arni predikat p
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P¥iklady.

a) M=M= {a,b,c}, =>,=1<a,b>})

je interpretaci jazyka L = {—> }, je to (orientovany)
graf se tfemi vrcholy a jednou hranou.

b) E=({e},e, o, ), kde e_ :{c}’ > {e} je
interpretaci jazyka L = {e, e } teorie grup. Je to
jednoprvkova grupa.

c) N=(N, 0y,5,,®,®), kde 0, je interpretace
konstanty 0, Sy interpretuje funkci naslednika a
a @,® Interpretuji operace souctu a soucinu, je
interpretaci jazyka aritmetiky.
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Interpretace termii.

M¢éjme jazyk L a strukturu M, ktera ho interpretuje.
Chceme kazdému termu prifadit jeho hodnotu v doméné
M struktury M.

a) Proménné, v termech musime ohodnotit nejdrive.

PouZijeme zobrazeni e, které kazdeé proménné x priradi
hodnotu e(x) zdomeny M. Takovému zobrazeni fikadme
ohodnoceni proménnych.

b) Interpretaci termu t pi1 ohodnoceni e oznaCime #[e].
Definujeme tle] = e(x) je-li ¢t proménna x

tlel= f,, (¢, lel, ... t,[e]), je-li ¢ tvaru

£, ...1).
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Je ziteymé, ze ohodnoceni proménnych neni absolutni
pojem, ale ze zavisi na strukture M. M¢Eli bychom proto
psat t[e, M]. Je-11 struktura M dana, piSeme kratce f[e].

Interpretace termu pifi ohodnoceni e zavisi jenom na
konecn€ hodnotach e.

Lemma.

Jsou-li vSechny proménné termu ¢ mezi proménnymi

X/yXyyeoo X

n
a e, e’ dv€ ohodnoceni takova, ze e(x,)=¢€'(x,) pro i,/<i<n,

potom te] =te]].
Dukaz indukci podle sloZitosti termu ¢.
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Tarského definice pravdy

Necht' L jejazyk, M jeho interpretace, e pravdivostni
ohodnoceni a 4 je formule jazyka L.

(i) Rikame, ze A je splnéna v M prii ohodnoceni e a piseme
M |= Ale]
jestlize (indukci podle sloZitosti A)

a) A je atomickd A= p(f,,...t1,) ,kde pnenirovnost.
Potom

M |=Ale]l, jestlize (t]e],...t[e])e€ py
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b) A jeatomicka, A=t,=t, a t[e]=t,[e].
c) A jetvaru =B a M |+ B]e].

d) 4 jetvaru B—>C a M |#B[e] nebo M |=C]e].

Je-11 e ohodnoceni proménnych, x je proménna a m je
prvek z domény M, pozménéné ohodnoceni e(x/m)
definujeme

m je—liy=x

e(x/m)(y)= {e(y) je—1li y#x
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e) A jetvaru (Vx)B a M |= Ble(x/m)] pro kazdé m e M.

f) A jetvaru (Ax)B a M |= Ble(x/m)] pro néjaké m e M.

(i) Rikame, Ze formule A je pravdivd v M a piSeme

M= 4

je-l1 A splnéna v M pi1 kazdém ohodnoceni proménnych.
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* Podobn¢ jako u termi, splnéni formule pii néjakem
ohodnoceni e zavisi jen na ohodnoceni e(x) konecné
mnoha proménnych.

« 7z ¢)af) vyplyva, ze pokud ma proménnad jen vazané
vyskyty, potom splnéni formule nezavisi na ohodnoceni této
formule.

e Je-l1 formule uzaviend, potom jeji splnéni je pro vSechna
ohodnoceni stejné. Staci overit zda je splnéna, €1 nesplnéna
pi1 jednom ohodnoceni.

Jinymi slovy, je-l1 uzaviena formule splnéna pi1 alespon
jednom ohodnoceni, je pravdiva.
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Rikame, Ze formule je validni (platnd) nebo logicky pravdiva
apiSeme |= 4, jestlize je pravdiva pii kazdé interpretaci
dan¢ho jazyka.

Tedy
=A prave kdyz M |=A pro kazdou interpretaci M
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Substituce termu do termu za proménné
Priklady.
t=(x+y) s=(x+x) r=(z*xy) g=w
tls]=((x+x)+y) tlr]=(x+(z*y))
Lyls, r]=((x+x)+ (2% y))

rlsl=((x+x)*y) rlgl=(z*w)

rylt sl s lgll=(((x+x)+y)*(w+w))

21



Jsou-li Xx,,...x, ~ razn¢ proménnéa ¢,7,...7, jsou
termy, potom symbolicky

SO | P
oznacime vyraz, ktery vznikne z ¢ souCasnym nahra-
zenim kazdého vyskytu proménné Xx; termem t{,

pro 1,1 < n.

Indukci podle sloZitosti termu ¢ se snadno oveéri,
timto zpusobem vznikne term.
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Substituce termu do formuli

A=sin“(a)+cos’(a)=1 B=@z)(x’+y’ =2)

2 2

tE(Tc/S) SE\/} q=a u=-/x"+1

A [t]=sin’(n/3)+cos’(n/3) =1
B [q]1=(32)(((a”) +y*)=2)

B [s,u]= (Hz)((ﬁz +x° + 12) = Z)
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Jsou-li Xx,,...x, ruzné€ proménn¢ A4 formulea ?,,...7,

n

jsou termy, potom symbolicky

A yeees tyeent,] (1)

x; 2

oznaCime vyraz, ktery vznikne z A nahrazenim

kazdého volného vyskytu proménné x; fermem t,
pro i,1<n.

Indukci podle slozitosti formule A se snadno ovéri,
timto zplisobem vznikne formule. Této formuli
fikame instance formule A.
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Substituovatelnost termu do formule

Intuice: formule vypovida o substituovanych termech
,.totez*, co vypovida o proménnych, za které bylo
substituovano.

Varovny priklad.

M¢éjme formuli
A=GFy)(x=(y+)) (1)
aterm t=(y+1). Potom instance A4 [f] formule (1)
Altl=@)(y+1=y+y)
vypovida néco jin¢ho o termu (y + /) nez vypovidala

formule (1) o x.
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Co se stalo?

Volna proménna x, za kterou bylo substituovano, byla v
podformuli kvantifikatoru, ktery svdzal proménnou y v
termu ¢

Rikame, Ze term ¢ je substituovatelny do formule A4 za
proménnou  x, jestlize pro kazdou proménnou y vyskytujici
se v ¢ zadna podformule (Vvy)B, (3y)B formule A
neobsahuje (z hlediska formule 4 ) volny vyskyt proménné x.

Ve dvou pripadech je snadné substituovatelnost rozpoznat

e je-l1 formule A oteviena

 7adna proménna substituovanych termi neni vazana v 4.
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Prriklady.

A=(x#0)—> (Vx)(Vy)3z)(u+2) > (x+ )

B = ((Vx)@)(((y+u) > (x+u)) > =(3y)(Vx)(y 2 (x +u)))
a) substituovatelné

t=(w/v+w) s=('+z°) r=W+x)
A,[t]1=(x#0) = (Vx)(Vy)@2)(/v+w)+2) > (x+y))
A [r]=((v+x)#0) = (Vx)(Vy)Ez)(u+2) > (x+))
Spocitejte
A,[s] Bl Bls]
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A= (x#0) = (V) (V)3 2)(u+2) > (x+))
B=((Yx)@)(y+u) > (x+u)) > ~ @)Yy 2 (x+1)))

b) nesubstituovatelné

d=x*y e=u+y’ f=(E+v+w)

Pritom

jsou substituovatelne.
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Umluva.

Vyraz A, . [t s,r...] budeme pouzivat jen kdyz
jsou termy ¢,s,r...  substituovatelné za promeénné

X,V z, ... doformule A.

29



Lemma.

L jejazyk, M jeho interpretace, Xx,,...X,
proménné, ¢, ¢,...1, termy a e je ohodnoceni
proménnych takove, ze ¢.[e]=m, pro néjake
individuum z M. Potom

@) t, ., .ttt ]lel=td(e/m)),....(e/m,)]
(i) M|=4,,..., [t,...t,]le] prave kdyz
M |=Al(e/m,),...(e/m )]

30



Formalni systém predikatové logiky

Dokazatelnost
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Redukce jazyka.

« Z logickych spojek pracujeme jen s negaci a
implikaci. Ostatni spojky jsou z nich odvozené.

« Univerzalni kvantifikator je zakladni.

«Existencni kvantifikator je z n¢j odvozen vztahem

(dx)A  je zkratka za formuli —(Vx)— A.
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Axiomy pro logické spojky

Je-li L jazyk 1.fddua A, B, C jsou formule jazyka L,

potom kazda formule tvaru

A—>(B—> A) (Al)
(A>(B—>C)>[(A4A—>B)—>(4—> ()] (A2)
(«B—>—-A4)—> (4> B) (A3)

je axiom.
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Axiomy predikatove logiky pro spojky jsou
,instancemi schemat (Al), (A2) a (A3), kter¢
vzniknou z axiomu vyrokové logiky dosazenim
libovolnych formuli predikatove logiky za vyrokové
promenne.

Vezmeme-li v iivahu, Ze pravidlo modus ponens je takée
odvozovaci pravidlo predikatové logiky, dostavame

Je-l1 A vétou vyrokove logiky a 4" vznikne z A
dosazenim libovolnych formuli predikatové logiky za
vyrokoveé proménné formule 4, potom A" je vétou
predikatové logiky.
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Axiomy pro kvantifikatory.

Schema specifikace. Je-l1 A formule, x proménna a ¢
je term, potom formule

(Vx) A — A[t]

je axiom specifikace predikatoveé logiky.

Schema ,,preskoku . Jsou-li A, B formule a je-11 x

promeénna, ktera nema volny vyskyt ve formuli 4,
potom formule

(Vx)(A—> B)—> (4— (Vx)B)

je axiom predikatove logiky.
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Odvozovaci pravidla.

Modus ponens
A A—> B
B
Pravidlo generalizace
A
(Vx)A

pro libovolnou proménnou x.

36



Uveden¢ axiomy axiomy a odvozovaci pravidla tvori
formalni systém predikadtové logiky bez rovnosti.

Pojem diikazu, dikkazu z predpokladii a vét je stejny
jako ve vyrokové logice.

Formalni systém predikatové logiky s rovnosti vznikne
z tohoto systému rozsifenim jazyka o predikatovy
symbol rovnosti =" a tf1 schema axiomu rovnosti.
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Z.akladni véty o kvantifikatorech.

Pravidlo zavedeni V.

Nema-li proménnd x volny vyskyt ve formuli 4 a

|—A4A—> B potom |—-A4—(Vx)B

Pravidlo substituce, Pravidlo zavedeni 4.
(1) - A4.[t] > (@04

(ii) Je-li |- A—> B a x neni volna v B, potom

také —(dx)4 - B.
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V Gentzenoveé stylu miZeme tato pravidla zapsat

A—> B xnenivolnav A
A— (Vx)B

Pravidlo zavedeni V.

At]— @x)4 Pravidlo substituce

A—> B xnenivolnav B
(dx)A—> B

Pravidlo zavedeni 3.

39



Dukazy.

Pravidlo zavedeni V.

A—> B

(Vx)(4 — B)

(Vx)(4A— B)

— (4 —> (Vx)B)

(A— (Vx)B)

predpoklad
generalizace

schema preskoku

MP
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Pravidlo substituce.

|— (Vx)—=A—> —A][t] schema specifikace

| === (VX)= A4 —> = A4,][1] (v3), zkratka 3
(3x) 4

|—A[t]—> (3x)4 (A3), MP

Pravidlo zavedeni 3.

_ 4B predpoklad

——B—>—-4 (V5)9 MP

— B> ——(Vx)- 4 pravidlo V, (v4)
%/_/

(3x)

|—(dx)A—> B (A3)
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Instance formuli.

A ooy Ttyeit]

x],

je instance formule 4. X,;,...X, jsou navzajem rizné
proménne, f,,...f, jsou (substituovateln¢) termy.

Instance vyjadiuje n¢jaky zvlastni pripad tvrzeni
formule. Do formule dosazujeme vsechny termy
souCasn¢ (paralelné).

(Fy)(x<y) (G <y)
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Varovny priklad.

A=x<y {

A s, t]l=y<x
Als]=y<y

Alt]=x<x

X S=y

(A [sD,[t]) = x<x

((A4,[D,[sD=y<y

43



Véta o instancich.

Je-li A’ instance A, potom plati

|— A 1mplikuje |- A'

Je-11 dokazatelna formule 4, potom je dokazatelna
kazda jeji instance.
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Dukaz.

Indukci podle poctu substituovanych termad.

Necht’ ZIE: Beaes e [Tpedots]

Je-i n=1a A=A|[t] potom

_ 4 predpoklad
—(Vx)4 generalizace
—(VX)A > 4[] axiom specifikace
— A [t] MP
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Je-li n> I, necht z,,...z  jsou nové promeénné,

n

ktere se nevyskytuji ani ve formuli 4 ani v termech
[,,...1,. Potom

— A4 pfedpoklad
|— A4 _[z,] zaklad indukce

| — (Ax] [21])x2 [z,]= Axm 1z, z,] iterace

‘_Axlﬂ"'ax[Z]9°°-Zn] celkem
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mezivysledek
zaklad indukce

1terace

celkem
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Co nas prekvapilo?

Je-l1 A=x=0 [ =
potom A=A4][t]=3=0
Kdyby |— 4

potom |—A'=3=0

Jak ukazeme pozdéji formule
dokazatelna.

3

A=x=0 neni
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Specifikace a substituce.

Je-Ii A formule, X;,...X, proménnéa ...,
termy, potom plati

(1) (Vx,),....,(Vx)A—> A ..., . [t,...1,]

(i1) A ey b, 1> 3x)),...,(3x,)A4

x;?
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Diikaz. (1) Z axiomu specifikace pro libovolnou formuli C

dostavame
|- (Vx)C—>C (=C[x])

1teraci - (Vxn) A5 4

| = (Vx,_)(Vx, )4 — (Vx,)4

= (V) oy (V) A = (V) ..., (VX ) 4

SloZenim vSech implikaci dostaneme
= (Vx,),...,(Vx )A—> 4

Tvrzeni (1) je instanci této formule. (i1) se dokaze obdobné

iteraci Substitu¢niho lemmatu.
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Uzavér formule

Jsou-li X;,...X, vSechny proménné s volnym
vyskytem ve formuli 4 v néjakém poradi, potom
formuli

(Vx,)...(Vx, )A

nazveme uzaverem formule A.

Podle této definice ma formule vice uzavért, podle
toho jaké zvolime potfadi proménnych. Pomoci
lemmatu o specifikaci a pravidla zavedeni univerzal-
niho kvantifikatoru se dokaze, ze vsechny uzavery
Jjsou ekvivalentni.
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Cviceni.

a) Jestlize formule A neobsahuje volné proménnou

x, potom plati — A< (Vx)A
- A< (Ax)A

b) — (Vx)(Vp) 4 & (V)(Vx) 4
-(3x)3Ey)4 < Ey)Ex)4

c) Je-li m permutace Cisel {1, ...,n}, potom
= (Vx,)(Vx,)...(Vx,)4d <> (vxn(l))(vxn(2)) (vxn(n))A

= (3x,)3x,)...(Ax,)4 < (3 xn(]))(El xn(Z)) ..(d xn(n))A

52



Véta o uzaveru.

Je-l1 A" uzavér formule A, potom plati
|— A pravékdyz |- A4
Diikaz.
a) Je-li dokazatelné A, potom pravidlem generalizace

odvodime A4°.

b) Je-li dokazateln¢ A’, pouzijeme lemma o specifikaci a
substituct a 4 odvodime pravidlem modus ponens.
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Lemma o distribuci kvantifikatoru

Je-li |- 4— B, potom

|- (Vx)A—> (Vx)B a |-(dx)A—> (dx)B

Dukaz.
A B predpoklad
—(Vx)A—> A axiom specifikace
—(Vx)4—> B slozeni implikaci
—(Vx)A— (Vx)B zavedeni V

Druhé tvrzeni se dokazuje obdobné pomoci substitu¢niho
lemmatu a pravidla 3. 54



Véta o ekvivalenci.

Necht’ formule 4" vznikne z formule A4 nahrazenim
ne€kterych vyskytu podformuli B,,..., B po fad¢
formulemi B,,...,B,". Je-li

|—-B, B,/ ... |-B, & B’

potom
—Aeo A

55



Dukaz.

Postupujeme indukci podle slozitosti formule A stejné
jako u obdobné véty vyrokového poctu. Navic je jen
pripad, kdy A je tvaru

(Vx)B nebo (3Ix)B.
Potom A4’ je tvaru
(Vx)B" nebo (Ix)B’.

Dostavame
_B< B induk¢ni predpoklad
—-B—>B a |-B—>B zkratka ekvivalence
—A—> A a |-A—> A distribuce kvantifikatoru
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Zaména vazanych proménnych

Vazane¢ proménne se pouZzivaji v béZné matematické
praxi.

o0

n=0

1/n?=>)" 1k’

T

fsin(a)da ~ j sin(B)dp

0

Na obou stranach rovnosti je stejne Cislo.
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Rikame, Ze formule A’ je variantou formule A,
jestlize A" vznikne z A4 postupnym nahrazenim
podformuli (Ox)B formulemi (Qy)B_[v], kde y
neni volna ve formuli B a O je univerzalni nebo
existenCni kvantifikator.

Priklad.
A= (Vx)(3 y)g‘v’z)(xf y<2z) C (Vw)(x<y<w)

C

4, =(Vx)Ey) VW) (x<y<w)  C, > @v)(Yw)(x<v<w)
4, = (Vx)@AV)(Vw)(x <v<w) C,> A

A= (Vu)(VV)(Vw)(u <v<w)
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Véta o variantach

Je-li A’ variantou formule A4, potom

—Ao A
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Dukaz.

Podle Véty o ekvivalenci staci dokazat

| = (Ox)B < (Oy)B,[y]

za predpokladi uvedenych v definici varianty. Dlkaz
provedeme pro Q =V.

a) |- (Vx)B—> B[y] axiom specifikace

|- (Vx)B > (Vy)B.[y] pravidlo VY
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b) Ozna¢me formuli B,[y] symbolem C. Potom

|- (Vy)C > C,[x] axiom specifikace

|- (Vy)C = (Vx)C,[x] pravidlo VY

protoZze proménna x nenivolnav C aje
substituovatelnado C za y. Ale C [x] je formule B.
tim je dokazana 1 opacna implikace.
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Véta o dedukci

Necht' T je mnozZina formuli, A4 je uzaviena formule a
B je libovolna formule. Potom

I''-A—> B pravekdyz T,A|-B
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Dukaz.

Implikace zleva do prava se dokazuje zcela stejné jako ve
vyrokové logice.

Pfi diikazu zprava do leva, m&me dikaz B,,..., B, formule
B z predpokladii 7, A. Indukci podle délky dukazu
dokdaZzeme 7 |- B, pro vSechna ;.

Ve vyrokove logice jsme rozebrali vSechny pripady az na
ten, kdy je formule B, odvozena z formule B, j <i
pravidlem generalizace.
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To znamena, ze B, jetvaru (Vx)B,. Z indukéniho
predpokladu

T''-A— B,
odvodime
T'l—A—(Vx)B,
%/_J

B,

pravidlem zavedeni univerzalniho kvantifikatoru,
protoze proménna x neni volna ve formuli A.

Tim je diikaz dokoncen.
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Ve véte o dedukcei je predpoklad uzavienosti formule A4
priliS omezujici.

Stacilo by, kdybychom védéli, Ze v diikkazu formule B
z 1, A nebylo pouZito pravidlo generalizace na Zadnou
proménnou, kterd je volna v A.

Jinymi slovy, kdybychom védéli, ze zaddna volna
proménnd z A nebyla v dikazu vyuzita.

To by znamenalo, Ze se takova proménna chovala v
prubéhu dikazu jako konstanta.

Dokazeme vétu, Ze proménné l1ze za urcitych predpokladi
nahradit konstantami a pozdéji se k t€émto proménnym

vratit.
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Véta o konstantach

Necht T je mnozina formuli jazyka L a A4 je
formule jazyka L. Necht X,,...X, jsouproménné.

Necht' jazyk L’ vznikne rozSifenim L o noveé symboly
c,,...c, pro konstanty. Potom plati

T'l—,4,,..., [c,...c,] pravékdyz T |- A4

(Piidali jsme nové symboly pro konstanty
ale neptidali jsme o nich zadné axiomy.)
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Dukaz.

Oznaéme A’ formuli 4, ,...,  [c),...c,].

a) je-li T|—, 4 potom T |—, A", protoze A’ je
instanci A.
b) je-li T|—, A", necht 4"},..., A", jedikaz A"z T.

Necht' y;,... ), jsou nove proménné, které se nevyskytuji
vdiukazu A" amiv A.

Dikaz A4',,..., A, formule A" pfeménime na diikaz
A4;,..., 4, formule 4. ,..., [V;5--.¥,]. Formule
A .oy les-..¢,] bude jeji instanci.

67



Necht pro kazdé 1, formule 4, vznikne z formule A4
nahrazenim kazdého vyskytu konstanty ¢; proménnou ;-

Snadno se piesvédéime, ze 4,,..., 4, je dikazem
formule 4, ,..., [v;,...y,] z T. Je-li A, axiom
predikatové logiky, potom 4. je také axiom
predikatové logiky stejného druhu.

Je-li A prvek T, potom 4 je A, protoZe tato
formule neobsahuje nove konstanty.

Je-li A’. odvozena pravidlem modus ponens nebo
generalizace, pak 4. je odvozena stejnym
pravidlem.
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Odtud
T|=p A, s (Vs 2]

a formule A je jeji instanci. Tim je dukaz véty dokoncen.

Konstanty a Véta o dedukci.

Chceme-l1 dokazat implikaci 4 —>B z T a A ma
voln€ proménné x,, ... x, , rozsitime jazyk o nove
konstanty c,,...c,.

Staci dokézat
I Eea el [enanaten] [ B eannal (4 sosatar]

a z Vety o dedukci a Véty o konstantach dostaneme

T'|—A4- B.
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Dusledek.

Je-l1 A" uzavér formule 4 a T je mnozina formuli,
potom

I'|—A, pravekdyz Tw{—A4"} jesporna
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Dukaz.

a)je-i T|— A, zvéty ouzavéru dostavame 7' |— A4 .

Protoje TWw{—A"} sporna.

b)Je-i Tw{—A"} jesporna, potom zni lze
dokazat libovolnou formuli, tedy 1 formuli 4"
Podle Véty o dedukci dostavame T ——A—> A4 a
podle véty (v7) vyrokove logiky 7| - 4.
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Cviceni.
a) Jestlize formule 4 neobsahuje proménnou x
volné, potom

— A< (Vx)A4

— A (Ix)A4

—(Vx)A > (dx)A4

b)
| = (Ox)(Qy)4 < (Qy)(©Ox)A4

c)
= @x)(vy)4— (Vy)3x)4
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d)

|- (Vx)4— (Vx)(4—> B)

|— (3x)—=A v (Vx)(— AV B)

| — (Fx)=A4 v (3 x)(4 A—B)

¢)
— (VX)(4 & B) <> (Vx)(4) & (Vx)(B))
— ((VX)(A) v (VX)(B)) = (Vx)(4V B)
—(@x)(AV B) < ((3x)(4) v (Fx)(B))

—(@x) (A& B) = ((Fx)(4) & (3x)(B))
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f)

| = Q%) - (O %,  NOix) (O 1 Xy ) - - (iji) . (0x,)
(©O,x;) - (O, ) (Oiy X0 p) - (X)) ... (O,x,)
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Prenexni tvary formuli. Rovnost.



Ve vyrokoveé logice jsme pomoci logickych spojek
sestrojili konjunktivni a disjunktivni normalni tvary
formuli.

V predikatove logice sestrojime prenexni normalni tvary,
které jsou v jistém smyslu jejich nadstavbou.

Budeme pozadovat, aby pi1 sestrojeni formule, byly
kvantifikatory pouZity az na konec.

To znamena, ze za retézcem kvantifikatora bude
nasledovat podformule sestrojena jen z vyrokovych
spojek.Chceme-li, ta muze byt v konjunktivnim nebo
disjunktivnim tvaru.



Prenexni tvar formule.

Formule A je v prenexnim tvaru, jeli

A=(Qx )0,x,)...(0,x,)B
kde

(i) n=20 aprokazdé i,/<i<mje Q. V nebo 3 .

(11) B je oteviena formule a kvantifikované proménné
jsou navzajem ruzné.

Formule B se nazyva ofeviene jadro A a
posloupnost kvantifikaci pred B se nazyva prefix.



P¥iklady.

a) (Vx)(Vy)(3z)(z=(x+y)/2)

b) (Vx)((x|p—>x=1)— p je prvocisio)

c) AF)V)(Wy)((xuy)eF & (xeF vyeF))

d)y (VF)YNVG)(YCO)YVDYVE)(F:C— D)= (G:D— E)—

—>(FoG:C—>FE))]



Véta o prenexnich tvarech

Ke kazdé formuli A lze sestrojit formuli 4", v prenex-
nim tvaru, ktera je s ni ekvivalentni.



/naceni.

Je-l1 O kvantifikator, potom znaCime

0 = V jJe—-liQ=3
1 je-liQ=V

Konstrukce ekvivalentni formule v prenexnim
tvaru postupuje indukci podle sloZitosti dane
formule pomoci prenexnich operaci.

Jejich ukolem je vyvést kvantifikatory zevnitt
podformuli ven. AZ tento proces skonci, mame
hledanou prenexni formuli.



Lemma. Prenexni operace.

a) v pripad¢ potreby nahradime néjakou podformuli jeji
variantou (ta je s ni ekvivalentni).

Pro libovolné formule B, C, kvantifikator Q a promeén-
nou x plati

b) |=—(0x)B <> (Ox)—-B
c) |—(B—>(0Ox)C) (Ox)(B—C), pokud x neni volna v B.

d) |—((Ox)B—>C)«< (Ox)(B—C), pokud x neni volna v C.
e) |—((Ox)BOC) < (Ox)(BOC), pokud x neni volna v C.

Symbol € zastupuje konjunkci nebo disjunkci.



Dukaz.

b) Je-li O =V dostavame
| — (VX)B <> — (V.X)_I_IB

(3x)

protoze B a —B jsou ekvivalentni
c)Je-li =V aproménnda x neni volna v B, implikace

|— (Vx)(B—>C)—> (B—>(Vx)C)

je axiom. Abychom dokazali obracenou implikaci uzijeme

= (B — (Vx)C) = [((¥x)C = C) > (B > O)]

axiom specifikace




c)Je-li 0=V aproménna x neni volna v B, implikace
|— (Vx)(B—> C)—> (B— (Vx)()
je axiom. Abychom dokazali obracenou implikaci uzijeme

|- (B —> (Vx)C)—> [g(‘v’x)C —> C} —> (B - O)]

axiom specifikace

|— (B> (Vx)C) > (B—> ()] MP

Na konec pravidlem zavedeni v dostaneme druhou
implikaci protoze B neobsahuje x volné.



Abychom dokazali tvrzeni pro Q=3 uvédomme si, Ze ze
zavedeni disjunkce plyne

—(B— (Ax)C) & (= Bv (3x)0) (1)

Mame tedy dokazat
|— (= Bv(@x)C)—> @x)(B—>C) (2)

Podle véty o dukazu rozborem ptipadii mame dokazat

— (3x)C > (3x)(B - C) 3)

——B—3x) (B> C) 4)
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Diikaz (3).

-C—>(B—-> ()

- (3x)C > dx)(B—>C)

Dikaz (4).

|—(B—>C)> 3x)(B—>0)

|—=B -

|—=B -

(B —> ()

@Ax)(B - C)

axiom (Al)

distribuce kvantifikatoru

substituéni lemma
(v2)

sloZzeni implikaci, MP
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Tim, Ze jsme dokazali (3) a (4), jsme podle véty o duka-
zu rozborem piipadu dokazali (2) a podle (1)1 jednu
implikaci pfipadu c¢). DokdZzeme opacnou implikaci.

|- C > 3dxC

=(B—=>0) =

(C—>dx()

—(B>C)> (B> (3dx)0)

substituc¢ni lemma

— (B — (3Ix)C)]
skladani implikaci
MP

—(3Ax) (B> C)> (B—> (3x)O) pravidlo 3

protoZze B neobsahuje x volné. Tim je pfipad c)
dokazan pro oba kvantifikatory.
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Pt1 diikazu tvrzeni c) pro existen¢ni kvantifikator, byla
pouzita véta o diikkazu rozborem pripadu. Ale ta byla
dokazana jen ve vyrokove logice. V jejim dukazu se
pouziva véta o dedukeci, a to v obou smérech.

Pt1 pe¢livém provedeni dukazu ¢) je tfeba pozadovat, aby

B a (Ax)C

byly uzavien¢ formule. Tohoto pozadavku lze dosdhnou
pouzitim véty o konstantach.
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d o=V

|- ((Vx)B = C) & (=C = —(Vx)B) tautologie
< (=C > —=(Vx)=—B)  ekvivalence
< (=C—>(dx)=B) operace b)
<> (dx)(=C—>=B) operace ¢)
< (@Ax)(B—->0) tautologie

Pro Q=3 se dikaz déla obdobné.
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¢) dikaz prenexni operace pro konjunkci a disjunkci se
prevede na predchozi operace a) - d) rozepsanim zkratek.

15



Diikaz Véty
se provadi indukci podle slozZitosti formule A.
(1) je-li A atomicka, pak je v prenexnim tvarua 4" je A.
(11) je-li A tvaru =B a B’ je prenexnitvar B, A’ se sestroji

pomoci operace b).

(111) je-li A tvaru B— C a B’,C"jsou prenexni tvary B a C,
potom podle véty o variantach (operace a)), prejmenujeme
vazan¢ promeénne tak, aby zadna volna proménna B" nebyla
vazana v C’ anaopak.

Plati
. |— A (B> ()

a A" se sestroji pomoci c¢) a d).
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P¥iklady.

Necht proménna x neni volna ve formuli B a proménna
y senevyskytuyjev B aniv C.

a) Prenexni operace pro ekvivalenci

(B < (Vx)C)
(B— (Vx)C)&((Vy)C. [y]— B) ckvivalence, varianta
(Vx)(B > C)&Ey)(C,[y]—> B) operace ¢)

(Vx)@)[(B—> C)&(C [y]—> B)] operace ¢), d)
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b) Prenexni tvar v aritmetice.

(FAx)(x=y) > @Ax)(x=0v-=(3y)(y<0)) (0)
@Ax)(x=y) > Qu)u =0v=3v)(v<0)) (a)
@Ax)(x=y) > Qu)u =0v (Yv)= (v < 0)) (b)
@Ax)(x=y) > Qu)(Vv)(u=0v-=(v<0)) ()
(V) 3u)(VV)[(x=y) = (u=0v-=(v<0))] (c), (d)

Poradi prenexnich operaci neni deterministicke, toto je jiny
prenexni tvar formule (o).

Hu)(VX)(VV)[(x=p) > (u=0v-=(v<0))]
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Predikatova logika s rovnosti.
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Schema axiomu identity.

Je-l1 x proménna, pak nasledujici formule je axiom identity

x=1x (R1)

{Leibnitzuv axiom}
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Schema axiomu rovnosti pro funkce.
Je-11 f n-arni funk¢ni symbol, x,,x,,...,x, a ¥,,¥,,..., Y,
jsou proménne, potom nasledujici formule je axiom rovno-

Sti pro funkce.

X, =y, >...x, =y, > f(x,...x)=f(y,....V,) (R2)
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Schema axiomu rovnosti pro predikaty.

Je-l1 p n-arni predikatovy symbol, x,,x,,...,x

LI ] n

a v,¥,,...,y, Jsoupromeénne, potom nasledujici
formule je axiom rovnosti pro predikdty.

x, =y, —>..x, =y, =>plx,...x)>p0,....,y) [R3)
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Elementarni vlastnosti rovnosti.

O rovnosti se predpoklada, Ze je
reflexivni, symetricka a tranzitivni.

Reflexivnost je dana axiomem (R1). Dokazeme nejprve
symetrii, tedy

pro libovoln¢é proménné x, y.

|—x=y > x=x-x=x>y=x (2)

=X, =y, D> X,=y, DX =X, >y, =), (R3)

|[—x=y—>y=x (2),(R1),MP

Tim je dokazano (1).
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Tranzitivnost

X=y—>y=z—o>X=zZ 3)
l—y=x—>z=z>y=z—>x=z (R3)
Pro kontrolu

—x, =y, 2>x,=y,2>x=x,>y, =y, R

l—y=x—>y=z—o>x=z  (RI1),R3),MP

Formule (3) se odvodi slozenim posledni implikace s
implikaci (1).
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Z.akladni véta o rovnosti.

Necht' T je mnozina formulia ¢,,...,¢
jsou termy pro, které plati

T'—t,=s,....,]—t =s, (5)

SiyeenyS

nod n

(1) Je-l1 ¢ term a term s z n¢j vznikne zaménou nékterych
vyskytl termit  Z; odpovidajicimi termy s, potom

T|—t=s (6)

(11) Je-li 4" formule, ktera vznikne z formule 4 zaménou
nékterych vyskytu termtu ¢, odpovidajicimi termy S;, ne
vSak bezprostredné¢ za kvantifikatorem, potom

T|—A=4 (7)
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Dukaz.

(1) Indukci podle slozitosti termu ¢ Je-li ¢ proménna nebo
n€ktery z termu ¢, a term s vznikne zaménou celého termu ¢
termem s, potom (6) je jednim z predpokladi (5).

Je-li term ¢ tvaru f(#,....,r,) aterm s tvaru f('),....,7",)
z induk¢niho piedpokladu dostavame
T=r=r, ..,|—-r=r, (8)

|—r=r,—>...rn=r,— f(xja---axkzz\f(rllﬂ"‘ﬂr,kz (R2)

t S

odkud tvrzeni (1) odvodime pravidlem modus ponens.

Tvrzeni (11) se dokazuje obdobng.
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Dusledek.

Jsou- ¢,¢,,...,¢ ,5,,...,5  termy, A formule, potom
plati

i) |—t, =5 —>...t =s DHt,....t |=ts,...,s |
1 1 n n 1 n 1 n

(@) |—t,=s,—>...t,=s >At,....t, ] As,,....s,])

Je-linavic x proménna, kterda neni obsazena v termu ¢,
potom

i) |- A[t]© (Vx)(x=t = A)

(iv) |—At]le @x)(x=t& A)
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Pravdivost a dokazatelnost

Vztah formalniho systému a sémantiky predikatové logiky



Teorie prvniho radu.

Je-li L jazyk prvniho fadu a T mnozina jeho formuli,
fikame, ze T je teorie prvniho rddu s jazykem L.

Formulim z mnoziny 7' tikame specialni axiomy teorie T.

Predikatova logika je zvlaStnim pripadem teorie prvniho
fadu, ktera nema zadne specialni axiomy.



Modely teorii.

(1) Je-l1 T teorie s jazykem L a M je interpretace jazyka L,
fikame, ze M je modelem teorie T apiSeme M |=T,
jestlize kazdy specidlni axiom teorie 7', tedy kazda
formule z T je pravdiva v M.

(ii) Rikame, Ze formule A je sémantickym diisledkem
teorie (mnoziny) T apiSeme T |=A, jestlize A4 je
pravdiva v kazdém modelu teorie 7.



P¥iklady.

(a) Teorie (ostreho) usporadani ma jazyk s rovnosti, ktery
obsahuje jediny specidlni symbol, binarni predikat < a
dva specialni axiomy
—(x < Xx)
xX<y—=>(y<z—ox<2z)

kazdy model této teorie je CasteCné usporadand mnozina.
(b) pfidame-1i jeSt€¢ axiom x<yvx=yv y<u,

dostaneme teorii (ostreho) linearniho usporadani. Kazdy
model této teorie je linearn€ usporaddana mnozina.



(c) Teorie okruht, oborl integrity a téles. Necht’
L=10,1,+,*}

je jazyk s rovnosti, kde 0, I jsou konstanty a +,* jsou
binarni funk¢ni symboly pro operace s€itdni a ndsobeni.

Teorie komutativnich okruhiu s jednotkou ma tyto
specidlni axiomy pro scitani

x+(y+z)=(x+y)+z (ol)
x+0=x 0+x=x (02)
GAV)(x+y=0& y+x=0) (03)

(04)

X+y=y+x



a pro nasobeni

(05)
I*x=x x*[=x

(06)
x*(y*z)=(x*y)*z

(7)
X*¥y=ypy*x
x*(y+2)=(¥% ) +(x*2) (©%)

pridame-l1 axiom .
x*¥y=0—>x=0vy=0) ()
dostaneme Teorii oboru integrity. Piidame-l1 k

teori1 okruhti dva axiomy
01 (th)

x+0->3@y)(y*x=1) (t2)

dostaneme 7Teorii téles.



(d) Jazyk elementdrni aritmetiky obsahuje rovnost a
specialni symboly 0, S, +, % kde

* ( je konstanta pro nejmensi prirozene Cislo,

* § je unarni funk¢ni symbol pro nasledujici prirozene
Cislo S(x)=x+1,

e +a* jsou binarni funkéni symboly pro operace
sCitani a nasobeni.



Elementarni aritmetika ma tyto specialni axiomy

S(x)#0
S(x)=8(y)>x=y
x#0—=>@@y)S(y)=x)
x+0=x
x+S(y)=S(x+y)
x*0=0

x*S(y)=(x*y)+x



Interpretace N , jejiz doménou jsou prirozena Cisla,

0, =0
Sy(X)=x+1=(xUix})

X+yy=x+y=(x®y) ordindlni soucet

x¥,y=x*y=(xQy) ordindlni soucin

Se nazyva standardni model aritmetiky.



Véta o korektnosti.

Je-li T teorie, 4 formule 7, potom plati
I''-4 = T|=4

Specialné
-4 = =4

{= neni implikacev jazyku T, zastupuje slova

" jestlize ... potom"...}
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Lemma.

Axiomy predikatove logiky jsou validni formule.

Dukaz. Necht' L je jazyk predikatove logiky a 4 jeho
formule. Necht’ M je libovolna interpretace jazyka L, e je
pravdivostni ohodnoceni v M. Probereme jednotlivé
axiomy.

(a) A je pripad axiomu A~ vyrokové logiky. Podle véty o
uplnosti vyrokove logiky je A~ tautologie.

Jsou-li p,, ..., p, vSechny vyrokove promeénné fomule A4’

a A,...,A jsouformule, které v. 4 vystupuji na jejich
misté, pak M |= A[e] nezdvisle na pravdivosti M |= A4][e]
i,]1<i<n.
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(bl) A4 je pfipad axiomu specitikace tvaru (Vx)B — B [¢].
Je-l1 M |[#(Vx)B[e], potom implikace 4 je pravdiva.

Naopak, je-li A7 |= (Vx)Ble], Potom A7 |= (Vx)Ble(x/m)],
pro libovolny prvek m z domény M, specialn€ pro g[e].
potom Af |= (B [¢])[e]. AX1iom specifikace je pravdivy v M.
(b2) A je ptipad axiomu pieskoku tvaru

(Vx)(B > C) > (B — (Vx)O) (1)
kde proménnd x neni volnd v B. Jako v predchozim

pripad¢, neni-li pravdivy predpoklad implikace, potom A4
je pravdiva v M pri ohodnoceni e.
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Ptredpokladejme, ze M |=(Vx)(B — C)[e], tedy pro
libovolné m z domény M podle definice splnovani plati

M |=(B— C)le(x/m)].

to znamena, Ze bud’ je formule B pravdiva pii
ohodnoceni e(x/m) nebo totéz musi platit pro formuli C.

ProtoZze formule B neobsahuje proménnou x volng, je
pravdiva pii ohodnoceni e(x/m) prave kdyz je pravdiva
pi1 ohodnoceni e. Pfitom M |= Cle(x/m)] to znamena,
ze M |=(Vx)Cle], atedy M |=(B— (Vx)O)[el.

Tim je pravdivost (a validnost) (1) dokazana.
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(¢) Necht’ 4 je axiom rovnosti pro funkce

X, =y, =>..%,=y, > f(x,...x)=f(y,....y,) @)

Je ziteymé, Ze nebude-1i nékterd z rovnosti  X; = )
néktera splnéna pi1 ohodnoceni e, potom nebude
splnén axiom (2).

Predpokladeyme, Ze tom u tak neni, to znamena,ze
e(x])ze(y])"‘e(xn)ze(yn) (3)
Potom

M= (f(x,,---xn)=f(y1,---yn))[e]<:>
< fule(x)),--e(x,)) = f (e(y,),-- e(y,))
a z (3) plyne M = Ale]

Validnost axiomu rovnosti pro predikaty se dokazuje podobné.
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Dukaz véty o korektnosti.

Pfedpokladejme, 72e T|-A4 aze 4,,...,4,=A4
je dukaz A vteorii 7. Necht M je libovolny model T.

Budeme postupovat indukci podle dukazu formule A.
Predpokladejme, Ze 4, je takova, Ze pro vechny
formule 4,,7/< j<i jizbylo dokazano M |=4..

Dokazeme
M= A. (1)

Rozebereme nékolik ptipadu

15



(a) 4. je axiom predikatové logiky. Pak je to validni
formule a (1) plati.

(b) 4; je axiom T.Potom (1) plati protoze M je
model T.

(c) 4 jeodvozenazformuli A, 4, 1< jk<i
pravidlem modus ponens. Predpokladejme, Ze plati
A, =4, —> 4.

Z mdukéniho predpokladu dostavame M |= A4, a M |= 4,.

Z korektnosti pravidla modus ponens také M |= 4,.

16



(c) 4 jeodvozenaz formule 4;,/< j<i
pravidlem generalizace. Tedy 4. = (Vx) A, pro
n¢jakou proménnou Xx.

necht’ e je li bovoln¢ ohodnoceni. Z 1 ndukéniho pred
pokladu plyne M |=4,, tedy také ) |= A [e].
Specialné

M |= A[e(x/m)]

odkud
M [= ((Vx)4,)[e]

4;

protoze e bylo libovolne ohodnoceni, dostavame
M= A.
Tim je véta o korektnosti dokdzana.
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Véta o uplnosti.



Véta o uplnosti. (Godel 1930)

Necht' T je teorie s jazykem L.

(1) je-i A libovolna formule jazyka L, potom plati
I'\—A pravekdyz T|=A4

(1) Teorie T je bezesporna, pravé kdyz ma model.



Pozorovani.

V¢éta o korektnosti dava polovinu z kazdeho tvrzeni Véty
o uplnosti.

Samotna véta o korektnosti je implikaci zleva doprava v
tvrzeni (1),

zatim co

jeji dusledek je implikaci zprava doleva v tvrzeni (11).



Lemma.

Ve Véte o uplnosti druhé tvrzeni implikuje prvni.

Dukaz. Pfedpokladejme, ze plati (11). Necht' 7' je teorie,
A formule jazyka teorie T.

Vime
T'\—A prave kdyz T \U{—uzaver(A)} je spornd

Podle (11) to znamena, Ze teorie T U {—uzaver(A)}
nema model. Tedy v kazdém modelu teorie 7' je
pravdiva (uzaviend) formule wuzaver(A) ataké A.

Tim je tvrzeni (1) dokdzano.



V¢étu o uplnosti dokazeme, podari-li se nam dokazat, ze
kazda bezesporna teorie ma model. Metoda, kterou
pouzijeme neni puvodni Godelova, ale pochazi od

L. Henkina.

M¢éjme bezespornou teorti 7' s jazykem L. NasSim
ukolem je sestrojit jeji model, tedy strukturu M,
ktera ma neprazdn¢ universum M a kterd v ném
interpretuje vSechny funkéni a predikatoveé symboly
teorie T .

Pritom 7 nam poskytuje jenom syntakticky material v
podob¢ jazyka, axiomu a vét. Z n¢) musime strukturu M
vytvorit. Navic mame uziteCny predpoklad, ze 7' je
bezesporna teorie.



Kanonicka struktura M .

 Universum M = {t|tje term bez proménnych}

e Funk¢ni symboly (nepotfebujeme ohodnoceni
proménnych). Je-i #,,...,7, €M a f je n-arni funkCni
symbol, jeho realizaci ¢, definujeme nasledovné

..o t)=f(t,...,t ) eM

» Predikatove symboly. Je-l1 p n-arni predikatovy symbol,

jeho interpretace Py se definuje takto

(t,,....,t)ep, pravekdyz T|- p(¢t,...,t)



Pokud jazyk L neobsahuje predikat rovnosti, je lehké
overit indukei podle slozitosti termu, ze ¢ [e] =t pro kaz-
dy prvek ¢ univerza a kazd¢ ohodnoceni proménnych e.

Potom pro kazdou atomickou formuli 4= p(¢,,...,¢,)
bez proménnych (a kazdé ohodnoceni e) plati

Mi=4 o M= Ale]

< (t,...,t,)€E Py, (1)
& T|-A4

Sémantika atomickych formuli bez proménnych je tedy
dana vétami teorie 7.



Sémantika se trochu zkomplikuje, pokud jazyk L
obsahuje predikat rovnosti. Je-li naptiklad 7 aritme-
tika, mize se stat, ze

T |- S(0)+S(0) = S(S©))

t Ky

ale

M I#ES0)+S0)=S(S(0)) protoze t#s

4 N

Struktura M povazuje termy ¢ s za dvé ruzna
individua.



Zde pomuze faktorizace. Vime, Ze predikat rovnosti
definuje na mnozing vSech termi, tedy 1 na univerzu M,
struktury M, reflexivni, symetrickou a tranzitivni relaci,
tedy relaci ekvivalence, oznaCme j1 = a definuyme

trs pravekdyz T|—-t=s

Misto termt samotnych pracujeme s tfidami ekvivalen-
ce [t]={seM|s=t} asuniverzem M/ ~=.

Potom hodnotou termu ¢ ve struktuie M je [1].
Plati

[t]=[s] prave kdyz T |—t=s



Tedy
M|=t=s < [t]=][5]

& Tl-t=s

definujeme-li pro funkcéni symboly f

St 1, D =11, - 1,)]

a ostatni predikaty p, p,, < (M/=)" predpisem

(Iz1,...,1t,1)e p,, pravekdyz T |- p(t,,...,t,)

dostavame nasledujici tvrzeni.

(2)

3)

10



Lemma.

Necht” M je kanonicka struktura pro L. Necht A
je atomicka formule bez proménnych jazyka L.
Potom plati

M4 o T|-4 (4)

11



Dukaz

probiha Uplné stejné, jako u predchoziho tvrzeni (1),
jenom je tfeba ovéfit, ze definice f,, a py,
jsou korektni, tedy Ze (2) a (3) nezadvisi na volbé termu
s, €t ].
Interpretact f,, funkéniho symbolu f jsme defi-
novali predpisem (2).
Necht' s, €[t,],...,s,€[t,] prolibovolné¢ i, /1<i<n (5)
plati
s, elt] & s =t (6)
< T|-s =t

12



z (5) a (6) dostavame
T'|—s =t pro i,1<i<n (7)
vezmeéme axiom rovnosti pro f.
s, =t, >...>s =t > f(s,,...,8,)=f(t,...,1)

Potom
T|= f(s;,....8)=f(t,,....t) MP, (7)

Tedy
WACTAN | I A UR W]

a definice f,, je korektni. Steyjnym zptisobem bychom
dokazali, Ze korektni je 1 definice Py -

13



Nasim cilem je dokazat stejnou vétu (4) pro kazdou
uzavienou formuli 4. Potom struktura M bude
modelem teorie T .

Pro libovolny axiom B teorie T ajeho uzavér A4,
dostavame T |- A4 apodle (4) také M |= 4. Z definice
spliovani potom A/ |= B.

14



Dalsi postup

V¢étu o uplnosti dokazeme jen pro nékteré teorie (Uplné a
Henkinovy)

Ukazeme, Ze kazdou bezespornou teorii 1ze rozsifit do
teorie s pozadovanymi vlastnostmi.

Ukazeme, Ze model rozsifeni néjake teorie 1ze redukovat
do modelu vychozi teorie.

Tim sestrojime model libovolné bezesporne teorie.

15



Dvé definice.
Necht' T je teorie s jazykem L .

(i) Rikame, 7e T je uplna teorie, je-li bezesporna a pro
libovolnou uzavienou formult A4 jazyka L je jednaz
formuli 4 a —A dokazatelna v T'.

(i) Rikdme, Ze T je Henkinova teorie, jestlize pro
libovolnou uzavienou formuli tvaru (3x)B existuje
konstanta ¢, takova, ze

T'|—3x)B— B[]

16



Véta o kanonickém modelu.

Je-li T uplna a Henkinova teorie, potom kanonicka
struktura M pro T je modelem T'.

17



Dukaz.

Pro kazdou uzavienou formuli 4 ukazeme

M=4 < T|-4 (4)

a) pro uzavien¢ atomické formule jsme to j1z dokazali.

b)je-i A tvaru — B, potom

M=A <& MI#B
< TI|+B induk¢éni predpoklad
< T|-—B Uplnost T
< T|-4

18



c)je-li 4 tvaru B — C, potom

M|=4A & MI#EBneboM |=C
< T|+BneboT|-C induk¢ni predpoklad

< T|—=BneboT|-C uplnost T

< T|-4 {cviCeni}

19



d) Je-li A uzaviena formule tvaru (3x)B, potom

ME=A < MIl=B(x/[t]) pro n¢jaky term ¢ bez proménnych
< M |=B[1] pro néjaky term ¢ bez proménnych

< T |-B.[t] pro néjaky term ¢ bez proménnych

& T|-A4

20



Rozeberme jesté podrobnéji posledni ekvivalenci.

A=(3x)B
T' je Henkinova, existuje tedy konstanta c , takova, ze

T'|—3x)B— B[] (5)

Tim je implikace zdola nahoru dokazana. Obracena
implikace je instanci lemmatu o substituci.

Tim je véta o kanonickém modelu dokazana a prvni

krok na cest¢ k diikkazu véty o Uplnosti mame za sebou.

21



Co jsme jiz dosahli

Ukazeme, Ze kazdou bezespornou teorii 1ze rozsifit do
teorie s pozadovanymi vlastnostmi.

Ukazeme, Ze model rozsifeni néjake teorie 1ze redukovat
do modelu vychozi teorie.

Tim sestrojime model libovolné bezesporne teorie.

22



Jak rozsirit teorii: dva zpusoby

Necht' L a L’ jsou jazyky, necht 7T je teorie s jazykem

L a T jeteorie sjazykem L'

Definice. Rikame, ze jazyk L’ je rozSirenim jazyka L,

jestlize kazdy symbol jazyka L je symbolem jazyka L~

stejného vyznamu a stejné Cetnosti.

Definice. Rikame, Ze teorie T’ je rozsitenim teorie T,

jestlize L~ jerozSifenim L a kazdy axiom teorie 7' je

vetou teorie 7.

Definice. Rikame, ze T’ je konzervativni rozsiveni T,

je-l1 to rozSiteni a pro kazdou formuli A4 jazyka L plati
I'"-4A = T|-A.

23



Pozorovani.

(1) je-li T" rozSifenim teorie 7' a 1" je bezesporna, potom
T je take bezesporna.

(11) je-i 77 konzervativni rozSifeni 7, potom T je
bezesporna, praveé kdyz je bezesporna teorie 7.

24



Véta. (Henkin)

Ke kazdé teori1 T 1ze sestrojit konzervativni rozsifeni
T, , které je Henkinovou teorii.

25



Dukaz.

Teorii T, sestrojime postupnym piidavanim axiomu tak,
aby byla splnéna podminka (5) z definice Henkinovy teorie.

Polozme 7 = T,, L=L, apro libovolnou uzavienou
formuli

(dx)B
pridejme do jazyka L, novou specialni konstantu
C@axs (6)
a do teorie 7, axiom
(3x)B — B,[c3,)5] (7)

Budeme tikat, ze konstanta (6) prislusi k axiomu (7).

26



Tak vytvofime rozSifeni [, jazyka [ arozsiteni T,
teorie 7,.

Tento postup je tfeba iterovat. Formule (3x)B jazyka
teorie 7, muze obsahovat konstantu €@, z T, kniz
nepatii zadny axiom

(Fx)B —> B, [¢355]-

Proto konstanty (6) teorie 7, nazveme Henkinovymi
konstantami prvniho fadu a k nim pfislusné axiomy (7)
take nazveme Henkinovymi axiomy prvniho radu.

Opakujeme-li stejny postup s uzavienymi existencnimi
formulemi teorie 7, sestrojime rozSifeni L, jazyka L,
arozSiteni 7, teorie T,. Tak ziskame Henkinovy
konstanty a axiomy druhého radu.

27



Postupné€ vytvorime posloupnost rozsifeni jazyku
L=L,cL c..clL clL_ c...
a teorii

I'sl,cl,c..cl,cT_ c...

Polozime-l1

LH:ULn TH:OTn
n=0

potom jazyk Ly, obsahuje Henkinovy konstanty vSech
fad a v teorii 7, jsou vSechny k nim pfislusné axiomy.
Tedy 7, je Henkinova teorie.

/Zbyva dokazat, ze je to konzervativni rozsifeni teorie 7.

28



Necht A je formule jazyka L, ktera je vétou 7.

Necht’
B,B,,.. B (8)

n

jsou vSechny Henkinovy axiomy z dukazu 4. Potom
7,B,B,,....,B |- 4

protoze (8) jsou uzaviené formule, z Véty o dedukei
dostavame

T|-B,-B,—> .. 5B — 4 )

Bez ujmy na obecnosti mizeme piedpokladat, ze B, je
axiom prislusSny k Henkinové konstant¢ maximalniho fadu.

29



Tedy rad konstanty prisluSejici k axiomu B, je v€tSinebo
roven fadim vsech konstant prisluSejicich k formulim

B,,...,B

n

Predpokladeyme, ze B, je tvaru

(3x)D = D, [ca,p]-

Podle predpokladu o fadech Henkinovych konstant, ¢,
neni obsazena ve formulich B,,..., B, atim mené v teornn T.
MuZeme pouZzit vétu o konstantach a nahradime uvedenou
Henkinovu konstantu novou proménnou w.
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Z, (9) dostaneme
T'\-(3x)D—>D_[w])—> ng —>...> (B > A)...)

pravidlem zavedeni 3 neobsahuje w
T''-@w)(3x)D—>D [w])>B,—>...> (B, > A)...)
\_ﬁf_d

neni w

prenexni operaci

TI-((3x)D—->3w)D_[w])) > (B, >...> (B, > A4)...)
z V¢&ty o variantach plyne
= (@x)D = 3w)D,[w]))

T|-B,—>...»B —> 4 MP

I'|-4 dostaneme opakovanim stejného postuapu
1



Véta (Lindenbaum)

Kazdnou bezespornou teorit T lze rozsitit do uplné
teorie S se stejnym jazykem jako T .
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Dukaz.

Je-11 dana bezesporna teorie 7' s jazykem L, podle Véty o
uzaveéru muzeme predpokladat, Ze vSechny axiomy 7 jsou
uzavien¢ formule.

Uplné rozsiteni 1;, teorie T sestrojime jako maximalni
bezesporné rozsifeni 7' s jazykem L.

Postupujeme stejnym zpusobem jako u obdobné véty
Vyrokové logiky, jenom misto vSech formuli ocislujeme jen
formule uzaviene.
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Usporadejme vSechny uzaviené formule jazyka L do po-
sloupnosti

A, AL Ay A

na usporadani formuli nezalezi, dilezité je, aby posloupnost
byla prosta.

Vytvorime neklesajici posloupnost teorii se stejnym jazykem

I'sT,cl,c...T c...

nasledujicim postupem.

34



Je-i Tu{4,} bezesporna, definujeme 7T, = TU{4,},

jinak polozime 7,= 7. V g-tém kroku poloZime

T,,,=T,U{4,} je-l1 to bezesporna teorie, jinak 7,,,=T,.

Je-li o limitni ordinal poloZzime 7, =U;T;.
Necht' 7, je sjednoceni vSech teorii T,.
Stejnym zpusobem jako v Lindenbaumoveé vété ve

Vyrokové logice se overi, ze S je bezespornd maxi-
malni mnoZzina uzavienych formuli teorie 7.
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Ukazeme, Zze T, je Uplna teorie. Postupujeme sporem.
Necht’ 7,, neni uplna a existuje uzaviena formule A
takova, Ze

TU|7LA a TU|7L—|A

Protoze — A neni vétou 1, nemize byt ani prvkem 7.
Navic A4 také neni dokazatelnd v 7,,, to znamena, ze

TU ) {_I A}
je bezesporna a 7}, je jeji vlastni podmnozinou. To je ve
sporu s maximalitou mnoziny 7,, . Teorie T, je tedy

uplna.
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Redukce a expanze struktur
Definice. Je-li L rozSifeni jazyka L, potom

(1) je-li M’ je interpretace jazyka L°, redukce struk-
tury M’ do jazyka L, kterou ozna¢ime M| L, vznikne z
M’ vynechanim téch zobrazeni a relaci, které interpretuji
funk¢ni a predikatoveé symboly, které nejsou v jazyce L.

(1) je-l1 M 1interpretace jazyka L a M interpretace
L’, Fikame, Ze M" je expanzi M, jestlize M = M’| L.

Po vSimnéme s1, Ze redukce a expanze maji stejné
univerzum.
37



Lemma.

Necht' T je rozSiteni teorie 7, ktera ma jazyk L. Je-li
M’ model teorite T” potom redukt M = M'| L je
model teorie T.
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Dukaz lemmatu.

M je redukt M’, maji tedy stejné univerzum a take
stejnou mnozinu ohodnoceni proménnych. Ob¢
struktury interpretuji steyné vSechny funkéni a
predikatové symboly jazyka L.

(1) Necht’ ¢ je libovolny term jazyka L. Indukci podle
sloZitosti termu ¢ se pro kazdé ohodnoceni e do-
kaze, ze interpretace (hodnota) #[e] je stejna v obou
strukturach.
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(1) je-li A formule jazyka L, potom se indukci podle
slozitost1 formule A dokaze pro kazdé ohodnoceni e

M |=Ale] & M’|=Ale]
tedy take
Ml=4A & M'=A4

(111) je-li A axiom teorie 7, pak je v€tou teorie 7" a
podle véty o korektnosti je¢ M= A4 tedytaké M |=
To znamena, Ze M je model T.

A.
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Dosavadni vysledky muzeme shrnout takto

Je-11 dana bezesporna teorie T,

umime sestrojit konservativni rozsifeni 7* teorie 7,
ktere je Henkinovou teorii.

ProtoZze T je podle pfedpokladu bezesporna a T* je
jeji konzervativni rozsireni, je tak¢ 7™ bezesporna.
MuzZeme, tedy sestrojit uplné rozSifeni 7** teorie T*
Pritom 7** ma stejny jazyk jako 7* je tedy Henkinova.
Mame tedy uplnou Henkinovu teorii 7%** | ktera je rozSire-
nim teorie 7. Podle Véty o kanonickém modelu ma model

M.
redukt M = M’| L je model teorie T.
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Véta o kompaktnosti.

Teorie 7" ma model, praveé kdyz kazdy jeji konecny
fragment 7'c7 ma model.

{spolu s Vétou o uplnosti patii k nékolika vétam,
ktere charakterizuji logiku prvniho fadu.}
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Dukaz.

Podle VéEty o uplnosti ma libovolna teorie S model, pravé
kdyz je bezesporna.

(1) je-l1 bezesporna T’ pak je bezesporny kazdy jeji fragment
a ma tedy model.

(11) je-11 naopak bezesporny kazdy konecny fragment 7'c T
pak je bezesporna 1 teorie T, protoze diikaz sporu by se
odehral v né¢jakém konecném fragmentu 7°. To znamena, ze
ma-li kazdy koneCny fragment teorie 7" model, pak 7" ma
také model.
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Dusledek.

Je-li T teorie s jazykem L, A je libovolna formule
jazyka L, potom

I''=A & T4
pro néjaky konecny fragment T'CT.
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Dukaz.

Podle véty o uplnosti
I''=A © T|-4

a dukaz formule 4 pouziva jen kone¢né mnoho axiomu
teorie 7.
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Dva priklady.

a) Je nutne v logice prvniho fadu popisovat teorn téles
charakteristiky 0 nekonecnym poctem axiomui?

Necht' T je teorie téles s jazykem L= {0, 1,+,} s
rovnosti. Je-li x proménna, termy

x, (x+x), (xt(x+x)), ... ,§x+(x+(x+...(x+x)...))2,

-
n krat x

budeme oznacovat zkratkami

[*x,2%x,3%x...n%Xx,...

a budeme jim fikat prirozené ndasobky x.
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Pripomenme, Ze prirozena ¢isla nemusi byt prvky kaz-
deho télesa a prirozeny nasobek imituje soucin jako opa-
kované pricitani.

Vyraz p*X muze zastupovat term znacné delky.

Pokud v néjakém télese plati formule

px1=0 (1)
pro néjake nenulové p tikame, ze téleso ma konecnou
charakteristiku a neymensi nenulové p, pro které plati (1)

nazveme charakteristikou télesa.

47



Pokud pro Zadné nenulové p neplati (1), fikdme, Ze téleso
ma charakteristiku 0.

Pridame-li k teor1 téles axiomy
p*xl1+0 (2)

pro vSechna nenulova p, dostaneme rozsifeni 7", ktere
axiomatizuje télesa charakteristiky nula.

Je pfirozene poloZzit si otazku, zda je moZné nekone¢nou mno-
zinu axiomu (2) nahradit kone¢né mnoha, a tedy jednim
axiomem.

Odpovéd’ je negativni.
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Predpokladejme, Ze by nekonecné schema axiomu (2)
bylo mozné¢ nahradit jedinou formuli 4 jazyka L.

Potom A jepravdiva ve vSech télesech charakteris-
tiky 0 av ZzZadném télese konecné charakteristiky.

Dostavame 7'l= 4 a podle dusledku Véty o kompakt-
nosti existuje konecny fragment 7" teorie 7T~
takovy, ze Tk A
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Ptitom 7" obsahuje jenom kone¢né¢ mnoho axiomu
(2). Je-l1 r nejvétsi z Cisel v téchto axiomech, A plati v
kazdém télese konecné charakteristiky vétsi nez r.

To je spor, protoze algebra ukazuje, ze existuji télesa
libovoln€ velké koneCne charakteristiky.

Nekonecnou mnozinu axiomu (2) nelze v logice
prvniho fadu nahradit jednim axiomem.
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b) Je standardni model aritmetiky N jedinym
modelem aritmetiky (az na 1somorfismus) ?

V Peanové aritmetice druh¢ho radu ANO.
V Peanové aritmetice prvniho fadu NE.

Ob¢ aritmetiky se 118i celkovym ramcem, do které¢ho
jsou zasazeny. Aritmetika druhého fadu je teorie v
logice druhého tadu.

Aritmetika prvniho fadu je teorie v logice prvniho
radu.
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Snad nejvice se ob¢ teorie 1181 ve vyjadieni principu
indukce.

Peanova aritmetika prvniho radu vznikne z Elementarni
aritmetiky pfidanim schematu axiomii indukce:

pro kazdou formuli 4 a proménnou x je nasledujici
formule axiom indukce.

A 0] (Vx)(A4 > A[S(x)]) = (Vx)A) 3)

Snadno se ovéri, Ze standardni model (elementarni)
aritmetiky je také modelem Peanovy aritmetiky
prvniho fadu.
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Peanova aritmetika druhého fadu (naznak)

XV Z .. proménne pro Cisla
XY Z .. promeénné pro mnoziny
c predikat nalezeni

Axiom indukce

(VX)N0e X > (Vx)(xe X > S(x)e X) > (Vx)(xe X))]

Schema indukce (3) zachycuje jen spocetné mnoho
instanci Axiomu indukce pro mnoziny, které jsou
definovateln¢ pomoci formuli prvniho fadu.
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Ukazeme, Ze z VEty o kompaktnosti plyne, Ze existuji
modely Peanovy aritmetiky prvniho fadu, které nejsou
1izomorfni se standardnim modelem N. Takové modely
nazyvame nestandardni.

Pro kazd¢ prirozené Cislo » budeme definovat term 7
nasledovné.

n+1=S(S(S(...8(0)...))

n+1 krat

Tyto termy se nazyvaji numerdly. Kazdé individuum stan-
dardniho modelu je interpretaci néjakého numeralu.
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K jazyku Peanovy aritmetiky pfidame novou konstantu ¢
a axiomy 0 +c

.17&(} ()

n+l+c

Tak vznikne rozSifeni P, Peanovy aritmetiky P. Pfitom
kazdy kone¢ny fragment 7 < P. ma model, ktery
vznikne expanzi standardniho modelu M.

T' obsahuje jen kone¢né¢ mnoho axiomil (4), konstantu
¢ interpretujeme za vSemi numeraly z fragmentu T.
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Podle Véty o kompaktnosti ma teorie P model M.
Jeho redukci do jazyka Peanovy aritmetiky dostaneme
model M Peanovy aritmetiky, ktery neni izomortni se
standardnim modelem M.

M obsahuje individuum, které neni interpretaci zadneho
numeralu. Protoze individua, ktera odpovidaji numeralum
tvori pocatecni usek M, takove individuum ma neko-
necn¢ predchudct jako Zadné individuum v .

Proto N a M nejsou izomorfni.
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Cviceni.
a) Ukazte, ze zadna teorie prvniho radu T
necharakterizuje tfidu vSech kone¢nych interpretaci
svého jazyka. To znamena, ze pro zadnou teorit T
neplati

M|=T < M jekonecna struktura proT
[Navod. Sporem. Piedpokladejte, Ze 7 ma uvedenou
vlastnost.

Rozsifte jazyk o spocetné mnoho konstant

CpsCryCryuves C n20

n,o..

a pfidejte mnozinu S axiomd tvaru ¢, #c¢; pro i+ j.
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Necht 7=7us. pomoci véty o kompaktnosti ukazte,
ze T° man¢jaky model M’ . Jeho redukt do T je potom
nekonecny model T.]

b) Ukazte, ze Zadna teorie prvniho fadu necharakterizuje
tridu vSech dobrych usporadani.

[Navod. Sporem. Piedpokladejte, Ze 7 ma u vedenou
vlastnost.

Podobn¢ jako v a) piidejte spocCetné mnoho konstant a k
nim axiomy, které postuluji nekone¢nou klesajici
posloupnost. Pomoci véty o kompaktnosti ukazte, Ze
takove rozsifeni ma néjaky model. Jeho reduktem je
model 7', ktery neni dobrym usporadanim.]
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Vyvoj teorii prvniho radu

RozSirovani teorii



Teorie maji svou historii.

Jejich formalni systémy zacinaji axiomy.

Ty jsou formulovany Gsporné a v co nejjednodussim
jazyku.

S rozvijenim teorie piibyvaji noveé poymy.
Konstanty, operace, predikaty.

Ty jsou zavadény pomoci formuli.

Ukazeme, 7Ze noveé poymy maji pomocny charakter.
Jejich definovanim vznikne konzervativni rozsifeni.

Definované symboly 1ze eliminovat a tak se vratit k
puvodnimu jazyku.



Uziteéné lemma

Necht' L’ je rozSifenim jazyka L anecht T je teorie s
jazykem L a T’ teorie s jazykem L.

(1) T" je rozsifenim 7, prave kdyz redukt M’|L kazdeho
modelu M " teorie 7" je modelem T.

(11) Je-li T" rozSifenim 7 a kazdy model M teorie T lze
expandovat do modelu M’ teorie T, potom 71" je
konzervativni rozsiteni 7.



Dukaz.

(1) Je-li 7" rozSitenim 7, potom podle lemmatu o redukci a
expanzi je redukt kazdého modelu teorie 7 do L modelem
teorie 7.

Naopak necht’ redukt kazdého modelu teorie 77 do L je
modelem teorie T.

Necht' 4 jeaxiom T a M’ je libovolny model T
Protoze M| L je modelem T, M'|L|= A atedy M= A.

Formule A je tedy pravdiva v kazdém modelu teorie 7°.

Podle véty o Uplnosti je A vétou 7°. To znamena, Ze
teorie 1" je rozSifenim 7.



(11) Necht’ T"jerozSitenim 7 a A je formule jazyka L,
ktera je vétou teorie 1.

Necht’ M je libovolny model teorie 7" a M je jeho expanze
do modelu teorie 7. Potom podle Véty o korektnosti

M= A4
odkud také
M=M'|L|=A4

Ukézali jsme, ze formule A4 je pravdiva v kazdém modelu
M teorie T. Podle Véty o uplnosti je 4 také vétou T'.

To znamena, ze 7" je konzervativni rozSifeni 7.



RozSireni teorie o definici predikatu.

Motivace.

V aritmetice muZeme definovat predikat délitelnosti

k|ln< (ds)(s*k=n)

€ €

Vyraz k|n Cteme ,k déli n“ nebo .k je delitelem n“.

Na levé stran¢€ ekvivalence je definovany predikat a na
prave strané je definujici formule.



Véta o definici predikatu.

Necht T je teorie s jazykem L ,necht x,,...,X, jsou
promenne.

Necht' D je formule jazyka L, takova, Ze vSechny

jeji volne proménné jsou mezi x,, ..., X,.

Necht’ jazyk L’ vznikne z L pridanim noveho n-arniho
predikatového symbolu p a necht’ rozSiteni 71" teorie T
vznikne pfidanim axiomu

p(x,,...,x, )< D (1)

Potom 7" je konzervativni rozsifeni 7 a nové definovany
symbol 1ze z kazd¢ formule B’ jazyka L’ eliminovat tak,
Ze pro upravenou formuli B plati

T'|-B<> B



Dukaz.

Nejprve ukazeme, Ze definovany symbol Ize eliminovat.

Necht' B’ je libovolna formule jazyka L’°. Zvolme variantu
D’ definujici formule z (1) takovou, Ze Zadna proménna
formule B’ neni vazana v D’. Potom podle véty o
variantach v definici (1) mizeme zaménit D" za D.

Ve formuli B’ nahradime kazdou podformuli

pt,...,t)

D,x,xz...x [t]’t2""tn]
potom ,
T|_p(t]9t29"'tn)(_)Dx]xz...xn[tDtZ?"'tn] (2)

formuli



Posledni ekvivalence je instanci varianty definujiciho
axiomu (1).

Ve formuli B” jsme nahrazovali nékter¢ atomicke
formule ekvivalentnimi formulemi. Pro vyslednou
formuli B podle Véty o ekvivalenci plati

T'|-B<> B

Tim je moznost eliminace dokazana.



K dikazu konzervativnostt 7" staci pro libovolnou
formuli B” jazyka L ukazat

T''-B = T|-B 3)

kde B vzniklaz B’ eliminovanim definované¢ho predi-
katu. Specialné, je-li B” zjazyka L, pak B a B jsou
totozn¢ formule a (3) ma tvar

T'-B = T|-B

Tim bude konzervativnost dokazana.
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Necht B’,,...,B’,, jedtkaz B"z T’ Necht pro kazdé i
formule B, vznikne z B’, eliminaci definované¢ho
predikatu.

Ukézeme, ze kazda formule B, je v€tou teorie T.
Postupujeme indukci podle dikkazu. Uvazujeme tyto

pripady.

a) B’ Je axiom predikatove logiky kromé€ axiomu
rovnosti pro p . Potom B, je axiom stejné¢ho druhu.
b) B’. je axiom rovnosti pro p , tedy

X, =y, =>...2>x,=y, =>px,....x)>p(y,;,.... )
potom B; jetvaru
X, =y, =>...~>x, =y =>Dx,...,x|=>Dy,....,y,1]

a to je dusledek Véty o rovnosti.
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c)Je-li B, axiomz T pakjebud’ z T anenico
dokazovat, nebo je to definujici axiom (1). V tomto ptipadé
je B, tvaru D'« D ato je instance VEty o variantach.

d) Je-li B, odvozena pravidlem modus ponens nebo
pravidlem generalizace, pak B, je odvozena stejnym
pravidlem z odpovidajicich formuli.

Ukazali jsme, ze kazda formule B, atedy 1 formule B je
vétou T'. Tim je (3) dokazano a diikaz je uzavien.
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Rozsireni teorie o funkcéni symboly.

Dva zpusoby rozsiteni teorie o novy funkcéni symbol,
podle toho s jakou urcitosti jsou dany funkcéni hodnoty.

Priklad.
a) Rekneme-li ,,necht p je né&jaké prvodislo p > x*
zavadime funkci f(x), formuli, ktera ur¢i mnoZinu

moznych hodnot a f(x) vyberere jednu z nich, ale nam
nezalezi na tom, kterou.

€

b) Rekneme-li ,necht p je nejmensi prvoéislo p, p > x*
definujeme hodnotu p jednoznacné. V takovém piipadé
definujeme funkci f(x)=p formuli, ktera definuje hodnotu
funkce jednoznacné.
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Oba postupy maji sveé opravnéni.

Zavedenl funkcniho symbolu je jedinou moznosti v
situaci, kdy umime dokazat, Ze pro kazdou hodnotu
argumentu je mnozina moznych hodnot neprazdna, ale
neumime z nich Zadnou jednoznacné¢ definovat.

Definice funkcniho symbolu odpovida situaci, kdy se nam to
podari.
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Véta o zavedeni funk¢niho symbolu.

Necht' T je teorie s jazykem L , necht’ formule

(3y)4 )

jazyka L ma vSechny voln¢ proménné mezi X,,..., X,,.

Necht' 7" vznikne z T rozSifenim jazyka o novy funk¢ni
n-arni symbol f/ a pfidanim axiomu

Alf (x50, x,)] (5)
Potom 7" je konzervativnim rozsSifenim teorie 7 .
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K dukazu véty pouzijeme jeden dusledek axiomu vybéru z
teorie mnozin: V¢étu o dobrém uspotradani.

Pfipomenme, ze mnozina m je dobre usporadana relaci <

jestlize kazda neprazna podmnozina m " ma neymensi
prvek vzhledem k <.

V¢éta o dobrém usporadani.

Na kazd¢é mnozin¢ existuje relace dobrého usporadani.
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Dukaz Véty o zavedeni funkéniho symbolu.

T" je rozsSifeni T, konzervativnost dokdZeme tim, Ze
libovolny model T budeme expandovat do modelu T'.

Necht M je libovolny model T, necht’ < je relace dobreho
usporadani na jeho univerzu M.

Podle predpokladu je formule (4) vétou teorie T, to zna-
mena, ze je pravdiva v M pi1 kazdém ohodnoceni pro-
ménnych e . M¢yme takové ohodnoceni e, necht’

e(x,)=m,,....,e(x )=m
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Podle definice spliovani existuje alespon jedno indivi-
duum m takove, ze M |= A[e(y/m)]. piitom m
zavisi na individuich m,,...,m . mnozinu vSech
takovych m oznaCme

F(mja'“’mn) ={m|M|= A[e(y/m)]}

je to neprazdna mnozina individui a protoze usporadani
< je dobré, ma tato mnoZina nejmensi prvek

min(£F(m,,...,m,))

Nyni mizeme definovat interpretaci f,,, nového
funk¢éniho symbolu f pfedpisem

fy(m,,...,m )= min(F(m,,....,m,))
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Je-li M’ expanze modelu M pridanim interpretace f,,.

funkéniho symbolu £, je zfejmé, Ze axiom (5) je
pravdivy v M.

Kazdy model 7 jsme expandovali do modelu 77,
tedy 7" je konzervativni rozsifeni T .

Poznamka.

Dukaz véty se opiral o charakteristiku konzervativniho
rozsifeni pomoci modelu. Modely teorii jsou mnoZi-
nove¢ struktury, vétSinou nekonecné. Proto se takovym
diukazim fika nefinitni.

Finitni dikaz této véty se opira o Herbrandovu vétu,
ktera je mimo ramec této prednasky.
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Aplikace: Skolemova véta.

Rikame, ze T je oteviend teorie, jestlize vSechny
axiomy z T jsou oteviené formule.

Véta (Skolem)

K libovolné teorit 7' 1ze sestrojit otevienou teorin 77,
ktera je konzervativnim rozSifenim 7.
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Idea dukazu.

V¢éta o zavedeni funkEniho symbolu ukazuje, ze
pomoci zavedenych funk¢énich symbolu 1ze elimino-
vat existencni kvantifikatory. {s univerzalnimi si
poradime podle vE€ty o uzavéru}

N¢ékolik definic.

(1) fikdme, ze formule A je univerzalni (existencni), je-li
v prenexnim tvaru a vSechny kvantifikatory jsou
univerzalni (existencni).

(11) Teorie 7" a S se stejnym jazykem jsou ekvivalentni,
jestlize maji stejne véty. PiSeme 7 =S.

21



Podle VéEty o uplnosti jsou dvé teorie ekvivalentni, pravé
kdyz maji stejné modely.

Teorie T a S jsou ekvivalentni, pravé kdyz kazdy axiom z
T je vétou S anaopak.
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Skolemova varianta formule.

Je-11 A uzaviena formule v prenexnim tvaru, indukci podle
poctu existencnich kvantifikatoru sestrojime uzavienou uni-
verzalni formuli 4, takovou, ze |- 4, — A.

(1) je-li A univerzalni, 4. je A.

(i1) je-l1 A4 tvaru
(Vx,)...(Vx )(dy)B n=0

necht’ f je novy n-arni funk¢éni symbol, definujeme

formul1 A4°
(Vx,)...(Vx,)B [ f(x},...,x,)]

23



Pokud formule A4° neni otevienad, stejnym postupem
sestrojime formuli 4°° ... az po kone¢ném poctu
kroku sestrojime formuli 4.

K sestrojeni Skolemovy varianty potiebujeme
rozSifit jazyk o kone¢n¢ mnoho novych funk¢nich
symbolil.

Podle substitu¢niho lemmatu plati

|— 4" > A atedy |—A4;,—> A4 (7)
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K dukazu Skolemovy véty zavedeme Ctyii1 teorie, z
nichz ta posledni bude otevienym konzervativnim
rozSitenim 7.

T, je teorie se stejnym jazykem jako T a jeji
axiomy jsou uzavery prenexnich tvaru formuliz 7.
Z véty o prenexnim tvaru a véty o uzavéru plyne, Ze
teorie 7" a T, jsou ekvivalentni.
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T, vznikne z 1 tak, Ze ke kazdému axiomu 4z T
piidame jeho Skolemovu variantu A4;. Potom T, je
konzervativni rozSiteni 7. Je-11 A axiom z T,,potom
piidanim axiomu A4° vznikne podle v€éty o zavedeni
funk¢éniho symbolu konzervativni rozSifeni 7,. Opa-
kovanim tohoto postupu dostaneme konzervativni
rozSifeni pridanim 4.

I'; vznikne z T, vynechanim vSech axiomt teorie 7.

Podle (7) jsou obé teorie ekvivalentni.

T, vznikne z T; nahrazenim kazdého axiomu (je to
univerzalni formule) jeho otevienym jadrem. Podle
vEety 0 uzaveéru jsou obé¢ teorie ekvivalentni.
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Vytvorili jsme nasledujici situaci

=T =1,=1T,=1T,

kde T, je oteviena teorie a je konzervativnim rozsifenim
teorie T .

Tim je Skolemova véta dokazana.
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Véta o definici funk¢niho symbolu.

Necht' L jejazyk, x;,...,X,, ¥ ruzné proménne. Necht
T je teorie s jazykem L a D formule jazyka L s volnymi
proménnymi mezl x,,..., X, ).

Necht plati
8
T~ @)D ®)

T|-D—(D,[t]>y=t) 9)

Necht' 7" vznikne z T ptidanim nového n-arniho funk-
¢niho symbolu f a definujiciho axiomu

y=f(x,,....x )< D (10)
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Potom 7 je konzervativni rozSifeni teorie 7 a defino-
vany symbol 1ze eliminovat. To znamena, Ze ke kazdé
formuli 4" jazyka teorie 7" lze sestrojit formuli A
jazyka L , takovou, ze

T'|- A< A (11)
Dukaz je rozdélen do dvou kroku

* Nejprve dokdZeme eliminovatelnost symbolu f

e potom konzervativnost rozSifeni 1~
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a) eliminovatelnost. VSechny vyskyty symbolu f najde-
me uz v atomickych podformulich. Sta¢i dokazat (11)
jen pro atomické formule a obecny pripad plyne z véty o
ekvivalenci.

Necht' 4" je formule jazyka teorie 7°. Pti eliminaci
postupujeme indukci podle poctu vyskyti symbolu f v 4.

Pokud f nema vyskytv A" pak A je A’. V opatném
pripad¢ uvazujeme néktery z nejvnitinéjSich vyskyti f
v A’, tedy term

f(t,...,t)

kde ¢Z;,...,%, jizneobsahuji f.
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Potom A’ je tvaru
B.[f(t,....1,)]

kde B ma o jeden vyskyt f ménénez A°. MuzZeme
predpokladat, Ze proménnd z se nevyskytuje aniv 4" ani
v definyjici formuli D .

Podle induk¢niho predpokladu jiz umime sestrojit formuli B
jazyka L (tedy bez symbolu f) takovou, Ze

T'|-B< B (117)

Pro definici formule 4 necht D’ je varianta definujici
formule D , ktera nevaze zadnou proménnou formule 4.
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Nyni mizeme A definovat takto
A=32)D', ., . Mt t,, 2] & B)

Potom A je formule teorie 7' a ukazeme, Ze plati
ckvivalence (11).

Z definujiciho axiomu a véty o variantach dostavame

T'l=z=f@,...t) D ...t 2]

az(11")avéty o ekvivalenci dostaneme
I''-3z)(z=f(,,....t,)& B ) 4

odkud pomoci vét o rovnosti
1’| - {B’Z[f(t], ot )] A

/)

A

Tim je (11) dokazano.



/Zbyva dokazat konzervativnost rozsifeni. UZijeme vétu
o zavedeni funk¢niho symbolu.

Necht § je teorie, ktera vznikne z T pridanim stejné¢ho
funk¢éniho symbolu f a axiomu

D [f(x,...,x,)] (12)

S je konzervativnim rozSifenim 7, protoze vznikla
zavedenim funkCéniho symbolu. Ukdazeme, ze S a T
jsou ekvivalentni.

K tomu staci ukazat, Zze (12) je vétou 7" a definujici
axiom (10) je vétou S.
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a) (12)je vétou 7. Vezméme instanci definujiciho
axiomu (10) a dostavame

T'l= f(x;eesx,)=f(x)5..0,x,) > D [ f(x),..., x,)]
PouZitim axiomu 1dentity a pravidla MP, potom
T’|_Dy[f(x]9'“9xn)]

(12)

b) (10)je vétou S. Vyjdeme z teto véty o rovnosti
|_y:f(‘x]9"'9xn)—)(D(_)Dy[f(‘xlﬂ"'Dxn)])

odkud prostfedky vyrokové logiky
|_Dy[f('x19 ERR) ‘xn)]_> (yzf(xla ...,.X'n) _)D)
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Z axiomu (12) a MP pak
S|l-yv=f(x,,....,x,)—>D

Opacnou implikaci odvodime z axiomu jednoznacCnosti (9).
Uvédomme si, Ze S je rozSifenim 7 .

Zameénou prvnich dvou Clent implikace odvodime
SI-D,Jf(x),..., x )] > (D —>y=f(x},...,x,))
Z axiomu (12) a MP pak
S|I-D—>y=f(x,,...,x,)

Ukazali jsem, Ze 7" a S jsou ekvivalentni teorie, tedy 77
je konzervativni rozSifeni 7.
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Cviceni.

Jeli-li T rozSifeni teorie T o definice, pak ke kazde-
mu modelu M teorie T existuje jednoznacné urCena
expanze M modelu M, kterd je modelem 7.
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Definice funk¢niho symbolu termem.

Castym piipademdefinice funkéniho symbolu je definice
,,predpisem‘ v podobé termu.

Definujici formule D je tvaru y = ¢, kde vSechny pro-
ménné termu ¢ jsou mezi X, ..., X,.

V takovém piipadé jsou podminky existence a jednoznac-
nosti snadno dokazatelné jen v predikatove logice.

Existence |- D [t]— 3y)D tedy |[-(3y)D.

——
1=t

Jednoznacnost |- y=¢t—>¢t=¢t—> y=1¢ jedisledkem
symetrie a tranzitivnosti rovnosti.
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Pfirozené nasobky a numeraly byly zavedeny pomoci
termt. Mizeme se na n¢ divat nejen jako na zkratky,
ale jako na definované funk¢ni symboly.

Definice.

Rikame, ze T je rozsirenim teorie T o definice jestlize
1" vznikne z T koneCnym poctem rozsiteni o definice
funkci a a predikatu.

V takovém pfipad¢€ je T” konzervativnim rozsifenim 7 a ke
kazde formuli A" teorie T existuje formule A teorie T
tako va, ze

T'N-A A4
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Nerozhodnutelnost, neuplnost

Meze formalni metody



V nasledujicim vykladu nebudeme mit k disposici
vSechny prostredky nutné k provedeni diikaz,
pokusime se je alespon priblizit.

Vysledky, které chceme uvest jsou natolik dulezite,
ze patii k zakladnimu kurzu predikatove logiky,
uvedeme je alespon bez dikazu.

Nejprve uvedeme néktere pojmy.



(Cdstecné) rekursivni funkce tvofi t¥idu ,,efektivné
(algoritmicky) vycislitelnych* funkci

f:N >N k>1I
zobrazujici (podmnoziny) mnoziny usporadanych

k-tic prirozenych ¢isel do mnoziny piirozenych Cisel
pro n¢jake k.

Tato tfida ma presnou definici v teorii rekurze.



MnozZina k-tic prirozenych cisel je rekurzivni, kdyz je
rekurzivni jeji charakteristicka funkce. Pokud ma
takova mnoZina néjaky vztah k logice, fikame takeé,
Ze takova mnoZina je rozhodnutelna.

Ptiblizné€ feCeno, mnozina A je rekurzivni,
kdyz umime algoritmicky rozpoznat jeji prvky.

Budeme pracovat s jazyky, které maji kone¢né,
nebo spocetné specidlnich symboli, nejcastéji s
jazykem aritmetiky. Takové jazyky budeme
nazyvat spocetne.



Predpokladejme, Ze L je spocetny jazyk a ze jeho
specialni symboly umime efektivné ocislovat
prirozenymi Cisly.

Pouzivame slovo “efektivné” misto ‘rekurzivné’,
protoze jsme rekurzivni funkce zavedli na
piirozenych Cislech a ne na symbolech.

Ve vétsing pripadit budeme uvazovat jen jazyky s
kone¢né mnoha specidlnimi symboly.

Da se ukazat, ze v takovem piipad¢ lze kazde formuli
A efektivné priradit piirozené Cislo #4, jeji kod.



Nerozhodnutelnost predikatové logiky.
Véta (Church)

Necht' L je spocetny jazyk prvniho fadu takovy, Ze

* obsahuje alespon jednu konstantu a alespon jeden
funk¢ni symbol Cetnosti k > 0.

* pro kazd¢ prirozené Cislo n obsahuje spocetné mnoho
predikatovych symbolil.

Potom mnozina

{#A4 | A je uzaviena formulea L|=A4 }

neni rozhodnutelna.



Predchozi véta byla formulovana k ur¢itému dikazu, k
nerozhodnutelnosti staci daleko méné specialnich
symboli.

Véta.

Necht' L je jazyk prvniho fadu bez rovnosti, ktery
obsahuje alespon dva binarni predikaty,

potom predikatova logika s jazykem L je nerozhod-
nutelna.



Tri axiomatizace aritmetiky

Jazyk L=1{0,S,+,*,}

Robinsonova aritmetika Q.

Ol S(x)#0 06 x*0=0

Q2 Sx)=Sy)—>x=y 07 x*S(y)=(x*y)+x
03 x#0->3»(x=5) 08 x<yeoHz)(z+x=y)
04 x+0=x

05 x+S(y)=S(x+y)



Peanova aritmetika P (prvniho radu)

Ma axiomy Ql1, Q2, Q4 - Q8 a schema indukce

Pro kazdou formuli 4 a kazdou proménnou x je
nasledujici formule axiom indukce.

A [0] > (V)4 = A4,[S(x)]) > (Vx) 4]

Da se ukazat, ze v Peanov¢ aritmetice je dokazatelny
axiom Q3, takze Peanova aritmetika je rozsifenim
Robinsonovy aritmetiky.

Da se také dokazat, ze axiomatika Peanovy aritmetiky je
rekursivni.



Uplna aritmetika.

Je-li N standardni model aritmetiky, Upind aritmetika
ma za axiomy vSechny uzaviené formule pravdivé v V.

Th(N)={A|A jeuzaviena formule N |= A}

Této teori1 se také fika Pravdiva aritmetika, protoze
je axiomatizovana vSemi formulemi, které jsou
pravdive ve standardnim modelu .

Mnozin€ formuli Th(N) se tika teorie modelu N.
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Mame ti1 axiomatizace aritmetiky O, P, Th(N),
vSechny v jazyku L =10, S, +,*,}. Je zitegme, Ze

Qc Pc Th(N)
kde inkluze znamena rozsireni.

* O ma kone¢n¢ mnoho axiomt, je tedy rekursivné
axiomatizovatelna.

* P ma spoCetné axiomil. Da se ukazat, ze kody
axiomu schematu indukce tvori rekurzivni mnoZinu,
spolu s dalSimi kone¢n€ mnoha axiomy je P
rekurzivné axiomatizovatelna.

e Th(N) podle dukazu neni rekurzivné axiomati-
zovatelna.
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Je-l1 T teorie s jazykem aritmetiky, mizeme definovat
mnozinu kodu vét teorie T

Thm (T)= { #4 | A je uzaviena formule, T'|- 4 }

Podle véty o uzavéru staci se omezit na uzavien¢ formule.

Definice.
Rikame, Ze teorie T je rozhodnutelnd, je-li mnoZina
Thm(T) (kodu) vét rekurzivni. Jinak je feorie nerozhod-

nutelna.
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Véta o nerozhodnutelnosti aritmetiky (Church)

Je-li T bezesporné rozsiteni Robinsonovy aritmetiky
0O, potom T je nerozhodnutelna teorie.
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Véta o neuplnosti aritmetiky. (Godel, Rosser)

Je-11 T bezesporne, rekurzivné axiomatizovatelné
rozSifeni Robinsonovy aritmetiky O, potom 7 neni
uplna teorie.
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Oznaceni.

Je-li T bezesporne, rekurzivné axiomatizovatelne
rozSiteni Peanovy aritmetiky P a A formule, piSeme

1 A jako zkratku za formuli Thm(T)(#A)
Con(T) jako zkratku za formuli —l (0=1)

Con(T) cteme T je bezesporna (konzistentni).
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Druha véta o neuplnosti.

Necht' T je bezesporne rekurzivné axiomatizovatelne
rozSiteni Peanovy aritmetiky P, potom

T |+ Con(T)
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Poznamka.

Predpokladejme, Ze Peanova aritmetika je bezesporna.
Protoze

P |+ Con(P)

podle véty o Uplnosti existuje model M |= P,
takovy, ze M |= Proof(d, # 0=1) ,kde d je Cislo
dukazu formule 0 = I. Takove¢ ¢islo musi byt
nestandardni.
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Shepherdsonova hricka aneb kouzlo nestandardnich
dukazu.

Predpokladejme, Ze jsme v néjakém nestandardnim modelu
P , kde existuje nestandardni Cislo.

Necht' 4 je libovolna formule, potom posloupnost

A>(A—>A),A>(A—>A)...;...(A> A), A,(A—> A), A, ...
vypada jako diikaz (libovoln¢) formule A4 .

Ale neni to dikaz, protoze takovou posloupnost formuli
nelze kodovat zadnym piirozenym ¢islem dan¢ho modelu.
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Zermelo-Fraenkelova teorie mnozin ZF

ma jazyk prvniho fadu s rovnosti, obsahuje Peanovu
aritmetiku, ma rekuzivni mnozinu axiomu, tedy je-li
ZF bezesporna, pak

ZF |+ Con(ZF)

Miuzeme, proto oCekavat jen dukazy relativni
bezespornosti

Con(ZF) — Con(ZFC)
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