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Uvedli jsme termové interpretace a termové modely pro logické progra-
my a také nejmensi termovy model C(P) pro dany program P.

Nyni se budeme zabyvat jinymi (a ¢astéji studovanymi) interpretacemi,
které se nazyvaji Herbrandovské.

Nejprve se budeme zabyvat algebrami, které davaji termim jejich séman-
ticky vyznam. Potom rozsitime algebry do interpretaci, které dovoluji pii-
fadit sémanticky vyznam programtim, rezultantam a dotazim.

Ke konstrukei specialnich interpretaci a modeli se pouzivaji operatory na

uplnych, ¢astecné uspotadanych strukturdch. Proto je uzite¢né zabyvat se
operatory a jejich pevnymi body v obecném smyslu.
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Predpokladejme, ze (A, <) je Castené uspofadand mnoZzina. Pfipo-
meneme nckteré definice.

Je-li a e A a Xc A, tikame, Zze a je nejmensi prvek X, jestlize
a € X a prokazdy prvek x € X plati a<x.

Rikame, Ze a je supremem mnoziny X, jestlize a € X pro kazde
xeX plati x< a a a jeneymensi prvek s touto vlastnosti.

V obecném ptipad€ nemusi existovat ani nejmensi prvek mnoziny X
ani jeji supremum. Z antisymetrie ¢asteCného uspotradani vsak plyne, Ze
pokud nejmensi prvek a supremum X existuje, je uren jednoznacéné.

Casteéné usporadana mnozina (A, <) je uplnd jestlize obsahuje
nejmensi prvek a pro kazdou neklesajici posloupnost

Gy ;< a,< ...a,<a, =< ..

prvkliz A existuje jeji supremum.

Logické programovani 8 3

V dal$im budeme uvazovat jen Uplné c¢astecné uspofddané mnoziny A ,
které jsou n¢jakou podmnozinou né&jaké specifické domény.

Nejmensi prvek A bude prazdna mnozina &, relace < bude defino-
vana jako inkluze < asupremum X < A bude totoZné se sjedno-
cenim WX .

Uvazujme nyni néjakou pevné zvolenou uplnou ¢astecné uspofadanou
mnozinu A , jeji prvky budeme znacit 7,J ... Zobrazeni mnoZiny A
do A budeme nazyvat operdtory na mnoziné¢ A .

Je-li
l,cliclLc..l,cl,  c.. (1)
neklesajici posloupnost prvkt z A supremum U{ [ |n € N} exi-

stuje.
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N<

Rikame, Ze operator T je monotonni, jestlize
Ic J implikuje T(I)c T(J),
T je finitarni, jestlize pro libovolnou neklesajici posloupnost (1)
plati
T(U{I,IneN}) ¢ U{T(L)|neNj.

Je-li T soucasn€ monotonni a finitarni, fikdme, Ze je spojité. Snadno
se nahlédne, ze v takovém piipadé pro kazdou posloupnost (1) plati

T(U{l,|neN}) =uU{T(l,)| neN}.
Tato rovnost se Castéji pouziva jako definice spojitého operatoru.
Rikame, Ze I je prefixnim bodem operatoru T, je-li T(I)c T .

I je pevnym (fixnim) bodem operatoru 7 ,je-li 7([) =1 .
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K vypoctu nejmensiho pevného bodu operatoru 7' se pouZzivaji
jeho iterace (mocniny) .

Pro libovolny operator 7 na A, libovolny prvek 7 z A a pfiro-
zené Cislo n definujeme

7100 =]
TTn+1)) = T(TT(n)D)
T To) = U{TT(n)D)| neN}.

Nejuzitecnéjsi jsou iterace, kde /1=, které pouzijeme k vypoctu
nejmensiho pevného bodu. Pro jednoduchost je budeme znacit

TTa(D) kratce jako T To

pro kazdé ptifirozené ¢islo o a pro .
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Volné fe¢eno T T(n)(I) je n-taiterace T podinajici prvkem I,
tedy TTn jen-taiterace T poéinajici nejmensim prvkem & .
Z definice uplné castecné usporddané mnoziny pak plyne, ze pokud

je posloupnost T T(#)(I) monotonni pro n>0, potom 7T Tw
existuje. (To neni ve vSech ptipadech zaruceno.)

Priklad. Nejjednodussi uplnou uspotadanou mnozinu ziskdme z
mnoziny pfiroznenych Cisel N, ke které ptidame jako nejvétsi
prvek o .

Operator T definovany pfedpisem

T'(n)= n+1 pro pfirozené n a
(=

je monotonni protoze pro m,n € N , m<n plati T (m)<T (n)
a n<o mplikuyje n+l1<om.
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Operator T je také spojity, protoze kazda neklesajici posloupnost pfiro-
zenych cisel

NgCn CnyC..n; Sy .. (2)
je bud’ omezena piirozenym Cislem a ma nejvétsi prvek n, , odkud
Uin;| i e N} = n, a
U{T(n)| ieN}=n,=T(n) =T({n] i e N})
nebo posloupnost (2) neni omezena pfirozenym cislem a potom
uin;| ieN} =o odkud
U{T(n)| ieN}= o = T(o)=T(U{n;| i € N})
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Véta o pevném bodu (Knaster, Tarski)

Je-1i T spojity operator na uplné castecné uspofadané mnoziné€, potom
TT ® existuje a je nejmensim prefixnim bodem a nejmensim pevnym
(fixnim) bodem T'.

Dukaz.

Existence 7T @ bude zarudena z Gplnosti uspotadani, pokud uka-
Zeme, e posloupnost prvki 7T 1 je neklesajici. Postupujeme induk-
ci: TT0=0cTT1 a TTn < TT(mtl) plynez
monotonnosti 7.

Navic 7T ® jepevnybod T protoze zmonotonnosti T Tn a
spojitosti 7' dostavame

T(TTo)=T{TTn| ieN)=0U{T(TTh)| i e N}) tedy
T(TTo)=u{Tm)|1<ieNH)=u{T®n)|ieN)=TTo.
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To znamend, 2¢ T T o je také prefixni bod.

Abychom dokazali, 2 7T o je nejmensi prefixni bod, piedpoklade;j-
me, ze J je libovolny prefixni bod.

Indukci podle n dokazeme, Ze prokazdé n>0je T'TncJ.
Pro n=0 je TT0=@ cJ apro n>0, jeli TTncJ,
potom z monotonnosti plyne 7T (n+1)= T(T T (n+1)) < TJ) = J.

Tedy TT ® je prefixni bod a také pevny bod T.

Herbrandovské interpretace

jsou pfijatelngjsi alternativou k obecnym termovym interpretacim, jsou
to také termové interpretace zalozené na termovych algebrach, ale na
algebrach sestavajicich z uzavienych termti. Maji podobné vlastnosti
jako obecné termové interpretace, ale jejich analyza pro specifické
modely je jednodussi.
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Ptedpokladejme, Zze mnozina konstant jazyka L je neprazdnd. Her-
brandovym univerzem HU, pro jazyk L nazveme mnoZinu vSech
zékladnich termt jazyka L .

Mnozinu HB, vSech zékladnich atomickych formuli jazyka L nazveme
Herbrandovou bazi.

Herbrandova algebra pro L je definovédna néasledovné:

* univerzem algebry je Herbrandovo univerzum HU, , pfipomenime, Ze v
této mnoZin¢é nejsou zadné promeénné a tedy sestava jen ze sloZzenych
zakladnich termi.

* Jejich interpretace je ddna kanonickym zplsobem . Je-li f n-arni
funk¢ni symbol L , jeho interpretace je ddna zobrazenim , které libovol-
né n - tict zakladnich termt  ¢,,¢,, ..., ¢, pfifazuje zdkladni term

ft,t, ..., t,).

* Herbrandova algebra je timto zplisobem jednozna¢né urcena.
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Rikame, ¢ I je Herbrandova interpretace pro jazyk L , jestlize je
to interpretace nad Herbrandovou bazi a

* kazdému # - arnimu predikdtovému symbolu p pfifazuje mnozinu
p; n - tic zakladnich termi.
Existuje tedy jedna Herbrandova algebra, ale nad ni mohou byt rlizne

Herbrandovy interpretace.

Mezi Herbrandovymi interpretacemi a podmnozinami Herbrandovy baze
je ptirozena, jednoznaéna korespondence.

Pro kazdy predikatovy symbol p definujeme mnozinu
{p(t,t,,.., t)|p jen-amipredikita (¢,,¢4,..., t,) €p,}
interpretaci / ztotoznime se sjednocenim vSech takovych mnozin.

Potom Herbrandovy interpretace pro L , jsou totozné s podmnoZinami
Herbrandovy baze HB, . Jednou z interpretaci je také prazdnd podmno-
Zina.
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PovSimnéme si nékterych specifickych vlastnosti Herbrandovych inter-
pretaci.

Pro kazdé¢ ohodnoceni proménnych o a kone¢nou mnozinu promén-
nych X je o] X substituce.

Lemma. (Herbrandova interpretace)

Je-li I Herbrandova interpretace, potom plati

(1) pro libovolny atom A a ohodnoceni proménnych o
I=,A4 ,pravé kdyz A(c | Var(4)) € I

(i1) pro libovolny atom A4
I|= A4 , pravé kdyz ground (A) < 1
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(i11) pro libovolnou klauzuli ¢

= ¢ pravé kdyz pro vSechny instance 4<- B,,B,,...,B, z
ground(c) {B\,B,,...,B,} = I mmplikuje 4 1.

Diikaz. (1) Indukci podle sloZitosti libovolného termu ¢ a konecné
mnoziny proménnych X, Var(f)c X seukaze, o(f) = t(c|X).

Tedy hodnota piifazena termu ¢ ohodnocenim proménnych o je
vysledkem pouziti substituce o |[X na ¢.

Proatom 4 = p(¢,¢,,...,t,) dostavame
I=, p(t,t,..,t,) prave kdyz (¢,0,1,0,...,1,0) € p,
pravé kdyz 40 €1,
kde 6=c |Var (p (¢, t,, ... , t,) . Tvrzeni (1) je dokazano.
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(ii) plyne z (i)

(iii) podle (i)

[|=_A<- B,B,,..,B, pravékdyz {B,0, ..., B0} implikuje 40 € I
kde 0 =c |Var(4 <- B, B,, ..., B,) . Odtud plyne (iii).

Specialné pro zékladni atom A dostavame

I|= A pravekdyz Ael.

Herbrandovu interpretaci tedy mizeme ztotoZnit s mnoZinou vSech
zékladnich atomi, které jsou v ni pravdivé.

Priklad. (suma numeral()
I'= { sum(s"(0), s"(0), s""™(0)) | m,n >0}
je Herbrandova interpretace pro program SUMA.
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Navic [ je model programu SUMA protoze pro libovolné m ,n >0
plati

sum(s™(0), 0, s™(0)) € 1 a
sum(s™(0), s"(0), s"*(0)) € I implikuje sum(s™(0), s"1(0), s"™*1(0)) € I
I je tedy model programu SUMA podle (iii) z pfedchoziho lemmatu.
Poznamka. (Zakladni implika¢ni stromy)

(1) Zdkladni implikacni strom vzhledem k programu P, je konecny
strom, jehoZ uzly jsou zékladni atomy. Pro kazdy uzel A a jeho
bezprosttedni nasledniky B, ..., B, patfi klauzule 4 <« B, ..., B,
do ground(P) .

(ii) Rikame, Ze atom A md zdkladni implikacni strom vzhledemk P,
je-li A kotfenem néjakého zékladniho implika¢niho stromu vzhledem k
P.
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Definice. ( Herbrandova interpretace M (P))

M (P) je Herbrandova interpretace pro program P definovana nasle-
dovné:
M (P)= {4 |atom 4 ma zakladni implika¢ni strom pro P }

Lemma.
M (P) je Herbrandliv model programu P.

Diikaz. Je-li atom A prvkem M (P), podle predpokladu ma zékladni

implikacni strom, tedy v ground (P) existuje klauzule
A<-B,B,,...., B, ,n>0 3)

n o

Staci ukazat, ze klauzule (3) je pravdiva v interpretaci M (P). Podle
(i11) z lemmatu o Herbrandovskych interpretacich to plati, jestlize

(B, B,, .., B,} c M(P) implikuje A e M(P),

a to je v zakladnim implika¢nim stromu zaruceno.
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Véta. (Nejmensi Herbrandiv model)
M (P) je nejmensi Herbrandiiv model programu P .

Diikaz. Necht' / je Herbrandiv model P. Potom [ je také model
ground (P). DokaZzeme, ze
A € M (P) implikuje I |= 4

indukci podle poctu uzll v daném implika¢nim stromé pro A4 vzhle-
demk P.

Zaklad indukce: i =1, potom jednotkova klauzule A <- je prvkem
ground (P) ,tedy I |= 4.

Indukéni krok: predpokladejme, ze A je kofenem implikacniho stro-
mupro P s i>1 uzlyaZe tvrzenijiZ plati pro implikacni stromy

s menSim poctem uzlii. Potom A4 musi byt hlavou néjaké klauzule

A<-B,B,,.., B,, n>1 z ground(P).

n o
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Pfitom kazdy atom B; 1< ; <n ma implikacni stroms £ < n
uzly. Podle indukéniho pfedpokladu 7[=B; pro vSechny atomy B; .
Ale [ = A<-B,B,,.., B, ,tedy I |- 4.

M (P) je pro zakladni atomy sémanticky ekvivalentni s deklarativni in-
terpretaci programu P . Jinymi slovy, pravdivost zékladniho atomu A4
ve vSech modelech programu P staci testovat v jediném modelu M (P).

Véta. (Zakladni ekvivalence)
Pro libovolny zakladni atom A a program P plati

Pl= A4 pravikdyz M(P)|= 4.

Nejprve pozorovani. Je-li zdkladni atom A4 pravdivy ve vSech Her-
brandovych modelech programu P, potom je pravdivy ve vSech mode-
lech P.
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Diikaz pozorovani. Mé&me [ libovolny model programu P . Pro libovol-
nou klauzuli 4 <-B, B,, ..., B, z ground(P) plati

{B,B,,...,B,} ¢ I implikuje 4 €/ (4)

Je to disledek tvrzeni (ii1) lemmatu o Herbrandovskych interpretacich.

Sestrojme Herbrandovskou interpretaci [, , ktera je otiskem modelu [/
do Herbrandovy baze

. I, ={C| Cje zékladni atoma [|= C}

Podle (4) a tvrzeni (iii) citovaného lemmatu, je [, také modelem P.
Podle tvrzeni (ii) téhoz lemmatu jsou stejné zakladni atomy pravdivé v [
a I, . Tim je pozorovani dokazéano.

Dtikaz véty. M&me libovolny zakladni atom A . Vime, ze M (P) je
model programu P ,je-li P|= 4, potomtaké M (P)|= 4.
K ditkazu opacné implikace pouzijeme fakt, M (P) je Herbrandovska
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interpretace. Podle tvrzeni (ii) pro Herbrandovské interpretace a speci-
aln¢ pro model M (P) plati

MP)|= A pravékdyz A e M(P).

Podle véty o nejmensim Herbrandové modelu pak A4 € M (P) impli-
kuje, Ze A je pravdivy ve vSech Herbrandovych modelech. Podle pozo-
rovani je atom A pravdivy ve vSech modelech programu P, tedy

Pl= 4.

Operator bezprostiedniho disledku. Nejmensi Herbrandiiv model mé
vyznamné postaveni mezi vSemi modelydaného programu P . Ukéze-
me, Ze je nejmensim prefixnim bodem operatoru 7, , ktery zobrazuje
Herbrandovy interpretace P na Herbrandovy interpretace P .
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Definice. ( 7 - operator bezprostiedniho disledku)

M¢jme libovolny program P . Operator bezprostredniho diisledku
pro P definujeme nésledovné:
Pro libovolnou Herbrandovskou interpretaci /

T,(1) = {A|3B(A<- Beground(P), I =B}
Operator 7, piifazuje Herbrandovskym interpretacim Herbrandov-

ské interpretace. Specialné, je-li 4 <- jednotkové klauzule z P, po-
tom kazda zakladni instance A je prvkem 7,( /) pro kazdée I.

Lemma. (Charakterizace 7))
M¢jme libovolny program P a Herbrandovskou interpretaci /7 , plati

I |= P pravéekdyz Tp,(l)c I .
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Dukaz.

I |=P

& {(111) lemma pro Herbrandovské interpretace}
pro kazdou klauzuli 4 <— B € ground (P), I |=B implikuje 4 € 1
ST(l)c I {definice T, }

Studium Herbrandovskych modelll programu P je tedy ekvivalent-
ni se studiem prefixnich bodu operatort 7, . Ukézeme, ze se T,
pro tento ucel hodi.

Lemma. (spojitost 7)

(1) T, je monotonni ,
(1) Tp je finitarni .

Diikaz. (1) plyne z definice operatoru,
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(11) m&me nekonecnou posloupnost /,c/l,cl,c..l,cl . ..
Herbrandovych interpretaci. Predpokladejme, Ze

AeTp(V{1l, |neN}),
potom pro néjaké B je klauzule A < B € ground (P) a
U{l, |[neN})|=B.

ProtoZze B je kone¢na mnozina zékladnich atomi pro néjaké n pla-
ti Bcl ,a [, |=B.Tedy 4eTp(1,).

Véta . (Charakterizace M (P) )

Herbrandova interpretace M (P) ma nésledujici vlastnosti:

(1) M (P) je nejmensi Herbrandiiv model P,

(11) M (P) je nejmensi prefixni bod 7 ,

(1i1) M (P) je nejmensi pevny bod T ,

(V)M P) = T, o,

(v) M (P) ={A4]|Ajezdkladni atom ,P|= 4 } .
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Diikaz. (i) je Véta o nejmensim Herbrandové modelu.
(1) = (11) plyne z (1) a Charakterizace 7,

(i1) = (iv) plyne z (ii) a spojitosti 7,

(iv) = (ii1) plyne z Véty o pevném bodé.

(v) plyne z Véty o zakladni ekvivalenci .

Ptiklad vypoctu M (P) . Abychom se rychle dopocitali, vezmeme nej-
jednodussi program SUMMER . UkaZzeme, Ze

I = {summer ,warm,happy}

je nejmensi Herbrandiv model.

TSUMMERT 0=0,

Toonmer T 1 ={summer},

Tooumer | 2 = {summer ,warm},
Toonmer | 3 ={summer ,warm, happy},
Toonmer | 4 ={summer ,warm, happy}.
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Odtud Tgumur T4 = Tummer | © »a z tvrzeni (iv) Véty o charak-
terizaci M (P), I je opravdu nejmensi Herbrandiiv model programu
SUMMER .

Stejnym zpusobem , ale pracnégji se vypoc€itd nejmensi Herbrandiiv mo-
del programu SUMA .

Tvrzeni (v) VéEty o charakterizaci M (P) dava popis sémanticka relace

disledku P|= A4 pomoci zédkladnich implikacnich stromil. Jinou cha-

rakterizaci modelu M (P) ziskdme pomoci proceduralni interpretace lo-
gickych programd.

Definice. (MnoZina tspéSnych atomi)

Mnozina GspéSnych atomi programu P sestdva ze vSech zdkladnich
atom, pro kter¢e ma Py { A} uspéSnou SLD-derivaci.
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Véta. (Uspéch)

Pro libovolny program P a zakladni atom A jsou nasledujici tvrzeni
ekvivalentni.

(i) M(P)|= 4,

(i) P|= 4,

(1i1) kazdy SLD-strom pro P U { A} je uspéiny,
(iv) 4 je prvkem mnoZiny UspéSnych atomi P .

Diikaz.

(1) = (i1) plyne z Véty o zakladni ekvivalenci,

(i1) = (111) plyne ze silné Véty o Uplnosti

(i11) = (1v) tvrzeni (iv) plyne z (iii) ,

(iv) = (1) plyne z Véty o korektnosti a z faktu, ze M (P) je model P .
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