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Algebry. (Interpretace termi)

Algebra J pro jazyk termli L obsahuje
» Neprazdnou mnoZzinu D, kteréd se nazyvad doména. ,

» Pro kazdy n-arni funkéni symbol f* jazyka L
zobrazeni f, : D"—> D.

Ohodnoceni proménnych & je zobrazeni, které kazdé proménné x
piifazuje hodnotu o(x) zdomény D.

Interpretaci (hodnoty) termit pti ohodnoceni proménnych o definu-
jeme obvyklym zplisobem..

Rikdme, Ze term ¢ je zdkladni (ground), jestlize neobsahuje
proménné.
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je-literm ¢ proménnd x,jeho hodnotaje o(x) € D,

* je-li ¢ slozeny term f'(¢,, ..., ¢,) jeho hodnota o(?) je
. f,(o(t), ...,0(t)) € D.

Pro kazdou konstantu ¢ plati o(c) = ¢, . Hodnoty konstant nezalezi
na ohodnoceni proménnych.

To také plati pro kazdy zékladni term ¢ jeho hodnota o(¢) neni
z4visla na ohodnoceni proménnych o .
Priklad. (Zamyslené a bizarni algebry)

a) standardni model N (interpretace) ptirozenych Cisel je algebra
(struktura) N =<N,O0,, +,, ‘x> s mnozinou piirozenych ¢isel N
jako doménou a obvyklou interpretaci nuly, s¢itani a nasobeni.
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b) bizarni, ale vyhovujici definici algebry, je interpretace jazyka
prirozenych &isel

C =<C,0, +., -.>, kde doménou je mnoZina komplexnich Cisel,

nula je interpretovana jako nula v komplexnich ¢islech, scitani defi-
nuje rovhost c+.d = c¢-nd andsobeni c:.d = c+id .

Definice. (Interpretace jazyka)

Interpretace jazyka programii L obsahuje algebru J s doménou D,
roz8ifenou o interpretaci predikatovych symbolii:

ke kazdému n-arnimu predikdtovému symbolu p je pfifazena relace p, ,
kterd je podmnozinou D" .

Rikame, e I je definovananad J, D je doménou [ a z praktickych
divoda pak oznacujeme zobrazeni f, jako f.
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Sémantika jazyka programi se definuje obvyklym zpiisobem, jenom
formuli je v definici mén¢.

Necht' L je jazyk programil. Souhrnnym nazvem vyraz budeme ozna-
Covat atomy, dotazy, rezultanty a klauzule definované v jazyce L .

Budeme definovat vztah pravdivosti (spliiovdani) I |=,E mezi
interpretaci / jazyka L, ohodnocenim proménnych ¢ v doméné inter-
pretace [ avyrazem E. Je-li [|= E ftikame, ze vyraz E je prav-
divy v interpretaci /[ pti ohodnoceni o.

*je-li p(¢,...,t,) atom, potom
I=,p(t,..,t) jestlize (o(t)),..,0(t)) € p,

¢ je-li Al: Az, ’An dotaz
I=, A, A4,,..,A, jestlize I|=, A;, pro vSechna i,1 <i<n
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* je-li A <~ B rezultanta, potom
I|=, A< B jestlize /|-, A zaptedpokladu /|=, B

specialné, je-li H <« B klauzule, potom
I|=, H<«< B jestlize I|=, H zaptedpokladu I|= B

a pro jednotkovou klauzuli H <«
I=, H« jestlize I|=, H

Rikame, 7e vyraz E je pravdivy v interpretaci 7, je-li pravdivy pfi
vSech ohodnocenich proménnych. Ptfitom prazdny dotaz [] je prav-
divy ve vSech interpretacich.

Pokud vyraz E neni pravdivy v [, piSeme [[|# E .
jestlize
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Poznamka. Je-li vyraz E zdakladni (bez proménnych), pak pro kazdou
interpretaci / a libovolnd dvé ohodnoceni o, t plati

I=,E pravékdyz [I|=F

odtud plyne, ze zakladni vyraz E je pravdivy v interpretaci /7, je-li
pravdivy pfti alespoil jednom ohodnoceni.

Definice. (Univerzalni a existen¢ni uzaver)

Je-li E vyraz, zavedeme pojem univerzalniho uzavéru VE a existen-
¢niho uzavéru JE , které budeme pouzivat jen pti sémantické analyze pro-
gramu .

Jejich sémantiku definujeme takto
I|=VE jestlizeplati /|=,E pro vSechna ohodnocenio,
I|=3F jestlizeplati I|=,E pro alespon jedno c .

Pro kazdy vyraz E plati I|= VE pravékdyz I|= E
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Definice. (Modely)
Je-li § mnozina vyrazl (nebo jejich uzavért), fikame, Ze interpretace /
je model §, jestlize vSechny vyrazy z § jsou pravdivé v [I.

Specialng, I je model programu P jestlize vSechny klauzule
programu P jsou pravdivév /.

Definice. (Sémanticky dusledek, sémanticka ekvivalence)

Jsou-li dany dvé mnoziny vyrazii (nebo jejich uzavéri) S a T stejného,
jazyka

(1) tikdme, ze T je sémanticky dusledek S nebo, ze S sémanticky
implikuje T apiSeme S|=T , jestlize kazdy model S je také mode-
lem T .Pokud n€kterd mnozina sestava z jediného prvku, vynechavame
zavorky { } a zminénou mnoZinu nahradime timto prvkem .
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(1) tikame, ze S a T jsou sémanticky ekvivalentni , jestlize soucasné
plati S|=7 a T|=S.Jinymislovy S a T jsou sémanticky ekviva-
lentni, pravé kdyz maji stejné modely.

Lemma.

Jsou-li E, F vyrazy, S, T, U mnoziny vyrazia A, B, C dotazy,
potom plati

(1) E|= EO pro vSechny substituce 0

(i) EB|= FE pro vSechny substituce 6

(ii1) jsou-li E a F variantami, potom E|=F a F|=E
(iv) SU{E} = E

(v) S=T a Tl=U mmplikuyje S|=U

(vi) je-li E|=F,potom S|=F implikuje S|=F

Logické programovani 7 9

(vii) je-li S|= A« B, potom
SFA,C«<~B,Ca SFC,A« C,B plati prokazd¢ C,

(viii)je-li S= A< B a S|= B« C,potom SFA«C.

Oznaceni.
Je-li dan jazyk L ,vyraz E a mnoZina vyrazii S jazyka L,

(1) mnozinu vSech instanci vyrazu E oznaCujeme inst(E) , podobné
mnozinu instanci vSech vyrazi z mnoziny S oznacime inst(S),

(11) mnoZinu vSech zakladnich (ground) instanci vyrazu E (tedy instan-
ci, které neobsahuji proménné) oznacujeme ground(E) a mnozinu vSech
zakladnich instanci vSech vyrazii z mnoZiny S oznacime ground (S) .
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Korektnost SLD-rezoluce.

Lemma. (Rezultanty)

(1) Nechtt Q=0/c=>Q, je SLD-deriva¢ni kroka r je odpovidajici
rezultanta. Potom

cl=r
(11) Méme SLD-derivaci P U {Q} s posloupnosti R,, ..., R,, ...
odpovidajicich rezultant . Potom pro kazdé i>0 plati

P|=R,
Diikaz. Ptedpokladejme,ze Q:=A,B,C ,kde B je vybrany atom z
Q. Predpokladejme, ze H <— B je pouzita vstupni klauzule. Potom

0,=(A,B,C)0 a r= (A,B,C)0« (A, B,C)O
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Nyni c|= HO<« BO ataké c|= BO<« BO, protoze 6 unifikuje
H a B.

K obéma stranam druhé klauzule miZzeme ptidat konjunkce A0 a C0.

Dostavame
_ cl= (A, B,C)0 <« (A, B, C)o
tedy cl=r.

(11) Ptfedpokladejme, Ze
0=0=0=>0,... 0,=0,,=>0, ..

je uvazovana SLD-derivace. Tvrzeni dokazujeme indukei.

Pro i=0 jerezolventa R, tautologii, je pravdiva 1 bez predpokladu c .
Ptipad i=1 byl dokdzan v (1) protoze R, je rezultanta odpovidajici
rezolu¢nimu kroku Q,=0,=> Q,.
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Indukéni krok. Predpokladame, Ze plati P |= R, pro rezultantu stupné
i, (arezultanty nizSich stupnil). K rezultanté¢ R, , vede i+ 1 rezoluc-
ni krok 0=9,.,=>0,, .

Tomuto rezolu¢nimu kroku je pfifazena (mald) rezultanta

rp =080, 05y (1)
Ptitom podle definice rezultanty stupné i plati

R =0)0,..0,< 0,

odkud R0y = 0)0,... 00, < 08, 2)
a podle definice rezultanty stupné i+ 1 je
Ry =09,... 00,0y 3)

protoze P |=r; podle (1) azindukéniho pfedpokladu také P |= R, je i
implikace (2) sémantickym disledkem programu P . Slozenim implikaci (1)
a (2) dostaneme rezultantu (3), pro kterou nakonec plati P |= R, .
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Véta. (Korektnost SLD-rezoluce)

Predpokladejme, Ze exisuje uspeSna SLD-derivace P U {Q} svy-
poctenou odpovédni substituci 0 . Potom P |= (9.

Duikaz. Pfedpokladejme, Ze 0, ..., 0, je posloupnost pouzitych mgu.
Podle lemmatu o rezultantach, pro posledni rezultantu dané¢ SLD-de-
rivace plati P |= 00, ... 0,« 1. A vypoctena odpové&dni substituce

0=0,..,0, | Var(Q), to znamena, Ze jsme dokazali P |= 00 .

Dusledek.

Ptedpokladejme, Ze existuje ispe€Sna SLD-derivace P U {Q} . Potom plati
P|=30.
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['Jplnost SLD-rezoluce.

Definice. (Korektni instance)

Predpokladejme, ze P |= Q0. Potom 0 |Var(Q) nazyvame korektni
odpovedni substituce pro dotaz Q a Q0 nazyvame korektni instance.

Korektni instance nemusi byt nutné vypoctend, intuitivné spis odpo-
vida “uhodnutému” feseni.

Véta. (Silnd forma véty o Gplnosti SLD-rezoluce)

Necht' P |= 00 . Potom pro kazdé vybérove pravidlo R existuje usp&s-
nd SLD-derivace pro PuU {Q} podle R s vypoctenou odpovédni
substituci m takova, Ze (On je obecnéjSinez QO .

Bez dukazu.
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Silna forma véty o uplnosti SLD-rezoluce ukazuje, ze nelze ztotoznit
korektni a vypoctené odpovédni instance.

Priklad.

M¢jme jazyk, ktery obsahuje (unarni) predkat p a alesponi jednu kon-
stantu a .

Je-li P = {p(y) }programa Q = p(x) dotaz,potom {y/a} je ko-
rektni odpovédni substituce, ale {y/x} je vypoctena odpovedni substituce.

Silna forma véty o Uplnosti je dilezZita, protoZe spolu s vétou o korektnosti
SLD-rezoluce ukazuje, Ze mezi deklarativni a proceduralni interpretaci lo-
gickych programi existuje uzky vztah nezavisle na volbé vybé&rového pra-
vidla.

Tato korespondence vSak neni zcela dokonald, protoZe vypoctené a korektni
odpovédni substituce nemusi byt totozné.
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Néco o modelech

V deklarativnich interpretacich hraji dilezitou roli dva typy modeli (inter-
pretaci) termové a Herbrandovy modely.

M¢jme jazyk L, mnozZinu vSech termil jazyka L nazveme termovym
univerzem jazyka L aoznaCime TU, . Protoze jsme predpokladali, Ze L
ma nekonecn€ mnoho proménnych, je 1 7U, nekone¢na mnoZzina.

MnozZinu vSech atomickych formuli (atomt) jazyka L nazveme termovou
bazi jazyka L aoznaCime 7B, .

Definice. (Termova algebra)
Termova algebra pro jazyk L obsahuje
* doménu 7U, ,

* pro kazdy n-arni funk¢éni symbol f jeho kanonickou interpretaci
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tedy zobrazeni (7U,)" do TU, takové, ze n-tici termi ¢, ... , ¢, piifa-
zuje term f(¢, ..., t,).

Termovou interpretaci I jazyka L je kazda interpretace L nad termo-
vou algebrou L. Tedy kazdému n-arnimu predikdtovému symbolu p
je ptifazena relace p, < (TU,)" .

Termovym modelem mnoZiny vyrazii S je termova interpretace, kterd
je modelem §'.

Pozndmka. ProtozZe interpretace funkcnich symbolil je jednoznacné ur-
¢ena, kazdému jazyku L je pfifazena jedind termova algebra.

Termova interpretace jazyka L je tedy jadnoznacné urcena interpretaci
predikatovych symbolt.
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To znamena, Ze je zde pfirozeny vzajemné jednozacny vztah mezi ter-
movymi interpretacemi a podmnoZzinami termové baze 7B, , ktery
1ze vyjadiit zobrazenim, které kazdé termové interpretaci [ piifazuje
mnozinu atomu

{p(t, ..., t,) | p jen-amipredikata (¢,...,¢,)¢€ p, }

MiZeme tedy termové interpretace pro L ztotoZnit s (pfipadné prazd-
nymi) podmozinami termové baze 75, . Ohodnoceni proménnych ¢ v
termovém univerzu 7TU, pfiifazuje kazdé proménné x termz 7U, .

Je-li X kone¢nd mnozina proménnych, restrikci o | X dostavame sub
stituci.
Lemma. (Termov¢ interpretace)

Je-li I termové interpretace, potom pro kazdy atom A a klauzuli ¢

() I|=, A pravékdyz A(c|Var(A)e I
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(1) I|= A pravé kdyz inst(A) <1

(1) 7|= c pravé kdyz pro vSechny instance A4 <« B,, ..., B, € inst(c)
{B,,..,B,} I implikuje 4¢ I.

Diikaz. (i) pro libovolny term ¢ a kone¢nou mnoZzinu proménnych X
takovou, ze Var(f) X , se indukci podle slozitosti termu ¢ dokaze
o(f)=t(c|X). To znamena, ze hodnota, kterou termu ¢ pfifadi ohod-
noceni ¢ je rovna instanci, kterd vznikne pouZitim substituce (¢ |X)
naterm f¢.

Proatom A4 = p(¢,...,t,) dostdvame

=, p(t, ..., t,) prave kdyz
(t,0,...,t0)e p, praveé kdyz
. p(t,..,t,)0e [
kde 8 = (o | Var (4)) .
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(1) bezprostfedné vyplyva z (1).

(ii1) Podle (i)

‘ I|=, A< B, ..,B,

 praveé kdyz {B\9, ...,B,0} I implikuje A0 ¢/
kde 0= (o |Var (4« B,, ..., B,)) . Tvrzeni (i11) plyne z definice
pravdivosti klauzule.

Poznamka. Tvrzeni (ii) z pfedchoziho lemmatu ukazuje, zZe v obecném
pfipad¢ nemiizeme ztotoznit termovou interpretaci s mnozinou atomtl,
které jsou v ni pravdivé. K tomu je zapotiebi jesté dalsi podminka.

Definice. (Termové¢ interpretace uzaviené na substituce)

Termova interpretace je uzaviend na substituce jestlize Ael impli-
kuje inst(A) 1.

Nyni plati: je-1i / termova interpretace uzaviend na substituce, potom
I ={A]| A jeatoma [|= A}
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Popiseme specifickou konstrukci termovych modeli program?.

Definice. (Implikacni stromy)

(1) Implikacni strom vzhledem k programu P , je kone¢ny strom, jehoz uzly
jsou atomy. Pro kazdy uzel A4 a jeho bezprostiedni nasledniky B, ..., B
patii klauzule 4 <~ B,, ..., B, do inst(P).

n

Specialné , je-li A4 list implikacniho stromu, jednotkova klauzule A4 <« je
prvkem inst(P) .

(ii) Rikame, Zze atom A md implikacni strom vzhledemk P ,je-li A
kofenem né&jakého implikaéniho stromu vzhledem k P . Rikame, Ze impli-
kacni strom je zakladni, jestlize vSechny jeho uzly jsou zakladni atomy.

Poznédmka. Stejny atom mize byt kofenem né€kolika implikacnich stromil

vzhledem k programu P . Je-li jednotkova klauzule A <— prvkem
inst(P), pak atom A je kofenem jednoprvkového implikacniho stromu.
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Priklad.

Atom happy ma tento zakladni implikaéni strom vzhledem k progra-
mu SUMMER .

ha

summer warm
[ summer
0
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Lemma. (Termovy model C(P))
Termova interpretace
C(P)= { 4| A maimplika¢ni strom vzhledemk P }

je modelem programu P .

Ditikaz. Podle tvrzeni (iii) lemmatu o termovych interpretacich staci pro
kazdou klauzuli

A<« B, ..,B, z instP)

ﬁkézat, ze
{B,, ..., B,} c C(P) implikuje A4 & C(P).

To vSak znamend, ze 4 ma implikacni strom vzhledemk P. C(P)je
tedy modelem P .
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Véta. (Nejmensi termovy model)
C(P) je nejmensi termovy model programu P.
Dtikaz. Necht’ [ je termovy model P. Potom [/ je také model inst(P).

Ukazeme, ze
Ae C(P) implikuje /= 4.

Tvrzeni véty potom plyne z (ii) v lemmatu o termovych interpretacich.

Postupujeme indukci podle poctu uzli i v implika¢nim stromu atomu A4
vzhledem k programu P.

Pro i=1 jejednotkova klauzule 4 <~ prvkem inst(P), tedy I |= A .

Induk¢ni krok. Predpokladejme, Ze A4 je kofenem implika¢niho stro-
mu vzhledem k P, ktery ma i > 1 uzl. Potom pro néjaké n> 1
atomy B,,..,B, je klauzule A4« B,,..,B,, prvkem ins{(P) a

n n
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kazd¢ B;, 1< j < n maimplikacni strom vzhledemk P s k; < i.

Z indukeni hypotezy potom 7 |= B,, prokazde 1<j < n. OvSem
podle / = A« B,,..,B,, tedy I |= 4 .

Véta. (Sémanticka ekvivalence)

Pro libovolny atom A plati
P |= A pravékdyz C(P) |- 4 .

Poznamka. Tento vysledek ukazuje ukazuje, Ze model C(P) je
sémanticky ekvivalentni deklarativni interpretaci programu P .
Nejprve dokazeme nasledujici lemma.

Lemma.

Je-li atom A pravdivy ve vSech termovych modelech programu P,
potom P|l=4.
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Diikaz. Necht [ jemodel P. Potom pro kazdou kaluzuli
H«B,,.., B, z inst(P) plati

[|=B,,.,1 =B

n

implikuje I = H (1)

n?’

To proto, Ze [ je také model inst(P) , takze pro vSechna ohodnoceni
proménnych ¢ plati, ze ! |=;B,, .., B, implikuje I |-, H.

Nyninecht I, = {4]| A je atom takovy,Z7e [ |= A} oznacuje termo-
vou interpretaci odpovidajici [ . Z (iii) Lemmatu o termovych interpre-
tacich a (1) dostdvame, ze [, také model (P) .

Navic, podle (i1) z Lemmatu o termovych interpretacich plyne, Ze v obou

interpretacich 7 a [, jsou pravdive stejné atomy. Odtud plyne tvrzeni
lemmatu.

Dtikaz Véty. Zvolme pevné jeden atom 4 . Ukazali jsme, ze C(P) je mo-
del P ,tedyz P|= 4 plyne C(P)|= A.Opacna implikace bezprostiedné
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tvrzeni (i1) Lemmatu o termovych interpretacich, pfedchoziho lemma-
tu a faktu, Ze C(P) je nejmensi termovy model P .
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M¢jme dvé SLD-derivace
E= Q0=0,/c=0,.. 0=0,/c, .= 0, ..
é, := QO’: el’/cl:> Ql, cee Qn’= en+1,/cn+l=> Qn+1, cee

Rikame, Ze tyto SLD-derivace jsou podobné jestlize plati

&= 0=0/c=> 0. 0,=6,,/c,.;=> Oy ...
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