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Unifikace je ten typ substituci, ktery déla rezolucni metodu efektivnim
prostiedkem automatického dokazovani. Jsou to substituce, které¢ maji
klicovy vyznam pro logické programovani, (tedy dokazovani v Horno-
ve logice) a v SirSim smyslu pro strojove dokazovani v cele predikatove
logice.

Intuitivné fe€eno, jde o proces, ktery prevadi dva nebo vice termil na
spoleCnou instanci (pokud existuje) pomoci ur€itych substituci.

M¢éjme napiiklad termy f(a,y,z) a f(x,b,z),kde a, b jsou konstanty
a x,y,z proménné. Jednu z jejich spolecnych instanci

f(a,b,a) (D)

'mﬁieme ziskat substituci
v = {x/a, y/b, z/la}

Spole¢nou instanci f(a,b,z) (2)

ziskame také substituci 0 = {x/a, y/b}
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Takovym substitucim fikdme unifikace. Prvni substituce y je special-
nim pfipadem druhé substituce 0, ktera se jevi jako ,,obecn&;$i‘“ nez
substituce v . Také term (1) je instanci termu (2). Substituce y
zbyteCné vaze proménnou z konstantou b .

V tomto pripad¢€ je 0 nejobecnéjsi unifikace termi

flayz) a f(xbz)

Zactneme formalni definici pojmu, ktery je dalezity pro zavedeni pojmu
nejobecné)si unifikace.

Definice.

Rikame, Ze substituce 0 je obecnéjsi neZ substituce vy, jestlize y = 0n
pro n¢jakou substituci n . Castokrat se tento vztah vyjadiuje nerovnosti
y <6.
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Substituce 0 je obecnéjSinez vy, jestlize y lze ziskat ze substituce 0
sloZzenim (aplikaci) s dalsi substituci 7 . Protoze za n muZeme vzit také
prazdnou substituci € plati, Ze kazda substituce je obecnéjsi nez ona sama.

Tato relace je tedy reflexivni. VyuzZijeme-li asociativnost skladani
substituci, ukazeme, zZe je to take tranzitivni relace.

I kdyz vypada jednoduse, predchozi substituce skryva mnoho jemnosti.
Priklady 1.

«Jak bychom ocekavali, substituce {x/y} je obecné¢jsi neZ substituce
{x/a, yla} ,protoze {x/y}{y/a} serovna {x/a,yla}

*Naproti tomu muze piekvapit, Ze substituce {x/y} neni obecné¢jsi nez
substituce {x/a} .

Jednoduchou tvahou zjistime, ze kdyby pro néjakou substituci n
platilo x/a € {x/y}n,potom ylae n atedy ye Dom({x/y}n).
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(ii1) Podobné {x/f(y,z)} neniobecnéjSinez {x/f(a,a)} ,kde
proménné y a z jsouruzne (1kdyZjedna znich muze byt
promeénna Xx).

Postupujeme sporem, kdyby prvni substituce byla obecnéjsi nez

druha , potom by rovnost {x/f(y,z)}y = {x/ f(a,a)} platila pro
n¢jakou substituct y .

Tedy substituce y by obsahovala vazby y/a a z/a, znichz
alespon jedna neni vazbou pro x . To by znamenalo, Ze

Dom({x/ f (v,z)}y # Dom({x/ f(a,a)} - spor.

Tyto priklady nebo spiSe pouzité metody stoji za zapamatovani,
protoZe hraji svou tlohu ve vykladu teorie logického programovani.
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Obdobou lemmatu o Variantach pro termy je nasledujici tvrzeni pro
substituce.

Lemma . (Pfeymenovani)

Pro libovolné dvé substituce 6,m plati
n<606a0 <mn pravekdyz n = oy

pro n¢jake preymenovani vy, takove ze Var (y) < Var () U Var (n)

Dukaz (=) Necht ¢ je term takovy, Ze Var(t) = Var(0) U Var(n).
Tento predpoklad nemusi byt vzdy splnén. Pokud jazyk neobsahu-
je zadny funk¢ni symbol Cetnosti vétSi nez 1 takovy term nemusi
existovat. V takoveém piipad¢ jazyk rozSifime o jeden binarni funk-
¢ni symbol a pokracujeme v dukazu v tomto rozSifeném jazyce.
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Podle predpokladu lemmatu je m instance 0 a 0 je instance ),
podle Lemmatu o Variantach lze sestrojit ptejmenovani vy , takové ze
m = toy
Podle stejn¢ho lemmatu a podle volby termu ¢ také
Var(y) < Var(e) U Var(n)

Odtud
_ Var(ey) < Var(t) a Var(m) < Var(¢)
a proto n =6y .

(<) Staci na ob¢ strany piedpokladané rovnosti mn =0y pouzit
inverzni pfejmenovani y-! a dostaneme ny-'=6yy-l= 9.
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Nasledujici poymy hraji klicovou roli v dalSim vykladu.

Definice (Unifikace termi)

(i) Rikame, Zze substituce 0 je unifikaci termii s a ¢t jestlize s =10 .
V takovém ptipad¢ fikame, ze termy s a ¢ jsou unifikovatelné .

(i1) fikame, ze 0 je nejobecnejsi unifikace (zkratka mgu) s a t je-lito
unifikace termli s a ¢ aje obecné&Si nez vSechny unifikace s a ¢.

(i11) Nejobecngjsi unifikace (mgu) 0 termi s a ¢ je silna, jestlize
pro libovolnou unifikaci m téchto termu plati n = 0.

Definovane¢ pojmy vychazeji z ptirozené intuice: nejobecnéjsi unfikace
dvou termil vytvori spoleCnou instanci obou termi “nejobecnéjSim
zpusobem” , tedy bez zbytecnych vazeb.
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To znamena, Zze 0 je nejobecnéjsi unifikace néjakych dvou termu,
jestlize pro kazdou jejich unifikaci n Ize sestrojit substituci v , takovou
zen = 0vy.

Pojem silné mgu neni tak dilezity, ale Robinsonuv algoritmus unifikace
algoritmus Martelliho a Montanariho 1 jin¢ algoritmy unifikace produ-
kuji unfikace (pokud existuji) s touto vlastnosti.

Tento jev je znamy nejenom z Informatiky, ale také z Matematiky: kdyz
sestrojujeme néjaky objekt (zobrazeni, mozinu atd.) vysledek ma Casto
siln¢jsi vlastnosti nez bylo ptivodné pozadovano.

V naSem vykladu popiSeme a budeme analyzovat jen algoritmus Martel-
liho a Montanariho.
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Priklady.

(1) Mé&jme termy f(g(x,a), z) a f(y,b) . Potom

n = {x/c, y/g(c,a), z/b}
0 = {y/e(x,a), z/b}

jsou dvé mozn¢ unifikace téchto termiia 0 je obecnéjsi nez unifikace n,
protoze

N = {x/c, y/g(c,a), z/b} = {y/e(c,a), z/b} {x/c} = 0{x/c}

piitom neni téZkeé ukazat, ze 0 je mgu pro termy flg(x,a), z) a f(),b)
dokonce je to silna unifikace, protoze plati

N = {x/c, y/g(c,a), z/b} = { y/g(x,a), z/b} {x/c, y/g(c,x), z/b} = On
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Varovne priklady

(i1) Uvazuyyme termy f(g(x,a), z) a f(g(x,b), b) . Nejsou unfikovatelné,
protoze pro Zadnou substituci 0 nemiize platit a0 = b0.

(i11) Také termy g(x,a) a g(f(x),a) nejsou unfikovatelné protoze pro
kazdou substituci jeterm x0 vlastnim podtermem termu f{(x)0 .

Takzvany unifikacni probléem formulovany tak, Ze pro libovoln¢ dva
termy je tfeba rozhodnout zda jsou unifikovatelne, ma positivni feseni.

Lze sestrojit algoritmus, ktery se zastavi s netispéchem, pokud dané termy

nejsou unifikovatelné a v opacném pripadée sestroji nejobecnéjsi unifikaci
obou termit, dokonce takovou, ktera je silna.
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V obecném pripadé dva termy nejsou unifikovatelné ze dvou duvodu:

a) Dva slozené termy, které zacinaji riznymi funk¢nimi symboly nelze
unifikovat.

Tento ptipad je ilustrovan prikladem (i1), nejjednodussim v této
kategorii, dvé ruzné konstanty nelze unfikovat,

b) libovolnou proménnou x , ktera je vlastnim podtermem néjakého
termu ¢, nelze s termem unfikovat (1 kdyz se nabizi substituce {x/¢}).
Tento ptipad jeznazornén v piikladu (ii1) na nejednodusSim mozném
piikladu, kde ¢ = f(x).

Oba ptipady netspéchu unifikace jsou soucasti kazdeého unifikacniho algo-

ritmu. Druhy z nich je tfeba fesit testem vyskytu proménné x v termu ¢.
Proto s1 v anglicke literature vyslouzil jméno “Occur-check failure”.
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Test proménnych se ve vétSiné implementaci vynechava pro svou
casovou naroc¢nost. Korektnosti algoritmu unifikace v takovem
piipad¢ se budeme podrobné zabyvat pozdéji.

V dukazech korektnosti se uziva nasledujici jednoduche lemma.
Lemma. (Vazba proménné a termu)

Necht 0 je libovolna substituce, x je libovolnd proménna a
t je libovolny term. Potom plati

x0 =1 pravékdyz 0= {x/1}0 (1)
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Diuikaz. Snadno se nahlédne, Ze pro libovolnou substituci plati
x{x/t}0 = 10 (2)
odkud dostavame
x0 = 0 pravékdyz x0 = x{x/¢}0 (3)

Zbyva ovéfit, ze ve tvrzeni (3) lze za predpokladu uvedeneho na
levé stran¢€ pravou stranu ekvivalence nahradit rovnosti substituci

0 a {x/1}0.
Je-li y libovolnad proménna rizna od x plati
yixy =y
y{x/t}0 = y0 (4)

Potom (2) a (4) a definice rovnosti ukazuji, Ze pravou stranu tvrzeni
(3) Ize nahradit rovnosti substituci 0 = {x/¢}6.
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Unifikacni algoritmy.

Prvni unifikacni algoritmus sestrojil J. A. Robinson pfi zavedeni
Resolu¢ni metody v roce 1965. Idea tohoto algoritmu je pfirozena, oba
termy s a ¢ Cte soucCasné zleva a identifikuje takzvané dvojice
neshody. Nicméné neni tak jednoduchy jak by se mohlo zdat.

M¢éfenim experimentli mél Robinsontiv algoritmus ptiblizné kvadratickou
sloZitost v poCtu symboli termt s a ¢. Tento algoritmus ma fadu
variant, které umoznuji zrychleni vypoctu. Témito algoritmy se nebudeme
zabyvat.

Podrobné rozebereme unifikacni algoritmus Martelliho a Montanariho (dale
jen MM) z roku 1982 a dokaZeme jeho korektnost.
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Tento algoritmus misto unifikace dvou termu s a ¢ fteSi zdanlivé obec-
n¢jsi problém unifikovani kone¢nych mnozin dvojic termi, které jsou za-
psany jako mnoZiny rovnosti tvaru

{s,= 1,8 =1t,..,5, =1} (1)
Rovnost zde znamena jen vyraz s, =t¢, kde na obou stranach rovnosti
mohou byt rlizné vyrazy, nejde tedy o rovnici v algebraickém smyslu .

MM algoritmus pracuje s takovymi mnozinami rovnosti. K popisu algorit-
mu je nutn¢ zavest potiebné znaceni a terminologii.

Definice. (aplikace substituce na mnoZinu rovnosti)

(1) Vysledek aplikace substituce 0 na mnoZinu rovnosti E tvaru (1)
zna¢ime EO a definujeme rovnosti

{s,= 18,8 =1t,..,s, =110 ={5,0=1£0,5,0= £0,...,5 0= 170}
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(i) Rikdme, ¢ 0 je unifikace mnoZiny rovnosti E tvaru
{s,= 1t ,8=1t,..,5, =1}

n n

jestlize plati $,0=10,5,0=£0,...,50=170.

Jsou-li s a ¢ termy, jednoprvkovd mnozina {s= ¢} ma stejnou
mnoZinu unifikaci jako termy s a t.

(111) Rikame, Ze unifikace 0 mmnoZiny rovnosti E je nejobecnéjsi

unifikace mnoziny E (kratce mgu) , je-li obecnéjsi nez vSechny uni-
fikace mnoziny F,

(iv) fikame, Ze nejobecné;si unifikace 0 mnoZiny E je silna, jestlize
pro libovolnou unifikaci n mnoziny E plati n = 0On

Logické programovani 3
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Definice. (Vlastnosti mnoZin rovnosti)
(1) Rikame, Ze dvé mnoziny rovnosti jsou ekvivalentni jestlize maji
stejnou mnozinu unifikaci,
(11) fikdme, Ze mnozina rovnosti je vyresena je-li tvaru
X, =, x,=t,...,x, =t }
kde proménné x;, , I < i < n jsounavzajem ruzn¢ a zadna z nich se

nevysktuje v termech ¢, 1< ;< n.

Lemma. (VyfeSené mnoziny rovnosti a unifikace)

Je-l E = {x=t,x,=t,...,x,= 1}

vyfeSena mnozZina rovnosti, potom substituce

. 0 = {xl/tl,xz/tz,...,xn{tn}

je silna nejobecnéjsi unifikace mnoziny E . Rikame, ze substituce 0
je unifikace urCend mnoZinou FE .
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Duikaz. Nejprve si vSimneme, ze 0 jeunifikace E: proi=1,2, ..., n
plati x,0= ¢ ataké £0 = ¢ protoze podle predpokladu zadné

l

x;€ Dom(0) se nevyskytuje v .

Dale predpokladejme, Ze n je libovolna unifikace mnoziny E. Potom
proi=1,2,..,n plati xn = ¢m = x,0n protoze ¢ = x,0. Dale pro
libovolnou proménnou x , ktera neni prvkem Dom(0) = {x,,x,,...,x,}
dostavame xmn = xOn,protoze x = xB.Celkemtedy n = On a 0 je
silna nejobecng)si unifikace mnoziny E .

Z dikazu samého bezprostfedné plyne, Ze k sestrojeni nejobecnéjsi uni-
fikace pro né¢jakou mnozinu rovnosti £ staci transformovat £ na

ekvivalentni mnozinu rovnosti ve vyfeSeném tvaru.

Martelliho a Montanariho algoritmus takovou transformaci provede, pokud
je to mozné, a skon¢i netispéchem jestlize to nejde.
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Martelliho a Montanariho unifika¢ni algoritmus

Je-11 ddna mnozina rovnosti E nedeterministicky vyber z mnozZiny £ rov-
nost e v nékterém z nasledujicich tvart a transformuj mnozinu £ akci,
ktera je piitazena k e podle nasledujicich pravidel.

(1) rovnost f(s;,8, ,...,8,) = f(¢t,t,.., t) nahrad rovnostmi

S; =t 38 = bh,...,8, =1,

2) fis;,8 ,....8,) = g(t;,t,,..., t,) kde f= g, znamend STOP s

neuspechem
3) x =x tuto rovnost vynechej,
(4) rovnost ¢ = x,kde ¢ neni proménna, nahrad rovnosti x = t,
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(5) je-li x =t rovnost kde x neni aplikuj substituci {x/t}
prvkem Var(t) ale vyskytuje se na vSechny ostatni
v néktere€ jin€ rovnosti z E rovnosti z E

(6) je-li x =t rovnost, kde x je
prvkem Var(t) a x = t STOP s neuspechem

MM algoritmus konci vypocet, jestlize je zastaven pifikazem STOP v
akci (2) nebo (6), nebo v pripad€, Ze nelze Zadnou jinou akci provest.

Chceme-li pouzit MM algoritmus k unifikaci termt s, ¢ aktivujeme

ho vstupem FE = {s =1t} .

PovSimnéme si, ze akce (1) zahrnuje 1 ptipad ¢ = ¢ pro libovolnou
konstantu ¢, ktery vede k vynechani této rovnosti (konstanta je funkcni
symbol, ktery nevyzaduje zadné argumenty) .
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Podobné akce (2) zahrnuje 1 ptipad dvou riznych konstant.
Véta. (Korektnost Montanariho a Martelliho algoritmu)

Algoritmus Martelliho a Montanariho vzdy ukonci sviij vypocet. Pokud je
vstupni mnozina rovnosti £ unifikovatelna, algoritmus GspéSné skonci
vypocet a vyda vyfeSenou mnozinu rovnosti, ktera urcuje silnou nejobec-
n¢jSi unifikaci moZziny E . Jinak vypocet konci netspéchem.

Duikaz je disledkem nasledujicich Ctyf lemmat.

Lemma 1. MM algoritmus vzdy konci sviy vypocet.
Dikaz lemmatu. Nejprve zavedeme potiebné pojmy:

a) je-l1 dana mnozina rovnosti E, tikame, Ze proménnd x je vyfeSend v
E, jestlize E obsahuje rovnost x =t pronéjaky term ¢ ajediny
vyskyt proménné x v mnozin¢ FE je na levé strané t€to rovnosti. Jinak
fikame, Ze proménna x neni vyfeSenav E .
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b) Ke kazd¢ mnozZin€ rovnosti £ ptifadime nasledujici ti1 piirozena Cisla.

uns (E) - pocet nevyfeSenych proménnychv E,

Ifun (EF) - celkovy pocet vyskytl funkénich symbola na levych stra-
. nach rovnostiv £,
card (£) - pocCetrovnostiv E .

Uvazujeme usporadané trojice prirozenych cisel
(uns (E) , lfun (E) , card (E))

a ukazeme, ze kazda uspésna akce algoritmu provedend na mnoZinu E s
vysledkem £ sniZi poradi trojice

(uns (E), lfun (E") , card (E"))

v lexikografickém usporadani trojic neymeéné o jedno misto.
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Je ziteyme, ze Zadna akce algoritmu nezméni vyfeSenou proménnou na
nevytreSenou, takze uns (E) nikdy nevzroste. Dale plati:

« akce (1) snizi hodnotu Ifun (E) o jednotku,

* akce (3) nezméni hodnotu [fun (E) , ale snizi hodnotu card (E) o
jednotku,

e akce (4) snizi hodnotu [fun (E) neymeéné o jednotku a

e akce (5) snizi hodnotu uns (E) o jednotku .

Ptitom akce (2) a (6) zakoncCuji vypocet netispéchem. Protoze lexiko-
grafické usporadani trojic prirozenych €isel nema nekonecny klesajici feté-
zec, algoritmus pi1 kazdém vstupu zakonci sviij vypocet.
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Lemma 2. Kazda Gspésna akce nahradi mnozinu rovnosti ekvivalentni
mnozinou rovnosti.

Diuikaz. Lemma plati pro akci (1) protoze pro libovolnou substituci 0
plati

J(s,,8) 5.y 8,)0=f(t,t,.., )0
praveé kdyz
prokazdé i=1,2,...,n plati s0 = 0.

1

Pro akce (3) a (4) je platnost tvrzeni zfejma. Pro akci (5) uvazujme
dvé mnoZiny rovnosti

. E v {x=t} a E{x/t} v {x=t},

kde E {x/t} oznaCuje mnozinu rovnosti, ktera vznikne z E pro-
vedenim substituce {x/¢} nakazdou rovnostz E.
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Potom plati

0 jeunifikace EU {x=t} <=> 0 jeunifikace £ aplati x0 =10

(vazba proménne a termu) <=> {x/¢}0 unifikuje £ a plati x0 = 10
<=> 0 unifikuyje £ {x/t} aplati x0 =10
<=> 0 unifikuyje £ {x/t} U {x =1t}

Lemma 3. Jestlize vypocet algoritmu skonci uspésné, vysledkem je
vyfeSena mnozina rovnosti.

Dikaz. Jestlize algoritmus uspésné skonci, pak k vysledné mnozZing
rovnosti neni pouzitelna Zadna akce. Specialn€ nejsou pouzitelne
akce (1), (2) a (4), takZe leve strany vSech rovnosti jsou proménné.

Navic nejsou pouzitelne ani akce (3), (5) a (6) takZe tyto proménne
jsou navzajem ruzné a zadna z nich se nvyskytuje na pravé strané
n¢jaké rovnosti.
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Lemma 4. Skon¢i-li algoritmus neuspéchem, potom mnoZzina rovnosti v
okamziku netspéchu neni unifikovatelna.

Dukaz. Je-11 neuspéch zptisoben akci (2), potom v odpovidajicim kroku
je vybrana rovnost

fs;,8) 5h8,) = g(t,,t,, ..., )

a pro zadnou substituci 0 neplati
As,,8) 5y 8,)0=g(t,,t,,...,¢,)0.

Je-11 netispéch zpuisoben akci (6) , v poslednim kroku je prvkem odpovi-
dajici mnoziny rovnosti néjakd rovnost x = ¢ ,takova, ze x ¢ Var(t)
a pro Zadnou substituci 0 neplati x0 = 10 , protoze x0 je vlastnim
podtermem termu 70 .

Tim je véta dokazana. (QED jak tikali stafi latinici.)
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Priklady.
a) M¢&me mnoZinu rovnosti
k(2 f(x, b, 2)) = k(h(x),f(ga), y 2)); (1)
Akce (1) je aplikovatelna a dostaneme
z=h(x),f(x.b,z)= f(ga),y. 2))}
Vybereme-li druhou rovnost a pouzijeme opét Akci (1) dostavame
z=hx),x=gla), b=y, z=zj
Po pouziti Akce (4) a Akce (3) dostaneme

z=hx),x=gla),y = b;
Nyni miZeme pouzit Akci (5) a dostaneme vyfeSenou mnoZinu rovnosti

{z=h(g(a) ,x=g(a), y = b}

Ted uz neni Zadna akce aplikovatelna a podle véty o vyfesené
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mnozin¢ rovnosti, dostavame nejobecnéjsi unifikaci mnoziny (1)
z/h(ga),x/g(a), y/bj

b) UvaZzujme mnoZinu

k(z, f(x, b, 2)) = k(h(x), /(g2 2)}

ktera je ptifazena ke dvojici termi
k(z, f(x,b0,2)) a k(h(x), f(g(2),y,2)
Provedenim Akce (1) ziskame mnoZinu

Z=hx), f(x, b, 2) =f(g(2),y,2);

Opétovne pouziti Akce (1) na druhou rovnost dava mnoZinu

Z=h(x),x=gz),b=y,z=zj

Logické programovani 3
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Nyni Akce (4) a (3) pouzité na tieti a Ctvrtou rovnost davaji mnozinu
{z=h(x), x=g(2), y=0bj

Zvolime-li druhou rovnost, Akce (5) je pouzitelna a dava vysledek

{z=h(g (), x= g(z2), y=b}

to jeSté neni vyreSena soustava. Prvni rovnost jeSté neni vyfesend, protoze
obsahuje proménnou z na obou stranach rovnosti.

Zde je pouzitelna jen Akce (6), ktera zakonci vypocet neuspéchem.

CvicCeni. Sestrojte mnozinu rovnosti, pro kterou Martelliho a Montanariho
algoritmus dava dve€ rizn¢ mgu.
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Occur-check.

Test konfliktu proménnych, tedy test

. “ promeénnda x se nevyskytuje v termu t”

se v né¢jaké podobé najde v kazdém unifikacnim algoritmu. Ve vétSin€ im-
plementaci Prologu se pro zvySeni efektivnosti unifikaéniho algoritmu ten-
to test vynechava.

V pripadé Martelliho a Montanariho algoritmu to znamena, ze v Akci (5)

vynechame test proménnych (tedy occur-check) a vypustime celou po-
sledni Akci (6).

V této situact mame dvé moZnosti, které zavisi na tom, zda nabizejici se sub-
stituci {x/t} provedeme jen na samotny term ¢ .
a) jestlize to udélame, nekorektnost vypo¢tu mize nastat tim, Ze x se

vyskytuje v ¢ atedytake v ¢ {x/t} .

b) jestlize to neudélame, potom nespravny vysledekm miize vzniknout ja-
ko v ptipad¢ jediné rovnosti x = f(x), ktera vede na substituct {x/f

(%)}
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V praxi se zpravidla implementuje moznost b) . Zjednoduseny
algoritmus unifikace presto v mnoha ptipadech generuje korektni
vypocty.

Zatim nemame k dispozici klicovy pojem vypocth, které provadéji logické
programy. Pojem korektntosti vypoctu teprve budeme definovat. Pak te-
prve budeme moci analyzovat disledky zjednodusSeni unifika¢niho
algoritmu.

Této problematice se budeme vénovat podrobnéji pozdéji. Zatim ukaZzeme
vlastnosti nejobecnéjSich unifikaci, které jsou generovany znamymi uni-
fika¢nimi algoritmy. Je to nutna pfiprava k feSeni takovych problému,
jako je pravé “occur chceck”.

Termin “unifikace’ pouzivame volng, bez uvadéni termli nebo mnoZin rov-
nosti, které unifikuyi.
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Vlastnosti substituci, unifikaci a mgu.

Definice. (Ekvivalentni substituce)

Rikame, Ze dvé& unifikace 0 a m jsou ekvivalentni , jeslize pro néjaké
preymenovani y plati n = 0y.

UkézZeme, ze pro libovolné dva termy jsou vSechny nejobecnejsi unifi-
kace (mgu) ekvivalentni. To je pro naSe ucely vitalni fakt. Dfive se
vSak budeme zabyvat vlastnostmi, které¢ nam dovoli rozliSovat mezi riiz-
nymi typy substituci a mgu.

Definice. (Idempotentni substituce)

Rikame, Ze substituce 0 je idempotentni . jestlize 60 = 0 .

Logické programovani 3
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Véta. (Idempotence)
Nejobecnéjsi unifikace (mgu) je silnd, praveé kdyz je to idempotentni

mgu.

Dukaz. (=>) Necht’ 0 je silna mgu. 0 je ovSem take unifikace, proto
z definice silné mgu dostavame 0 = 00. Tedy 0 je idempotentni
mgu.

(<=) Pfedpokladeyme naopak, ze 0 je idempotentni mgua n je
unifikace. Potom pro néjakou substituci y plati n = 0y . VyuZijeme

idempotence 0 a dostaneme mn= 0y = 006y = 6n. Mgu 0 je tedy
silna.

Lemma. (Kritertum idempotence)

Substituce 6 je idempotentni, pravé kdyz Dom(0) N Ran(0) = 0.
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Cviceni.
» Dokazte predchozi lemma,

 dokaZte, Ze mnozina idempotentnich substituci neni uzviena na skladani,

e jsou-li vSak 0 a mn idempotentni substituce takove, Ze
. Dom(0) N Ran(n) = 0
dokaZzte, Ze potom On je také idempotentni substituce,

 dokaZte, Ze pro libovolny term s a idempotentni substituci 0 plati
Var (s0) N Dom(0) = 0.

Priklad. (mgu nemusi byt idempotentni substituce .)

Pro libovolny term ¢ je substituce {x/y, y/x} mgu ¢ a ¢. Neni
ale idempotentni, protoze {x/y, y/x}{x/y, y/x} = €.
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Definition. (Relevantni unifikace)

Rikame, Ze unifikace O term@ s a ¢ jerelevantni (vzhledem k da-

nym termum) jestlize plati
Var(0) < Var(s) U Var(t)

 Relevantni unifikace dvou termi pouZziva jen proménné obsazene v
téchto termech (1 kdyz ne nutné vSechny), ale jin¢ proménné¢ do uni-
fikace nezavadi.

 Prohlédnutim Martelliho a Montanariho unfika¢niho algoritmu se

1ze pfesvédcCit, Ze tento algoritmus produkuje jen relevantni unifikace.

 Toto pozorovani vede k nasledujicimu tvrzeni, které ukazuje proc
jsou idempotentni mgu zajimave.

Véta. (Relevance)

Kazda idempotentni mgu 0 néjakychtermi s, ¢ je relevantni.
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Diikaz. Nejprve dokazeme nasledujici

Pozorovani. Pro libovolné substituce 0, n plati
Var(0) < Var(n) U Var(6n) (1)

Je-li x € Var(0), potom x € Dom(0) nebox & Ran(0), k dikazu (1)
staci ovérit

. Dom(0) - Dom(6n) < Ran(n) (2)
a

Ran(0) - Dom(n) < Ran(6n) (3)

Dukaz (2), necht’ x € Dom(0) - Dom(0n) . Pak pro néjaky term
musi platit x/¢ € 6 (tedynutné 7 # x) a tn = x.Tedy ¢ je
proménna a x & Ran (n) odkud plyne (2).
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Dukaz (3), predpokladejme, ze

. x € Ran(0) - Dom(n) (4)
potom pro néjakou dvojici y/t € 0 plati y # ¢, x € Var(¢) a

x € Var(m).

Nyni, uvazuyme dva ptipady:

a) kdyby y = tn, potom ¢ jeproménnaa ¢/ye m. Ale protoze
jsme jiz ukazali, Ze x & Var(f) , pak musi platit x =¢. To znamena, Ze
x € Dom(n), atoje ve sporu s piedpokladem (4). Tedy,

b) y # tn, toznamena,ze y/tn € 6n a x € Ran (On), protoze
podle pfedpokladu (4) x je prvkem Ran(0) aneniprvkem Dom(n) .
Tim je (3) a take (1) dokéazano .

[konec diukazu pozorovani]
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Dukaz Véty. Podle predpokladu je 6 1dempotentni mgu termu s , ¢ .
Podle Véty o idempotenci je 0 silnd unifikace . Je-1i n 1i bovolna uni-
fikace danych termt, dostavame m =0n.Z (1) dostavame

. Var (0) < Var(n) (5)
Muzeme predpokladat, Zze 1 jemgu s a t sestrojend Martelliho a
Montanariho algoritmem . Vime, Ze mn je relevantni a podle (5) je
take unifikace 0 relevantni. [konec dukazu véty]

Véta. (Ekvivalence mgu a substituce)

Necht' 0, je mgu mnoziny rovnosti £ . Potom pro libovolnou
substituci 0, plati
. 0, je mgumnoziny E pravé kdyz 6, = 0,y
pro n¢jakeé preymenovani y takove, ze
Var(y) < Var(0,) U Var(9,)
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Dikaz. (=>) Je-li 0, také mgu mnoziny E , potom 0, je obecnéjsi
nez 0, anaopak.Z v€ty o prejmenovani pak existuje piejmenovani v,
které splnuje pravou stranu ekvivalence.

(<=) Je-li y prfejmenovani, které spliiuje pravou stranu ekvivalence, po-
tom z véty o preymenovani je 0, obecnéjSinez 0, . Pfitom 0, = 0,y
je unifikace mnoziny £ , a to znamena, ze 0, je mgu mnoZiny £ .

Nasledujici dvé lemmata o moZnosti rozdéleni unifikované mnoziny
rovnosti £ na dv€é mnoziny E, a E, , o iterativnim vypoctu nej-
obecnéjsi unifikace mnoziny £ a o mozn¢ zdméné poradi obou
mnoZin pii1 takovém vypoctu jsou technickeho charakteru a budou
vyuZity v dalSim vykladu o vypoctech logickych programii.
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Véta . (Iterace)

(1) Necht E, a E, jsou dvé mnoZiny rovnosti. Pfedpokladejme, Ze
1 2 y Y )

0, je mgu mnoziny £, a 0, je mgumnoziny £,0,. Potom 0,0,

je mgumnoziny E, UE,.

(1) Naopak, je-limnozina E, UE, unifikovatelna, pak existuje mgu
0, mnoziny £, a pro libovolnou mgu 0, mnoziny £, existuje také
mgu 0, mnoziny £ ,0,.

Dikaz. (1) Je-li e rovnost z mnoziny £, , je unifikovana substituci 0,,
a take substituci 0,0, . Dale, je-li e rovnost z mnoziny £,, potom

e0, je rovnost zmnoziny FE,0,. To znamena, Zze €0, je unifikovana
substituci 0, atedy e je unifikovana substituci 0,0, . Tim je
dokazano, ze 0,0, je mgumnoziny £, UE,.
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(1) Pfedpokladejme naopak, ze n je unifikace E, UE,. Protoze n
unifikuje tuto mnozinu, existuje také néjakd mgu 06, mnoziny

E, UE,. Z definice mguplyne,ze n = 0,A;, pro néjakou substi-
tuct A, .

To znamena, ze A, jeunfikace (£, UE,)0, ataké E,0,. Necht
0, je mgu mnoziny £,0,, protoze A, unifikuje stejnou mnozinu,
existuje substituce A, , takova,ze A, = 0,4, .

Celkem dostavame n = 0O,A;, = 0,0,A, . Tim je dokazano, ze 0,0,
je mgumnoziny E, UE,.

Poznamka. Prohlédnutim dukazu Iteracni véty 1ze ovérit, Ze ve znéni
lemmatu lze kazdy termin ‘mgu’ nahradit terminem ‘relevantni mgu’ .

Logické programovani 3 42



Dusledek. (Pfepinani - Switching)

Necht' E, , E, jsoudvé mnoziny rovnosti. Pfedpokladejme, ze 0,
je mgumnoziny E, a 0, je mgumnoziny £,0,. Potom
mnozina FE, je unifikovatelna a pro kazdou mgu 0,” mnoziny £,
existuje mgu 0,” mnoziny £,0,” takova, ze 0,70, = 0,0, .

Navic, 0," lze zvolit tak, Ze plati
Var (0,") < Var (E,) © Var (0,") v Var (0,0,) .

Diukaz. Podle Itera¢niho lemmatu (1) je 0,0, mgu E,U E,. Tedy
E, je unifikovatelnd mnozina. Necht' 0,” je mgu mnoziny E,.
Opét podle Iteracniho lemmatu (11) existuje mgu y mnoziny E,0, .

Miizeme zvolit y relevantni, tak Ze
Var (y) € Var (E,) © Var (0,)
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Nyni podle Itera¢niho lemmatu (i) je 0,y mgu mnoziny E,U E,.
Podle Véty o ekvivalenci existuje pfeyjmenovani n takové, ze
. 6,'m = 6,6, (1)
a pro m navic plati

Var (M) < Var (6, y) © Var (0,9,)

Polozime-li 0,” =yn, podle (1) dostavame
. 0,0, = 0,0,
a podle Véty o ekvivalenci je 0,” mgu mnoziny £,0,.

Ptitom plati
~Var (0,") < Var (y) W Var (m) < Var (E,) © Var (0,") U Var (0,0,)

Poznamka. Tento diisledek ukazuje, Ze pi1 iterativnim vypoctu mgu
miuize byt pofadi krokli zaménéno.
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