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Analyza zastavovani (terminace) vypoctl je soucasti verifikace progra-
mit v Prologu.

Neni tfeba zdlrazilovat, ze problém zastavovani vypocti je nerozhodnu-
telny.

Miizeme tedy pouzit jen heuristické metody k diitkazu zakon¢ovani
nckterych programi v Cistém Prologu, které jsou pouzitelné i pro nckteré
definitni programy v Prologu.

V ptedchozi kapitole jsme se presvedcili, ze pouziti levého vybérového
pravidla a prohledavéni vyslednych stromt do hloubky odliSuje Cisty
Prolog od Logickych programd.

Proto nelze bezprostiedné vyuzit iplnost SLD-rezoluce, ktera spojuje
deklarativni a proceduralni interpretaci logickych programi k analyze
ukoncovani vypoctl prologovskych programii.
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I kdyz Véta o uplnosti SLD-rezoluce zarucuje existenci feSeni daného dota-
zu @, systém implementace Cistého Prologu se s timto feSenim mize mi-
nout, pokud vSechny uspésné uzly lezi napravo od né¢jaké nekonecné vétve

ve vysledném stromu ¢istého Prologu. V takovém ptipadé fikame, ze dotaz
QO diverguje.

Zastavovani vypocti je tedy v Cistém Prologu nové samostatné téma.
Budeme presentovat metodu (metody) pro dokazovani terminace progra-

mit logickych a programt v ¢istém Prologu.

Prvni, co kazdého napadne je ztotoznit terminaci programu P s konecnos-
ti vSech moznych SLD-derivaci pro pocatecni dotaz O (ptesnéji pro ulo-
hu Py {Q}) vzhledem k levému vybérovému pravidlu.

Vzhledem k tak silnému pozadavku terminuje jen mélo jednoduchych pro-
gramt. Pfi analyze terminace bude tfeba mnozinu uvazovanych derivaci riz-
nymi zplisoby omezit.
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Definice. (prvni pokus)

Rikdme, Ze program P zastavuje, jestlize vSechny jeho SLD-derivace
zaCinajici zdkladnim dotazem jsou konecné.

Tedy, SLD-stromy pro zakladni dotazy zastavujicich programi jsou
konec¢né a libovolna strategie prohledavani téchto stroml vzdy skonci po
kone¢ném poctu krokli nezavisle na vybérovém pravidle.

Pokud jde o programy v (Cistém) Prologu, zajimaji nas dikazy zastavova-
ni vypocti nejen pro vSechny zakladni dotazy, ale 1 pro né&jaké tfidy zamy-
Slenych dotazi, které nejsou zakladni.

Metody dokazovani terminace programd, které uvedeme, dovoluji takovou
ttidu dotazi, které nejsou nutné zékladni, popsat pro kazdy program.

Jak ukdzeme, n€které Prologovské programy napiiklad SUM, LIST a
APPEND jsou zakonCujici podle uvedené definice.
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K tomu budeme potiebovat urcitou vybavu:
* multi-mnoziny a jejich fundované uspotradani,
» Koenigovo lemma o konecné se vétvicich stromech a
* stupiiova zobrazeni.

Multi-mnoziny a jejich usporadani

Multi-mnozina (anglicky multiset nebo bag) je kone¢na neusporadana
posloupnost. Multi-mnoZinu sestavajici z prvkd a,, a,, a,, ..., a,,
budeme znacit bag(a,, a, a,, ..., a,).

MnoZiny lze pfedstavit stejnym zplisobem, ale multi-mnozina se od
mnoziny se 1i$i tim, Ze v multi-mnoZin€ je opakovani prvka dovoleno.

Mnoziny jsou tedy specialnim pfipadem multi-mnozin.
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Definice. (uspofddani multi-mnozin sestavajicich z ptirozenych ¢isel)

Uvazujme tfidu multi-mnozin pfirozenych Cisel, (tedy posloupnosti
piirozenych &isel ptipadné s opakovanim).

Definujeme relaci « mezi takovymi multi-mnoZinami jako tranzitivni
uzavérrelace < , kde X <Y jestlize X vzniknez Y nahrazenim
n¢jakého prvku a z Y konecnou (pfipadné prazdnou) multi-mnoZinou
piirozenych ¢isel Z takovou, Ze kazdy prvek Z je menSinez a.

Symbolicky, relaci < definujeme nasledovné

X <Y pravekdyz X = (Y - {a}) U Z pronéjaké a ¢ Y a Z takové,
ze b < a provSechny prvky b ¢ Z.

Relace « je pak uspotadani na tfidé multi-mnozin.

OznaCime a jako old(X)Y) a Z jako new(X)Y).
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Priklad.

M¢jme dvé multi-mnoZiny
, X = bag(3,3,6,7) a Y = bag(2,2,2,3,7,5).
Plati Y « X

protoze nahrazenim jednoho vyskytu trojky v X tfemi vyskyty dvojky
dostaneme

bag(2,2,2,3,7,5) < bag(3,3,7,5)

a nahrazenim Sestky v X pétkou dostavame
. bag (3,3,7,5) < bag(3,3,6,7)
tedy X « Y .
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Muzeme to znazornit obrazkem

AN - AN - N
| N\ |

5 2 2 2 5

K dikazu dalSich vlastnosti uspofadani « pouzijeme nasledujici lemma.
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Lemma 1. (Koenig 1926)

Kazdy nekoneény a kone¢né se vétvici strom ma nekonecnou vétev.

Dtkaz. Necht T je nekonecny a kone¢né se vétvivi strom. Nekonecnou
vétev vV = ny N, Hy, .. sestrojime indukeci.

Baze indukce, i =0 pak kofen stromu 7 vybereme jako prvni ¢len n,
posloupnosti v.

Indukéni krok, predpokladejme, Ze uzly n,, n, n,,.., n, pro i > 0, jiz
byly sestrojeny a n; je kofenem nekone¢ného podstromu stromu 7°. Pro-
toze T se konecné vétvi, uzel n; ma jen kone¢né¢ mnoho bezprostrednich
naslednikd.
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Alespon jeden z nich je kofenem nekone¢ného podstromu 7', a ten
vybereme jako dalsi ¢len n,, posloupnosti v .

Timto postupem nakonec sestrojime nekonecnou vétev stromu 7.

Definice. (Fundovan¢ uspotadani)
Rikéme, Ze relace usporadani < je fundovana, jestlize neobsahuje
nekonecnou klesajici posloupnost.

Snadno se nahlédne, tranzitivni uzavér « relace < je fundovany, pra-
vé kdyZ sama relace < je fundovana.

Véta 1. (fundovanost usporadani multi-mnozin)

Relace uspofadanani « na tfidé multi-mnozin ptirozenych cCisel je
fundovana.
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Diikaz. Podle poznamky za definici sta¢i ukazat, Ze je fundovana relace <.

Ptredpokladejme, Ze

. E= my, m,my,..,m,.. (1)
je nekonecna klesajici posloupnost multimnoZin takova, Ze pro kazde i
My < m; .

Indukeci sestrojime kone¢né se vétvici strom 7' jehoz uzly jsou ptirozena
Cisla, takovy, Ze na kazdé hladin€ i jsou prvky multi-mnoZiny m; listy
stromu dosud vytvotené¢ho a kazdy uzel T je vétsineZ jeho déti.

Jako koten stromu zvolime pfirozené Cislo n vétsi nez vSechny prvky m, .
Baze indukce, i=0.Strom 7T (sestavajici zatim jen z kofene n)

rozsifime tak, Ze ke kofeni pfidame vSechny prvky multi-mnoziny m,
jako jeho déti.
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Indukéni krok, rozSifme strom 7' ptidanim vSech prvkd z multi-mno-
ziny new(m,,,, m;) jako nasledniky uzlu old(m, ,, m,) .V ptipad¢,
ze new(m,,,, m;), nedélej nic.

Protoze posloupnost (1) je podle pfedpokladu nekone¢nd, potom multi-
mnozina new(m, , m;) byla nekone¢n&krat neprazdna, protoze jinak
by v néjakém kroku musela mohutnost m, ostie poklesnout.

Tedy ke stromu 7 byly nekonecnékrat ptidany nové prvky, to znamena,
ze T jenekonecny. Z konstrukce v indukénim kroku je zfejmé, ze T se
konecné vétvi.

Podle Koenigova lemmatu ma 7 nekonecnou vétev, sestavajici z
klesajici posloupnosti ptirozenych Cisel.

Spor, relace « je fundovana.
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Definice. (Stupnova zobrazeni)

(i) Stupnové zobrazeni pro program P je funkce |.|: HBp,: > N,
které zdkladnim atomtm jazyka L, pfifazuje pfirozena Cisla.

Je-li A € HB,, oznaCujeme | A4 | stupen A.

(if) Klauzuli z programu P nazveme rekurentni vzhledem ke stupniovému
zobrazeni | .|, jestlize pro kazdou jeji zakladni instanci

A<—A B,C
plati |A|>|B|

(iii) Program P nazyvame rekurentni vzhledem ke stupnovému zobrazeni
| .|, jestlize jsou rekurentni v§echny jeho klauzule.
P nazveme rekurentni , je-li rekurentni vzhledem k néjakému stupiio-
vému zobrazeni.
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Nejprve zobecnime pojem stupné atomu 1 pro atomy, které nejsou za-
kladni.

Definice. (Atomy omezené vzhledem k | . |, omezené dotazy)

(i) Rikame, e (obecny) atom A je omezeny vzhledem ke stupiiovému
zobrazeni | .|, jestlize pro néjaké ptirozené k , a kazdou jeho
zékladni instanci A° plati |4’| < k.

Pro atom A omezeny vzhledem k | .|, definujeme stupen A
vzhledem k | .| jako maximum vSech stupni zdkladnich instanci
|47 |.

(i) Rikame, ze dotaz Q=A4,, 4,,...,A,, je omezeny vzhledem k | . |
jsou-li omezené vSechny jeho atomy.
Stupen O definujeme jako multi-mnozinu bag(|4,|, |4,|, ..., |4,]) -
Plati-li | 4,| <k pron&jaké k aviechna i < n,tikdme,7e Q je
omezeny cCislem k.
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PovSimnéme si, Ze pro atomicky dotaz A4 , manyni |4 | dvoji vyznam.
Zalezi na tom, divdme-lisena A4 jako na atom nebo jako dotaz .

Nyni mizeme vyslovit postacujici podminku pro zastavovani rekurentnich
programi. Nejprve dokdZzeme hlavni lemma.

Lemma. (Omezenost 1) Necht P je program rekurentni vzhledem k
néjakému stupiovému zobrazeni |.|. Necht O, je dotaz omezeny vzhle-
demk |.| a @, jeSLD-rezolventa Q, jeaklauzulez P .
Potom plati

(i) O, jeomezeny vzhledemk |.| a

@) 10| « Q.

Diikaz je disledkem tfi jednoduchych pozorovani.

Pozorovani 1. Libovolna instance (’ omezeného dotazu ( je omeze-
ndaplati |Q’| « | Q].
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K dikazu Pozorovani 1 sta¢i nahlédnout, Ze instance A’ omezeného ato-
mu A4 jetaké omezendaplati |4’ < |4].

Pozorovani 2. Instance c’ rekurentni klauzule ¢ je rekurentni.

Staci si uvédomit, Ze kazda instance klauzule ¢’ je také instanci klauzule c .

Pozorovani 3. Pro kazdou rekurentni klauzuli H «— B a libovolné
posloupnosti atomiit A a C plati:

Je-li A, H, C omezena, potom také A, B, C je omezena a plati

|A,B,C| «|A HC]|.

Ditkaz Pozorovani 3. Nejprve provedeme dlikaz za pfedpokladu, ze A a C
jsou prazdné.
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Necht C je libovolny atom v néjaké zakladni instanci B .

Potom C se vyskytuje v téle néjaké zakladni instance klauzule
H—B,

napiiklad HO < BO pro n¢jakou substituci 6.

Podle Pozorovéani 2 plati |C| < |HO|,tedytaké |C| < |H|.

Odtud plyne, Ze B je omezena a
B| «| H].

Obecny ptipad plyne z fundovanosti usporadani « .
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Dusledek 1. (Zastavovani)

(i) Necht P je rekurentni program a Q omezeny dotaz. Potom vSech-
ny SLD-derivace pro P U {Q} jsou kone¢né.

(if) Kazdy rekurentni program terminuje (zastavuje).
Ditikaz. (i) z lemmatu o omezenosti a fundovanosti usporadani multi-

mnozin.
(if) kazdy zékladni dotaz je omezeny.

Stuptiova zobrazeni byla definovana pro zakladni atomy. Je ptirozené je
rozs§ifit 1 na zakladni termy, které se vyskytuji v takovych atomech.

Priklady, které chceme uvést, budou o seznamech. Indukci zavedeme stup-
nové zobrazeni pro vSechny zakladni termy, zatim tak, Ze pro seznamy bu-
dou hodnoty urcovat délku seznamu. Pro ostatni zdkladni termy budou hod-
noty trivialni.
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Funkce listsize

Indukci definujeme funkei |.|: HU, > N pro né&jaky program P,
ktery zobrazuje Herbrandovo univerzum, tedy mnozinu zakladnich termt
jazyka L, , do mnoziny pfirozenych cisel.

Definice.
(@) |lxbes]] = |xs| + 1,

S, tsst,)| =0 pokud  f=[.]. 1],
hodnoty |¢| pro zdkladni termy ¢ nazyvdme také listsize(t).
Funkce listsize neni stupniova ve smyslu ptivodni definice.

(i) Necht' | .| je stupiiové zobrazeni. Rikame, Ze atom A je ztrnuly
vzhledem k | .| jestlize tato stupfiova funkce je konstantni na
ground(A).

Je ztejmé, ze ztrnulé atomy jsou omezené.
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Priklad. (Program LIST)
% list (Xs)<¢« Xs je seznam.

list ([]).
list ([ [Ts]) <« 1list(Ts).

Polozime-li

, [list(t) | = Itl,

je zteymée, ze program LIST je rekurentni vzhledem ke stupfiovému zo-

brazeni |.| azobrazeni 1istsize aZeproseznam t, je atom
list (t)

ztrnuly vzhledem k uvedenym zobrazenim.

Tedy podle lemmatu o omezenosti a jeho disledkt, program LIST za-
stavuje a vSechny SLD-derivace pro LIST U {list(t)} jsou
konecné.
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Aplikace

Pojem zastavovani podle prvni definice je velmi silny. Uk4dZeme, Ze
jen mélo jednoduchych programi zastavuje podle této definice.

MEMBER

% member (Element,List) <« Element je prvkem List.
member (X, [X]| ]).
member (X, [ |Xs]) <« member (X, Xs) .

Pouzijeme-li stuptiové zobrazeni

. Imember (x,y)| = |y|

(a v ném obsazené zobrazeni 1istsize), program MEMBER je reku-
rentni, tedy zastavuje a vS§echny SLD-derivace pro

' MEMBER U { member (s, t) }

jsou konecné.
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SUBSET

% subset (Xs,Y¥s) <« kazdy prvek Xs patti do Ys.
subset ([], ).

subset ([X|Xs],Ys) <« member (X,Ys),subset (Xs,Y¥Ys) .
+ program MEMBER

Definujeme dvé€ stupniova zobrazeni:

| member (x,xs) | = |xs]|,
| subset (xs,ys) | = |xs| + |ys]|.

abychom ukézali, ze program SUBSET je rekurentni.
Potom program SUBSET zakoncuje a vSechny SLD-derivace pro

SUBSET U{subset (xs,ys)} ,

kde xs a ys jsou zdkladni seznamy, jsou konecné. Vzhledem k neza-
vislosti na vybérovém pravidle, pro dotaz {subset (xs, ys) } mizeme
v téle druh¢ klauzule prohodit potadi atomd.
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V obecném ptipadé miZeme mit na vybér vice stupiiovych zobrazeni a
pro rizné volby miizeme odvodit rizné dasledky. Ilustrujeme to nasle-
dujicimi ttemi jednoduchymi ptiklady.

APPEND
Riizna stupniova zobrazeni mohou vést na riizné tfidy omezenych dotazi.

[e]

% app (Xs,Y¥s,Zs) <« Zs vznikne spojenim Xs a ¥Ys.
app ([],Ys,Ys).
app ([X|Xs],Ys, [X|Zs]) <« app(Xs,Y¥s,Zs).

| Snadno se ovéii, ze APPEND je rekurentni vzhledem k néasledujicim
dvéma stupfiovym zobrazenim:

app (xs,ys,zs) | = |xs|

|lapp (xs,ys,zs) | = |zs]|

pro kazdé z nich dostaneme jinou tfidu omezenych dotazu.
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Stupniové zobrazeni:

lapp (xs,ys,zs) | = min([xs]|, [zs])

spojuje vyhody obou pfedchozich zobrazeni. Snadno se podle n€j ovéri,
Zze APPEND je rekurentni program. Naxic, je-li xs nebo zs seznam,
app (xs, ys, zs) je omezeny dotaz (i kdyz ne ztrnuly).

Proto z lemmatu o omezenosti a jeho disledk plyne, Ze APPEND se
zastavuje a je-li jeden z termit xs, ys seznam, potom vSechny SLD-
derivace pro APPEND U {app (xs,ys, zs) } jsoukonecné.

SELECT

Q

% select (X,Xs,Zs)<« Zs vznikne z Xs vynechdnim jednoho
_ vyskytu polozky X.

select (X, [X|Xs],Xs) .

select (X, [Y|Xs], [Y,Z2s])« select (X,Xs,Zs) .
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Stejné jako u programu APPEND je nejvyhodnéjsi pouzit stupnové zo-
brazeni
|select (x,xs,2zs) | = min(|ys|,|zs|) (1)

Potom SELECT je rekurentni vzhledem k (1) a v pfipadé, Ze jeden z ter-
ml xs, zs je seznam, vSsechny SLD-derivace pro

SELECT U{select (x,ys,zs) }
jsou konecné.

V nékterych ptipadech se musime uchylit k ponékud bizarnim stupfiovym
zobrazenim, abychom zachovali striktni podminku rekurentnosti. Ptikla-
dem takového programu je PALINDROM.

Logické programovani 12 25

PALINDROM

% palindrom (Xs) < seznam Xs je roven svému zrcadlovému
obrazu. palindrom (Xs) < reverse (Xs, Xs) .

% reverse (Xs,Ys)<«Ys vznikne z Xs obracenim potradi polozek.
reverse (X1ls,X2s) <« reverse (X1s, [],X2s) .

% reverse (Xs,Ys, Zs) <« Zs vznikne spojenim obraceného sezna-
mu Xs seseznamem Ys . reverse([],Xs,Xs) .
reverse ([X|X1s],X2s,Ys) <« reverse (X1ls, [X|X2s],Ys) .

PALINDROM je rekurentni vzhledem k nasledujicimu zobrazeni:

lpalindrom(xs) | = 2.|xs| + 2
. | reverse (xs,ys)| = 2.|xs| + 1
| reverse (xs,ys, zS) | 2.1xs| + |ys]|
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Da se ukazat, Ze plati i opa¢na implikace ke tvrzeni (i7) Dusledku 1.
Nasledujici tvrzeni uvadime bez dikazu.

Véta 2. Program zastavuje, prave kdyz je rekurentni.

* Z této véty vyplyva, ze rekurentni programy a omezené dotazy jsou piilis
omezujici, pro analyzu zastavovani vétSich tiid definitnich programii a do-

o

tazu.

» Nevyuzivaji faktu, ze (Cisty) Prolog pouziva pevné vybérové pravidlo,
pravidlo nejlevéjsiho atomu.

* Pfipomenime, Ze SLD-derivace pouzivajici toto levé vybérové pravidlo
jsme oznacovali jako LD-derivace .

Pti studiu zastavovani programi v (¢istém) Prologu je tieba studovat vlast-
nosti LD-derivaci.
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MotivacCni priklady.

(1) Pfedvedeme program P, ktery zastavuje a takovy, ze pro jisty dotaz O
jsou vSechny LD-derivace pro P U {Q} konec¢né, zatimco n¢které SLD-
derivace jsou nekonec¢né.

APPEND3

% app3(Xs,Ys,Zs,Us) <« Us jevysledkem spojeni seznami

. Xs,Y¥s a Zs.

app3 (Xs,Y¥s,2s,Us) <« app (Xs,¥s,Vs), app(Vs,Zs,Us).
+ APPEND

APPEND3 je rekurentni vzhledem k nasledujicimu stupiiovému zobrazeni
-1
lapp (xs,ys,zs) | = min(|xs|, |zs]),

|app3 (xs,ys,zs,us) | = |[|xs|+t|us|+1
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Tedy podle Véty o zastavovani APPEND3 terminuje. Ale typické po-
uziti tohoto programu je dotaz app3 (xs, zs, xs,Us) ,kde
XS, yS,zs jsouseznamya Us je proménna.

Pozdéji dokazeme, ze vSechny LD-derivace pro
app3 (xs, zs,xs,Us) (1)
jsou konecné.

To vSak neplati pro vS§echny SLD-derivace. Pti pouziti vybérového pra-
vidla nejpravéjsiho atomu dostaneme nekonec¢nou SLD-derivaci. Jako
dasledek lemmatu o omezenosti pak vyplyva, Ze dotaz (1) neni omezeny,
ackoliv miize byt vyhodnocen kone¢nym vypoctem v Prologu.

(i) Dalsim ptikladem je program Naive REVERS , ktery neterminuje ve
smyslu ptivodni definice, ale vSechny jeho LD-derivace zac¢inajici zaklad-
nim dotazem jsou konecné.
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Definice. (Programy zleva zastavujici).

Rikéme, Ze program zleva zastavuje (terminuje), vSechny jeho LD-deri-
vace se zakladnim dotazem jsou konec¢né.

K ditkazu, Ze néjaky program zleva terminuje a k charakterizovani dotazd,
zavedeme pojmy akceptovatelné klauzule, akceptovatelného programu a
omezené¢ho dotazu.

Definice. (Akceptovatelny program)

Je-1i dan program P , stupiiové zobrazeni | .| a interpretace / ,jazyka L,

(i) tikdme, ze klauzule ¢ z P je akceptovatelnd vzhledem k |. | a inter-
pretaci I, kterd je modelem P, jestlize pro libovolnou zékladni instanci

A <- A, B, B klauzule ¢ takové, ze I |= A, plati
|4|>|B].
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Jinymi slovy,
pro kazdou zakladni instanci

A<-B,,B,,.., B, (2)
klauzule ¢ plati

|A|>|Bj|pr0 I1<j< i
kde i< m je nejmensi index, takovy, ze

I|=B,,B,,.., B, al|# B,

(i) Program P je akceptovatelny vzhledem k| .|a I jsou-li vSechny
jeho klauzule akceptovatelné vzhledemk | . |a [ .

Program P je akceptovatelny, je-li akceptovatelny vzhledem k néjakému
stupniovému zobrazeni né¢jaké interpretaci / .

Logické programovani 12 31

Ptedpokladem [ |= A se akceptovatelnost klauzule ¢ vzhledem k
| .| a I 1i$i od pojmu rekurence.

Je-li tento predpokad splnén, potom v kazdé zékladni instanci

. A, B, B klauzule ¢,

je-li pravidlem LD-rezoluce dosaZen atom B , atomy z A jiZ byly
rezolvovany.

Podle Véty o korektnosti SLD-rezoluce jsou vSechny atomy z A
pravdivé v .

Pro kazdou zakladni instanci (2) klauzule ¢ poZadujeme, aby stupeni

| 4| byl vétsi nez stupen kazdého atomu v néjakém pocatecnim useku
téla instance (2). Které atomy B; bereme do Givahy je uréeno mode-
lem 1.

Logické programovani 12 32




Poznamka. Program P je rekurentni vzhledm k |.| (ve smyslu pt-
vodni definice) , je-li akceptovatelny vzhledem k | .| a maximalnimu
modelu HB, .

Pro definici omezenosti dotazu potfebujeme definovat funkci maxima
kazdé mnoziny pfirozenych ¢isel S. Je-li S konecnd max S je
pocet jejich prvkli a je-li S nekonecna, klademe max S = o .

Definice. (Omezeny dotaz)
Je-li dan program P stupiiové zobrazeni |.|pro P, interpretace / a
ptirozené ¢islo &,

(i) dotaz Q je omezeny Cislem £k, vzhledemk |.|a I jestlize pro
kazdou jeho zakladni instanci A, B, B takovou, Ze /|= A plati

|B| < k.
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Dotaz Q je omezeny vzhledemk |.|a 7, je-li omezeny pro n&jaké k
vzhledemk |.|a [ .

(if) Pro kazdy dotaz Q sestavajici z n atomil definujeme » mnoZin pfi-
rozenych ¢isel definovanych nasledujicim zpisobem:

01 ={14,| |4,,4,, ..., 4, jezékladniinstance Q a I|=4,, ..., 4,,}

(7i7) ke kazdému dotazu O z n atomi definujeme multi-mnozinu |Q),
piirozenych &isel:

|Q|I - bag( max |Q|1l 5 eee » MIAX |Q|n1)

Mnozina |Q|! se sestroji tak, ze uvazujeme mnozinu vSech zékladnich
instanci dotazu Q takovych, Ze prvnich i- 1 atomt je pravdivych v /.
Mnozina |Q|! sestava z i-tych atomu v téchto instancich.
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Lemma. (Omezenost 2)

Necht P je program akceptovatelny vzhledem k néjakému stupiiovému
zobrazeni | .|né&jaké interpretaci / . Necht Q) je dotaz omezeny k | . |
a I .Necht Q, jerezolventa (), anéjaké klauzule z P. Potom plati

(i) O, je omezend vzhledemk |.|a [,

(i) O, « 1Oy

Diikaz. LD-rezolventa dotazu a klauzule se sestroji pomoci
nasledujicich tii operaci:

* instanci dotazu,
* 1nstanci klauzule,
 nahrazenim prvniho atomu H z dotazu télem klauzule, jejiz hlava

je H.
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Lemma se dokaze pomoci pozorovani, ke kazdé z uvedenych tii operaci.

Pozorovani 1. Instance O’ omezeného dotazu je omezena a |Q’ |, «|Q|, .

Tvrzeni plyne z faktu ze | Q’

f« | Q| plati pro kazdé i .

Pozorovani 2. Instance akceptovatelné klauzule je akceptovatelna.
Duikaz: bezprostfedné z definice akceptovatelnosti.

Pozorovani 3. Pro kazdou akceptovatelnou klauzuli 4 <- B a posloupnost
atomi C, je-li A4, C omezeny dotaz potom B, C je také omezeny a plati
|Bs C|] « |A9 C|1

Dtkaz. Necht B = B,,B,,..., B, a C=C,,(,,..., C, pro n,m>0.
Tvrzeni vyplyva z nasledujicich dvou fakti.
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Fakt 1. Prokazdé¢ i,1<i<m je |B,,B,,..., B,,C,,C,, ..., C,|!
kone¢na mnoZina a plati

I
max |B,,B,, ..., B,,C,,C,, ..., C | < max

4,C,Cy, ..., C,

m

Plati
max |B,,B,, ..., B,,C,,C,, ..., C,|! (definice omezeného dotazu)
= max {|B|, B, B,", ..., B, je zdkladni instanci Ba [/ =B, ..., B,,* }

(pro néjaké 4°, 4’ <- B,* B,*, ..., B,* je zakladni instanci 4 <- B
a I =B, .., B )

< max {|4’| A’ je zakladni instanci A}

(definice akceptovatelné klazule, takze kazdy prvek predchozi
mnoziny je majorizovan prvkem této mnoziny)
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= max

4,C, Gy, .y Cli (definice omezeného dotazu)
Fakt2. Prokazdé j,1<j<m je
1By, By, ..., B,,C, Gy, ...y C,lin/t je kone€na mnozina a
max |B,,B,, ..., B,,C,,Cy, ..., C,l./) < max |4, C,C,, ..., C,l./
Dukaz, Plati

max |B,, By, ..., B,,C,,C,, ..., C,|.,/ (definice omezeného dotazu)
= max{|Cj’| |B,‘, B,, ..., B, C,*, ..., C,° je zdkladni instance B,C a
I|: Bl" Bz‘, cee o Bn‘ Cl" 2‘, e o C}_l‘ }
(prongjaké A’, 4’ <- B,‘, B,*, ..., B, je zakladni instance A <-B,
I jemodel P a §c< Rimplikuje maxS <maxR )
< max{|C’| | 4", C}’, ..., C;’ je zakladni instanci 4, C a
V=4,Cp,...,CL %
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=max |4, C, Cy, ..., C, | (definice omezeného dotazu)
Z Fakti 1 a2 dostavame omezenost dotazu B,C a
bag(max|B, C|/, ..., max|B, C| !

I I
e, « bag(max|4, C|/, ..., max|4, C|, 1,
a to implikuje tvrzeni Pozorovani 3.

Dostavame podobné diisledky jako pro rekurentni programy.

Diusledek. (Kone¢nost 2) Pro akceptovatelny program P a omezeny dotaz
0 jsou vSechny LD-derivace pro P U {Q} konec¢né.

Diusledek. (Terminace 2) Kazdy akceptovatelny program je zleva terminu-
Jici.

Dukaz. Kazdy zakladni dotaz je omezeny.
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Priklady.

(a) Uvazuyme program APPEND3 spolu s funkci /istsize. PoloZime-li
lapp (xs,ys, zs) |

= |xs|,

lapp3 (xs,ys, zs,us) | Ixs| + |ys| + 1
a uzijeme Herbrandovu interpretaci

I = {app(xs,ys,zs) | |xs|+|ys|= |zs]|}

u ground (app3 (Xs, Ys, Zs,Us) }
pak / je model APPEND3: protoZe plati

Il +]ysl= |ys!| a

|xs|+|ys|=|zs| implikuje | [x|xs]|+]|ys|= 1+|zs|=

: [x]zs] |
Navic klauzule definujici predikat app3 je trividlné splnéna v 1.
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Vime, Ze APPEND je rekurentni vzhledem k | . | . Abychom ovéfili, Ze
program APPEND?3 je akceptovatelny staci si uvédomit, ze

|Ixs|+|ys|+1 > |xs| aZe
|xs|+|ys|= |vs| mmplikuyje |xs|+|ys|+1 > |vs]|

Z disledku Terminace 2 pak dostavame, ze APPEND3 je zleva terminu-
jici.

Navic pro kazdé seznamy xs, ys, zs alibovolny term u, je dotaz
app3 (xs,ys, zs,u) omezeny vzhledemk |.| a I takze podle di-
sledku Konec¢nost 2 jsou v§echny LD-derivace pro

APPEND3 U {app3(xs,ys,zs,u)}

konecné.
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(b) Program PERMUTACE

$ perm(Xs,Ys) <- Ys jepermutaci seznamu Xs
perm([], []).
perm(Xs, [X]|Ys]) <-
app (X1s, [X|X2s],Xs),
app (X1s,X2s,%s),
_ perm(zZs,Ys) .
+ APPEND

* PERMUTACE neni rekurentni: staci vzit zakladni xs, x, ys a SLD-deri-
vaci pro PERMUTACE U {perm(xs, [x]|ys]} sestrojenou ndsledujicim
zpusobem: ve druhém kroku vyber prostiedni atom app (x1s,X2s,zs) a
potom v kazdém kroku pouzivej rekurzivni klauzuli programu APPEND. Tak
vznikne nekone¢nd SLD-derivace.

* Tedy PERMUTACE neni terminujici program a podle disledkul
Zastavovani 1 nemiize byt rekurentni.

Logické programovani 12 42




Vime, ze
lpp=1{app(xs,ys,zs) | Ixs|+|lys|= |zsl|}

je model programu APPEND.

Program PERMUTACE je akceptovatelny vzhledem ke
stupiovému zobrazeni | .| a interpretact [p.z,, definova-
nym nasledovné:

lperm (xs,ys) | = |xs|+1,
|app (xs,ys,zs) | = min(|xs|, |zs|),

Iogry = ground(perm (XS,YS))U L pp.

JiZ jsme ukazali, Ze program APPEND je rekurentni vzhledem
k |.]|. Pro nerekursivni klauzuli programu PERMUTACE je
akceptovatelnost zfeyjma, pro rekurzivni klauzuli ji ovétime
jednoduchym vypoctem.
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perm(xs,ys) <- {Ixs[+1}

app (xls, [x|x2s],xs), {min(|x1ls|, |xs])}
{Ix1ls|+1+|x2s|=|xs]|}

app (x1ls, x2s,zs), {min(|x1s|, |zs])}
{Ix1ls|+|x2s|= |zs]|}
perm(zs,ys) . {lzs|+1}

Ukazali jsme, ze program PERMUTACE je akceptovatelny,
podle disledku 2 (Terminace 2) terminuje. Navic pro libovolny
seznam s aterm t je atom perm (s, t) ztrnuly a tedy ome-

zeny. Podle disledku Konecnost 2, to znamena, Ze vSechny
LD-derivace pro PERMUTACE {perm (s, t)} jsoukone¢né.
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Volba stupiiového zobrazeni a modelu programu mtize ovliv-
novat mnozinu dotazu, jejichz zastavovani, Ize dokazat.

Uvazujme znovu program SEKVENCE.

$ sequence (Xs) <« Xs jeseznam 27 polozZek.
sequence ([ ,...27krat...],Ss).

question(Ss) <« sublist([1l, ,1, ,1],Ss),
sublist([(2, , ,2, , ,2],Ss),
Sublj—St([3I_I_I_l3l I_I_I3:|ISS)I

sublist ([9, ,9krat,9, ,9%rat, ,9]).

+ SUBLIST
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Snadno se ovéri, Ze SEKVENCE je rekurentni program, tedy je ak-
ceptovatelny pro model HB,; vzhledem ke stupfiovému zobrazeni.

|question(xs) | = |xs|+23

| sequence(xs) | = 0

|sublist (xs,ys) | = |xs|+t]ys|+1
|app (xs,ys,zs) | = min(|xs|, |zs|)

Podle diisledku 1 Konecnost 1, pro vSechny zdkladni termy s
jsou vSechny SLD-derivace (tedy i LD-derivace) pro
SEKVENCE U {question (s) } kone¢né.
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Nicméné s touto volbou stupfiového zobrazeni neni obecnéjsi do-
taz question (Ss)omezeny. Proto nemizeme pouZzit disledek
2 Konecnost 2 k ditkazu terminace tohoto dotazu vzhledem k
levému vybérovému pravidlu.

Tato situace je podobna terminaci dotazu programu APPEND?3.

Abychom dokézali siln€jsi podminku terminace, zménime
stupfiové zobrazeni a model programu tak, ze

|question(xs)| = 50,

a zvolime kterykoli model 1 programu SEKVENCE, pro ktery
pro libovolny zékladni term s plati

I |=sequence (s) pravé kdyz s je seznam o 27 polozkéch.
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Potom program SEKVENCE je akceptovatelny vzhledemk |.| a 1.

Podle diisledku 2 Konec¢nost 2 jsou vSechny LD-derivace pro
SEKVENCE U {question (Ss)}

konecné.

Vztah zleva ukoncujicich a akceptovatelnych programt. D4 se dokazat

Véta.

Program je zleva zakoncCujici, pravé kdyz je akceptovatelny.
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