
Úvod do matematické logiky a teorie mno¾in

Petr Kùrka

Vznik logiky má pùvod v rozhovoru. Vyslovím-li nìjaké tvrzení, které part-

ner bezprostøednì nepøijme, musím pro nìj uvést nìjaké argumenty nebo ho

jinak dolo¾it. Logika se sna¾í postihnout, kdy je tato argumentace vedena ko-

rektnì a kdy ne. Logika jako metoda správného rozumového uva¾ování má ale

svá omezení. Tato omezení poznáváme na paradoxech. Paradoxy jsou logické

úvahy vedoucí k závìrùm, které nám pøipadají podivné nebo nepøijatelné. Èas-

to je tomu tak proto, ¾e jsou zalo¾eny na nìjakých nevyslovených pøedpokla-

dech. Øe¹ení nebo vysvìtlení paradoxù pak spoèívá v nalezení takových skrytých

pøedpokladù.

Mnoho paradoxù je zalo¾eno na jevu samovzta¾nosti. Øekl-li Kré»an Epime-

nidés, ¾e Kré»ané stále l¾ou, lze tento výrok vztáhnout i na Epimenida, a tím

ho zpochybnit. Tato samovzta¾nost pùsobí pøekvapivì, nevede v¹ak k logické-

mu sporu. Vede jen k tomu, ¾e Epimenidùv výrok odmítneme jako nepravdivý.

Kré»ané nel¾ou stále, ale jenom nìkdy. Silnìj¹í verzi Epimenidova paradoxu do-

staneme, prohlásíme-li

"Vìta, kterou právì øíkám, je nepravdivá."

Tato vìta nemù¾e být ani pravdivá ani nepravdivá. Jedno z východisek spoèívá

v tom, ¾e tuto vìtu nebudeme pova¾ovat za výrok a odmítneme se jí v logice

zabývat. Epimenidùv paradox má mnoho variant. Jedna z nich vypráví o holièi,

který si napsal nad dveøe, ¾e holí v¹echny mu¾e v mìstì, kteøí se neholí sami.

Jinou verzí je paradoxní de�nice

"Nejmen¹í pøirozené èíslo, které nelze popsat vìtou s ménì ne¾ dvaceti slovy."

Epimenidùv paradox a jeho moderní verze se stal velmi plodným v logice a

teorii mno¾in dvacátého století. Ukazuje nám, èemu se v logice musíme vyhnout

abychom se nedostali do sporu.

V matematice se pou¾ívá formalizovaná verze logiky. Matematické vìty a

dùkazy lze zapsat v umìlém jazyce, který se nazývá predikátový poèet. Pre-

dikát vyjadøuje, ¾e nìjaký objekt má nìjakou vlastnost (jednoèetný predikát)

nebo ¾e dva nebo více objektù jsou v nìjakém vztahu (víceèetné predikáty).

Dal¹ími prvky predikátového poètu jsou kvanti�kátory, které vyjadøují, ¾e nìja-

kou vlastnost mají v¹echny objekty urèitého typu (obecný kvanti�kátor) nebo

aspoò nìjaký (existenèní kvanti�kátor). Matematická logika se zabývá studiem
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predikátového poètu a jeho vlastnostmi jako je dokazatelnost èi bezespornost.

Jádrem tohoto pøístupu je axiomatická metoda. Nejjednodu¹¹í matematické

principy, které nám pøipadají intuitivnì zøejmé, prohlásíme za axiomy a hledáme

dal¹í matematická tvrzení, která z nich lze odvodit. Pro ka¾dou matematickou

oblast lze takto budovat pøíslu¹nou teorii s axiomy speci�ckými pro tuto oblast.

Privilegované postavení mezi matematickými teoriemi zaujímá teorie mno-

¾in. Vznikla v devatenáctém století jako studium vlastností nekoneèna, zejména

srovnáváním rùzných velikostí nekoneèna. Ukázalo se v¹ak, ¾e v teorii mno¾in lze

modelovat i jiné matematické teorie tak, ¾e se ka¾dému matematickému objektu

pøiøadí urèitá mno¾ina, která ho reprezentuje. V tomto smyslu je teorie mno¾in

základem matematiky, na kterém lze budovat dal¹í matematické disciplíny.

1 Výrokový poèet

Výrok chápeme jako tvrzení, o kterém lze øíci zda je pravdivé nebo nepravdivé.

V matematické logice se zabýváme výroky o matematických objektech: èíslech,

bodech, pøímkách, vektorech, mno¾inách. Pøíklady výrokù jsou

3 < 5, 7 je prvoèíslo, 8 je prvoèíslo, 1 + 1 = 3

První dva výroky jsou pravdivé, druhé dva jsou nepravdivé. Místo o pravdivosti

èi nepravdivosti mluvíme také o pravdivostní hodnotì výroku: 0 je-li ne-

pravdivý a 1 je-li pravdivý.

1.1 Logické spojky

Z výrokù sestavujeme slo¾itìj¹í výroky pomocí logických spojek negace :, konjunk-

ce &, disjunkce _, implikace ! a ekvivalence �. Logické spojky chápeme jako

operace na mno¾inì pravdivostních hodnot f0; 1g. Jsou de�novány tabulkou

p :p

0 1

1 0

p q p & q p _ q p! q p � q

0 0 0 0 1 1

0 1 0 1 1 0

1 0 0 1 0 0

1 1 1 1 1 1

Napøíklad výroky

(3 < 4) & (4 < 5); (3 < 4) _ (4 < 3); (4 < 3)! (5 < 4)

jsou pravdivé a výroky

(3 < 4)! (5 < 4); (3 = 4) _ (4 < 3)
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jsou nepravdivé.

Logické spojky negace, konjunkce, disjunkce, implikace a ekvivalence jsou nej-

èastìji pou¾ívané ale nikoliv jediné mo¾né. Dvouèetná logická spojka je dána

ètveøicí nul a jednièek, kterým jsou pøiøazeny v¹echny mo¾né kombinace dvou

promìnných, tj. 00; 01; 10; 11. Je tedy celkem 16 dvouèetných logických spojek,

mezi nimi jsou v¹ak i jednoèetné binární spojky (identita jedné z promìnných

a její negace) a také 0-èetné spojky, identická pravda (se samými jednièkami),

kterou znaèíme true a identická nepravda se samými nulami, kterou znaèíme

false.

Nìkteré slo¾ené výroky jsou pravdivé nezávisle na tom z jakých výrokù jsou

sestaveny. Je-li p jakýkoliv výrok, pravdivý èi nepravdivý, je p! p v¾dy pravdi-

vý. Øíkáme, ¾e p je výroková promìnná a p! p je formule, která je tautologie.

Formule jsou výrazy sestavené z výrokových promìnných pomocí logických spo-

jek. Øíkáme, ¾e formule je tautologie, je-li pravdivá pøi jakékoliv pravdivostní

hodnotì svých promìnných. Napøíklad p & p je formule která není tautologie:

je-li p nepravdivé, není pravdivé ani p & p. Øíkáme, ¾e formule je sporná, pokud

není pravdivá pøi ¾ádné pravdivostní hodnotì svých promìnných, tj. je-li negací

tautologie. Pøíklad sporné formule je p & :p. Øíkáme, ¾e formule je splnitelná,

pokud je pravdivá alespoò pøi jedné pravdivostní hodnotì svých promìnných,

tj. pokud není sporná.

1.2 Syntax výrokového poètu

Ve formálním systému výrokové logiky se formule chápou jako øetìzce znakù.

Pravidla, která stanovují jak se tyto formule vytváøí, se nazývají syntaktická.

Výrokový poèet de�nuje umìlý jazyk (podobnì jako jazyky programovací) a

syntaktická pravidla jsou obdobou gramatiky ¾ivých jazykù.

Syntaktická pravidla v prvé øadì stanoví abecedu, tj. znaky, ze kterých

se formule vytváøí. Mezi tyto znaky patøí logické spojky, malá písmena pro

výrokové promìnné a závorky. Abeceda výrokového poètu je tedy mno¾ina

A = f:; & ;_;!;�; (; ); a; b; : : : ; y; zg

Jako výrokové promìnné vìt¹inou pou¾íváme jednotlivá malá písmena latinské

abecedy. Proto¾e v¹ak uva¾ujeme formule s libovolným poètem promìnných,

pøipustíme jako promìnné také øetìzce malých písmen.

De�nice 1

1. Ka¾dý øetìzec sestavený z malých písmen je výroková promìnná.

2. Ka¾dá výroková promìnná je formule.

3. Je-li ' formule, je :' formule.

4. Jsou-li ';  formule, jsou také (' &  ), ('_ ), ('!  ) a (' �  ) formule.

Napøíklad øetìzce p, abc jsou výrokové promìnné a tedy také formule. Dal¹í

formule jsou ((p _ q) ! p), (:ab ! c), :(a & b), zatímco øetìzce : !, ab !
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formule nejsou. Otázka, které øetìzce jsou formule a které nikoliv je algoritmicky

rozhodnutelná: existuje algoritmus, který pøeète na vstupu øetìzec abecedy A

a rozhodne, zda je tento øetìzec formule èi nikoliv. Tento algoritmus je zalo¾en

na rekurzivním pou¾ití de�nice formule.

Øetìzec znakù p! p není formule: chybí zde vnìj¹í závorky. Nebudeme v¹ak

na¹í de�nici dodr¾ovat úplnì striktnì a tyto vnìj¹í závorky budeme vynechávat.

Pøijmeme-li precedenèní konvence, mù¾eme také vynechávat nìkteré vnitøní zá-

vorky. Není-li poøadí operací stanoveno závorkami, má negace pøednost pøed

konjunkcí a disjunkcí a ty mají pøednost pøed implikací a ekvivalencí. Formuli

((p & q)! p) budeme tedy psát jednodu¹eji p & q ! p.

1.3 Sémantika výrokového poètu

Významem prvkù umìlého jazyka se zabývá jeho sémantika. Význam formule

je zobrazení, které pøiøazuje pravdivostnímhodnotám jejích výrokových promìn-

ných pravdivostní hodnotu dané formule. Má-li daná formule ' n výrokových

promìnných, pøedstavuje tedy zobrazení z mno¾iny f0; 1g

n

n-tic nul a jednièek

do mno¾iny f0; 1g. Formule je tautologie, jestli¾e toto zobrazení je identicky

rovné jedné, tj. pokud pravdivostní hodnota formule je 1 pro ka¾dou kombi-

naci pravdivostních hodnot jejích výrokových promìnných. Pravdivostní funkci

formule vyhodnocujeme tabulkou, ve které øádky odpovídají kombinacím prav-

divostních hodnot výrokových promìnných a sloupce odpovídají podformulím

dané formule. Napøíklad pro formuli (p! q) � (:q ! :p) sestavíme tabulku

pq p! q :q :p :q ! :p (p! q) � (:q ! :p)

00 1 1 1 1 1

01 1 0 1 1 1

10 0 1 0 0 1

11 1 0 0 1 1

V posledním sloupci jsou samé jednotky, to znamená, ¾e formule je tautologie.

Také otázka, zda daná formule je tautologie, èi nikoliv, je algoritmicky rozhod-

nutelná. Algoritmus, který tuto úlohu rozhoduje, v dané formuli nalezne v¹echny

její výrokové promìnné, a vyhodnotí její pravdivostní hodnotu pøi v¹ech mo¾-

ných hodnotách tìchto promìnných.

Nìkteré tautologie vyjadøují dùle¾ité principy dùkazù matematických vìt.

Právì uvádìná tautologie vyjadøuje princip dùkazu sporem. Chceme-li dokázat

¾e z p plyne q, pøedpokládáme ¾e platí, :q a sna¾íme se odvodit :p které je

ve sporu s p. Sám princip sporu je tautologie :(p & :p). Nemù¾e platit výrok

p a souèasnì jeho negace :p. Duální tautologie je zákon vylouèeného tøetího

p _ :p, buï platí p nebo jeho negace. Dvojí negací se pravdivostní hodnota

nemìní, ::p � p. Dal¹í dùle¾ité tautologie mají podobu algebraických identit.
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Chápeme-li toti¾ mno¾inu pravdivostních hodnot f0; 1g jako algebraickou struk-

turu, hraje ekvivalence roli rovnosti a implikace roli nerovnosti. V¹imìme si, ¾e

výrok (p � q) platí právì kdy¾ p = q (tj. p a q mají stejnou pravdivostní hodno-

tu), a p ! q platí právì kdy¾ p � q. Konjunkce je v této algebraické struktuøe

operace minima a disjunkce operace maxima. Proto disjunkce a konjunkce mají

podobné ale duální vlastnosti. Napøíklad pro nì platí komutativní a asociativní

zákony a mezi nimi platí zákony distributivní. Negací se navzájem pøevádí podle

de Morganových pravidel. Uveïme si nìkteré dùle¾ité tautologie.

::p � p dvojí negace

(p! q) � (:q! :p) dùkaz sporem

:(p & :p) princip sporu

p _:p princip vylouèeného tøetího

(p! q) & (q! r)! (p! r) transitivita implikace

(p! q) & (q! p) � (p � q) antisymetrie implikace

(p & q) � (q & p) komutativní zákon konjunkce

(p _ q) � (q _ p) komutativní zákon disjunkce

((p & q) & r) � (p & (q & r)) asociativní zákon konjunkce

((p _ q) _ r) � (p _ (q _ r)) asociativní zákon disjunkce

p & (q _ r) � (p & q) _ (p & r) distributivní zákon

p _ (q & r) � (p _ q) & (p _ r)

p & q! p vlastnost minima

p & q! q

p! p _ q vlastnost maxima

q ! p _ q

:(p & q) � (:p _ :q) de Morganùv zákon

:(p _ q) � (:p & :q)

:(p! q) � (p & :q) negace implikace

p _ q � (:p! q)

(p! q) � :p_ q

1.4 Disjunktní normální forma

Pomocí tautologií lze formule upravovat podobnì jako algebraické výrazy a pøi-

tom zjednodu¹ovat. Pøi nìkterých aplikacích je vhodné vyjádøit danou formuli

v nìjakém pøedepsaném tvaru. Jedním takovým tvarem je disjunktní normální

forma. Je to disjunkce konjuncí, které jsou sestaveny z výrokových promìnných

pøípadnì z jejich negací. Pro dvì promìnné p a q uva¾ujme ètyøi konjunkce

pq (:p & :q) (:p & q) (p & :q) (p & q)

00 1 0 0 0

01 0 1 0 0

10 0 0 1 0

11 0 0 0 1
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Ka¾dá z tìchto konjunkcí je pravdivá právì pøi jediné kombinaci pravdivostních

hodnot p a q, prvá pro 00, druhá pro 01, tøetí pro 10 a ètvrtá pro 11, tedy právì

v jednom øádku tabulky. Je-li nyní ' libovolná formule s dvìma promìnnými

je ekvivalentní disjunkci nìkterých tìchto konjunkcí a sice právì tìch, v jejím¾

øádku má ' jednotky. Tedy napøíklad

(p � q) � (:p & :q) _ (p & q)

(p! q) � (:p & :q) _ (:p & q) _ (p & q)

Na takovouto disjunktní normální formu lze pøevést ka¾dou formuli výrokového

poètu.

2 Predikátový poèet

Základní syntaktické prvky predikátového poètu jsou predikáty, operace a kon-

stanty. Predikáty vyjadøují vlastnosti matematických objektù pøípadnì jejich

vztahy. Dvouèetný predikát nerovnosti < vyjadøuje vztah mezi dvìma èísly.

Jednoèetný predikát "býti prvoèíslem" vyjadøuje vlastnost èísel. V geometrii se

pou¾ívá dvouèetný predikát "bod x le¾í na pøímce p", teorie mno¾in je zalo¾ena

na dvouèetném predikátu nále¾ení x 2 y, tj. mno¾ina x je prvkem mno¾iny y.

V ka¾dé matematické oblasti pracujeme s predikátem rovnosti =.

Operace pøiøazují matematickým objektùm jiné matematické objekty. V al-

gebøe pracujeme s dvouèetnými aritmetickými operacemi jako je sèítání a náso-

bení. Jednoèetná operace je napøíklad faktoriál. Jsou také 0-èetné operace, tj.

konstanty. V algebøe za konstanty èasto volíme 0 a 1 proto¾e mají vyjímeèné

vlastnosti vzhledem ke sèítání a násobení.

Formule predikátového poètu vypovídají o vztazích v matematických struk-

turách. Strukturu chápeme jako mno¾inu, na které jsou dány nìjaké operace

a vztahy odpovídající studovaným predikátùm. Budeme se zabývat zejména

algebraickými strukturami jeko je struktura N pøirozených èísel, struktura Z

celých èísel, struktura Q racionálních èísel a struktura R reálných èísel. Ve

v¹ech tìchto strukturách jsou de�novány operace sèítání a násobení a predi-

káty rovnosti a nerovnosti. Existují také koneèné struktury. Pro ka¾dé pøirozené

èíslo n > 0 uva¾ujeme strukturu Z

n

= f0; 1; : : : ; n� 1g zbytkových tøíd modu-

lo n. Sèítání a odèítání je v ní de�nováno modulo n, uspoøádání nerovnostmi

0 < 1 < � � � < n� 1. Napøíklad ve struktuøe Z

3

je sèítání a násobení de�nováno

tabulkami

+ 0 1 2

0 0 1 2

1 1 2 0

2 2 0 1

* 0 1 2

0 0 0 0

1 0 1 2

2 0 2 1

Pojmy mno¾iny a struktury zatím chápeme intuitivnì. Pøesnìji je vymezíme a¾

se budeme zabývat teorií mno¾in.
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Základní, neboli atomární formule predikátového poètu sestávají z predi-

kátù vzta¾ených na nìjaké konstanty, promìnné nebo aritmetické výrazy z nich

sestavené. Takovéto aritmetické výrazy nazýváme termy. Napøíklad x+1 nebo

(x+ y) � z jsou termy a x+ y = y+ x nebo x < 0 jsou atomární formule. Z ato-

márních formulí vytváøíme slo¾itìj¹í pomocí logických spojek a kvanti�kátorù:

Obecný kvanti�kátor 8 vyjadøuje, ¾e nìjaké tvrzení platí pro v¹echny objekty

(dané struktury). Existenèní kvanti�kátor 9 vyjadøuje, ¾e existuje aspoò jeden

objekt s touto vlastností. Napøíklad formule (8x)(x � 0) vyjadøuje, ¾e ka¾dé

èíslo je vìt¹í nebo rovno nule. To platí ve struktuøe pøirozených èísel, ale ne ve

struktuøe celých èísel. To zapisujeme

N j= (8x)(x � 0); Z6j= (8x)(x � 0)

Pro urèení pravdivosti formulí je dùle¾ité rozli¹ení mezi volnými a vázanými

promìnnými formule. Volné promìnné jsou ty, které nejsou kvanti�kovány. Na-

pøíklad ve formuli x < z ! (9y)(x < y < z) jsou promìnné x a z volné,

promìnná y je vázaná. Formule x+ y = y + x má pouze volné promìnné x a y.

Formule (8x)(9y)(x < y) má pouze vázané promìnné x a y. Formule budeme

vytváøet tak, aby ¾ádná promìnná nebyla ve formuli souèasnì volná a vázaná.

Napøíklad (x > 0) & (9x)(x < 0) za formuli pova¾ovat nebudeme. Místo ní

pou¾ijeme formuli (x > 0) & (9y)(y < 0).

2.1 Syntax predikátového poètu

Také v predikátovém poètu se de�nují formule jako urèité øetìzce symbolù. Sym-

boly pro predikáty, operace a konstanty volíme podle toho, jakou matematickou

strukturou se zabýváme. Jako pøíklad si uvedeme predikátový poèet pro algeb-

raické struktury s konstantami 0, 1, dvouèetnými operacemi +, � a dvouèetnými

predikáty < a =. Seznam

L = f0; 1;+; �; <;=g

tìchto konstant, operací a predikátù se nazývá jazyk. Formule predikátového

poètu obsahují symboly jazyka L a dal¹í symboly jako logické spojky, kvanti�-

kátory a malá písmena. Celá abeceda symbolù je tedy

A = f0; 1;+; �; <;=;:; & ;_;!;�; 8; 9; (; ); a; b; : : :; y; zg

Malá písmena opìt slou¾í pro vytváøení promìnných, tyto promìnné v¹ak za-

stupují èísla, nebo prvky algebraických struktur, nikoliv výroky.

Pøed vlastní de�nicí formulí se zavádí termy, co¾ jsou výrazy sestavené z

promìnných a konstant pomocí aritmetických operací. Jejich obdobou v pro-

gramovacích jazycích jsou aritmetické výrazy.

De�nice 2

1. Ka¾dý øetìzec malých písmen je promìnná.
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2. Ka¾dá promìnná je term.

3. Konstanty 0 a 1 jsou termy.

4. Jsou-li s, t, termy, jsou (t + s) a (t � s) termy.

Pøíklady termù jsou øetìzce ((x � y) + 1), (1 + 1). Naopak øetìzce +� nebo :0

termy nejsou. Závorky pou¾íváme proto aby poøadí operací bylo jednoznaèné.

Nebudeme v¹ak na¹í de�nici dodr¾ovat striktnì a pokud nebude hrozit nedo-

rozumìní, budeme nìkteré závorky vynechávat. Uvedené termy tedy zapí¹eme

jednodu¹eji x � y + 1 nebo 1 + 1. Pøijímáme opìt precedenèní konvenci, podle

které se nejdøíve vykonávají operace násobení a poté sèítání.

Pomocí predikátù se z termù vytváøejí atomární formule. Z atomárních formulí

se vytváøejí slo¾itìj¹í formule pomocí logických spojek a kvanti�kátorù. Souèas-

nì s de�nicí formule také vymezujeme, které promìnné jsou ve formuli volné a

které vázané.

De�nice 3

1. Jsou-li s a t termy, jsou (s < t) a (s = t) (atomární) formule. Ka¾dá pro-

mìnná, která se vyskytuje v atomární formuli, je v ní volná. ®ádná promìnná

v ní není vázaná.

2. Je-li ' formule, je :' formule. Formule :' má stejné volné promìnné i

stejné vázané promìnné jako '.

3. Nech» ' a  jsou formule takové, ¾e ¾ádná promìnná není volná v ' a vá-

zaná v  nebo naopak. Pak (' &  ), (' _  ), (' !  ) a (' �  ) jsou

formule. Promìnná je v tìchto formulích volná, je-li buï volná v ' nebo v

 . Promìnná je v tìchto formulích vázaná, je-li buï vázaná v ' nebo v  .

4. Je-li ' formule a x promìnná, která je volná v ', jsou (8x)' a (9x)(')

formule. Promìnná je v tìchto formulích volná, je-li volná v ' a rùzná od x.

Promìnná je v tìchto formulích vázaná, je-li buï vázaná v ' nebo je to x.

5. Øíkáme, ¾e formule je otevøená, nemá-li vázané promìnné. Formule je sen-

tence, nemá-li volné promìnné.

Formule x+y = y+x je otevøená, má pouze volné promìnné. Formule 1+1 > 0

je otevøená sentence, nemá ani volné ani vázané promìnné. Formule

(8x)(8z)((x < z)! (9y)((x < y) & (y < z)))

vyjadøuje, ¾e mezi ka¾dými dvìma èísly existuje tøetí. Je to sentence, v¹echny

její promìnné jsou v ní vázané. Také v zápise formulí budeme vynechávat závor-

ky, pokud nevznikne nejednoznaènost. Následují-li po sobì dva kvanti�kátory

stejného typu, nebudeme znak kvanti�kátoru opakovat. Uvedenou formuli pak

zapí¹eme

(8x; z)(x < z ! (9y)(x < y < z))

8



Obdobou volných promìnných jsou parametry poèítaèového programu. For-

mule vyjadøuje nìjaké tvrzení o svých volných promìnných. Vázané promìnné

jsou obdobou pomocných promìnných programu, které jsou u¾ivateli skryty.

Uva¾ujeme-li o nìjaké formuli ', která má volné promìnné x

1

; : : : ; x

n

(a pøí-

padnì dal¹í volné promìnné), zapisujeme ji '(x

1

; : : : ; x

n

). Tím naznaèujeme, ¾e

volné promìnné hrají roli parametrù. Øecké písmeno ' tedy pou¾íváme jako

promìnnou pro formule. Zápis '(x) znamená, ¾e ' je nìjaká formule, která má

volnou promìnnou x a pøípadnì dal¹í volné promìnné. Symboly t a s pou¾íváme

podobnì jako promìnné pro termy a x

1

; : : : ; x

n

pou¾íváme jako promìnné pro

promìnné.

Je-li '(x) formule, která má volnou promìnnou x (a pøípadnì dal¹í volné

promìnné) a je-li t term, znaèíme '(t) formuli, která vznikne tak, ¾e ka¾dý vý-

skyt promìnné x nahradíme termem t. Aby pøitom nedo¹lo ke zmìnì významu,

je nutné, aby t neobsahoval promìnné vázané v '. V tomoto pøípadì øíkáme, ¾e

term t je substituovatelný za promìnnou x do formule '. Napøíklad je-li

'(x) � (9u)(x < u < 0);

je '(0) � (9u)(0 < u < 0) a '(y+1) � (9u)(y+1 < u < 0). Pokud bychom v¹ak

dosadili za x term u+1, dostali bychom formuli '(u+1) � (9u)(u+1 < u < 0)

se zcela jiným významem. Term u + 1 není substituovatelný za x do formule

(9u)(0 < u < x).

2.2 Sémantika predikátového poètu

Podobnì jako pro formule výrokového poètu, chceme i pro formule predikáto-

vého poètu stanovit, zda jsou pravdivé èi nepravdivé. Pravdivost formulí predi-

kátového poètu v¹ak závisí na tom, o jakých matematických objektech hovoøí.

Napøíklad formule (9x)(x < 0) je pravdivá ve strukturách Z, Q a R, není v¹ak

pravdivá ve struktuøe N ani v ¾ádnémZ

n

. I v rámci jedné struktury pravdivost

nebo platnost formule závisí na hodnotì jejích promìnných. Formule x > 0 platí

pro 1 ale neplatí pro 0.

Pro urèení pravdivosti èi nepravdivosti formulí nejprve urèíme hodnoty ter-

mù. Hodnota termu t s promìnnými x

1

; : : : ; x

n

závisí na tom jakou hodnotu

mají tyto promìnné. Je-li M struktura a a

1

; : : : ; a

n

její prvky je

t[x

1

: a

1

; : : : ; x

n

: a

n

]

M

prvek struktury M který získáme, dosadíme-li do termu t za promìnné x

i

prvky

a

i

. Napøíklad ve struktuøe N je

((x+ 1) � y)[x : 2; y : 3]

N

= 9; ((x + 1) � y)[x : 3; y : 2]

N

= 8

Pravdivost formulí závisí na hodnotì jejich volných promìnných. Pro formuli '

s volnými promìnnými x

1

; : : : ; x

n

, strukturu M a a

1

; : : : ; a

n

její prvky budeme

de�novat vztah

M ; [x

1

: a

1

; : : : ; x

n

: a

n

] j= '
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¾e formule ' platí ve struktuøe M pøi hodnotách a

i

promìnných x

i

.

Nech» (t < s) nebo (t = s) je atomární formule s promìnnými x

1

; : : : ; x

n

. Pak

M ; [x

1

: a

1

; : : : ; x

n

: a

n

] j= (t < s) právì kdy¾

t[x

1

: a

1

; : : : ; x

n

: a

n

]

M

< s[x

1

: a

1

; : : : ; x

n

: a

n

]

M

M ; [x

1

: a

1

; : : : ; x

n

: a

n

] j= (t = s) právì kdy¾

t[x

1

: a

1

; : : : ; x

n

: a

n

]

M

= s[x

1

: a

1

; : : : ; x

n

: a

n

]

M

Napøíklad N; [x : 2; y : 3] j= (x � x > y) proto¾e (x � x)[x : 2; y : 3]

N

= 4 a

y[x : 2; y : 3]

N

= 3. Promìnné x

1

; : : : ; x

n

se nemusí v¹echny vyskytovat v obou

termech t a s. Promìnné navíc zde v¹ak nevadí, hodnota termu na nich nezávisí.

Podobnì

N; [x : 3; y : 7] j= (x � x > y); N; [x : 3; y : 9] 6j= (x � x > y)

Zde 6j= znamená, ¾e formule není splnìna.

Platnost formulí vytvoøených logickými spojkami se de�nuje stejnì jako ve výro-

kovém poètu. Je-li ' formule s volnými promìnnými x

1

; : : : ; x

n

a a

1

; : : : ; a

n

2 M ,

pak

M ; [x

1

: a

1

; : : : ; x

n

: a

n

] j= :' právì kdy¾ M ; [x

1

: a

1

; : : : ; x

n

: a

n

] 6j= '

Je-li ' &  formule, její¾ v¹echny volné promìnné jsou x

1

; : : : ; x

n

, pak

M ; [x

1

: a

1

; : : : ; x

n

: a

n

] j= (' &  ) právì kdy¾

M ; [x

1

: a

1

; : : : ; x

n

: a

n

] j= ' a M ; [x

1

: a

1

; : : : ; x

n

: a

n

] j=  

a podobnì pro dal¹í logické spojky. Nakonec význam kvanti�kátorù. Nech» ' je

formule s volnými promìnnými x; x

1

; : : : ; x

n

a a

1

; : : : ; a

n

2 M . Pak

M ; [x

1

: a

1

; : : : ; x

n

: a

n

] j= (8x)' právì kdy¾ pro ka¾dé a 2 M ; platí

M ; [x : a; x

1

: a

1

; : : : ; x

n

: a

n

] j= '

M ; [x

1

: a

1

; : : : ; x

n

: a

n

] j= (9x)' právì kdy¾ existuje a 2 M ; pro které

M ; [x : a; x

1

: a

1

; : : : ; x

n

: a

n

] j= '

Jestli¾e formule je sentence, její platnost nezávisí na hodnotách ¾ádných pro-

mìnných, závisí pouze na struktuøe. Má-li fomule volné promìnné, øíkáme ¾e

platí v nìjaké struktuøe, platí-li v ní pro v¹echny mo¾né hodnoty jejích volných

promìnných.

De�nice 4 Formule ' s volnými promìnnými x

1

; : : : ; x

n

platí ve struktuøe M

(M j= '), jestli¾e pro ka¾dé prvky a

1

; : : : ; a

n

struktury M platí

M ; [x

1

: a

1

; : : : ; x

n

: a

n

] j= '
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To znamená

M j= ' právì kdy¾ M j= (8x

1

) � � � (8x

n

)'

Formuli (8x

1

) : : : (8x

n

)' nazýváme uzávìrem formule '. Formule je tedy plat-

ná v nìjaké struktuøe právì kdy¾ je v ní platný její uzávìr.

Má-li struktura M koneèný poèet prvkù, je zji¹tìní platnosti sentencí v této

struktuøe algoritmizovatelné: staèí probrat v¹echny mo¾né hodnoty, kterých její

promìnné mohou nabývat. Z tabulky sèítání ve struktuøe Z

3

napøíklad zjistíme,

¾e toto sèítání nezávisí na poøadí, tak¾e Z

3

j= (x + y = y + x), a tedy také

Z

3

j= (8x)(8y)(x + y = y + x).

Uká¾eme dále, ¾e ve struktuøe Z

3

existují opaèné prvky.

Z

3

; [x : 0; y : 0] j= (x+ y = 0), tedy Z

3

; [x : 0] j= (9y)(x + y = 0)

Z

3

; [x : 1; y : 2] j= (x+ y = 0), tedy Z

3

; [x : 1] j= (9y)(x + y = 0)

Z

3

; [x : 2; y : 1] j= (x+ y = 0), tedy Z

3

; [x : 2] j= (9y)(x + y = 0)

Odtud ji¾

Z

3

j= (8x)(9y)(x + y = 0)

V nekoneèných strukturách takto platnost formulí ovìøovat nemù¾eme, proto¾e

by to znamenalo vy¹etøit nekoneènì mnoho mo¾ností. Nevíme s jistotou, zda

pro pøirozená èísla platí komutativní zákon, tj. zda N j= x + y = y + x, vìøíme

tomu v¹ak na základì na¹í pøedstavy o pøirozených èíslech. V logické výstavbì

matematiky mají takováto zøejmá leè nevykazatelná tvrzení charakter axiomù,

které pøijímáme a z nich odvozujeme slo¾itìj¹í tvrzení.

Cvièení. Rozhodnìte, zda pro n > 1 platí

1.Z

n

j= x � (y + z) = x � y + x � z

2.Z

n

j= (8x)(9y)(x + y = 0)

3.Z

n

j= (9y)(8x)(x + y = 0)

4.Z

n

j= (8x)(x 6= 0! (9y)(x � y = 1))

5.Z

n

j= x < y ! x+ z < y + z

6.Z

n

j= (8x)(9y)(y > x)

7.Z

n

j= (9x)(9y)(9z)(x 6= y 6= z 6= x)

2.3 Logicky pravdivé formule

Pøesto¾e obecnì platnost formulí v nekoneèných strukturách nelze pøímo ovìøo-

vat, u mnohých formulí to mo¾né je. Mezi nì patøí v¹echny tautologie.

De�nice 5 Formule ' predikátového poètu je tautologie, jestli¾e vznikne z nì-

jaké tautologie  výrokového poètu tak, ¾e v ní ka¾dou výrokovou promìnnou

nahradíme nìjakou formulí predikátového poètu.
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Napøíklad p! p je tautologie výrokového poètu, tak¾e formule

(x > 0)! (x > 0); nebo (9x)(x+ 1 = 0)! (9x)(x+ 1 = 0)

jsou tautologie predikátového poètu. Tyto formule platí pro ka¾dé ohodnocení

svých promìnných nejen ve struktuøe N, ale dokonce v ka¾dé myslitelné struktu-

øe, a» jsou aritmetické operace a nerovnosti de�novány jakkoliv. Takové formule

nazýváme logicky pravdivé.

De�nice 6 Øíkáme, ¾e formule ' je logicky pravdivá, jestli¾e platí v ka¾dé ne-

prázdné struktuøe.

j= ' jestli¾e M j= ' pro ka¾dou neprázdnou strukturu M

Ka¾dá tautologie je logicky pravdivá. Napøíklad ka¾dá formule tvaru ' &  !

', kde ',  jsou libovolné formule, je tautologie a tedy logicky pravdivá. Tauto-

logie v¹ak nejsou jediné logicky pravdivé formule. Napøíklad pro ka¾dou formuli

'(x; y) (s volnými promìnnými x a y) je

j= (8x)(8y)'(x; y) � (8y)(8x)'(x; y)

logicky pravdivá formule, ale není to tautologie. Je toti¾ M j= (8x)(8y)'(x; y)

právì kdy¾ pro v¹echna a; b 2 M platí M ; [x : a; y : b] j= '(x; y), a to platí

právì kdy¾ M j= (8y)(8x)'(x; y). Obdobnì lze zamìòovat poøadí existenèních

kvanti�kátorù, tak¾e

j= (9x)(9y)' � (9y)(9x)'

Zajímavìj¹í je zámìna obecného a existenèního kvanti�kátoru. Zde ekvivalence

neplatí. Je napøíklad

Z

3

j= (8x)(9y)(x + y = 0); ale Z

3

6j= (9y)(8x)(x + y = 0)

V opaèném smìru v¹ak implikace platí

Tvrzení 7 (Zámìna poøadí kvanti�kátorù)

j= (9y)(8x)'(x; y) ! (8x)(9y)'(x; y)

Dùkaz: Nech» x; y; z

1

; : : : ; z

n

jsou volné promìnné formule '. Nech» M je struk-

tura, c

1

; : : : ; c

n

prvky M a

M ; [z

1

: c

1

; : : : ; z

n

: c

n

] j= (9y)(8x)'(x; y)

tak¾e existuje prvek b struktury M , takový ¾e

M ; [y : b; z

1

: c

1

; : : : ; z

n

: c

n

] j= (8x)'(x; y)
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Pro ka¾dé a 2 M je tedy M [x : a; y : b; z

1

: c

1

; : : : ; z

n

: c

n

] j= '(x; y), tak¾e

M ; [x : a; z

1

: c

1

; : : : ; z

n

: c

n

] j= (9y)'

a

M ; [z

1

: c

1

; : : : ; z

n

: c

n

] j= (8x)(9y)'(x; y)

Pro ka¾dé c

1

; : : : ; c

n

je tedy

M ; [z

1

: c

1

; : : : ; z

n

: c

n

] j= (9y)(8x)'(x; y) ! (8x)(9y)'(x; y)

tak¾e j= (9y)(8x)'(x; y) ! (8x)(9y)'(x; y) je logicky pravdivá formule. 2

Z tohoto argumentu také vidíme, proè neplatí opaèná implikace. Jestli¾e pro

ka¾dé a 2 M existuje b 2 M pro které M ; [x : a; y : b] j= ', tato b mohou být

pro rùzná a rùzná. Nemusí existovat b, s kterým by ' platila pro v¹echna a.

Dal¹í dùle¾ité logicky pravdivé formule jsou De Morganova pravidla, která

ukazují, jak se neguje kvanti�kovaná formule.

Tvrzení 8 (de Morganova pravidla)

j= :(8x)'(x) � (9x):'(x)

j= :(9x)'(x) � (8x):'(x)

Dùkaz: Nech» y

1

; : : : ;y

n

jsou volné promìnné formule (8x)', nech» M je struk-

tura a b

1

; : : : ; b

n

její prvky. Je-li

M ; [y

1

: b

1

; : : : ;y

n

: b

n

] j= :(8x)'(x)

pak M ; [y

1

: b

1

; : : : ;y

n

: b

n

] 6j= (8x)'(x) a existuje a 2 M , pro které

M ; [x : a;y

1

: b

1

; : : : ;y

n

: b

n

] 6j= '(x)

tak¾e

M ; [x : a;y

1

: b

1

; : : : ;y

n

: b

n

] j= :'(x)

Je tedy M ; [y

1

: b

1

; : : : ;y

n

: b

n

] j= (9x):'(x). Dokázali jsme

M ; [y

1

: b

1

; : : : ;y

n

: b

n

] j= :(8x)'(x)! (9x):'(x)

Podobnì pro opaènou implikaci. Druhé (duální) tvrzení z toho plyne pou¾itím

na formuli :'.

De Morganova pravidla mù¾eme pova¾ovat za jakési "nekoneèné tautologie",

díváme-li se na obecný kvanti�kátor jako na nekoneènou konjunkci a na existenè-

ní kvanti�kátor jako na nekoneènou disjunkci. Uva¾ujme koneènou strukturu M

a pøedpokládejme, ¾e v¹echny její prvky a

1

; : : : ; a

n

jsou také konstanty jazyka
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L. Taková situace nastává pro ná¹ algebraický jazyk L u struktury Z

2

= f0; 1g.

Pak

M j= (8x)'(x) � '(a

1

) & � � � & '(a

n

)

M j= (9x)'(x) � '(a

1

) _ � � � _ '(a

n

)

V koneèné struktuøe de Morganova pravidla predikátového poètu odpovídají de

Morganovým pravidlùm výrokového poètu.

:(8x)'(x) � :('(a

1

) & � � � & '(a

n

)) � (:'(a

1

) _ � � � _ :'(a

n

))

� (9x):'(x)

Chápeme-li obecný kvanti�kátor jako zobecnìnou konjunkci a existenèní kvanti-

�kátor jako zobecnìnou disjunkci, nahlédneme jakým zpùsobem komutují kvan-

ti�kátory s konjunkcí a disjunkcí.

Tvrzení 9 Následující formule jsou logicky pravdivé:

(8x)('(x) &  (x)) � (8x)'(x) & (8x) (x)

(9x)('(x) &  (x)) ! (9x)'(x) & (9x) (x)

(8x)'(x) _ (8x) (x) ! (8x)('(x) _  (x))

(8x)'(x) & (8x) (x) � (8x)('(x) &  (x))

Opaèné implikace v druhém a tøetím øádku neplatí. To je okam¾itì vidìt je-li

 � :', napøíklad '(x) � (x > 0). Evidentnì neplatí formule

(9x)(x > 0) & (9x)(x � 0) ! (9x)(x > 0 & x � 0)

(8x)(x > 0 _ x � 0)) ! (8x)(x > 0) _ (8x)(x � 0)

(Pí¹meme zde x � 0 místo :(x > 0).) Obdobnì mù¾eme nìkdy zamìòovat

kvanti�kátory s dal¹ími logickými spojkami.

Tvrzení 10

j= (8x)('(x)!  (x)) ! ((8x)'(x)! (8x) (x))

Dùkaz: Pou¾ijeme tautologie výrokového poètu

(p! (q! r)) � (p & q)! r)

a pøevedeme uva¾ovanou formuli na ekvivalentní

j= ((8x)('!  (x)) & (8x)'(x))! (8x) (x)
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Je-li M j= (8x)('(x)!  (x)) a M j= (8x)'(x), je pro v¹echna a 2 M ,

M ; [x : a] j= ('(x)!  (x)); M ; [x : a] j= '(x)

a tedy M ; [x : a] j=  (x). Z toho ji¾ olyne M j= (8x) (x).

V¹imnìme si, ¾e obrácená implikace neplatí. Ve struktuøe celých èísel platí

Zj= (8x)(x < 0)! (8x)(0 < x)

proto¾e premisa implikace neplatí. Neplatí v¹ak (8x)(x < 0! 0 < x).

Subtilnìj¹í je otázka logické pravdivosti formule

(8x)'(x)! (9x)'(x)

Pokud by toti¾ M byla prázdná struktura, která nemá ¾ádné prvky, pak tato

formule vM neplatí. Premisa implikace øíká, ¾e ' platí pro jakýkoliv prvek struk-

tury. Nemá-li struktura ¾ádný prvek, není co ovìøovat, tak¾e premisa (8x)'(x)

platí. Neplatí v¹ak závìr (9x)'(x). Tuto paradoxní situaci vylouèíme tak, ¾e

budeme uva¾ovat jen neprázdné struktury, jako v De�nici 6. V neprázdných

strukturách tato formule platí, tak¾e podle na¹í de�nice je logicky pravdivá

j= (8x)'(x)! (9x)'(x)

Vztah mezi obecnou platností a existencí vyjadøují také následující formule.

Tvrzení 11 Nech» t je term substituovatelný za promìnnou x do formule '(x).

Pak následující formule jsou logicky pravdivé

j= (8x)'(x)! '(t)

j= '(t)! (9x)'(x)

Dùkaz: Pøipomeòme, ¾e term t je substituovatelný za promìnnou x do for-

mule '(x), jestli¾e t neobsahuje ¾ádnou promìnnou, která je vázaná v '. Nech»

x

1

; : : : ; x

n

jsou v¹echny promìnné volné ve formuli'(t),M struktura a a

1

; : : : ; a

n

její prvky. Proto¾e t neobsahuje jiné promìnné ne¾ x

1

; : : : ; x

n

, závisí jeho hod-

nota jenom na a

1

; : : : ; a

n

. Oznaème a = t[x

1

: a

1

; : : : ; x

n

: a

n

]

M

. Jestli¾e

M ; [x

1

: a

1

; : : : ; x

n

: a

n

] j= (8x)'(x)

pak také pro prvek a platí M ; [x : a; x

1

: a

1

; : : : ; x

n

: a

n

] j= '(x). Z toho plyne

M ; [x

1

: a

1

; : : : ; x

n

: a

n

] j= '(t)

proto¾e v obou pøípadech se za termy dosazují stejné prvky. Dokázali jsme tedy

M ; [x

1

: a

1

; : : : ; x

n

: a

n

] j= (8x)'(x)! '(t)
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tak¾e (8x)'(x)! '(t) je logicky pravdivá formule. Druhá formule z ní plyne s

pou¾itím tautologie (p! q) � (:q ! :p). Je toti¾

:(9x)'(x) � (8x):'(x)! :'(t)

Dal¹í logicky pravdivé formule vznikají, jestli¾e se kvanti�kuje logická spojka,

její¾ jedna z formulí neobsahuje kvanti�kovanou promìnnou.

Tvrzení 12 Nech» promìnná x se nevyskytuje ve formuli '. Pak

j= (8x)('!  (x))! ('! (8x) (x))

Dùkaz: Nech» x

1

; : : : ; x

n

jsou v¹echny volné promìnné formule (8x)('!  (x)).

Nech» M je struktura, a

1

; : : : ; a

n

2 M a

M ; [x

1

: a

1

; : : : ; x

n

: a

n

] j= (8x)('!  (x)) & '

Pak pro v¹echna a 2 M platí

M ; [x : a; x

1

: a

1

; : : : ; x

n

: a

n

] j= '!  (x); a M ; [x : a; x

1

: a

1

; : : : ; x

n

: a

n

] j= '

tak¾e

M ; [x : a; x

1

: a

1

; : : : ; x

n

: a

n

] j=  (x)

M ; [x

1

: a

1

; : : : ; x

n

: a

n

] j= (8x) (x)

Je tedy

(8x)('!  (x)) & '! (8x) (x))

a odtud ji¾ plyne tvrzení.

Cvièení. Rozhodnìte, zda následující formule jsou logicky pravdivé

1. (9x)('(x)!  (x))! ((9x)'(x)! (9x) (x))

2. ((9x)'(x)! (9x) (x))! (9x)('(x)!  (x))

3. (9x)('(x) �  (x)) ! ((9x)'(x) � (9x) (x))

4. ((9x)'(x) � (9x) (x)) ! (9x)('(x) �  (x))

5. (8x)('(x) �  (x)) ! ((8x)'(x) � (8x) (x))

6. ((8x)'(x) � (8x) (x)) ! (8x)('(x) �  (x))

7. (8x)('(x)!  (x))! ((9x)'(x)! (9x) (x))

8. ((8x)'(x)! (8x) (x))! (9x)('(x)!  (x))

2.4 Teorie

Studujeme-li nìjakou matematickou strukturu, nazajímáme se ani tak o logicky

pravdivé formule, jako spí¹e o to, èím je tato struktura charakteristická, které

formule platí v ní a neplatí tøeba v jiných strukturách. Proto¾e se ale jedná

o strukturu nekoneènou, nelze pravdivost formulí ovìøovat pøímo. Ovìøit zda
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platí N j= x+ y = y + x znamená vy¹etøit nekoneènì mnoho mo¾ností. O prav-

divosti této formule jsme nicménì pøesvìdèeni. Toto pøesvìdèení se asi opírá

o geometrickou pøedstavu: pøemis»ujeme-li nìjaké objekty v prostoru a rùznì

je seskupujeme, jejich poèet se nezmìní. Dal¹í dùvod je algoritmický. Algorit-

mus sèítání pøirozených èísel (v desetinné soustavì) zøejmì nezále¾í na poøadí

sèítancù.

V logice mají takováto zøejmá tvrzení povahu axiomù. Pøedpokládáme, ¾e

platí, a sna¾íme se zjistit, jaké mají v¹echny dùsledky. Soubor takovýchto axio-

mù nazýváme teorií. Za axiomy teorie pøirozených èísel se vìt¹inou pøijímají

algebraické identity jako komutativní a asociativní zákon pro sèítání a násobení

a zákon distributivní. Dal¹í dùle¾itý axiom je Princip matematické induk-

ce. Platí-li nìjaké tvrzení pro nulu, a jestli¾e z jeho platnosti pro x plyne také

platnost pro x + 1, pak toto tvrzení platí pro v¹echna pøirozená èísla. Takové

tvrzení mù¾e být libovolná formule '(x) a princip indukce pro '(x) vyjadøuje

formule

'(0) & (8x)('(x)! '(x+ 1))! (8x)'(x)

V teorii pøirozených èísel se za axiom pøijímá ka¾dá formule tohoto tvaru, øíká-

me, ¾e to je schema axiomù. Teorie tedy mù¾e mít i nekoneènì mnoho axiomù,

podstatné v¹ak je, ¾e lze algoritmicky rozhodnout, která formule je axioma která

ne.

Z axiomù teorie a z logicky pravdivých formulí odvozujeme dal¹í formule

pomocí dedukèních pravidel. Platí-li napøíklad v nìjaké struktuøe M j= ' a

M j= ' !  , platí také M j=  . Toto dedukèní pravidlo se nazývá pravidlo

modus ponens. Pravidlo generalizace øíká, ¾e platí-li v nìjaké struktuøe

M j= '(x), platí v ní také M j= (8x)'(x). Dedukèní pravidla modus ponens a

generalizace zapisujeme gra�cky

', '!  

 

'(x)

(8x)'(x)

Nìkterá dedukèní pravidla jsou zalo¾ena na tautologiích. Napøíklad pravidlo

modus ponens je zalo¾eno na tautologii ' & (' !  ) !  . Dedukèní pravidlo

generalizace v¹ak na tautologii zalo¾eno není, proto¾e '(x) ! (8x)'(x) ani

není formule. Promìnná x by v ní byla jak volná tak vázaná. Pøejmenujeme-li

promìnnou x, dostáváme formuli '(x)! (8y)'(y), a ta není ani tautologie ani

není logicky platná. Napøíklad formule x < 0! (8y)(y < 0) neplatí ve struktuøe

Zpro x = �1.

Dal¹í dedukèní pravidla jsou

',  

' &  

'! �,  ! �

' _  ! �

Tím, ¾e vymezíme nìjakou teorii (jako soubor axiomù), nevymezíme zpra-

vidla jedinou strukturu. Za axiomy sice pøijímáme formule, o kterých pøedpoklá-

dáme, ¾e platí ve struktuktuøe, kterou studujeme, mohou v¹ak platit i v dal¹ích
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strukturách. Studujeme-li teorii, studujeme tedy souèasnì v¹echny struktury, ve

kterých platí axiomy této teorie. Takové struktury nazýváme modely teorie.

De�nice 13

1. Teorie je soubor axiomù.

2. Struktura M je model teorie T , jestli¾e ka¾dá formule  teorie T platí v M ,

tj. M j=  .

3. Øíkáme, ¾e formule ' logicky vyplývá z teorie T a pí¹eme T j= ', jestli¾e v

ka¾dém modelu M teorie T platí M j= '.

T j= ' jestli¾e M j= ' pro ka¾dý model M teorie T

Pokud chceme vymezit formálnì také pojem dùkazu, pøijmeme za axiomy

nìkteré logicky pravdivé formule a stanovíme nìkterá dedukèní pravidla. V dù-

kazech pak pou¾íváme pouze tyto stanovené axiomy a dedukèní pravidla. Uve-

deme si jeden takový axiomatický systém, který pracuje pouze s logickými spoj-

kami negace a implikace (ostatní logické spojky se v tomto systému chápou jako

zkratky).

De�nice 14 Logický axiom je ka¾dá formule následujícího tvaru

1. '! ( ! ')

2. ('! ( ! �))! (('!  )! ('! �))

3. (: ! :')! ((: ! ')!  )

4. (8x)'(x)! '(t), pokud t je substituovatelný za x.

5. (8x)('!  (x))! ('! (8x) (x)) kde x není volná ve formuli '.

2.5 Teorie rovnosti

Predikát rovnosti = má vyjímeèné postavení, pokud ho v ka¾dé struktuøe inter-

pretujeme jako identitu. Vlastnostmi identity se zabývá teorie rovnosti. Její axio-

my jsou re
exivita, symetrie a tranzitivita. Rovnost je také kongruencí vzhledem

k aritmetickým operacím. To znamená, ¾e rovnají-li se argumenty aritmetické

operace, rovná se i její výsledek. Také predikáty nezmìní svou pravdivostní hod-

notu pøi zámìnì stejnými prvky. Pro algebraický jazyk L = f0; 1;+; �; <;=g

sestává teorie rovnosti z následujících axiomù

De�nice 15 Axiomy rovnosti jsou následující formule.

(x = x) re
exivita

(x = y)! (y = x) symetrie

(x = y) & (y = z)! (x = z) tranzitivita

(x = y)! (x+ z = y + z) & (z + x = z + y) kongruence pro sèítání

(x = y)! (x � z = y � z) & (z � x = z � y kongruence pro násobení

(x = y) & (x < z)! (y < z) kongruence pro nerovnost

(x = y) & (z < x)! (z < y)
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V teorii rovnosti mù¾eme napøíklad odvodit

(x = y)! (x+ z) = (y + z)! (x+ z) � v = (y + z) � v

a podobné identity. Obecnì, je-li t(x) term s promìnnou x a t(y) term který

získáme z t(x) nahrazením x za y, pak lze v teorii rovnosti odvodit

(x = y)! (t(x) = t(y))

Podobnì je-li '(x) formule, lze odvodit

(x = y) & '(x)! '(y)

Napøíklad

(x = y) & (9z > x)! (9z > y)

2.6 Dal¹í kvanti�kátory

Pro pøehlednìj¹í a krat¹í zápis matematických tvrzení se predikátový poèet roz-

víjí je¹tì o dal¹í typy kvanti�kátorù. Jsou to zejména omezené kvanti�kátory

a kvanti�kátor jednoznaèné existence. Omezený kvanti�kátor se nevztahuje na

v¹echny mo¾né hodnoty, ale omezuje je nìjakou podmínkou.

Je-li '(x) formule a y promìnná, která není vázaná v '(x), pí¹eme

(8x < y)'(x) � (8x)((x < y) ! '(x))

(9x < y)'(x) � (9x)((x < y) & '(x))

Toto roz¹íøení syntaxe predikátového poètu mù¾eme chápat dvìma zpùsoby.

Buïto jsou omezené kvanti�kátory pouhé zkratky. Formule, ve kterých se vysky-

tují, jsou pouze zkrácené zápisy skuteèných formulí utvoøených podle De�nice 3.

Druhá mo¾nost je roz¹íøit syntaktickou de�nici formulí také o tyto konstrukty.

Uvedené ekvivalence, které je vymezují, se pak stanou logicky pravdivými for-

mulemi. V¹imnìmì si, ¾e také pro omezené kvanti�kátory platí de Morganova

pravidla

:(8x < y)'(x) � :(8x)((x < y)! '(x)) � (9x)((x < y) & :'(x))

� (9x < y):'(x)

Obecnì v¹ak neplatí formule (8x < y)'(x) ! (9x < y)'(x) Napøíklad v algeb-

raických strukturách neplatí formule

(8x < 0)(x > 0)! (9x < 0)(x > 0)

Dal¹í nový kvanti�kátor je jednoznaèná existence. Formule

'(y) & '(z)! y = z
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vyjadøuje, ¾e neexistují dva rùzné objekty, které splòují formuli '. To znamená,

¾e objekt, pro který platí ', buï vùbec neexistuje nebo existuje právì jeden.

Kvanti�kátor jednoznaèné existence 9! vyjadøuje, ¾e takový objekt existuje prá-

vì jeden. Je tedy

(9!x)'(x) � (9x)'(x) & (8y)(8z)('(y) & '(z)! y = z)

Napøíklad ve struktuøe Z

3

(a v ka¾dé struktuøe Z

n

) platí

Z

3

j= (8x)(9!y)(x + y = 0)

To znamená, ¾e ka¾dý prvek má právì jeden prvek opaèný.

2.7 De�nice

Studujeme-li nìjakou matematickou strukturu, nevystaèíme pouze s tìmi pre-

dikáty a operacemi, které jsme zavedli na poèátku. Nové predikáty a operace se

zavádìjí pomocí de�nic, co¾ jsou axiomy speciálního typu. Ve struktuøe N na-

pøíklad zavádíme pojem "býti prvoèíslem". To je jednoèetný predikát. Zvolíme

si pro nìj nìjaký nový znak, napøíklad P a pøidáme axiom

P (x) � (8y)(8z)(x = y � z ! (y = 1 _ z = 1))

Dvouèetný predikát D(x; y) vyjadøující, ¾e y je dìlitelné x de�nujeme axiomem

D(x; y) � (9z)(x � z = y)

Takovéto nové predikáty lze de�novat libovolnou formulí. Je-li '(x

1

; : : : ; x

n

)

formule s n volnými promìnnými, de�nujeme nový n-èetný predikát P axiomem

P(x

1

; : : : ; x

n

) � '(x

1

; : : : ; x

n

)

Zavedení nových operaceí je slo¾itìj¹í. Lze je zavést pokud jsou v¹ude de�novány

a jsou jednoznaèné. Napøíklad ve struktuøe Z

3

(a v ka¾dé struktuøe Z

n

) platí

formule

Z

3

j= (8x)(8y)(9!z)(x + z = y)

Mù¾eme tedy zavést novou operaci � odèítání axiomem

(8x)(8y)(x + (y � x) = y)

Novì de�novaná operace je pak splòuje axiomy rovnosti, tj. platí

(x = y) ! (x� z = y � z); (x = y)! (z � x = z � y)

Je toti¾

(x = y) ! z + (x� z) = x = y = z + (y � z)! (x� z = y � z)

(x = y) ! x+ (z � x) = z = y + (z � y) = x+ (z � y)! (z � x = z � y)
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Obecnì, je-li '(x; y; z) formule s tøemi volnými promìnnými a jestli¾e platí

(8x)(8y)(9!z)'(x; y; z)

lze zavést novou binární operaci F de�nicí

(8x)(8y)'(x; y; F (x; y))

Obdobnì lze zavést nové jednoèetné operace a také nové konstanty. Je-li '(x)

formule s jednou volnou promìnnou a jestli¾e platí (9!x)'(x), lze zavést novou

konstantu C de�nicí '(C) a platí (8x)('(x)! x = C).

3 Teorie mno¾in

Teorie mno¾in zaujímá v souèasné matematice významné postavení tím, ¾e jí

poskytuje logické základy. Ka¾dou matematickou oblast lze vnoøit do teorie

mno¾in tak, ¾e se ka¾dý matematický objekt reprezentuje nìjakou mno¾inou.

Pøi studiu matematických objektù není toti¾ dùle¾ité, èím tyto objekty jsou, jak

jsou utvoøeny, ale jen jaké mají vlastnosti a jaké jsou jejich vzájemné vztahy.

Proto staèí, ¾e teorie mno¾in doká¾e nabídnout dostateèné mno¾ství mno¾in pro

konstrukci matematických objektù a má dostateènì bohatou strukturu vztahù.

Zdá se, ¾e predikát nále¾ení 2 je nejjednodu¹¹í matematický vztah, a proto jím

lze v¹echny ostatní matematické vztahy modelovat.

3.1 Univerzum mno¾in

Mno¾inu chápeme jako koneèný èi nekoneèný soubor prvkù. Svými prvky je

mno¾ina jednoznaènì urèena. Mno¾inu, která má prvky x

1

; : : : ; x

n

, znaèíme

fx

1

; : : : ; x

n

g. Speciálnì fxg je mno¾ina, která obsahuje jediný prvek x a fg

je prázdná mno¾ina, která neobsahuje ¾ádný prvek. Tu si oznaèíme symbolem

; = fg. Dal¹í mno¾iny postupnì vytváøíme z prázdné mno¾iny ;. První mno¾i-

na, kterou mù¾eme utvoøit, je mno¾ina f;g, která obsahuje právì jen prázdnou

mno¾inu. Je dùle¾ité si uvìdomit, ¾e ; 6= f;g. Prázdná mno¾ina neobsahuje

¾ádný prvek, mno¾ina f;g obsahuje jediný prvek a sice právì prázdnou mno¾i-

nu. Nyní ji¾ máme tedy dvì mno¾iny ; a f;g a z nich mù¾eme utvoøit novou

mno¾inu ff;gg, která má jediný prvek f;g a mno¾inu ff;g; ;g, která má dva

prvky. Takto vytváøíme mno¾iny postupnì po úrovních. Na urovni 0 je prázdná

mno¾ina. Na ka¾dé dal¹í úrovni se vytvoøí v¹echny mno¾iny z prvkù, které byly

vytvoøeny na úrovních pøedcházejících.
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0: ;

1: f;g

2: ff;gg, f;; f;gg

3: fff;ggg, ff;; f;ggg jednoprvkové mno¾iny

f;; ff;ggg, f;; f;; f;ggg, ff;g; ff;ggg,

ff;g; f;; f;ggg, fff;gg; f;; f;ggg dvouprvkové mno¾iny

f;; f;g; ff;ggg, f;; f;g; f;;f;ggg,

f;; ff;gg; f;; f;ggg, ff;g; ff;gg; f;;f;ggg tøíprvkové mno¾iny

f;; f;g; ff;gg;f;;f;ggg ètyøprvková mno¾ina

Z n prvkù lze vytvoøit celkem 2

n

mno¾in. Pro ka¾dý z tìchto prvkù toti¾ má-

me dvì mo¾nosti. Buï ho do uva¾ované mno¾iny dáme nebo ne a ka¾dá volba

tìchto mo¾ností urèuje jinou mno¾inu. Napøíklad ze tøí prvkù a; b; c lze vytvoøit

mno¾iny

;; fag; fbg; fcg; fa; bg; fa; cg;fb; cg;fa; b; cg

Oznaèíme-li a

n

poèet mno¾in vytvoøených celkovì na úrovních 0 a¾ n, je a

0

= 1,

a

1

= 2, a

2

= 4, a

3

= 2

4

= 16 a a

n+1

= 2

a

n

. Takto mù¾eme pokraèovat pro

v¹echny úrovnì èíslované pøirozenými èísly. Poèet mno¾in pøitom velmi rychle

roste.

V¹echny takto utvoøené mno¾iny jsou koneèné, mají koneèný poèet prvkù.

V mnoha oblastech matematiky s koneènými mno¾inami vystaèíme a omezíme

se pouze na teorii koneèných mno¾in. V jiných oblastech v¹ak pracujeme i s

nekoneènými mno¾inami jako je mno¾ina pøirozených èísel nebo mno¾ina reál-

ných èísel. Pøedstavíme-li si, ¾e máme vytvoøeny mno¾iny na v¹ech koneèných

úrovních, mù¾eme z nich vytváøet nekoneèné mno¾iny, napøíklad mno¾inu

f;; f;g; ff;gg; fff;ggg;ffff;gggg : : :g

Tato mno¾ina se objevuje teprve na nekoneèné úrovni. Z ní a z jiných koneèných

èi nekoneèných mno¾in lze sestavovat dal¹í mno¾iny, a tak lze pokraèovat dál k

vy¹¹ím a vy¹¹ím nekoneèným úrovním. Tyto úrovnì odpovídají tzv. ordinálním

èíslùm, která zobecòují èísla pøirozená. V¹echny takto vytvoøené mno¾iny tvoøí

soubor, které nazýváme univerzum mno¾in. Univerzum mno¾in tvoøí strukturu

pro predikát nále¾ení 2. Za axiomy teorie mno¾in budeme pøijímat formule, o

kterých vìøíme, ¾e v tomto univerzu mno¾in platí. Celé toto univerzum v¹ak ji¾

za mno¾inu pova¾ovat nemù¾eme, dostali bychom se do logického sporu.

3.2 Axiomy speci�kace

Univerzum mno¾in popsané v minulém odstavci, spolu s mno¾inovými operace-

mi jako je prùnik, sjednocení, budeme nyní popisovat formulemi v predikátového

poètu. Základní jazyk L = f2g sestává z jediného binárního predikátu 2 nále-

¾ení. Jako promìnné budeme pou¾ívat malá i velká písmena latinské abecedy.

Formule x 2 y znamená ¾e (mno¾ina) x nále¾í, èi je prvkem mno¾iny y. Její

negaci zapisujeme x 62 y � :(x 2 y). Jazyk teorie mno¾in budeme postupnì
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roz¹iøovat o dal¹í predikáty, operace a konstanty. Nejprve zavedeme dvouèet-

né predikáty rovnosti = a inkluze �, �. Mno¾ina je urèena svými prvky, dvì

mno¾iny se tedy rovnají, mají-li stejné prvky.

De�nice 16

x = y � (8u)(u 2 x � u 2 y)

x � y � (8u)(u 2 x! u 2 y)

x � y � x � y & x 6= y

Nerovnost x 6= y zde znamená :(x = y). Vlastnosti rovnosti jako re
exita,

symetrie a transitivita plynou ji¾ pøímo z této de�nice, není tøeba je pøijímat

jako nové axiomy rovnosti. Inkluze má vlastnosti èásteèného uspoøádání, tj.

re
exivitu, tranzitivitu a antisymetrii

Tvrzení 17

1. x = x re
exivita

2. (x = y) ! (y = x) symetrie

3. (x = y) & (y = z)! (x = z) tranzitivita

4. x � x re
exivita

5. (x = y) � (x � y) & (y � x) antisymetrie

6. (x � y) & (y � z)! (x � z) tranzitivita

Dùkaz: Z de�nice rovnosti dostáváme dosazením y za x

(x = x) � (8u)(u 2 x � u 2 x)

Na pravé stranì je uzávìr tautologie, tedy logicky pravdivá formule, tak¾e x = x.

Symetrie rovnosti plyne z tautologie (u 2 x � u 2 y) � (u 2 y � u 2 x) a

podobnì pro tranzitivitu.

Z de�nice rovnosti plyne formule

x = y ! (u 2 x � u 2 y)

která vyjadøuje, ¾e rovnost se vzhledem k druhému argumentu predikátu nále-

¾ení chová jako kongruence. Podobnou vlastnost pro promìnnou u ve formuli

(u 2 x) v¹ak nemáme a pøijmeme ji jako první axiom

Axiom 1 (Axiom rovnosti) (u = v)! (u 2 x � v 2 x)

Existenci prázdné mno¾iny zaruèíme axiomem

Axiom 2 (Axiom prázdné mno¾iny) (9z)(8u)(u 62 z)

Pomocí de�nice rovnosti uká¾eme, ¾e prázdná mno¾ina existuje jediná.
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Tvrzení 18 (9!z)(8u)(u 62 z)

Dùkaz: Je tøeba ukázat, ¾e ka¾dé dvì mno¾iny, které nemají ¾ádný prvek, jsou

si rovny, tj.

(8u)(u 62 z) & (8u)(u 62 w)! (z = w)

To plyne z De�nice 16 a logicky pravdivé formule

(8u)(u 62 z) & (8u)(u 62 w) � (8u)(u 62 z & u 62 w)

! (8u)(u 2 z � u 2 w)

Proto¾e existuje právì jedna mno¾ina, která nemá ¾ádné prvky, mù¾eme ji ozna-

èit novou konstantou ;.

De�nice 19 (Prázdná mno¾ina) (8u)(u 62 ;)

Dal¹ím axiomem zaruèíme existenci mno¾iny utvoøené z jediného prvku.

Axiom 3 (Axiom jednotice)

(8x)(9z)(8u)(u 2 z � u = x)

Opìt snadno doká¾eme, ¾e taková mno¾ina existuje jediná, tj.

(8x)(9!z)(8u)(u 2 z � u = x)

tak¾e de�nujeme jednoèetnou operaci

De�nice 20 (Jednotice)

(8x)(8u)(u 2 fxg � u = x)

Podobnì bychom mohli zaruèit existenci dvojice a trojice, to v¹ak lze zaruèit

najednou pomocí axiomu sjednocení dvou mno¾in

Axiom 4 (Axiom sjednocení)

(8x)(8y)(9z)(8u)(u 2 z � u 2 x _ u 2 y)

Taková mno¾ina existuje jediná:

(8x)(8y)(9!z)(8u)(u 2 z � u 2 x _ u 2 y)

a nazýváme ji sjednocení z = x [ y. To je dal¹í de�nice

De�nice 21 (Sjednocení)

(8x)(8y)(8u)(u 2 x [ y � u 2 x _ u 2 y)
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Slo¾ením tìchto operací nyní de�nujeme operaci dvojice fx; yg = fxg [ fyg. Je

ov¹em fx; xg = fxg. Podobnì de�nujeme trojici fx; y; zg = fx; yg[fzg a obecnì

n-tici.

Axiomy prázdné mno¾iny, jednotice a sjednocení zaruèují existenci v¹ech koneè-

ných mno¾in vytvoøených z prázdné mno¾iny. Existenci nekoneèných mno¾in

zatím zaruèenu nemáme, ale také jsme jejich existenci nevylouèili.

Mohlo by se zdát, ¾e pøinejmen¹ím pro práci s koneènými mno¾inami ji¾

máme dostateènì silné prostøedky. Av¹ak ji¾ tak jednoduchou a potøebnou ope-

raci jako je prùnik dvou mno¾in z tìchto axiomù neodvodíme, pøesto¾e uvnitø

univerza koneèných mno¾in prùnik ka¾dých dvou mno¾in existuje. Potí¾ je s

pøípadnými nekoneènými mno¾inami, pro které prùnik existovat nemusí.

Operaci prùniku lze jistì zavést dal¹ím axiomem a tak pokraèovat pro dal¹í

mno¾inové operace. Nabízí se ale obecnìj¹í postup. Mno¾iny èasto vytváøíme

tak, ¾e seskupíme v¹echny objekty, které mají urèitou vlastnost, tj. splòují ur-

èitou formuli. Je-li '(u) formule s volnou promìnnou u (a pøípadnì s dal¹ími

volnými promìnnými), chceme sestrojit mno¾inu, do které patøí v¹echny objekty

(mno¾iny) u, pro které '(u) platí. To je axiom

(9z)(8u)(u 2 z � '(u))

V¹imnìme si, ¾e axiomy prázdné mno¾iny, jednotice a sjednocení jsou jeho spe-

ciální pøípady pro formule

'(u) � u 6= u � false prázdná mno¾ina

'(u) � u = x jednotice

'(u) � (u 2 x) _ (u 2 y) sjednocení

Ve své plné obecnosti je v¹ak tento axiom sporný. Existovala by podle nìj také

mno¾ina v¹ech mno¾in a ta by musela obsahovat sama sebe. To je v rozporu s

na¹ím intuitivním pojetím mno¾in, logicky sporné to v¹ak je¹tì být nemusí. Do

sporu se v¹ak dostaneme, chceme-li utvoøit mno¾inu tìch mno¾in, které neobsa-

hují samu sebe, tj. pou¾ijeme-li ho na formuli '(u) � u 62 u. Kdyby existovala

mno¾ina z, obsahující v¹echny prvky s vlastností ', tj.

(8u)(u 2 z � u 62 u)

pak dosazením z za u dostáváme spor z 2 z � z 62 z. V¹imnìme si, ¾e tento

Russellùv paradox teorie mno¾in je zalo¾en na Epimenidovì paradoxu lháøe.

Východisko z tohoto paradoxu spoèívá v oslabení axiomu speci�kace. Máme-li

ji¾ utvoøenou nìjakou mno¾inu x, vydìlíme z ní ty prvky, které splòují formuli

' a z nich sestavíme novou mno¾inu.

Axiom 5 (Schema axiomù speci�kace)

(9z)(8u)(u 2 z � u 2 x & '(u))

kde '(u) je libovolná formule, která neobsahuje promìnnou z.
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Mno¾ina z je axiomem speci�kace urèena jednoznaènì. Platí

(8u)(u 2 z � u 2 x & '(u)) & (8u)(u 2 w � u 2 x & '(u))! z = w

tak¾e

(9!z)(8u)(u 2 z � u 2 x & '(u))

Ka¾dá formule '(u) tedy urèuje mno¾inovou operaci, její¾ èetnost je poèet vol-

ných promìnných formule '. Tuto mno¾inovou operaci znaèíme fu 2 x : '(u)g,

De�nice 22

u 2 fu 2 x : '(u)g � u 2 x & '(u)

Formule '(u) � u 2 y a '(u) � u 62 y tak urèují mno¾inový prùnik a rozdíl

De�nice 23

x \ y = fu 2 x : u 2 yg

x n y = fu 2 x : u 62 yg

Operace prùniku a sjednocení splòují podobné vlastnosti jako konjunkce a disjunk-

ce ve výrokovém poètu. Mno¾inový rozdíl n je analogií logické spojky ' & : .

Snadno ovìøíme identity

x \ y = y \ x

x \ (y [ z) = (x \ y) [ (x \ z)

x n (y \ z) = (x n y) [ (x n z)

Dùkazy takovýchto identit se pøevádí na odpovídající tautologie predikátového

poètu. Napøíklad

u 2 (x n (y \ z)) � u 2 x & u 62 (y \ z) � (u 2 x) & (u 62 y _ u 62 z)

� (u 2 x _ u 62 y) & (u 2 x _ u 62 z)

� u 2 (x n y) [ (x n z)

Omezení axiomu speci�kace zamezuje sice sporu, nìkteré potøebné mno¾i-

nové operace nám ale nezaruèí. Zejména se jedná o potenèní mno¾inu a obecné

sjednocení. Potenèní mno¾ina P(x) mno¾iny x sestává z mno¾iny v¹ech jejích

podmno¾in, napøíklad P(fa; bg) = f;; fag; fbg;fa; bgg. Obecné sjednocení U(x)

mno¾iny x je sjednocení v¹ech jejích prvkù, napøíklad U(fa; bg) = a[ b. V obou

tìchto pøípadech nemáme k dispozici mno¾inu, ze které bychom mohli prvky

P(x) nebo U(x) vybírat. Potøebujeme tedy je¹tì dva pøípady (neomezeného)

axiomu vydìlení pro formule '(u) � u � x a '(u) � (9v)(u 2 v 2 x).

Axiom 6 (Axiom potenèní mno¾iny)

(8x)(9z)(8u)(u 2 z � u � x)
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De�nice 24

(8x)(8u)(u 2 P(x) � u � x)

Platí P(;) = f;g a P(f;g) = f;; f;gg. Aplikujeme-li operaci potence na prázd-

nou mno¾inu n-krát, dostaneme v¹echny koneèné mno¾iny úrovnì men¹í ne¾ n.

Je-li xmno¾ina utvoøená na úrovni n, je P(x) mno¾ina utvoøená na úrovni n+1.

Axiom 7 (Axiom obecného sjednocení)

(8x)(9z)(8u)(u 2 z � (9v)(u 2 v 2 x))

De�nice 25

(8x)(8u)(u 2 U(x) � (9v)(u 2 v 2 x))

Je U(;) = ; ale také U(f;g) = ; a obecnìji U(fxg) = x, nebo»

u 2 U(fxg) � (9v)(u 2 v 2 fxg) � (9v)(u 2 v = x) � u 2 x

Sjednocení koneèné mno¾iny x lze ekvivalentnì vyjádøit operací [ tak ¾e po-

stupnì sjednotíme v¹echny prvky mno¾iny x. Je-li xmno¾ina utvoøená na úrovni

n+1, je U(x) mno¾ina utvoøená na úrovni n. Operace potence a obecného sjed-

nocení jsou do jisté míry k sobì inverzní. Je toti¾

Tvrzení 26 U(P(x)) = x � P(U(x)).

Dùkaz plyne pøímo z de�nice tìchto dvou operací:

u 2 U(P(x)) ! (9v)(u 2 v 2 P(x))! (9v)(u 2 v � x)

! u 2 x

u 2 x ! u 2 fug � x! u 2 fug 2 P(x)

! u 2 U(P(x))

u 2 x ! (8v)(v 2 u! v 2 U(x))! u � U(x)

! u 2 P(U(x))

Obrácená inkluze P(U(x)) � x neplatí. Napøíklad pro x = ffagg je

P(U(ffagg)) = P(fag) = f;; fagg 6= ffagg

Dal¹í vztahy dostáváme pro prùnik a sjednocení

Tvrzení 27

U(x [ y) = U(x) [ U(y)

U(x \ y) � U(x) \ U(y)

P(x [ y) � P(x) [ P(y)

P(x \ y) = P(x) \ P(y)
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Analogicky jako obecné sjednocení uva¾ujeme obecný prùnik mno¾iny jako prù-

nik v¹ech jejích prvkù. Obecný prùnik mno¾iny je èástí jejího obecného sjedno-

cení, existence obecného prùniku tedy plyne z axiomu speci�kace.

De�nice 28

I(x) = fu 2 U(x) : (8v 2 x)(u 2 v)g

Zøejmì I(;) = ; a také I(P(x)) = ;, nebo» I(;) � U(;) = ; a P(x) obsahuje

prázdnou mno¾inu. Neplatí v¹ak tvrzení u 2 I(x) � (8v 2 x)(u 2 v), speciálnì

neplatí pro x = ;, nebo» v tomto pøípadì je formule na pravé stranì splnìna

pro v¹echna u. Platí v¹ak

u 2 I(x) � (8v 2 x)(u 2 v) & x 6= ;

Cvièení. Nejdìte pøíklady mno¾in pro které platí

1. U(x) � x

2. U(x) 6� x

3. x � P(x)

4. x 6� P(x)

Urèete zda platí

5. U(x) � y ! x � P(y)

6. x � P(x)! U(x) � x

7. x � U(y)! P(x) � y

8. P(x) � y ! x � U(y)

9. P(x n y) = P(x) n P(y)

10. U(I(x)) = I(U(x))

11. P(I(x)) = I(P(x))

3.3 Axiom regularity

Dosud pøijaté axiomy nevyluèují mo¾nost, aby nìjaká mno¾ina byla svým vlast-

ním prvkem. Anomálie tohoto druhu vylouèíme obecnìj¹ím axiomem.

Axiom 8 (Axiom regularity)

(8x 6= ;)(9y 2 x)(x \ y = ;)

Je-li x neprázdná mno¾ina univerza mno¾in konstruovaném z prázdné mno¾i-

ny, zvolíme za y takovou mno¾inu z x, která má nejni¾¹í úroveò (kteroukoliv

mno¾inu nejni¾¹í úrovnì). Prvky mno¾iny y pak mají úroveò ni¾¹í ne¾ y, tak¾e

nenále¾í do x.

Tvrzení 29 u 62 u
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Dùkaz: Pøedpokládejme sporem, ¾e pro nìjaké u platí u 2 u. Utvoøme mno¾inu

x = fug. Proto¾e u 2 x, x je neprázdná a podle axiomu regularity existuje

y 2 x pro které y \ x = ;. Z toho ale plyne y = u a u 2 y \ x, tak¾e y \ x není

neprázdná a to je spor. 2

Axiom regularity je obecnìj¹í ne¾ právì dokázané tvrzení. Znemo¾òuje také ko-

neèné (i nekoneèné) cykly v relaci nále¾ení. Napøíklad

Tvrzení 30 :(u 2 v & v 2 u)

Dùkaz: Pøedpokládejme sporem u 2 v 2 u a utvoøme mno¾inu x = fu; vg. Tato

mno¾ina je neprázdná tedy existuje y 2 x pro které x \ y = ;. Je-li y = u, je

v 2 x \ y. Je-li y = v, je u 2 x \ y. V ka¾dém pøípadì je tedy mno¾ina x \ y

neprázdná a to je spor. 2

3.4 Kartézský souèin a relace

Dùle¾itá mno¾inová operace je kartézský souèin dvou mno¾in, který je tvoøen

uspoøádanými dvojicemi prvkù daných mno¾in. Dvojice fu; vg je neuspoøádaná.

Platí fu; vg = fv; ug, nezále¾í zde na poøadí. Za uspoøádanou dvojice prvkù

zvolíme takovou mno¾inovou operaci, kde na poøadí v¾dy zále¾í. Nejjednodu¹eji

ji de�nujeme pøedpisem

De�nice 31 (Uspoøádaná dvojice) hu; vi = ffug; fu; vgg

Tvrzení 32 hu; vi = hx; yi ! u = x & v = y.

Dùkaz: Rozeznáváme dva pøípady.

1. Je-li u = v, je hu; vi = ffug; fu; ugg= ffugg. Proto¾e

fx; yg 2 hx; yi = hu; vi = ffugg;

je fx; yg = fug, tak¾e x = y = u = v.

2. Je-li u 6= v, je fxg 6= fu; vg. Proto¾e fxg 2 hx; yi = ffug; fu; vgg, je fxg = fug

a tedy x = u. Proto¾e fu; vg 2 hu; vi = ffxg; fx; ygg, je fu; vg = fx; yg, a tedy

y = v. 2

Pomocí uspoøádané dvojice lze také de�novat uspoøádané trojice atd.

hu; v; wi = hu; hv; wii; hu

1

; : : : ; u

n

i = hu

1

; hu

2

; : : : ; u

n�1

ii

Kartézský souèin X � Y mno¾in X a Y je sestaven ze v¹ech uspoøádaných

dvojic hu; vi, kde u 2 X a v 2 Y . Abychom mohli kartézský souèin de�novat

pomocí axiomu speci�kace, potøebujeme sestrojit mno¾inu, do které v¹echny

tyto dvojice patøí. Je

u 2 X & v 2 Y ! fug; fu; vg � X [ Y ! fug; fu; vg 2 P(Y [X)

! hu; vi � P(X [ Y )! hu; vi 2 P(P(X [ Y ))

Existenci mno¾iny P(P(X [ Y )) ji¾ máme zaji¹tìnu, tak¾e mù¾eme de�novat
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De�nice 33 (Kartézský souèin)

X � Y = fw 2 P(P(X [ Y )) : (9u 2 X)(9v 2 Y )(w = hu; vi)g

Pou¾ili jsme tedy axiom speci�kace s formulí

'(w) � (9u 2 X)(9v 2 Y )(w = hu; vi):

De�nici kartézského souèinu zapí¹eme struènìji

X � Y = fhu; vi 2 P(P(X [ Y )) : u 2 X & v 2 Y g

Kartézský souèin tøí a více mno¾in de�nujeme v souladu s de�nicí uspoøádaných

trojic a n-tic

X � Y � Z = X � (Y � Z)

Obecnì jsou mno¾iny (X � Y )� Z a X � (Y � Z) rùzné, asociativní zákon zde

neplatí.

Kartézský souèin umo¾òuje modelovat nìjaký vztah mezi prvky dvou mno¾in ja-

ko mno¾inu tìch dvojic, které jsou v daném vztahu. Takovýmmno¾inám øíkáme

relace. Vlastnost Rel "býti relací" de�nujeme jako nový predikát

De�nice 34 Rel(R) � (9X)(9Y )(R � X � Y )

De�nièní obor relace R tvoøí prvky mno¾iny X, které jsou v relaci s nìjakým

prvkem mno¾iny Y . Abychom mohli de�novat de�nièní obor jako novou mno¾i-

novou operaci pomocí axiomu speci�kace, potøebujeme znát mno¾inu, ze které

máme tyto prvky vybírat. Je-li hu; vi 2 R, je u; v 2 fu; vg 2 hu; vi 2 R, tak¾e

fu; vg 2 U(R) a u; v 2 U(U(R)). De�nièní obor D(R) a obor hodnot R(R)

je tedy

De�nice 35

D(R) = fu 2 U(U(R)) : (9v)(hu; vi 2 R)g

R(R) = fv 2 U(U(R)) : (9u)(hu; vi 2 R)g

Mno¾inové operace D a R jsou de�novány pro ka¾dou mno¾inu, pou¾ívají se ale

pøedev¹ím pro relace. Relace je ka¾dá mno¾ina, která obsahuje pouze uspoøádané

dvojice. Mno¾iny f;g ani ff;gg tedy nejsou relace, zatímco fff;ggg = fh;; ;ig

relace je. Také ; je relace, proto¾e ; � ; = ;.

Tvrzení 36

Rel(R) � (8w 2 R)(9u)(9v)(w = hu; vi)
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Dùkaz: Je-li Rel(R), existují mno¾iny X;Y takové ¾e R � X � Y , tak¾e ka¾dý

prvek R je uspoøádaná dvojice.

Naopak, je-li ka¾dý prvek R uspoøádaná dvojice, platí R � D(R) �R(R). 2

Dal¹í (dvouèetná) mno¾inová operace je obraz R[A] mno¾iny A pøi relaci R. Je

to mno¾ina v¹ech prvkù, které jsou v relaci R s nìjakým prvkem z A. Restrikce

RjX relace R na mno¾inuX vznikne omezením de�nièního oboru R na mno¾inu

X (nebo její podmno¾inu). Inverzní relaciR

�1

dostaneme z R zámìnou poøadí

jejích uspoøádaných dvojic. Je to jednoèetná mno¾inová operace. Slo¾ení relací

R � S je dvouèetná operace.

De�nice 37

R[A] = fv 2 U(U(R)) : (9u 2 A)(hu; vi 2 R)g

RjX = fhu; vi 2 R : u 2 Xg

R

�1

= fw 2 R(R) �D(R) : (9u)(9v)(w = hu; vi & hv; ui 2 R)g

S �R = fz 2 D(R) �R(S) : (9u; v; w)(hu; vi 2 R & hv; wi 2 S & z = hu;wi)g

Poslední dva vzorce lze psát jednodu¹eji (bez promìnných w a z)

R

�1

= fhu; vi 2 R(R) �D(R) : hv; ui 2 Rg

S �R = fhu;wi 2 D(R) �R(S) : (9v)(hu; vi 2 R & hv; wi 2 S)g

Operace inverze a slo¾ení jsou de�novány pro v¹echny mno¾iny, dobrý smysl ale

mají jen pro relace. Navzájem jsou v¹echny tyto mno¾inové operace svázány

mnoha vztahy. Napøíklad Rel(R) ! (R

�1

)

�1

= R, ale obecnì (pro ka¾dou

mno¾inu R) platí jen slab¹í vztah (R

�1

)

�1

� R. Je-li toti¾ w 2 (R

�1

)

�1

, pak

existují u; v taková ¾e w = hv; ui a hu; vi 2 R

�1

, tak¾e w 2 R. Naopak R v¹ak

mù¾e obsahovat prvky, které nejsou dvojicemi a neobjeví se tedy v mno¾inì

(R

�1

)

�1

. Dal¹í identity nebo inkluze se vztahují k operacím prùniku sjednocení

a slo¾ení

(R

�1

)

�1

� R

(S �R)

�1

= R

�1

� S

�1

R[A [B] = R[A][R[B]

R[A \B] � R[A]\R[B]

(S �R)[A] = S[R[A]]

A � B ! R[A] � R[B]

V¹echny tyto identity se dokazují pøímo z de�nice. Napøíklad

z 2 (S �R)

�1

� (9u;w)(z = hw; ui & hu;wi 2 S �R)

� (9u; v; w)(z = hw; ui & hu; vi 2 R & hv; wi 2 S)

� (9u;w)(z = hw; ui & hw; ui 2 R

�1

� S

�1

)

� z 2 R

�1

� S

�1
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Speciálním pøípadem relace je funkce, která ka¾dému prvku svého de�nièního

oboru pøiøazuje právì jeden prvek oboru hodnot. Tøíèetný predikát f : A �! B

znamená, ¾e f je funkce s de�niènim oborem A její¾ obor hodnot je podmno¾ina

B. Øíkáme, ¾e funkce f : A �! B je prostá nebo injektivní, je-li f

�1

také

funkce. Øíkáme, ¾e funkce f : A �! B je na nebo surjektivní, je-li R(f) = B.

Funkce f : A �! B je bijektivní, je-li prostá a na.

De�nice 38

Fnc(f) � Rel(f) & (8u 2 D(f))(9!v 2 R(f))(hu; vi 2 f)

In(f) � Fnc(f) & Fnc(f

�1

)

f : A �! B � Fnc(f) & D(f) = A & R(f) � B

Hodnotu funkce f na prvku u 2 D(f) znaèíme f(u). V pøípadì, ¾e f není

funkce pokládáme f(u) = ;, tedy

f(u) = v pokud hu; vi 2 f & (8w)(hu;wi 2 f ! v = w)

f(u) = ; jinak

Dal¹í mno¾inová operace je mocnina

De�nice 39

x

y

= ff 2 P(x� y) : f : y ! xg

Je to mno¾ina v¹ech funkcí z mno¾iny y do mno¾iny x. Pokud x je m-prvková

mno¾ina a y je n-prvková mno¾ina, má x

y

právì m

n

prvkù.

3.5 Ekvivalence mno¾in

Dvì koneèné mno¾iny jsou stejnì velké, mají-li stejný poèet prvkù. V tomto

pøípadì existuje vzájemnì jednoznaèná funkce, která prvkùm jedné mno¾iny

pøiøazuje prvky druhé mno¾iny. V tomto smyslu budeme chápat i velikost nebo

mohutnost nekoneèných mno¾in.

De�nice 40 Øíkáme, ¾e mno¾iny X, Y mají stejnou mohutnost, nebo ¾e jsou

ekvivalentní (X � Y ), jestli¾e existuje vzájemnì jednoznaèná funkce z X na

Y . Existuje-li vzájemnì jednoznaèná funkce z X do Y , øíkáme, ¾e X má men¹í

nebo rovnou mohutnost ne¾ Y .

X � Y � (9f)(D(f) = X & R(f) = Y & Fnc(f) & Fnc(f

�1

))

X � Y � (9f)(D(f) = X & R(f) � Y & Fnc(f) & Fnc(f

�1

))

Napøíklad pro ka¾dé mno¾iny u; v jsou jednoprvkové mno¾iny fug; fvg ekviva-

lentní, proto¾e fhu; vig : fug ! fvg je vzájemnì jednoznaèná funkce z fug

na fvg. Mno¾inové operace kartézského souèinu a mocniny mno¾in pøipomínají
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aritmentické operace násobení a umocòování (obdobou aritmetického souètu je

sjednocení disjunktních mno¾in). Mnoho aritmetických identit platí i pro mno-

¾iny, nahradíme-li rovnost ekvivalencí. Napøíklad mno¾iny X � Y a Y �X jsou

obecnì rùzné, jsou v¹ak ekvivalentní. V tomto smyslu je kartézský souèin ko-

mutativní a asociativní.

Tvrzení 41 Pro ka¾dé mno¾iny X;Y; Z platí

1. X � Y � Y �X,

2. (X � Y ) � Z � X � (Y � Z)

3. Z

X

� Z

Y

� Z

X[Y

pokud X \ Y = ;

4. (X � Y )

Z

� X

Z

� Y

Z

5. (Z

Y

)

X

� Z

Y�X

.

6. fa; bg

X

� P(X) pokud a 6= b.

Dùkaz:1. Funkce F de�novaná pøedpisem F (hu; vi) = hv; ui je vzájemnì jedno-

znaèná funkce z X � Y na Y �X. Podrobnìji, F je de�nována formulí

F = fw 2 (X � Y )� (Y �X) : (9u 2 X)(9v 2 Y )(w = hhu; vi; hv; uii)g

2. Funkce F de�novaná pøedpisem F (hhu; vi; wi) = hu; hv; wii je vzájemnì jed-

noznaèná funkce z X � (Y � Z) na (X � Y )� Z.

3. De�nujme funkci F : Z

X[Y

! Z

X

� Z

Y

pøedpisem F (f) = hf jX; f jY i. Zde

f : X [ Y ! Z je funkce a f jX, f jY její restrikce na mno¾iny X a Y . Inverzní

funkce je de�nována pøedpisem F

�1

(hg; hi) = g [ h. Zde je nutný pøedpoklad

X \ Y = ;, proto¾e jinak by g [ h nemusela být funkce.

4. De�nujme vzájemnì jednoznaènou funkci F : X

Z

� Y

Z

! (X � Y )

Z

pøedpi-

sem F (hf; gi)(w) = hf(w); g(w)i. Zde f : Z ! X, g : Z ! Y a F (hf; gi) : Z !

X � Y .

5. De�nujme vzájemnì jednoznaènou funkci F : (Z

Y

)

X

! Z

X�Y

pøedpisem

F (f)(hu; vi) = f(u)(v). Zde f : X ! Y

Z

, u 2 X, f(u) : Y ! Z, v 2 Y a

f(u)(v) 2 Z.

6. De�nujme vzájemnì jednoznaènou funkci F : fa; bg

X

! P(X) pøedpisem

F (f) = fu 2 X : f(u) = ag.

Kromì kartézského souèinu dvou mno¾in se v teorii mno¾in uva¾uje také kar-

tézský souèin nekoneèného souboru mno¾in. Na rozdíl od operací prùniku a

skednocení, u kartézského souèinu zále¾í na poøadí mno¾in, které spolu násobí-

me. Proto se zavádí pojem souboru mno¾in indexovaného nìjakou mno¾inou

I. V¹imneme si nejprve, ¾e jsou-li a 6= b libovolné mno¾iny a I = fa; bg, platí

pro ka¾dé mno¾iny Y; Z

Y � Z � ff : I ! Y [ Z : f(a) 2 Y & f(b) 2 Zg

Vzájemnì jednoznaèná funkce F mezi tìmito mno¾inami je dána pøedpisem

F (hu; vi) = fha; ui; hb; vig.

33



Souborem mno¾in indexovaných indexovou mno¾inou I nazýváme libovolnou

funkci X s neprázdným de�nièním oborem I. V na¹em pøípadì je X(a) = Y a

X(b) = Z. Soubor mno¾in zapisujeme symbolicky (X

i

)

i2I

. Prvky i 2 I pou¾í-

váme jako indexy, X

i

= X(i). Kartézský souèin souboru (X

i

)

i2I

de�nuje jako

mno¾inu v¹ech funkcí, které ka¾dému indexu i 2 I pøiøazují nìjaký prvek X

i

Y

i2I

X

i

= ff : I ! U(R(X)) : (8i 2 I)(f(i) 2 X

i

)g

Jsou-li v¹echny mno¾iny X

i

= Y stejné, dostáváme mocninu

Y

i2I

Y = ff : I ! Y g = Y

I

Podobnì zapisujeme sjednocení a prùnik souboru mno¾in (X

i

)

i2I

[

i2I

X

i

= U(R(X)) = fu : (9i 2 I)(u 2 X

i

)g

\

i2I

X

i

= I(R(X)) = fu : (8i 2 I)(u 2 X

i

)g

3.6 Uspoøádání a ekvivalence

Øíkáme, ¾e R je relace na mno¾inì X, je-li R � X � X. Speciálnì diagonální

relace na dané mno¾inì X de�nujeme pøedpisem

De�nice 42

�(X) = fhu; ui 2 P(P(X)) : u 2 Xg

Zøejmì �(X)

�1

= �(X) a �(X) ��(X) = �(X). Je-li R libovolná relace na

X, je �(X) �R = R ��(X) = R.

De�nice 43 Nech» R � X �X je relace na X.

1. R je re
exivní, je-li �(X) � R, tj.

(8u 2 X)(hu; ui 2 R)

2. R je symetrická, je-li R

�1

= R, tj.

(8u; v)(hu; vi 2 R! hv; ui 2 R)

3. R je antisymetrická, je-li R \R

�1

= �(X), tj.

(8u; v)(hu; vi 2 R & hv; ui 2 R! u = v)

4. R je tranzitivní, je-li R �R � R, tj.

(8u; v; w)(hu; vi 2 R & hv; wi 2 R! hu;wi 2 R)

5. R je úplná, je-li R [R

�1

= X �X,

(8u; v)(hu; vi 2 R _ hv; ui 2 R)
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Relace R na mno¾inìX, která je re
exivní, transitivní a antisymetrická se nazý-

vá èásteèné uspoøádání. Je-li navíc úplná, nazývá se lineární uspoøádání.

Pro ka¾dou mno¾inu x je P(x) èásteènì uspoøádána inkluzí, to znamená, ¾e

fhu; vi 2 P(x)� P(x) : u � vg

je èásteèné uspoøádání na P(x).

Relace R na mno¾inìX, která je re
exivní, symetrická a tranzitivní se nazý-

vá ekvivalence. Relace ekvivalence mají jednoduchou strukturu. Urèují rozklad

mno¾iny X na tøídy vzájemnì ekvivalentních prvkù.

De�nice 44 Nech» R je relace ekvivalence na X. Øekneme, ¾e neprázdná mno-

¾ina A � X je tøída ekvivalence relace R, jestli¾e R[A] = A a A� A � R, tj.

(8u 2 A)(8v)(v 2 A � hu; vi 2 R)

Tvrzení 45 Nech» R je relace ekvivalence na X.

1. Ka¾dé dvì rùzné tøídy ekvivalence jsou disjunktní (tj. jejich prùnik je ;).

2. Ka¾dý prvek a 2 X nále¾í právì do jedné tøídy ekvivalence.

Dùkaz: 1. Pøedpokládejme, ¾e A;B � X jsou dvì tøídy ekvivalence, které nejsou

disjunktní, tj. mají spoleèný prvek a 2 A\B. Je-li u 2 A, pak ha; ui 2 R a tedy

a 2 B. Dokázali jsme A � B. Analogicky uká¾eme B � A.

2. Je-li a 2 X, polo¾me

A = fu 2 x : ha; ui 2 Rg

Proto¾e R je re
exivní, je a 2 A a A je tøída ekvivalence. Z (1) plyne, ¾e a nále¾í

do jediné tøídy ekvivalence. 2

Nech» R je relace ekvivalence na X. Polo¾me

X=R = fA 2 P(X) : R[A] = A & A�A � Rg

� = fha;Ai 2 X � (X=R) : a 2 Ag

Pak � : X �! X=R je surjektivní funkce. Mno¾ina X=R tøíd ekvivalence se

nazývá faktorová mno¾ina X podle R a funkce � se nazývá faktorizace.

Konstrukce faktorové mno¾iny se èasto pou¾ívá, chceme-li ztoto¾nit ekvivalentní

prvky. Je-li pøitom na mno¾inì X nìjaká struktura (aritmetické operace nebo

relace), sna¾íme se jí pøenést na faktorovou mno¾inu. K tomu je tøeba, aby

ekvivalence R byla kongruencí vzhledem k této struktuøe. Uká¾eme si to na

pøíkladì jednoèetné funkce.

De�nice 46 Nech» R je ekvivalence na X a f : X ! X funkce. Øíkáme, ¾e R

je kongruence pro f , jestli¾e platí

(8u; v 2 X)(hu; vi 2 R ! hf(u); f(v)i 2 R)

Je-li R kongruence pro f , polo¾me

f=R = fhA;Bi 2 (X=R)� (X=R) : (9a 2 A)(9b 2 B)(ha; bi 2 f)g
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Je-li a 2 X a A = �(a) pøíslu¹ná tøída ekvivalence, je (f=R)(A) = �(f(a)). To

znamená, ¾e (f=R) � � = � � f . Øíkáme, ¾e komutuje diagram zobrazení

X X

-

f

?

�

?

�

X=R X=R

-

f=R

3.7 Struktury

Prostøedky teorie mno¾in, které máme nyní k dispozici umo¾òují zavést pro daný

jazyk (seznam predikátù, operací a konstant) pojem struktury pro tento jazyk.

Napøíklad struktura pro jazyk L = f=g obsahující jediný dvouèetný predikát

rovnosti je ka¾dá dvojice M = hX;Ri, kde X je neprázdná mno¾ina a R �

X �X je dvouèetná relace na X. Modely teorie rovnosti (s axiomy re
exivity,

symetrie a transitivity) jsou právì struktury hX;Ri, kde R je relace ekvivalence

na X. Struktura pro jazyk L = f=; fg, kde f je jednoèetná operaci, je ka¾dá

uspoøádaná trojice M = hX;R; fi, kde X je neprázdná mno¾ina, f : X ! X je

funkce a R � X �X je ekvivalence na X, která je kongruence pro f : X ! X.

V teorii rovnosti (odstavec 2.5) pøibývá je¹tì axiom kongruence pro f

x = y ! f(x) = f(y)

a modely teorie rovnosti jsou struktury hX;R; fi, kde R je relace kongruence

pro f . Podobnì struktura pro jazyk L = f0; 1;+; �; <;=g je ka¾dá mno¾ina

tvaru M = hM;C

0

; C

1

; F

+

; F

�

; R

<

;�(M )i, kde

1. M 6= ; je neprázdná mno¾ina

2. C

0

; C

1

2M ,

3. F

+

; F

�

:M �M !M jsou dvouèetné funkce na M ,

4. R

<

� M �M je dvouèetná relace.

4 Aritmetické struktury

4.1 Ordinální èísla

Struktura N pøirozených èísel je jeden z nejdùle¾itìj¹ích matematických objektù.

V teorii mno¾in lze pøirozená èísla sestrojit velmi elegantním zpùsobem. Zto-

to¾níme èíslo 0 s prázdnou mno¾inou ; a ka¾dé dal¹í èíslo s mno¾inou v¹ech

pøirozených èísel men¹ích. De�nujeme tedy nové konstanty 0; 1; 2; 3 : : :

0 = ;; 1 = f0g; 2 = f0; 1g; 3 = f0; 1; 2g; 4 = f0; 1; 2; 3g; : : :
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Èíslo n je tedy mno¾ina, která má právì n prvkù. V univerzu mno¾in se objeví

právì na n-té úrovni. Pøi této reprezentaci mù¾eme ihned de�novat nerovnosti

mezi pøirozenými èísly vztahy

n < m � n 2 m

n � m � n � m

Operaci následníka de�nujeme pøedpisem n+ 1 = n[fng. Je toti¾ 1 = ; [ f;g,

tak¾e 1 = 0 + 1, 2 = 1 [ f1g = 1 + 1, 3 = 2 + 1, atd. Abychom mohli sestro-

jit mno¾inu pøirozených èísel, je tøeba pøirozená èísla charakterizovat nìjakou

vlastností. De�nujme nejprve nový predikát Ord(x), který vymezuje obecnìj-

¹í ordinální èísla. Pøirozená èísla jsou koneèná ordinální èísla. Pokud existují

nekoneèné mno¾iny (jejich existenci jsme dosud nezaruèili ¾ádným axiomem),

existují také nekoneèná ordinální èísla.

De�nice 47 Mno¾ina x je ordinální èíslo, platí-li

Ord(x) � (8u 2 x)(u � x) & (8u; v 2 x)((u 2 v) _ (u = v) _ (v 2 u))

První podmínku lze ekvivalentnì vyjádøit pomocí operace obecného sjednocení

a potenèní mno¾iny

(8u 2 x)(u � x) � U(x) � x � x � P(x)

Uká¾eme si nejprve ¾e pøirozená èísla 0; 1; 2; 3; 4; : : : jsou èísly ordinálními.

Tvrzení 48

1. Ord(0)

2. Ord(x)!Ord(x [ fxg).

Dùkaz: 1. platí triviálnì.

2. PøedpokládejmeOrd(x). Je-li u 2 x[fxg, je buï u 2 x a pak u � x � x[fxg

nebo u = x a pak u � fxg. V obou pøípadech je tedy u � x [ fxg.

Nech» u; v 2 x [ fxg. Rozeznáváme ètyøi pøípady

a. u; v 2 fxg ! u = v.

b. u 2 fxg, v 2 x ! v 2 u.

c. u 2 x, v 2 fxg ! u 2 v.

d. u; v 2 x ! u 2 v nebo v 2 u nebo u = v 2

Tvrzení 49

1. Ord(x) & Ord(y) !Ord(x \ y)

2. Ord(x) & y 2 x!Ord(y)

3. Ord(x) & Ord(y) & y � x! y 2 x
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1. Dùkaz je triviální. Je-li u 2 x\ y, je u � x a u � y tak¾e u � x\ y. Podobnì

je-li u; v 2 x \ y, je u; v 2 x tak¾e buï u 2 v nebo u = v nebo v 2 u.

2. Podle de�nice y � x. Uká¾eme, ¾e pro u 2 y je u � y. Je-li v 2 u, pak u 2 x,

u � x a v 2 x. Proto¾e také y 2 x, je

(v 2 y) _ (v = y) _ (y 2 v):

Ale ani v = y ani y 2 v nenastává podle axiomu regularity (tvrzení 30). Je tedy

v 2 y. Dokázali jsme tedy u 2 y ! u � y.

Je-li u; v 2 y, je u; v 2 x a nastává jedna z mo¾ností u 2 v, u = v, v 2 u.

3. Podle pøedpokladu je mno¾ina x n y � x neprázdná, tak¾e podle axiomu

regularity existuje z, pro které

z 2 x n y & z \ (x n y) = ; ! z � x & z � y:

Uká¾eme, ¾e platí obrácená inkluze y � z. Nech» u 2 y. Proto¾e u; z 2 x, je buï

z 2 u nebo z = u nebo u 2 z. Ale z 2 u implikuje z 2 y proto¾e u � y a z = u

rovnì¾ implikuje z 2 y proto¾e u 2 y. Av¹ak z 2 y je ve sporu s z 2 (x n y),

tak¾e nastává tøetí mo¾nost u 2 z. Ukázali jsme tedy y = z. Proto¾e z 2 x, je

y 2 x. 2

Je-li x ordinální èíslo, de�nujme na x relaci

f(v; u) 2 x� x : v 2 u _ v = ug

Z Tvrzení 49 plyne, ¾e tato relace je lineární uspoøádání na x. Vlastnost linearity

platí i mezi ka¾dými dvìma ordinálními èísly.

Tvrzení 50 Je-li Ord(x) a Ord(y), nastává právì jedna z mo¾ností

(x 2 y) _ (x = y) _ (y 2 x)

Dùkaz: Dvì z tìchto mo¾ností souèasnì nastat nemohou podle Axiomu regula-

rity. Podle Tvrzení 49 je Ord(x \ y). Rozeznáváme ètyøi mo¾nosti.

1. x \ y = x, x \ y = y. Pak x = y.

2. x \ y = x, x \ y � y. Pak x \ y 2 y podle Tvrzení 49, tak¾e y 2 x.

3. x \ y � x, x \ y = y. Pak y = x \ y 2 x.

4. x \ y � x, x \ y � y. Pak x \ y 2 x a x \ y 2 y, tak¾e x \ y 2 x \ y a to je

spor s Tvrzením 29. 2

Tvrzení 51 Sjednocení ka¾dé mno¾iny ordinálních èísel je ordinální èíslo.

(8y 2 x)Ord(y) !Ord(U(x))

Dùkaz: 1. Nech» y 2 U(x), tak¾e existuje z, pro které y 2 z 2 x. Proto¾e Ord(z),

je y � z. Pro ka¾dé w 2 y je tedy w 2 z 2 x a tedy w 2 U(x). Ukázali jsme

y � U(x).

2. Nech» u; v 2 U(x). pak existují ordinální èísla y; z, pro která u 2 y 2 x a

v 2 z 2 x. Podle Tvrzení 49.2 je Ord(u) a Ord(v). Podle tvrzení 50 je buï

u 2 v nebo uv nebo v 2 u. 2
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4.2 Pøirozená èísla

Pokud existuje mno¾ina v¹ech pøirozených èísel ! = f;; 1; 2; 3; 4; : : :g, je také or-

dinálním èíslem, platí Ord(!). To je dùsledek tvrzení 50. Z na¹ich dosavadních

axiomù v¹ak existenci nekoneèných mno¾in nelze odvodit. Chceme-li pracovat

s mno¾inou pøirozených èísel, musíme pøijmout dal¹í axiom. Ten musí vystih-

nout nìjakou vlastnost, která je charakteristická pro nekoneèné mno¾iny, nebo

alespoò nìjakou vlastnost mno¾iny !, kterou tato mno¾ina nesdílí s pøirozenými

èísly. Jedna taková vlastnost je, ¾e nemá pøedchùdce. Neexistuje mno¾ina x, pro

kterou ! = x[fxg. Taková ordinální èísla se nazývají limitní. Prázdná mno¾ina

sice také nemá pøedchùdce, za limitní jí v¹ak nepova¾ujeme.

De�nice 52

Lim(x) � Ord(x) & x 6= ; & :(9y)(x = y [ fyg)

Existují-li limitní ordinální èísla, existuje jeich nekoneènì mnoho. Je-li toti¾

x limitní ordinální èíslo, je x+1 = x[fxg také ordinální èíslo, x+2 = (x+1)+1

také a mno¾ina x[ fx; x+ 1; x+ 2; : : :g je dal¹í limitní ordinální èíslo. Mno¾ina

pøirozených èísel je charakterizována tím, ¾e je nejmen¹ím limitním ordinálním

èíslem

Axiom 9 (Axiom nekoneèna)

(9z)(Lim(z) & (8y 2 z):Lim(y))

Tvrzení 53

(9!z)(Lim(z) & (8y 2 z):Lim(y)

Dùkaz: Pøedpokládejme, ¾e z a w splòují obì vlastnosti axiomu nekoneèna.

Proto¾e jsou to ordinální èísla, podle tvrzení 50 platí w 2 z nebo w = z nebo

z 2 w. Av¹ak w 2 z vede ke sporu, proto¾e w je limitní ordinální èíslo a z

neobsahuje limitní ordinální èísla. Podobnì vede ke sporu z 2 w, tak¾e w = z.

2

Mno¾ina postulovaná axiomem nekoneèna tedy existuje jediná a oznaèíme si ji

novou konstantou !

De�nice 54 Lim(!) & (8y 2 !):Lim(y)

Promìnné pro pøirozená èísla (prvky !) budeme znaèit n;m; p; : : :. Na mno¾inì

! de�nujeme uspoøádání pøedpisem

n < m � n 2 m; n � m � n < m _ n = m

Dùle¾itá vlastnost mno¾iny pøirozených èísel je princip matematické indukce.

Ten lze formulovat dvìma zpùsoby. První formulace øíká, ¾e ka¾dá neprázdná
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podmno¾ina pøirozených èísel má nejmen¹í prvek. To je pøímo axiom regularity

pou¾itý na !: (8x � !)(x 6= ; ! (9n 2 x)(n \ x = ;). Je-li ale n 2 x � !, platí

n \ x = ; � (8m 2 x)(m 62 n) � (8m 2 x)(n � m)

a odtud

(8x � !)(x 6= ; ! (9n 2 x)(8m 2 x)(n � m))

Druhá formulace Principu matematické indukce se týká vlastností pøirozených

èíslech vyjádøených formulemi. Platí-li nìjaká formule pro 0 a plyne-li z její

platnosti pro n také platnost pro n+ 1, platí pro v¹echna pøirozená èísla.

Vìta 55 (Princip matematické indukce) Je-li '(x) formule pak

'(0) & (8n 2 !)('(n)! '(n + 1))! (8n 2 !)'(n)

Dùkaz: Podle axiomu speci�kace utvoøme mno¾inu

y = fn 2 ! : :'(n)g

Je-li tato mno¾ina neprázdná, má nejmen¹í prvek m. Proto¾e platí '(0), je

m 6= 0. Proto¾e m není limitní, má pøedchùdce m = n + 1. Proto¾e m je

nejmen¹í prvek y, n do y nenále¾í a platí '(n). Podle pøedpokladu platí i '(m)

a to je spor. 2

Naopak z principu matematické indukce plyne, ¾e ka¾dá neprázdná podmno¾ina

pøirozených èísel má nejmen¹í prvek. Pøedpokládejme sporem, ¾e ; 6= x � ! je

neprázdná a nemá nejmen¹í prvek. Uva¾ujme formuli

'(n) � (8m � n)(m 62 x)

Pak '(0) � 0 62 x a to platí proto¾e jinak by 0 byl nejmen¹í prvek x. Pokud

n 2 !, '(n) a :'(n + 1), pak n + 1 je nejmen¹í prvek x a to je spor. Platí

tedy (8n 2 !)('(n) ! '(n + 1), tak¾e podle principu matematické indukce

(8n 2 !)'(n) a z toho plyne x = ;.

K pøirozeným èíslùm umíme pøièítat jednotku podle vzorce n+1 = n[fng.

Pøièítání dvojky tedy de�nujeme n+2 = (n+1)+1 a podobnì mù¾eme de�novat

pøièítání ka¾dé konstanty. Vzorec pro souèet n + m dvou pøirozených èísel ale

nemáme.Aritmetickou operaci sèítání zavedeme jako funkci f : !�! ! !. Lze ji

urèit jednoznaènì rekurentním vztahem f(n; 0) = n, f(n;m+1) = f(n;m) + 1.

Je tøeba v¹ak dokázat existenci a jednoznaènost funkce s tìmito vlastnostmi.

Uèiníme tak obecnì pro libovolnou rekurentní de�nici.

Vìta 56 (Vìta o rekurentní de�nici) Nech» X je libovolná mno¾ina, a 2 X

a g : X ! X je funkce. Pak existuje jediná funkce f : ! ! X pro kterou platí

f(0) = a; (8n 2 !)(f(n + 1) = g(f(n)))
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Dùkaz: Uká¾eme si nejprve, ¾e funkce s po¾adovanými vlastnostmi existuje jedi-

ná. Pøedpokládejme sporem, ¾e existují dvì rùzné funkce f

1

; f

2

: ! ! X, které

obì splòují po¾adovanou vlastnost. Utvoøme mno¾inu

Y = fn 2 ! : f

1

(n) 6= f

2

(n)g

Proto¾e f

1

; f

2

jsou rùzné funkce, je Y � ! neprázdná a má tedy nejmen¹í prvek

m. Proto¾e f

1

(0) = a = f

2

(0), je m 6= 0 a má tedy pøedchùdce m = p + 1.

Proto¾e p 62 Y , je f

1

(p) = f

2

(p) a podle pøedpokládaných vlastností funkcí f

1

,

f

2

také f

1

(p+ 1) = f

2

(p+ 1) a to je spor.

Uká¾eme nyní existenci funkce f tak ¾e budeme uva¾ovat funkce s danou re-

kurentní vlastností de�nované pouze na nìjakém pøirozeném èísle. Napøíklad

ka¾dá z funkcí

h

1

= fh0; aig; h

2

= fh0; ai; h1; g(a)ig; h

3

= fh0; ai; h1; g(a)i; h2; g(g(a))ig

splòuje rekurentní vztah, jejich de�nièní obory jsou D(h

1

) = 1, D(h

2

) = 2 a

D(h

3

) = 3. Sestrojíme mno¾inu v¹ech takovýchto funkcí

H = fh � ! �X : Fnc(h) & D(h) 2 ! & h(0) = a &

(8n)(n + 1 2 D(h)! h(n+ 1) = g(h(n))g

Mno¾ina H obsahuje funkce h

1

, h

2

, h

3

, atd. Polo¾me f = U(H) a uka¾me, ¾e f

splòuje tvrzení vìty. Uva¾ujme formuli

'(n) � (9!x)(hn; xi 2 f)

Proto¾e f

1

2 H, je h0; ai 2 f . Proto¾e pro ka¾dé h 2 H je h(0) = a, je a

jediný prvek s touto vlastností, tj. platí '(0). Pøedpokládejme, ¾e platí '(n).

Existuje tedy x 2 X pro které hn; xi 2 f a existuje h 2 H pro které h(n) = x.

Pak h

0

= h [ hn + 1; g(x)i je funkce, h

0

2 H, tak¾e hn + 1; g(x)i 2 f . Pro-

to¾e pro ka¾dé h 2 H je h(n) = x je y = g(x) jediný prvek, pro který platí

hn+ 1; yi 2 f . Dokázali jsme tedy '(n) ! '(n + 1), tak¾e podle principu ma-

tematické indukce (8n 2 !)'(n). To znamená ¾e f : ! ! X je funkce. Proto¾e

h

1

2 H, je f(0) = a. Pro ka¾dé n 2 ! existuje h 2 H pro které n + 1 2 D(h)

a f(n + 1) = h(n + 1) = g(h(n)) = g(f(n)). Funkce f tedy má po¾adované

vlastnosti. 2

Podle Vìty o rekurentní de�nici napøíklad setsrojíme funkci f(n) = n+ n reku-

rentním vztahem f(0) = 0, f(n + 1) = (f(n) + 1) + 1. Pro de�nici sèítání jako

dvouèetné funkce potøebujeme rekurentní de�nice závislé na parametru.

Vìta 57 (Rekurentní de�nice s parametrem) Nech» X;Y jsou libovolné

mno¾iny, g

0

: Y ! X, g

1

: Y � X ! X funkce. Pak existuje jediná funkce

f : Y � ! ! X pro kterou platí

f(y; 0) = g

0

(y); (8n 2 !)(f(y; n + 1) = g

1

(y; f(y; n))
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Dùkaz je analogický jako u pøedcházející vìty. Hledaná funkce se sestrojí jako

f = U(H), kde

H = fh � (Y � !) �X : (9n 2 !)(D(h) = Y � n) &

(8y 2 y)(h(y; 0) = g

0

(y)); &

(8hy;m + 1i 2 D(h))(h(y;m + 1) = g

1

(y; h(y;m)))g

Volíme-li nyní funkce g

0

: ! ! !, kde g

0

(n) = n a g

1

: !�! ! !, kde g

1

(n;m) =

m+ 1, platí pro f : !�! ! !, f(n; 0) = n, f(n;m+1) = f(n;m) + 1. Funkèní

hodnotu f(n;m) budeme znaèit, jak je obvyklé, n+m. V¹echny vlastnosti sèítání

lze odvodit (matematickou indukcí) z rekurentního vztahu

n+ 0 = n; n+ (m + 1) = (n +m) + 1

Uká¾eme nejprve asociativní zákon

Tvrzení 58 (8n;m; p 2 !)((n +m) + p = n+ (m+ p))

Dùkaz: Indukcí podle p. Pro p = 0 je

(n +m) + 0 = n+m = n+ (m+ 0)

Je-li (n+m) + p = n + (m + p), je také

(n+m) + (p+ 1) = ((n+m) + p) + 1 = (n+ (m+ p)) + 1

= n+ ((m + p) + 1) = n+ (m + (p+ 1))

Dùkaz komutativního zákona je trochu slo¾itìj¹í

Tvrzení 59 (8n;m 2 !)(n+m = m+ n)

1. Doká¾eme nejprve n+ 0 = 0 + n.

Pro n = 0 vztah platí. Je-li n+ 0 = 0 + n, je

(n+ 1) + 0 = n+ 1 = (0 + n) + 1 = 0 + (n + 1)

2. Uká¾eme n+ 1 = 1 + n.

Pro n = 0 je 0 + 1 = 1 = 1 + 0. Je-li n+ 1 = 1 + n, je

(n+ 1) + 1 = (1 + n) + 1 = 1 + (n+ 1)

3. Je-li n+m = m+ n, je

(n + 1) +m = n + (1 +m) = n+ (m + 1) = (n+m) + 1 = (m + n) + 1

= m + (n+ 1)
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Volíme-li g

0

(n) = 0, g

1

(n;m) = m + n, dostáváme funkci násobení f(n;m) =

n � m. V¹echny algebraické identity pro násobení a sèítání lze matematickou

indukcí dokázat z rekurentního vztahu

n � 0 = 0; n � (m + 1) = n �m+ n

Také dal¹í aritmetické operace jako faktoriál nebo mocninu lze závést obdobnými

rekurentními vztahy. Mù¾eme tedy de�novat strukturu pøirozených èísel jako

N = h!; 0; 1; f; g; R;�(!)i, kde f; g jsou funkce sèítání a násobení sestrojené

vý¹e a

R = fhn;mi 2 ! � ! : n � mg

je relace nerovnosti.

4.3 Celá a racionální èísla

Roz¹íøení èísel pøirozených na èísla celá je motivováno snahou èísla odèítat, co¾

ve struktuøe pøirozených èísel není v¾dy mo¾né. Podobnì roz¹íøení celých èísel

na racionální je motivováno snahou èísla dìlit. Obì konstrukce jsou analogické.

Celá èísla mù¾eme chápat jako formální výrazy n � m, kde n;m 2 !. Dva

takové formální výrazy mohou reprezentovat stejné záporné èíslo, napøíklad je

2 � 3 = 4 � 5 = 0 � 1. Formální výraz n � m kódujeme jako uspoøádanou

dvojici hn;mi, ztoto¾òujeme v¹ak dvojice které reprezentují stejné záporné èíslo.

Uva¾ujme relaci � na ! � ! danou pøedpisem

hn;mi � hp; qi � n+ q = p+m

Snadno doká¾eme, ¾e � je ekvivalence na !�! a mno¾inu celých èísel de�nujeme

jako faktorovou mno¾inuZ= (!�!)= �. Aritmetické operace sèítání, násobení

a dìlení de�nujeme nejprve na ! � ! pøedpisem

hn;mi+ hp; qi = hn+ p;m+ qi

hn;mi � hp; qi = hn+ q;m + pi

hn;mi � hp; qi = hn � p+m � q;m � p+ n � qi

Tyto aritmetické operace jsou kongruence vzhledem k ekvivalenci �, to zname-

ná, ¾e ekvivalentní prvky mají ekvivalentní souèty, rozdíly a násobky. Napøíklad

hn;mi � hp; qi ! hn;mi + hr; si � hp; qi+ hr; si

Pro celá èísla a; b; c 2Z, tj. tøídy ekvivalence a; b; c � ! � ! pak polo¾íme

a+ b = c � (9u 2 a)(9v 2 b)(9w 2 c)(u+ v = w)

a podobnì pro dal¹í aritmetické operace.

Racionální èísla sestrojíme jako formální zlomky, tj. jako dvojice èísel celých.
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Proto¾e nelze nulou dìlit, polo¾íme A =Z� (Zn f0g) a de�nujeme ekvivalenci

� na A pøedpisem

hn;mi � hp; qi � n � q = p �m

Mno¾ina racionálních èísel je faktorová mno¾ina Q=Z= �.

4.4 Reálná èísla

Racionální èísla lze sèítat, odèítat, násobit a dìlit, nelze je v¹ak v¾dy odmocòo-

vat. Roz¹íøit racionální èísla o v¹echny odmocniny racionálních èísel lze po-

dobným zpùsobem jakým jsme sestrojili èísla celá a racionální. Ale ani v této

struktuøe bychom nemìli èísla transcendentní jako � nebo e. Obecné reálné èíslo

vymezíme, urèíme-li v¹echna racionální èísla, která jsou men¹í ne¾ ono. Repre-

zentujeme je tedy speciálními mno¾inami racionálních èísel, které nazýváme

øezy

De�nice 60 Øez je neprázdná mno¾ina racionálních èísel, rùzná od Q tako-

vá, ¾e s ka¾dým prvkem obsahuje v¹echny prvky men¹í a nemá nejvìt¹í prvek.

Mno¾ina A je tedy øez, je-li

; � A � Q & (8x 2 A)(8y < x)(y 2 A) & (8x 2 A)(9y > x)(y 2 A)

Ka¾dé racionální èíslo a 2 Q urèuje øez A

a

= fx 2 Q : x < ag. Druhá

odmocnina ze dvou je reprezentována øezem

A = fx 2 Q : x < 0 _ x � x < 2g

Mno¾inu reálných èísel mù¾eme de�novat jako mno¾inu øezù racionálních èísel.

Na této mno¾inì lze de�novat v¹echny aritmetické operace. Napøíklad souèet

dvou øezù de�nujeme pøedpisem

A +B = fa+ b : a 2 A & b 2 Bg

Ponìkud slo¾itìj¹í je odèítání. Pokud A = A

a

= fx 2 Q : x < ag, de�nujeme

opaèný øez pøedpisem

�A

a

= fx 2 Q : x < �ag

Pokud A je iracionální, tj. rùzný od ka¾dého A

a

, de�nujeme øez opaèný pøedpi-

sem

�A = fx 2 Q : �x 62 Ag

Podobnì lze de�novat násobení a dìlení reálných èísel, je tøeba v¹ak rozenávat

rùzné pøípady kdy jsou argumenty kladné èi záporné, racionální èi iracionální.

Alternativní zpùsob zavedení reálných èísel vyu¾ívá Bolzano-Cauchyovu vìtu,

podle které posloupnost reálných èísel má limitu právì kdy¾ je cauchyovská. Re-

álná èísla mù¾eme ztoto¾nit s cauchyovskými posloupnostmi racionálních èísel.
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Posloupnost racionálních èísel ja ka¾dá funkce a : ! ! Q. Hodnotu posloupnos-

ti v èísle n (její n-tý èlen) znaèíme a

n

= a(n). Posloupnost a je cauchyovská,

platí-li

(8" 2 Q

+

)(9n 2 !)(8m; p � n)(ja

m

� a

p

j < ")

Zde Q

+

je mno¾ina kladných racionálních èísel. Na mno¾inì C cauchyovských

posloupností de�nujeme ekvivalenci � pøedpisem

a � b � (8" 2 Q

+

)(9n 2 !)(8m � n)(ja

m

� b

m

j < ")

Mno¾ina reálných èísel je faktorová mno¾ina R = C= �. Aritmetické operace

de�nujeme nejprve na mno¾inì C po slo¾kách

(a + b)

n

= a

n

+ b

n

(a � b)

n

= a

n

� b

n

(a � b)

n

= a

n

� b

n

(a=b)

n

= a

n

=b

n

Snadno uká¾eme, ¾e souèet, souèin a rozdíl cauchyovských posloupností je opìt

cauchyovská posloupnost. Pro podíl to platí pouze v pøípadì ¾e b

n

není ekvi-

valentní nulové posloupnosti. Ekvivalence � je kongruencí pro v¹echny tyto

aritmetické operace, tak¾e jsou jednoznaènì de�novány i na faktorové mno¾inì

R.

5 Mohutnosti mno¾in

V odstavci 3.5 jsme de�novali ekvivalenci a subvalenci mno¾in. Existuje-li vzá-

jemnì jednoznaèné obrazení z X na Y , øíkáme, ¾e X má stejnou mohutnost

jako Y (X � Y ) nebo ¾e mno¾iny X a Y jsou ekvivalentní. Existuje-li prosté

zobrazení z X do Y , øíkáme, ¾e X má men¹í nebo rovnou mohutnost ne¾ Y

(X � Y ).

De�nice 61 1. Mno¾ina X je koneèná, je-li ekvivalentní nìjakému pøirozenému

èíslu n 2 !.

2. Mno¾ina X je spoèetná, je-li ekvivalentní mno¾inì !.

Paradoxním jevem v teorii mohutností je, ¾e nekoneèná mno¾ina má stejnou

mohutnost jako nìkteré její vlastní èásti. Napøíklad mno¾ina pøirozených èísel

! má stejnou mohutnost jako mno¾ina sudých èísel

A = fn 2 ! : (9m 2 !)(n = 2 �m)g

Funkce f : ! ! A de�novaná pøedpisem f(n) = 2 �n je vzájemnì jednoznaèná.

Také obì mno¾iny Za Q jsou spoèetné. To plyne z toho, ¾e mno¾ina ! � ! je
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spoèetná. Vzájemnì jednoznaèná funkce f : ! � ! ! ! mù¾e být de�nována

pøedpisem

f(n;m) =

(n+m) � (n+m+ 1)

2

+ n

0 1 2 3

0 0 2 5 9

1 1 4 8

2 3 7

3 6

5.1 Cantor-Bernsteinova vìta

Vztah subvalence x � y je zøejmì tranzitivní. Je-li x � y a y � z, existují prosté

funkce f : x! y a g : y ! z a jejich slo¾ení je prostá funkce g � f : x! z, tak¾e

x � z. Cantor-Bernsteinova vìta øíká, ¾e vztah subvalence je antisymetrický. Pro

dùkaz této vìty si nejprve zavedeme pojem iterace funkce. Nech» g : X ! X je

funkce a uva¾ujme funkce g

0

: X ! X, g

1

: X�X ! X dané pøedpisy g

0

(x) = x,

g

1

(y; x) = g(x). Podle vìty o rekurentní de�nici s parametrem existuje jediná

funkce f : X � !! X splòující

f(x; 0) = x; f(x; n+ 1) = g(f(x; n))

Pro pevné n 2 ! oznaème g

n

: X ! X funkci de�novanou g

n

(x) = f(x; n). Pak

g

0

(x) = x; g

n+1

(x) = g(g

n

(x))

Funkce g

n

se nazývá n-tá iterace funkce g. Je to slo¾ení funkce g se sebou samou

n-krát.

Tvrzení 62 (Cantor-Bernsteinovo lemma) Je-li Z � Y � X a X � Z, je

X � Y .

Dùkaz: Podle pøedpokladu existuje vzájemnì jednoznaèná funkce f : X ! Z.

Proto¾e Z � X, existuje n-tá iterace funkce f . Polo¾me

M = ff

n

(x) : x 2 X n Y; n 2 !g � (X n Y ) [ Z

De�nujme funkci g : X ! Y pøedpisem

g(a) =

�

f(a) pokud a 2M

a pokud a 2 X nM

Uká¾eme, ¾e g je prostá funkce. Nech» a; b 2 X, a 6= b.

Je-li a; b 2 X nM , je g(a) = a 6= b = g(b).

Je-li a; b 2M , je g(a) = f(a) 6= f(b) = g(b).

Je-li a 2 M , b 2 X nM , je g(a) = f(a) 2 M , a g(b) = b 2 X nM , tak¾e
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g(a) 6= g(b).

Uká¾eme R(g) = Y . Je-li a 2 Y nM , je a = g(a) 2 R(g). Je-li a 2 Y \M ,

je a = f

n

(c) pro nìjaké n 2 ! a c 2 X n Y . Proto¾e a 6= c, je n > 0, tak¾e

a = g(f

n�1

(c)) 2 R(g). 2

Vìta 63 (Cantor-Bernsteinova vìta) Vztah subvalence � je antisymetric-

ký

X � Y & Y � X ! X � Y

Dùkaz: Nech» f : X ! Y a g : Y ! X jsou prostá zobrazení. Pak g � f [X] �

g[Y ] � X a X � g � f [X], tak¾e, podle Cantor-Bersteinova lemma,X � g[Y ] �

Y . 2

5.2 Nespoèetné mno¾iny

Mno¾ina reálných èísel ji¾ spoèetná není. Uká¾eme si, ¾e ji¾ jednotkový interval

[0; 1] = fx 2 R : 0 � x � 1g není spoèetný. Ka¾dé èíslo x 2 [0; 1] lze psát v

binárním rozvoji x = 0:x

0

x

1

x

2

: : :, tj. existují binární èíslice x

i

2 f0; 1g tak, ¾e

x je nekoneèný souèet

x =

x

0

2

+

x

1

2

2

+

x

2

2

3

+ � � �

Tvrzení 64 Jednotkový interval [0; 1] není spoèetný.

Pøedpokládejme sporem, ¾e jednotkový interval je spoèetný a nech» a : ! !

[0; 1] je posloupnost v¹ech èísel jednotkového intervalu. Pi¹me ka¾dé èíslo a

i

v

binárním rozvoji

a

0

= 0:a

00

a

01

a

02

: : :

a

1

= 0:a

10

a

11

a

12

: : :

a

2

= 0:a

20

a

21

a

22

: : :

Sestrojme reálné èíslo b = 0:b

0

b

1

b

2

: : : pøedpisem b

i

= 1� a

ii

. Proto¾e b

0

6= a

00

,

b 6= a

0

. Proto¾e b

i

6= a

ii

, b 6= a

i

. Èíslo b se tedy v posloupnosti a nevyskytuje a

to je spor.

Diagonální metodu pou¾itou v tomto dùkazu lze zobecnit. Uká¾eme si obecnì,

¾e ¾ádná mno¾ina není ekvivalentní své potenèní mno¾inì.

Vìta 65 Pro ka¾dou mno¾inu x je x � P(x) ale x 6� P(x).

Dùkaz: Funkce g = fhy; fygi : y 2 xg je vzájemnì jednoznaèné zobrazení z x

do P(x), tak¾e x � P(x).

Pøedpokládejme, ¾e f : x! P(x) je vzájemnì jednoznaèné surjektivní zobraze-

ní. De�nujme mno¾inu y = fu 2 x : u 62 f(u)g. Proto¾e y � x, existuje v 2 x,

takové, ¾e y = f(v). Ale

v 2 y � v 62 f(v) = y � v 62 y
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a to je spor. 2

Mno¾ina P(!) je tedy nekoneèná a nespoèetná mno¾ina. Øíkáme, ¾e mámohut-

nost kontinua. Mno¾ina P(P(x)) má ov¹em je¹tì vìt¹í mohutnost ne¾ P(x).

Vidíme ¾e mo¾ných mohutností nekoneèných mno¾in je nekoneènì mnoho. Ne-

víme v¹ak, zda v této hierarchii nekoneèných mohutností nejsou nìkteré mo-

hutnosti pøeskoèeny, napøíklad zda existuje nespoèetná mno¾ina reálných èísel,

která má men¹í mohutnost ne¾ mno¾ina v¹ech reálných èísel. Tento problém byl

dlouhou dobu otevøený a¾ jej v ¹edesátých letech vyøe¹il Leonard Cohen pøekva-

pujícím zpùsobem. Existenci takové mno¾iny nelze z axiomù teorie mno¾in ani

dokázat ani vyvrátit. Existenci takové mno¾iny lze pøijmout jako nový axiom,

stejnì tak je ale mo¾né pøijmout jeho negaci.

5.3 Axiom výbìru

Dal¹í ¾ádoucí vlastnost v teorii mno¾in je srovnatelnost mno¾in podle mohut-

nosti. Platí pro ka¾dé dvì mno¾iny x a y buï x � y nebo y � x? Ze stávajících

axiomù toto tvrzení neplyne. Je tøeba pøidat dva nové axiomy. První, axiom sub-

stituce, se týká vytváøení nových mno¾in jako obrazù mno¾in pøi mno¾inových

operacích. Uva¾ujme formuli '(u; v) takovou, ¾e platí (8u)(9!v)'(u; v). Formu-

le ' reprezentuje mno¾inovou operaci. Axiom substituce po¾aduje, aby obraz

ka¾dé mno¾iny pøi této operaci byl také mno¾inou. Je formulován za slab¹ího

pøedpokladu, ¾e pro ka¾dé u existuje nejvý¹e jedno v, pro které '(u; v).

Axiom 10 (Schema axiomù substituce)

(8u; v; w)('(u; v) & '(u;w)! v = w) ! (8x)(9y)(8v)(v 2 y � (9u 2 x)'(u; v))

Zde tedy mù¾eme chápat y jako obraz x pøi zobrazení '.

Axiom výbìru postuluje existenci funkce, která z neprázdných mno¾in vybírá

nìjaké jejich prvky.

De�nice 66 Øíkáme, ¾e fukce f je selektor na mno¾inì x, pokud platí

Sel(f; x) � Fnc(f) & D(f) = x & (8y 2 x)(y 6= ; ! f(y) 2 y)

Funkce f je tedy selektor na x, pokud z ka¾dé neprázdné mno¾iny y 2 x vybírá

nìjaký její prvek. Existence selektorù je intuitivnì pøijatelný princip, pøesto v¹ak

z dosavadních axiomù neplyne a pøijmeme ho jako dal¹í axiom.

Axiom 11 (Axiom výbìru) Pro ka¾dou mno¾inu existuje její selektor.

(8x)(9f)Sel(f; x)

Vìta 67 Pro ka¾dou mno¾inu existuje s ní ekvivalentní ordinální èíslo.

(8x)(9y)(Ord(y) & x � y)
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Idea dùkazu spoèívá v tom, ¾e vybíráme z mno¾iny x postupnì jeden prvek

za druhým a pøiøazujeme je nejprve pøirozeným a potom dal¹ím ordinálním

èíslùm. Axiom substituce zaruèuje, ¾e tento proces se na nìkterém ordinálním

èísle zastaví. Nech» F je selektor na mno¾inì P(x). Polo¾me f(0) = F (x), f(1) =

F (x n ff(0)g) = F (x n f [1]) a pro ka¾dé pøirozené èíslo n

f(n) = F (x n ff(0); : : : ; f(n� 1)g) = F (x n f [n])

Je-li x n-prvková mno¾ina, je f [n] = x, a f je vzájemnì jednoznaèné zobraze-

ní n 2 ! na x. Je-li x nekoneèné, polo¾íme také f(!) = F (x n f [!]) a stejnì

pro v¹echna následující ordinální èísla, dokud mno¾inu x nevyèerpáme. Ve for-

málním dùkazu sestrojujeme mno¾inu G funkcí, které jsou takto de�novány na

nìjakém ordinálním èísle a po¾adovanou funkci f sestrojíme jako obecné sjed-

nocení G.

Dùkaz vìty: Uva¾ujme formuli '(u; g)

'(u; g) � (9�)(Ord(�) & D(g) = �+ 1 & u = g(�)) &

(8
 2 D(g))(g(
) = F (x n f [
]))

Uká¾eme, ¾e formule ' reprezenuje jednoznaènou funkci, tj.

'(u; g) & '(u; h) ! g = h

Nech» D(h) = � + 1 a pøedpokládejme � � �. Polo¾me


 = minf� 2 �+ 1 : g(�) 6= h(�)g

Pak g[
] = h[
], tak¾e g(
) = F (x n g[
]) = F (x n h[
]) = h(
) a to je spor. Je

tedy u = g(�) = h(�), tak¾e � = � a g = h. Za pøedpokladu � � � je dùkaz

obdobný. Podle axiomu nahrazení pro mno¾inu x platí

(9G)(8g)(g 2 G � (9u 2 x)'(u; g))

Polo¾me f = U(G). Zøejmì D(f) je ordinální èíslo a pro ka¾dé 
 2 D(f) je

f(
) = F (x n f [
]) 2 x n f [
]

tak¾e f je prostá funkce. Pøedpokládejme sporem, ¾e R(f) � x. Pak u = F (x n

R(f)) 2 xnR(f). Polo¾íme-li g = f [fhD(f); ui, je g 2 G a tedy u 2 R(f) a to

je spor. Obor hodnot funkce f je tedy celé x, tak¾e f je vzájemnì jednoznaèná

funkce z x na nìjaké ordinální èíslo. 2

Vìta 68 Ka¾dé dvì mno¾iny jsou srovnatelné.

x � y _ y � x

Dùkaz: Existují ordinální èísla � � x a � � y a buï � � � nebo � � �. 2
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6 Historické poznámky

Logiku jako nauku o rozumovém my¹lení zalo¾il Aristotelés (384 - 322 pø.n.l.)

Paradoxy logického my¹lení odkryl Zénón Elejský (asi 490 - 430 pø.n.l.). Sy-

stematickým vyhledáváním paradoxù se zabývala Megarská ¹kola vedená Eu-

kleidem z Megar (450-380 pø.n.l. - odli¹ný od Eukleida Základù). Aristetolova

logika zásadním zpùsobem ovlivninla antickou geometrii. Hledalo se odvození

geometrie z prvních poèátkù, nabízelo se v¹ak více alternativ, jak tyto poèátky

vymezit. Systematickou stavbu antické geometrie zachytil Eukleidés (èinný ko-

lem roku 300 pø.n.l.) ve svých Základech. Jsou zalo¾eny na axiomatické metodì.

Nìkteré evidentní geometrické poznatky se prohlásí za pøedpoklady - axiomy a

postuláty - a ostatní se z nich odvozují logickou cestou.

V Eukleidovì systému má speciální postavení jeho pátý postulát o rovno-

bì¾kách. Je-li v rovinì dána pøímka a bid který le¾í mimo ni, axiom postu-

luje existenci jediné rovnobì¾ky s danou pøímkou procházející daným bodem.

Mnoho matematikù se sna¾ilo dokázat pátý postulát z ostatních Eukleidových

axiomù. Tyto snahy byly neúspì¹né a v devatenáctém století se ukázalo, ¾e to

není mo¾né. Existují alternativní neeukleidovské geometrie, ve kterých pátý po-

stulát neplatí. Navzájem nezávisle je objevili Carl Friedrich Gauss (1777-1855),

János Bolyai (1802-1860) a Nikolaj Ivanoviè Lobaèevskij (1793-1856). I oni se

pokou¹eli dokázat pátý postulát, dospìli v¹ak závìru, ¾e to není mo¾né, ¾e je

stejnì dobøe mo¾né pøijmout za axiom jeho negaci a nedospìt pøitom ke sporu.

V Lobaèevského geometrii lze vést daným bodem nekoneènì mnoho rovnovì¾ek

s danou pøímkou a souèet úhlù v ka¾dém trojúhelníku je men¹í ne¾ dva pravé.

Mo¾nost takové geometrie pozdìji potvrdil Eugenio Beltrami (1835 - 1900)

konstrukcí jejího modelu. Geometrické termíny jako bod, úseèka, úhel nebo

shodnost není nutno interpretovat tím zpùsobem, jaký známe z eukleidovské

geometrie. Dáme-li jim jiný obsah a budou-li i nadále splnìny v¹echny axiomy,

budou v tomto novém svìtì platit i v¹echny dokázané vìty. Beltramiho model

neeukleidovské geometrie (planimetrie) je vnitøek nìjakého kruhu v eukleidovské

rovinì. Za body a úseèky v novém smyslu se pova¾ují pouze vnitøní body a úseè-

ky tohoto kruhu. Pøitom se mìøení délek a úseèek odli¹uje od eukleidovského,

tak¾e z hlediska vnitøní geometrie se jedná o nekoneèný prostor.

V Beltramiho modelu jsou splnìny v¹echny Eukleidovy axiomy a postuláty

kromì pátého. Speciálnì lze ka¾dou úseèku prodlou¾it, ka¾dé dva body lze spojit

úseèkou a kolem ka¾dého bodu lze daným polomìrem opsat kru¾nici (nebude

to v¹ak eukleidovská kru¾nice). Pátý postulát v¹ak neplatí. Dvì úseèky jsou

rovnobì¾ky, pokud se uvnitø kruhu neprotínají ¾ádná jejich prodlou¾ení; je tedy

vidìt, ¾e ke ka¾dé úseèce lze ka¾dým mimo ni le¾ícím bodem vést nekoneènì

mnoho rovnobì¾ek.

Beltramiho model není jen o geometrii ale také o logice geometrie. Ukazuje,

¾e negaci pátého postulátu nelze pøivést ke sporu, ¾e neeukleidovská geometrie

je bezesporná, proto¾e svìt který popisuje vskutku existuje. Vìøíme-li v exis-

tenci eukleidovského svìta, musíme pøipustit i mo¾nost neeukleidovského svìta.
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Beltramiho model nám tedy ukazuje nezávislost pátého postulátu. Nelze ho

z ostatních axiomù ani dokázat ani vyvrátit.

Logické základy geometrie a metodu modelù pøivedl k dokonalosti koncem

devatenáctého století David Hilbert (1862 - 1943). Hilbert doplnil nevyslovené

Eukleidovy axiomy, pomocí modelù ukázal, ¾e jeho axiomy jsou na sobì navzá-

jem nezávislé, a uva¾oval dal¹í varianty geometrií. Kladl si také otázku beze-

spornosti eukleidovské geometrie. Konstruuje její model zalo¾ený na Descartovì

analytické metodì. Body reprezentuje jako dvojice reálných èísel (souøadnice) a

pøímky jako trojice reálných èísel (koe�cienty jejich rovnic). Tento dùkaz beze-

spornosti je v¹ak zalo¾en na pøedpokladu bezespornosti systému reálných èísel,

a tím se otázka bezespornosti pouze pøesunula jinam. V problému bezespornosti

systému reálných èísel pak hraje kritickou roli problém nekoneèna.

Studium nekoneèna pøineslo dal¹í impuls k rozvoji logiky. Antická matema-

tika se nekoneènu vyhýbala. Aristotelés dokazuje, ¾e ¾ádná velièina nemù¾e být

nekoneèná, ¾e v oblasti fyziky není nekoneèno mo¾né. V matematice pøipou¹-

tí pouze potenciální nekoneèno. Úseèky lze libovolnì prodlu¾ovat, ne v¹ak do

nekoneèna, úseèky lze dìlit libovolnì dlouho, ne v¹ak nekoneènì mnohokrát.

Øecká matematika, tak jak je prezentována v Eukleidových základech se bez

aktuálního nekoneèna obe¹la a tím se dokázala vyhnout mnoha paradoxùm.

Do matematiky uvádí aktuální nekoneèno a¾ Bernard Bolzano (1781 - 1848)

na základì teologických argumentù v knize 'Paradoxy nekoneèna'. Bolzano od-

li¹uje tento pojem aktuálnì nekoneèné mno¾iny od nekoneènì velikých in�nite-

simálního poètu a dokazuje, ¾e existují mno¾iny vskutku nekoneèné, napøíklad

mno¾ina v¹ech pravd.

Systematicky rozvinul teorii nekoneèných mno¾in Georg Cantor (1845 - 1918).

K této problematice se Cantor dostal pøi zkoumání algebraických èísel roku 1874.

Cantor dokazuje, ¾e algebraická èísla, tj. èísla která splòují algebraickou rovnici

s celoèíselnými koe�cienty, lze vzájemnì jednoznaènì pøiøadit pøirozeným èís-

lùm, to znamená, ¾e je lze seøadit do nekoneèné posloupnosti, která je v¹echny

obsahuje. Naproti tomu ale neexistuje posloupnost v¹ech reálných èísel. V ka¾dé

posloupnosti reálných èísel se nìkterá reálná èísla nevyskytují. Z toho Cantor

novì dokazuje, ¾e transcendentální (nealgebraická) èísla existují, a ¾e je jich do-

konce nekoneènì mnoho v ka¾dém intervalu. Pro rozvoj teorie mno¾in byl právì

tento dùkaz klíèový. Ukazuje toti¾, ¾e existují dvì nekoneèné mno¾iny, které co

do mno¾ství nejsou stejné: mno¾ina pøirozených a mno¾ina reálných èísel.

V devatenáctém století se také rozvinula samotná logika díky formálním,

algebraickým metodám. Formální pøístup je typický pro arabskou matematiku.

Zatímco øecká matematika byla zalo¾ena na náhledu do svìta idejí, arabská ma-

tematika pøiná¹í mo¾nost získávat nové výsledky formální manipulací symbolù.

V øecké matematice jsou pøirozená èísla chápána jako geometrické velièiny a

operace s nimi jako operace geometrické. Vyjádøení èísla znakem nebylo pod-

statné. Naproti tomu arabská matematika propracovává babylónský vynález

zápisu èísel v pozièním systému a na nìm zalo¾ené algoritmy sèítání a násobení.

Postupujeme-li podle algoritmu, vzdáváme se náhledu. Jednotlivé kroky algorit-
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mu provádíme slepì a mechanicky, jsme-li v¹ak peèliví, mù¾eme se spolehnout

na správnost výsledku. Do jisté míry se zde náhled na èísla nahrazuje náhledem

na algoritmus.

Snaha o formální vyjádøení logiky se objevuje ji¾ u støedovìkých dialek-

tikù napø. Petra Abelarda (1079 - 1142), v extrémní formì pak u Raimunda

Lulla (1235-1315), který se pokusil o vybudování formalizovaného systému teo-

logie a �loso�e. Zkonstruoval dokonce mechanismus, který pomocí otáèivých kol

ukazuje formální výsledky sylogistické dedukce. Také Gottfried Wilhem Leibniz

(1646-1716) uva¾oval ". . .o abecedì lidského my¹lení, ve které by se dalo vyjádøit

v¹echno myslitelné vhodnými kombinacemi a kterou by se my¹lení redukovalo

na kvazimechanickou operaci procházení seznamù."

Algebraický pøístup k logice zavedl George Boole (1815-1864), který de�nuje

logické operace (konjunkce, disjunkce, implikace, negace) a ukazuje, ¾e tyto

operace splòují urèité algebraické zákonitosti analogicky jako v algebøe operace

èíselné.

Formální systém logiky vybudoval Gottlob Frege (1848 - 1925). Frege byl

veden snahou vytvoøit umìlý logický jazyk, který by umo¾nil vyjádøit v¹echna

matematická fakta bez nepøesností a nejednoznaèností jazyka pøirozeného. Frege

pou¾il Booleovu analýzu logických operací a axiomatický pøístup. Jeho nejvìt¹í

pøínos je v¹ak v zavedení predikátù a kvanti�kátorù. Tento systém je popsán ve

Fregeho spisu 'Begri�sschrift' z roku 1879 a odpovídá dne¹nímu predikátovému

poètu. Ve Fregeho dobì nebyla je¹tì rozpracována axiomatika teorie mno¾in

a Frege proto svùj systém dále roz¹iøoval a zobecòoval. Roku 1893 publikuje

první díl 'Grundgesetze der Arithmetik' a roku 1903 jejich druhý díl, zabývající

se teorií reálných èísel. K tomu úèelu zavádí promìnné predikáty, které jsou

ekvivalentní mno¾inám. (Frege obdivoval Cantorovu teorii mno¾in a obhajoval

jí proti jejím kritikùm.) Tím se v¹ak jeho systém otevírá v¹em paradoxùm teorie

mno¾in a Bertrand Russell (1872 -1970) formuloval svùj paradox mno¾iny tìch

mno¾in, které neobsahují sebe sama, právì v rámci Fregeho systému.

Východisko z této krize základù matematiky hledal David Hilbert v dùsledné

formalizaci matematiky. Formální pojetí matematiky bylo umo¾nìno objevem

neeukleidovských geometrií a jejích modelù. Pojmy pøímka a bod nemusí mít

jeden jediný význam. Lze jim dát i jiné významy a pøitom zùstanou splnìny v¹e-

chny axiomy eukleidovské nebo neeukleidovské geometrie, a tedy i v¹echny vìty

z nich odvozené. Toto pojetí rozpracoval Hilbert v díle 'Grundlagen der Geo-

metrie' roku 1898. Hilbert zcela abstrahuje od významu geometrických pojmù

a zabývá se pouze jejich logickými vztahy. Øíká výslovnì, ¾e

'. . . musí být mo¾né místo o bodu, pøímce a rovinì mluvit o stolu,

¾idli a pùllitru.' (Grundlagen der Geometrie, [11])

Tím pøekraèuje pojetí Fregeho, který svým predikátovým poètem mluví je¹tì

o zcela urèitých matematických objektech. V dal¹í fázi po roce 1902 Hilbert re-

aguje na paradoxy teorie mno¾in. Prosazuje zcela formální pojetí matematiky,
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abstrahuje nejen od významu primitivních pojmù a vztahù, ale i od významu lo-

gických operací. Matematické dùkazy a vìty se stanou pouhými øetìzci symbolù

a jejich dokazatelnost závisí jen na tom jakými jsou øetìzci, nezávisle na sub-

jektivních soudech matematikù. Navazuje tak na Leibnizùv sen mechanického a

úplného systému v¹eho vìdìní.

Znaky, øetìzce a výrazy, na kterých jsou formální systémy zalo¾eny, jsou v¹ak

opìt matematické povahy. Tím se ocitáme v logickém kruhu. K vybudování lo-

gických základù matematiky potøebujeme znát matematické vlastnosti øetìzcù

a tedy také vlastnosti pøirozených èísel. Vystavujeme se tak nebezpeèí, ¾e para-

doxy nekoneèné matematiky se projeví i pøi budování logického kalkulu. Hilbert

tomuto nebezpeèí èelí dùsledným omezováním se na �nitní (koneèné) metody.

Základy matematiky by mìly být vybudovány jen na vlastnostech koneèných

øetìzcù.

Je sice mo¾né uva¾ovat modely formálních teorií, tj. struktury se vztahy,

které splòují axiomy teorie, takových struktur v¹ak mù¾e být více, a jejich zna-

lost není nutným pøedpokladem k rozvíjení teorie. V tomto pojetí se v¹ak stává

kritickým problém bezespornosti. Teorie je jistì bezesporná, pokud má koneè-

ný model, tj. model který lze celý pøehlédnout. Není-li tomu tak, zbývá jedinì

mo¾nost ukázat, ¾e spor nelze obdr¾et formálními manipulacemi symbolù.

Kromì bezespornosti se nabízejí dal¹í ¾ádoucí vlastnosti formálních systé-

mù, a sice úplnost a rozhodnutelnost. Formální systém je úplný, jestli¾e

ka¾dá sentence (formule bez volných promìnných) buïto je dokazatelná nebo je

dokazatelná její negace. Po¾adujeme-li úplnost, èiníme si nárok na úplné pozná-

ní nìjaké matematické oblasti. Chceme, aby ka¾dý matematický problém byl

øe¹itelný. Stejnì jako bezespornost, pova¾oval Hilbert i po¾adavek úplnosti za

samozøejmý.Koneènì formálnímatematické systémy nabízí nejslibnìj¹í mo¾nost

- automatizaci matematických dùkazù. Je-li formule a dùkaz pouze posloupnost

znakù, lze hledat algoritmus, který by pro ka¾dou formuli rozhodnoval, zda je

dokazatelná, stejnì jako algoritmus násobení násobí dvì èísla pouze na základì

jejich zápisu. Zámìr vybudovat matematiku na formálním logickém systému,

který by byl bezesporný, úplný a rozhodnutelný, se oznaèuje jako Hilbertùv

program a Hilbert se mu se svými spolupracovníky vìnoval mnoho let.

Rozpracováním Fregeho predikátového poètu se vskutku podaøilo sestrojit

solidní základy matematiky. Klíèové místo v této struktuøe zaujímá teorie mno-

¾in, ani ne tak pro zachycení pojmu nekoneèna, jako pro bohatství vztahù,

které lze v teorii mno¾in najít. Axiomatickou teorii mno¾in vypracoval Ern-

st Zermelo (1871-1953). Pozdìji Zermelùv axiomatický systém doplnil Adam

Abraham Fraenkl (1891-1965) zejména o axiom substituce. Proto se tento axio-

matický systém teorie mno¾in nazývá Zermelo-Fraenkelùv. Alternativní systém

teorie mno¾in vypracovali Kurt Gödel (1906 - 1978) a Paul Bernays. V Gödel-

Bernaysovì systému vystupují dva druhy objektù - mno¾iny a tøídy. Tøídy jsou

velké soubory mno¾in (jako napøíklad tøída v¹ech mno¾in), které nemohou být

prvky mno¾in ani tøíd. To je alternativní øe¹ení Russellova paradoxu. Do teorie

mno¾in lze vnoøit témìø ka¾dou matematickou oblast tak, ¾e ka¾dý matematický
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objekt se reprezentuje nìjakou mno¾inou. Logické základy souèasné matematiky

tak spoèívají na teorii mno¾in.

Pøes tento výrazný úspìch formální metody je ale Hilbertùv program nedo-

sa¾itelný. Jak ukázal Kurt Gödel, zajímavé matematické teorie nejsou ani úplné

ani rozhodnutelné, a pokud jsou bezesporné, není mo¾né to o nich dokázat.

Formální logika a teorie mno¾in tak matematice poskytují rozumnì spolehlivé

základy, nikoliv v¹ak úplnou jistotu.
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