Uvod do matematické logiky a teorie mnoZin

Petr Kurka

Vznik logiky ma ptvod v rozhovoru. Vyslovim-li néjaké tvrzeni, které part-
ner bezprosttedné nepfijme, musim pro néj uvést néjaké argumenty nebo ho
jinak dolozit. Logika se snazi postihnout, kdy je tato argumentace vedena ko-
rektné a kdy ne. Logika jako metoda spravného rozumového uvazovani ma ale
svd omezeni. Tato omezeni poznavame na paradoxech. Paradoxy jsou logické
tvahy vedouci k zévértim, které nam piipadaji podivné nebo nepiijatelné. Cas-
to je tomu tak proto, ze jsou zaloZeny na néjakych nevyslovenych pfedpokla-
dech. Reseni nebo vysvétleni paradoxii pak spoéiva v nalezeni takovych skrytych
predpoklada.

Mnoho paradoxt je zaloZeno na jeva samovztaznosti. Rekl-li Kréfan Epime-
nidés, ze Krétané stile lzou, lze tento vyrok vztdhnout i na Epimenida, a tim
ho zpochybnit. Tato samovztaznost pusobi prekvapivé, nevede vsak k logické-
mu sporu. Vede jen k tomu, ze Epimenidav vyrok odmitneme jako nepravdivy.
Krétané nelzou stale, ale jenom nékdy. Silnéjsi verzi Epimenidova paradoxu do-
staneme, prohlasime-li

”Véta, kterou pravé fikam, je nepravdiva.”

Tato véta nemiize byt ani pravdiva ani nepravdiva. Jedno z vychodisek spociva
v tom, ze tuto vétu nebudeme povazovat za vyrok a odmitneme se ji v logice
zabyvat. Epimenidiv paradox ma mnoho variant. Jedna z nich vypravi o holiéi,
ktery s1 napsal nad dvefe, ze holi véechny muze v mésté, ktefi se neholi sami.
Jinou verzi je paradoxni definice

”Nejmensi pfirozené cislo, které nelze popsat vétou s méné nez dvaceti slovy.”

Epimenidav paradox a jeho moderni verze se stal velmi plodnym v logice a
teorit mnozin dvacatého stoleti. Ukazuje nam, cemu se v logice musime vyhnout
abychom se nedostali do sporu.

V matematice se pouziva formalizovana verze logiky. Matematické véty a
dikazy lze zapsat v umélém jazyce, ktery se nazyva predikatovy pocet. Pre-
dikat vyjadiuje, 7Ze néjaky objekt m4 néjakou vlastnost (jednocetny predikat)
nebo ze dva nebo vice objekti jsou v néjakém vztahu (vicedetné predikaty).
Dalsimi prvky predikatového poctu jsou kvantifikatory, které vyjadiuji, ze néja-
kou vlastnost maji vSechny objekty uréitého typu (obecny kvantifikitor) nebo
aspon néjaky (existenéni kvantifikitor). Matematickd logika se zabyva studiem



predikatového poctu a jeho vlastnostmi jako je dokazatelnost ¢i bezespornost.
Jadrem tohoto piistupu je axiomatickd metoda. Nejjednodussi matematické
principy, které nam piipadaji intuitivné ziejmé, prohlasime za axiomy a hleddme
dalsi matematickd tvrzeni, ktera z nich lze odvodit. Pro kazdou matematickou
oblast lze takto budovat pfislusnou teorii s axiomy specifickymi pro tuto oblast.
Privilegované postaveni mezi matematickymi teoriemi zaujimé teorie mno-
zin. Vznikla v devatenactém stoleti jako studium vlastnosti nekoneéna, zejména
srovnavanim raznych velikosti nekonecna. Ukézalo se vsak, ze v teorii mnozin lze
modelovat i jiné matematické teorie tak, ze se kazdému matematickému objektu
pritadi uréitd mnozina, ktera ho reprezentuje. V tomto smyslu je teorie mnozin
zakladem matematiky, na kterém lze budovat dalsi matematické discipliny.

1 Vyrokovy pocet

Vyrok chapeme jako tvrzeni, o kterém lze Fici zda je pravdivé nebo nepravdivé.
V matematické logice se zabyvame vyroky o matematickych objektech: ¢islech,
bodech, pfimkéch, vektorech, mnozinach. Pfiklady vyroku jsou

3 < b, Tjeprvocislo, 8 jeprvocislo, 1+1=3

Prvni dva vyroky jsou pravdivé, druhé dva jsou nepravdivé. Misto o pravdivosti
¢i nepravdivosti mluvime také o pravdivostni hodnoté vyroku: 0 je-li ne-
pravdivy a 1 je-li pravdivy.

1.1 Logické spojky

ce &, disjunkce Vv, implikace — a ekvivalence =. Logické spojky chapeme jako
operace na mnoziné pravdivostnich hodnot {0, 1}. Jsou definovany tabulkou

p qlp&qlpValr—q|pr=q
p| p 0 0 0 0 1 1
0] 1 0 1] o0 1 1 0
1] o 1 0| o0 1 0 0

1 1] 1 1 1 1

Napiiklad vyroky
B<h&(4<h), B<HVE<3), (4<3)—(b<4)
jsou pravdivé a vyroky

B<4)—(b<4), B=4)v{4<3



jsou nepravdivé.

Logické spojky negace, konjunkce, disjunkce, implikace a ekvivalence jsou nej-
castéji pouzivané ale nikoliv jediné mozné. Dvoucetna logicka spojka je dana
ctverici nul a jednicek, kterym jsou piifazeny vsechny mozné kombinace dvou
proménnych, tj. 00,01,10,11. Je tedy celkem 16 dvoucetnych logickych spojek,
mezi nimi jsou véak i jednocetné binarni spojky (identita jedné z proménnych
a jeji negace) a také 0-Cetné spojky, identickd pravda (se samymi jednic¢kami),
kterou znacime true a identickd nepravda se samymi nulami, kterou znacime
false.

Nékteré slozené vyroky jsou pravdivé nezavisle na tom z jakych vyroki jsou
sestaveny. Je-li p jakykoliv vyrok, pravdivy ¢i nepravdivy, je p — p vidy pravdi-
vy. Rikdme, 7e p je vyrokova proménné a p — p je formule, ktera je tautologie.
Formule jsou vyrazy sestavené z vyrokovych proménnych pomocilogickych spo-
jek. Rikdme, 7e formule je tautologie, je-li pravdiva p¥i jakékoliv pravdivostni
hodnoté svych proménnych. Napiiklad p & p je formule kterd nen{ tautologie:
je-li p nepravdivé, neni pravdivé ani p & p. Rikdme, e formule je sporné, pokud
neni pravdiva pfi zddné pravdivostni hodnoté svych proménnych, tj. je-li negaci
tautologie. Piiklad sporné formule je p & —p. Rikdme, 7e formule je splnitelna,
pokud je pravdiva alespon pii jedné pravdivostni hodnoté svych proménnych,
t]. pokud nenf sporné.

1.2 Syntax vyrokového poctu

Ve formalnim systému vyrokové logiky se formule chapou jako fetézce znakt.
Pravidla, kterd stanovuji jak se tyto formule vytvaii, se nazyvaji syntakticka.
Vyrokovy pocet definuje umély jazyk (podobné jako jazyky programovaci) a
syntakticka pravidla jsou obdobou gramatiky zivych jazyka.

Syntakticka pravidla v prvé fadé stanovi abecedu, tj. znaky, ze kterych
se formule vytvari. Mezi tyto znaky patii logické spojky, mal4 pismena pro
vyrokové proménné a zavorky. Abeceda vyrokového poctu je tedy mnozina

A:{_" &’\/’H’E’(’)’a’b""’y’z}

Jako vyrokové proménné vétsinou pouzivame jednotlivd mala pismena latinské
abecedy. Protoze vsak uvazujeme formule s libovolnym poctem proménnych,
pripustime jako proménné také fetézce malych pismen.

Definice 1

1. Kazdy tetézec sestaveny z malych pismen je vyrokovd proménnd.

2. Kazdd vyrokovd proménnd je formule.

3. Je-li ¢ formule, je = formule.

4. Jsou-li p, ¢ formule, jsou také (¢ & ), (pV ), (¢ — ¥) a (¢ = ) formule.

Napiiklad fetézce p, abe jsou vyrokové proménné a tedy také formule. Dalsi
formule jsou ((p V ¢) — p), (mab — ¢), =(a & b), zatimco Fetézce = —, ab —



formule nejsou. Otazka, které fetézce jsou formule a které nikoliv je algoritmicky
rozhodnutelna: existuje algoritmus, ktery precte na vstupu rtetézec abecedy A
a rozhodne, zda je tento fetézec formule ¢i nikoliv. Tento algoritmus je zalozen
na rekurzivnim pouziti definice formule.

Retézec znakti p — p neni formule: chybi zde vnéj#i zavorky. Nebudeme viak
nasi definici dodrzovat tiplné striktné a tyto vnéjsi zavorky budeme vynechévat.
Piijmeme-li precedenéni konvence, mtizeme také vynechavat nékteré vnitini za-
vorky. Neni-li pofadi operaci stanoveno zavorkami, ma negace prednost pred
konjunkei a disjunkei a ty maji prednost pfed implikaci a ekvivalenci. Formuli
((p & ¢) — p) budeme tedy psat jednoduseji p & ¢ — p.

1.3 Sémantika vyrokového poétu

Vyznamem prvki umélého jazyka se zabyva jeho sémantika. Vyznam formule
je zobrazeni, které pfifazuje pravdivostnim hodnotéam jejich vyrokovych promeén-
nych pravdivostni hodnotu dané formule. Ma-li dana formule ¢ n vyrokovych
proménnych, predstavuje tedy zobrazeni z mnoziny {0, 1} n-tic nul a jednicek
do mnoziny {0,1}. Formule je tautologie, jestlize toto zobrazeni je identicky
rovné jedné, tj. pokud pravdivostni hodnota formule je 1 pro kazdou kombi-
naci pravdivostnich hodnot jejich vyrokovych proménnych. Pravdivostni funkci
formule vyhodnocujeme tabulkou, ve které tadky odpovidaji kombinacim prav-
divostnich hodnot vyrokovych proménnych a sloupce odpovidaji podformulim
dané formule. Napiiklad pro formuli (p — ¢) = (-¢ — —p) sestavime tabulku

pelp—q|~q|-w|-q—-p]|(p—q=(~q—-p
00 1 1] 1 1 1
01 ] 1 01 1 1
0] 0 1] 0 0 1
1l 1 010 1 1

V poslednim sloupci jsou samé jednotky, to znamena, ze formule je tautologie.
Také otazka, zda dana formule je tautologie, ¢ nikoliv, je algoritmicky rozhod-
nutelna. Algoritmus, ktery tuto tlohu rozhoduje, v dané formuli nalezne vsechny
jeji vyrokové proménné, a vyhodnoti jeji pravdivostni hodnotu pfi véech moz-
nych hodnotach téchto proménnych.

Nékteré tautologie vyjadiuji dilezité principy dukazi matematickych vét.
Pravé uvadéna tautologie vyjadiuje princip dikazu sporem. Chceme-li dokazat
7e z p plyne ¢, pfedpoklddame ze plati, ¢ a snazime se odvodit —p které je
ve sporu s p. S&m princip sporu je tautologie —(p & —p). Nemtize platit vyrok
p a soucasné jeho negace —p. Dudlni tautologie je zdkon vylouceného tfetiho
pV =p, bud plati p nebo jeho negace. Dvoji negaci se pravdivostni hodnota
neméni, =—p = p. Dalsi dulezité tautologie maji podobu algebraickych identit.



Chapeme-li totiz mnozinu pravdivostnich hodnot {0, 1} jako algebraickou struk-
turu, hraje ekvivalence roli rovnosti a implikace roli nerovnosti. Vsiméme si, ze
vyrok (p = q) plati pravé kdyz p = ¢ (tj. p a ¢ maji stejnou pravdivostni hodno-
tu), a p — ¢ plati pravé kdyz p < ¢q. Konjunkce je v této algebraické struktufe
operace minima a disjunkce operace maxima. Proto digjunkce a konjunkce maji
podobné ale dualni vlastnosti. Naptiklad pro né plati komutativni a asociativni
zakony a mezi nimi plati zdkony distributivni. Negaci se navzajem prevadi podle
de Morganovych pravidel. Uvedme si nékteré dilezité tautologie.

“—p=p dvoji negace

(p—q9 =(—g—-p) dtkaz sporem

-(p & —p) princip sporu

pV-p princip vylouceného tretiho
p—=&g—=r)—=(p—r) transitivita implikace
p—=&g—p =p=q antisymetrie implikace
p&)=(q&p) komutativni zdkon konjunkce
(pVqg) =(qVp) komutativn{ zdkon disjunkce
(p&k)&r)=p&(¢&r)) asociativni zdkon konjunkce
(pvgvry=@mVvigvr) asociativni zdkon disjunkce
p&qvr)=(p&Vp&kr) distributivn{ zdkon
pVig&kr)=(pVg &(pVr)

p&qg—p vlastnost minima

p&qg—q

p—pVyq vlastnost maxima

¢g—pVyg

S(p&q)=(—pV g de Morganiv zakon

~(pVq) = (-p & g

(p—q)=(p &9 negace implikace

pVqg=(=p—q)
(p—q¢)=-pVyq

1.4 Disjunktni normalni forma

Pomoci tautologii 1ze formule upravovat podobné jako algebraické vyrazy a pfi-
tom zjednodusovat. Pfi nékterych aplikacich je vhodné vyjadiit danou formuli
v néjakém predepsaném tvaru. Jednim takovym tvarem je disjunktni normalni
forma. Je to disjunkce konjunci, které jsou sestaveny z vyrokovych proménnych
pripadné z jejich negaci. Pro dvé proménné p a ¢ uvazujme ctyii konjunkce

pg | (p&—q) | (mp&k ) | P& —q) | (p&q)

00 1 0 0 0
01 0 1 0 0
10 0 0 1 0
11 0 0 0 1



Kazda z téchto konjunkci je pravdiva pravé pii jediné kombinaci pravdivostnich
hodnot p a ¢, prva pro 00, druha pro 01, tfeti pro 10 a ¢tvrta pro 11, tedy pravé
v jednom fadku tabulky. Je-li nyni ¢ libovolna formule s dvéma proménnymi
je ekvivalentni disjunkci nékterych téchto konjunkci a sice prévé téch, v jejimz
fadku ma ¢ jednotky. Tedy napfriklad

r=q) = (p&-q)V(p&yq)
p—q) = (p&-qV(p&qVipkyq)

Na takovouto disjunktn{ normalni formu lze pfevést kazdou formuli vyrokového
poctu.

2 Predikatovy pocet

Zakladni syntaktické prvky predikatového poctu jsou predikaty, operace a kon-
stanty. Predikaty vyjadiuji vlastnosti matematickych objektu pfipadné jejich
vztahy. Dvoucetny predikat nerovnosti < vyjadfuje vztah mezi dvéma ¢isly.
Jednocetny predikat ”byti prvocislem” vyjadiuje vlastnost ¢isel. V geometrii se
pouziva dvoucetny predikit "bod x lezi na pfimce p”, teorie mnozin je zalozena
na dvoucetném predikdtu nalezeni x € y, tj. mnozina z je prvkem mnoziny y.
V kazdé matematické oblasti pracujeme s predikatem rovnosti =.

Operace pritazuji matematickym objekttim jiné matematické objekty. V al-
gebfe pracujeme s dvoucetnymi aritmetickymi operacemi jako je s¢itani a naso-
beni. Jednocetna operace je naptiklad faktorial. Jsou také 0-etné operace, tj.
konstanty. V algebfe za konstanty casto volime 0 a 1 protoze maji vyjimeéné
vlastnosti vzhledem ke sc¢itani a nasobeni.

Formule predikdtového poétu vypovidaji o vztazich v matematickych struk-
turach. Strukturu chapeme jako mnozinu, na které jsou dany néjaké operace
a vztahy odpovidajici studovanym predikatim. Budeme se zabyvat zejména
algebraickymi strukturami jeko je struktura N pfirozenych cisel, struktura Z
celych cisel, struktura @ racionélnich éisel a struktura R redlnych cisel. Ve
vSech téchto strukturach jsou definovany operace séitani a nasobeni a predi-
kéty rovnosti a nerovnosti. Existuji také konecné struktury. Pro kazdé piirozené
¢islo n > 0 uvazujeme strukturu Z, = {0,1,...,n — 1} zbytkovych t¥id modu-
lo n. Sé¢itani a odcitani je v ni definovano modulo n, usporadani nerovnostmi
0 <1< ---<n—1. Napiiklad ve struktufe Zs je s¢itani a nasobeni definovano
tabulkami

Pojmy mnoziny a struktury zatim chapeme intuitivné. Pfesnéji je vymezime az
se budeme zabyvat teorii mnozin.



Zakladni, neboli atomarni formule predikdtového pocétu sestavaji z predi-
katt vztazenych na néjaké konstanty, proménné nebo aritmetické vyrazy z nich
sestavené. Takovéto aritmetické vyrazy nazyvame termy. Naptiklad z + 1 nebo
(x +y)* 2z jsou termy a  +y = y+ = nebo & < 0 jsou atomarn{ formule. Z ato-
Obecny kvantifikator V vyjadiuje, ze néjaké tvrzeni plati pro vsechny objekty
(dané struktury). Existenéni kvantifikitor 3 vyjadiuje, ze existuje aspon jeden
objekt s touto vlastnosti. Napfiklad formule (Vz)(x > 0) vyjadfuje, ze kazdé
¢islo je vétsi nebo rovno nule. To plati ve struktufe pfirozenych cisel, ale ne ve
struktufe celych cisel. To zapisujeme

NE (Vo)(e 2 0), Z§ (Yo)(z > 0)

Pro urceni pravdivosti formuli je dilezité rozliseni mezi volnymi a vazanymi
proménnymi formule. Volné proménné jsou ty, které nejsou kvantifikovany. Na-
piiklad ve formuli ¢ < z — (Jy)(z < y < z) jsou proménné z a z volné,
proménnd y je vazana. Formule # + y = y + # ma pouze volné proménné x a y.
Formule (V2)(Jy)(# < y) ma pouze vizané proménné z a y. Formule budeme
vytvaret tak, aby zadnd proménna nebyla ve formuli soucasné volné a vazana.
Napifklad (z > 0) & (3z)(x < 0) za formuli povazovat nebudeme. Misto nf
pouzijeme formuli (z > 0) & (Fy)(y < 0).

2.1 Syntax predikatového poétu

Také v predikatovém poctu se definuji formule jako urcité fetézce symbola. Sym-
boly pro predikaty, operace a konstanty volime podle toho, jakou matematickou
strukturou se zabyvame. Jako priklad si uvedeme predikatovy pocet pro algeb-
raické struktury s konstantami 0, 1, dvou¢etnymi operacemi +, * a dvoucetnymi
predikaty < a =. Seznam

E = {0’1’+’*’<’:}

téchto konstant, operaci a predikdti se nazyva jazyk. Formule predikdtového
poctu obsahuji symboly jazyka £ a dalsi symboly jako logické spojky, kvantifi-
katory a mald pismena. Cela abeceda symboli je tedy

A:{0’1’+’*’<’:’_|’ & ’\/’H’E’V’H’(’)’a’b’""y’z}

Malé pismena opét slouzi pro vytvareni proménnych, tyto proménné vsak za-
stupuji ¢isla, nebo prvky algebraickych struktur, nikoliv vyroky.

Pied vlastni definici formuli se zavadi termy, coz jsou vyrazy sestavené z
proménnych a konstant pomoci aritmetickych operaci. Jejich obdobou v pro-
gramovacich jazycich jsou aritmetické vyrazy.

Definice 2
1. Kazdy tetézec malyjch pismen je proménnd.



2. Kazdd proménnd je term.
3. Konstanty 0 a 1 jsou termy.
4. Jsou-li s, t, termy, jsou (t+s) a (t*s) termy.

Piiklady termt jsou fetézce ((# *y) + 1), (1 + 1). Naopak Fetézce +* nebo =0
termy nejsou. Zavorky pouzivame proto aby poradi operaci bylo jednoznacné.
Nebudeme vsak nasi definici dodrzovat striktné a pokud nebude hrozit nedo-
rozumeéni, budeme nékteré zavorky vynechavat. Uvedené termy tedy zapiseme
jednoduseji x * y + 1 nebo 1 4+ 1. Pfijimame opét precedencni konvenci, podle
které se nejdfive vykondvaji operace nasobeni a poté s¢itani.

Pomoci predikati se z termu vytvafeji atomarni formule. Z atomérnich formuli
né s definici formule také vymezujeme, které proménné jsou ve formuli volné a
které vazané.

Definice 3

1. Jsou-li s at termy, jsou (s < t) a (s =t) (atomdrni) formule. Kazdd pro-
meénnd, kterd se vyskytuje v atomdrni formuli, je v ni volnd. Zdadnd promeénnd
v ni neni vdzand.

2. Je-li v formule, je —p formule. Formule —p md stejné volné proménné 1
stejné vizané proménné jako .

3. Necht ¢ a ¥ jsou formule takové, Ze Zddnd proménnd neni volnd v ¢ a vd-
zand v ¢ nebo naopak. Pak (¢ & ¢), (¢ V), (¢ — ¢) a (¢ = ¢) jsou
formule. Proménnd je v t€chto formulich volnd, je-li bud volnd v ¢ nebo v
. Proménnd je v téchto formulich vdzand, je-li bud vizand v ¢ nebo v .

4. Je-li ¢ formule a x proménnd, kterd je volnd v ¢, jsou (VX)¢ a (Ix)(p)
formule. Proménnd je v téchito formulich volnd, je-li volnd v ¢ a riznd od x.
Proménnd je v téchto formulich vizand, je-li bud vdzand v o nebo je to x.

5. Rikdme, Ze formule je oteviend, nemd-li vizané proménné. Formule je sen-
tence, nemd-li volné proménné.

Formule x +y = y+ x je oteviend, ma pouze volné proménné. Formule 1+1 > 0
je oteviend sentence, neméa ani volné ani vazané proménné. Formule

(Va)(V2)((z < 2) — (Fy)((x <y) & (y < 2)))

vyjadiuje, ze mezi kazdymi dvéma &isly existuje tieti. Je to sentence, vsechny
jeji proménné jsou v ni vazané. Také v zapise formuli budeme vynechavat zavor-
ky, pokud nevznikne nejednoznacnost. Nasleduji-li po sobé dva kvantifikatory
stejného typu, nebudeme znak kvantifikatoru opakovat. Uvedenou formuli pak
zapiseme

Vo, z)(z < z — (Fy)(x < y < 2))



Obdobou volnych proménnych jsou parametry pocitacového programu. For-
mule vyjadiuje néjaké tvrzeni o svych volnych proménnych. Vazané proménné
jsou obdobou pomocnych proménnych programu, které jsou uzivateli skryty.

Uvazujeme-li o néjaké formuli ¢, kterd mé volné proménné xq,...,x, (a p¥i-
padné dalsi volné proménné), zapisujeme ji ¢(x1,...,%,). Tim nazna¢ujeme, ze

volné proménné hraji roli parametru. Recké pismeno ¢ tedy pouzivame jako
proménnou pro formule. Zapis ¢(x) znamend, ze ¢ je néjaka formule, kterd ma
volnou proménnou z a piipadné dalsi volné proménné. Symboly t a s pouzivame
podobné jako proménné pro termy a xi,...,X, pouzivime jako proménné pro
promeénné.

Je-li ¢(x) formule, kterd m4 volnou proménnou x (a piipadné dalsi volné
proménné) a je-li t term, znac¢ime ¢(t) formuli, kterd vznikne tak, 7e kazdy vy-
skyt proménné x nahradime termem t. Aby pfitom nedoslo ke zméné vyznamu,
je nutné, aby t neobsahoval proménné vazané v ¢. V tomoto pfipadé fikame, ze
term t je substituovatelny za proménnou x do formule ¢. Napfiklad je-li

p(z) = (Fu)(z < u < 0),

Jjep(0) = (Fu)(0 <u < 0)aply+1) = (Fu)(y+1 < u < 0). Pokud bychom vsak
dosadili za « term w4+ 1, dostali bychom formuli p(u+1) = (Fu)(u+1 < u < 0)
se zcela jinym vyznamem. Term u + 1 neni substituovatelny za x do formule

(Fu)(0 < u < z).

2.2 Sémantika predikatového poctu

Podobné jako pro formule vyrokového poctu, chceme 1 pro formule predikato-
vého poctu stanovit, zda jsou pravdivé ¢i nepravdivé. Pravdivost formuli predi-
kétového poctu vsak zavisi na tom, o jakych matematickych objektech hovoii.
Napifklad formule (3z)(z < 0) je pravdiva ve strukturach Z, Q a R, nenf v8ak
pravdiva ve struktufe NN ani v zadném Z,. I v rdmci jedné struktury pravdivost
nebo platnost formule zavisi na hodnoté jejich proménnych. Formule x > 0 plati
pro 1 ale neplati pro 0.

Pro urcéeni pravdivosti ¢i nepravdivosti formuli nejprve urcime hodnoty ter-

mu. Hodnota termu t s proménnymi X, ..., X, zavisi na tom jakou hodnotu
maji tyto proménné. Je-li M struktura a ay, ..., a, jeji prvky je
txi rar, . X0t an]pyg

prvek struktury M ktery ziskime, dosadime-li do termu t za proménné x; prvky
a;. Napiiklad ve struktufe N je

(+ D) *y)zr:2,y:3jy=9 (z+1)*y)zr:3,y:2y=38

Pravdivost formuli zavisi na hodnoté jejich volnych proménnych. Pro formuli ¢
s volnymi proménnymi Xxq, ..., X,, strukturu M a aq, ..., a, jeji prvky budeme
definovat vztah

M,[x1:a1,...,%, 1 an] E



ze formule ¢ plati ve struktute M pii hodnotach a; proménnych x;.
Necht (t < s) nebo (t = s) je atomarni formule s proménnymi x4, ..., x,. Pak

M, [x1 :a1,...,%, @] E (t <s) pravé kdyz
thg tan, X tan]pyp <SPt an, X an]pyg

M,[x1 :a1,...,%, : an] E (t=s) pravé kdyz
thg ran, X tan]yp = sPaan, o X D an]pyg
Napiiklad N, [z : 2,y : 3] | (z* & > y) protoze (r xx)[z : 2,y : gy = 4 a
ylr : 2,y : 3]y = 3. Proménné x;, ..., x, se nemusi vSechny vyskytovat v obou

termech t a s. Proménné navic zde vsak nevadi, hodnota termu na nich nezavisi.
Podobné

N [e:3,y: T (x+z>y), Ne:3,y:9]F (zre>y)

Zde }£ znamend, ze formule neni splnéna.
Platnost formuli vytvotenych logickymi spojkami se definuje stejné jako ve vyro-
kovém poétu. Je-li ¢ formule s volnymi proménnymixy, ..., X, aa,...,a, € M|
pak

M, [x1 :a1,..., %, : an] |E 2 pravé kdyz M [xg r a1, ..., %, @ an] @

Je-li p & 1 formule, jejiz v8echny volné proménné jsou xy, ..., X,, pak

M, [x1 :a1,..., %, an] |E (¢ & ) pravé kdyz
M,[x1:a1,...,%, tan]Ee a Mi[x1 tay,..., %, 1 an] E ¥
a podobné pro dalsi logické spojky. Nakonec vyznam kvantifikdtori. Necht ¢ je
formule s volnymi proménnymi x, x1,...,X, a ay,...,a, € M. Pak
M, [x1 a1, ..., %, @ an] |E (VX)p pravé kdyz pro kazdé a € M, plati
Ma[X:aaxl A1, Xp :an] ':SD
M [x1 2 a1, ..., %, @ an] |E (Ix)p pravé kdyz existuje a € M, pro které
Ma[X:aaxl A1, Xp :an] ':SD
Jestlize formule je sentence, jeji platnost nezavisi na hodnotach zadnych pro-
ménnych, zavisi pouze na struktufe. Ma-li fomule volné proménné, fikame ze

plati v néjaké struktufe, plati-li v ni pro vsechny mozné hodnoty jejich volnych
proménnych.

Definice 4 Formule ¢ s volngmi proménngme xq, ..., %, plati ve strukture M
(M |= ), jestlize pro kaZdé proky aq, ..., an struktury M plati

M,[x1:a1,...,%, 1 an] E
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To znamenéa

M | ¢ pravé kdyz M= (Vxg) - (Vxp)ep

Formuli (Vxq)...(Va,)p nazgvame uzavérem formule . Formule je tedy plat-
na v néjaké strukture pravé kdyz je v ni platny jeji uzaver.

Ma-li struktura M konecény pocet prvki, je zjisténi platnosti sentenci v této
strukture algoritmizovatelné: staci probrat vSechny mozné hodnoty, kterych jeji
proménné mohou nabyvat. Z tabulky sé¢itani ve struktute Zgz naptiklad zjistime,
7e toto s¢itani nezdvisi na potadi, takze Zs | (z +y = y + z), a tedy také
Zs = (Vo) (Vy)(z +y =y + 2).

Ukazeme dale, ze ve struktufe Zs existuji opacné prvky.

Za,[v:0,y:00E(x+y=0), tedy Zs[z:0FFy)(z+y=0)
Za,Je:1ly: 2l E(x+y=0), tedy Zs[z:1]1EQy)(z+y=0)
Za,Je:2,y: 1]E(x+y=0), tedy Zs[z:2]1FEFy)(z+y=0)

Odtud jiz
Zs | (Ye)(Jy)(z +y = 0)

V nekonecnych strukturach takto platnost formuli ovétfovat nemuzeme, protoze
by to znamenalo vysetfit nekoneéné mnoho moznosti. Nevime s jistotou, zda
pro prirozend ¢isla plati komutativnf zdkon, tj. zda N |= o +y = y + 2, véiime
tomu vsak na zékladé nasi predstavy o pfirozenych cislech. V logické vystavbé
matematiky maji takovato zfejma le¢ nevykazatelné tvrzeni charakter axioma,

o<
=

vifeni. Rozhodnéte, zda pro n > 1 plati
InEae*x(y+z)=axy+ao*z

Zn E (Vo)(3y)(z +y = 0)

Zn = (Fy)(Vr)(z +y = 0)

T (Va)(a £ 0— Bz +y = 1)
ZnEz<y—a+z<y+z

Zn £ (Y2)E)y > o)

7o B0) 33w £y # 2 #2)

A B!

2.3 Logicky pravdivé formule

Piestoze obecné platnost formuli v nekoneénych strukturach nelze pfimo ovéro-
vat, u mnohych formuli to mozné je. Mezi né patti vSechny tautologie.

Definice 5 Formule ¢ predikdtového poctu je tautologie, jestlize vznikne z né-
jaké tautologie 1 vyrokového poctu tak, Ze v ni kaZdou vyrokovou promeénnou
nahradime néjakou formuli predikdtového poctu.
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Naptiklad p — p je tautologie vyrokového poctu, takze formule
(x >0)— (#>0), nebo (Fx)(x+1=0)— Fe)(x+1=0)

jsou tautologie predikatového poctu. Tyto formule plati pro kazdé ohodnoceni
svych proménnych nejen ve struktute N, ale dokonce v kazdé myslitelné struktu-
Fe, at jsou aritmetické operace a nerovnosti definovany jakkoliv. Takové formule
nazyvame logicky pravdivé.

Definice 6 Rikdme, Ze formule ¢ je logicky pravdivd, jestlize plati v kazdé ne-
prdzdné strukture.

E ¢ jestlize M=  pro kazdou neprdzdnou strukturu M

Kazda tautologie je logicky pravdiva. Napifklad kazd4 formule tvaru ¢ & ¢ —
v, kde ¢, ¢ jsou libovolné formule, je tautologie a tedy logicky pravdiva. Tauto-
logie vsak nejsou jediné logicky pravdivé formule. Napfiklad pro kazdou formuli
o(z,y) (s volnymi proménnymi z a y) je

E (V2)(Vy)e(z, y) = (Vy)(Vz)p(z, y)

logicky pravdiva formule, ale neni to tautologie. Je totiz M = (Va)(Vy)e(z, y)
pravé kdyz pro vSechna a,b € M plati M, [z : a,y : 8] E ¢(z,y), a to plati
pravé kdyz M = (Yy)(Vaz)p(x, y). Obdobné lze zaménovat pofadi existenénich
kvantifikatoru, takze

F (32)Fy)e = (Fy)(3z)p

Zajimavéjsi je zameéna obecného a existenéniho kvantifikdtoru. Zde ekvivalence
neplati. Je naptiklad

Zs = (Y2)3y)(x +y =0), ale Zs = Jy)(Va)(x +y=0)
V opa¢ném sméru vsak implikace plati
Tvrzeni 7 (Zaména poradi kvantifikdtori)

E (Jy)(Vo)e(z,y) — (V) (Ty)e(z, y)

Dikaz: Necht ,y,z1, ..., z, jsou volné proménné formule . Necht M je struk-
tura, c1,...,c, prvky M a

M, [z1 :e1, ... 20 s cn) E Qy)(Ya)pe(z, y)

takze existuje prvek b struktury M, takovy ze

M [y:bzi:e1,...,2n s en] = (Ya)p(z,y)
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Pro kazdé a € M je tedy Mz : a,y :b,z1 1 c1,...,24 : ¢n] |E @(2,y), takze

M,[l‘:a,ll CLy - Zn ZCn] ':(39)80

M, [z1 i e1,... 20 s en] E (V2)(Fy)e(, v)
Pro kazdé ¢q, ..., ¢, Je tedy
M [z1 cer, .o zn:en] | () (Ye)p(z,y) — (Va)(Fy)e(z, y)
takze = (3y)(Va)e(x,y) — (Vo) 3y)e(x, y) je logicky pravdiva formule. O

7 tohoto argumentu také vidime, pro¢ neplati opac¢na implikace. Jestlize pro
kazdé a € M existuje b € M pro které M, [z : a,y : b] |E ¢, tato b mohou byt
pro ruzna a ruzna. Nemusi existovat b, s kterym by ¢ platila pro vSechna a.

Dalsi dulezité logicky pravdivé formule jsou De Morganova pravidla, ktera
ukazuji, jak se neguje kvantifikovana formule.

Tvrzeni 8 (de Morganova pravidla)

F ~(Vo)p(e) = Be)~e(e)
F ~(F0)p(e) = (Ve)mp(e)

Dikaz: Necht y,...,y,, jsou volné proménné formule (V)y, necht M je struk-
tura a by, ...,b, jeji prvky. Je-li

M, [yy b1,y 0 0] B (Ve )p(x)

pak M, [y : b1,...,y,, : bn] £ (Y2)p(2) a existuje a € M, pro které

M, [z 2 a,yp : b1, 00U, 0 ba] B ()

takze
Ma [$ A, Yyt bla ceYp t bn] ': _‘SD(:E)
Je tedy M [y; : b1,..., U, : bn] = (Fx)—p(x). Dokizali jsme

M fyy b1, ey, 0] B (VE)p(2) — (F2)—e()

Podobné pro opa¢nou implikaci. Druhé (dudlni) tvrzeni z toho plyne pouzitim
na formuli —¢.

De Morganova pravidla muzeme povazovat za jakési "nekoneéné tautologie”,
divame-lise na obecny kvantifikitor jako na nekone¢nou konjunkei a na existené-
ni kvantifikator jako na nekone¢nou disjunkei. Uvazujme konec¢nou strukturu M
a predpokladejme, ze vSechny jeji prvky aq, ..., a, jsou také konstanty jazyka

13



L. Takové situace nastava pro nds algebraicky jazyk £ u struktury Z, = {0,1}.
Pak

M | (Ve)e(z) = pla) & - & p(an)
M B (Jx)e(x) = plar) V- Vela)

V konecné strukture de Morganova pravidla predikatového poctu odpovidaji de
Morganovym pravidlim vyrokového poctu.

(Va)e(r) = —(e(ar) & - & plan)) = (mp(ar) V-V op(an))
= (Fr)p(e)
Chéapeme-li obecny kvantifikator jako zobecnénou konjunkci a existenéni kvanti-

fikator jako zobecnénou disjunkei, nahlédneme jakym zptisobem komutuji kvan-
tifikatory s konjunkci a digjunkei.

Tvrzeni 9 Nasledujici formule jsou logicky pravdivé:

(Ve)(p(z) & y(z)) = (Ya)p(x) & (Vo)i(z

(Fe)(p(z) & ¥(z)) — (Fe)p(x) & (Fo)(z
(Ve)p(z) V (Ve)y(z) —  (Ve)(p(z)V o (2))
(Ve)p(z) & (Va)p(z) = (Vo)(p(r) & ¢(2))

Opacné implikace v druhém a tietim fadku neplati. To je okamzité vidét je-li
¢ = ¢, napiiklad ¢(z) = (« > 0). Evidentné neplati formule

(Fz)(x > 0) & (Fz)(x

(Va)(x >0V

) — (Fe)(z>0&2<0)

<0
<0) — (Vo) >0)V (Ya)(x < 0)

(Pismeme zde # < 0 misto =(x > 0).) Obdobné muizeme nékdy zaménovat
kvantifikatory s dalsimi logickymi spojkami.

Tvrzeni 10
F (V2)(p() = d(2)) — (Ve)p(z) — (Va)¥(z))
Dikaz: Pouzijeme tautologie vyrokového poétu
P—=lg—=r)=@lg—r)
a prevedeme uvazovanou formuli na ekvivalentni

F (V2)(p — ¢(2)) & (Ya)p()) — (Vo )i(x)
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Je-li M | (Va)(p(z) — ¢(x)) a M = (Ve)e(z), je pro viechna a € M,

M, [z : a] E (p(z) — ¥(2)), M, [z:a] | e(2)
a tedy M, [« : a] |E (). Z toho jiz olyne M = (V)i (z).
Vaimnéme si, ze obracend implikace neplati. Ve strukture celych cisel plati
ZE (Vz)(z < 0) — (V2)(0 < )

protoze premisa implikace neplati. Neplati viak (Vz)(z <0 — 0 < z).

Subtilnéjsi je otazka logické pravdivosti formule

(Va)p(x) — (Jr)p(e)

Pokud by totiz M byla prazdna struktura, kterd nema zadné prvky, pak tato
formule v M neplati. Premisa implikace tika, ze ¢ plati pro jakykoliv prvek struk-
tury. Nema-li struktura zddny prvek, neni co ovéfovat, takze premisa (Va)p(x)
plati. Neplati v8ak zdvér (Jz)p(x). Tuto paradoxni situaci vylouéime tak, ze
budeme uvazovat jen neprazdné struktury, jako v Definici 6. V neprazdnych
strukturach tato formule plati, takze podle nasi definice je logicky pravdiva

[ (Ye)p(e) — (3e)p(e)
Vztah mezi obecnou platnosti a existenci vyjadiuji také nasledujici formule.

Tvrzeni 11 Necht't je term substituovatelny za proménnou x do formule o(x).
Pak ndsleduyict formule jsou logicky pravdivé

E o (V2)p(r) — (1)
F o oe(t) — (3x)p(z)

Dikaz: Pfipomenme, 7e term t je substituovatelny za proménnou z do for-
mule (), jestlize t neobsahuje zddnou proménnou, kterd je vazana v ¢. Necht

X1, ..., Xy jsou v8echny proménné volné ve formuli ¢(t), M struktura aas, ..., a,
jeji prvky. Protoze t neobsahuje jiné proménné nez x4, ..., x,, zavisi jeho hod-
nota jenom na ai, ..., a,. Oznatme a = t[x1 : ai,..., X, : an]py. Jestlize

M, [x1 :a1,..., % 2 an] E (Y2)p(2)

pak také pro prvek a plati M, [z : a,x1 : a1,...,%, @ ay] |E @(2). Z toho plyne

M [x1 a1, ..., %, @ an] E @(t)

protoze v obou piipadech se za termy dosazuji stejné prvky. Dokazali jsme tedy

M [x1 a1, ..., %, @ an] |E (Vo)e(x) — o(t)
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takze (Va)p(z) — ¢(t) je logicky pravdiva formule. Druha formule z ni plyne s
pouzitim tautologie (p — ¢) = (—¢ — —p). Je totiz

~(Fe)p(e) = (Va)mp(z) — ~p(t)

Dalsi logicky pravdivé formule vznikaji, jestlize se kvantifikuje logicka spojka,
jejiz jedna z formuli neobsahuje kvantifikovanou promeénnou.

Tvrzeni 12 Nech? proménnd x se nevyskytuje ve formuli . Pak

F (Vo) — ¥(2)) — (p — (Va)¥(2))

Dikaz: Necht x1, ..., %, jsou vSechny volné proménné formule (Vz)(p — ¢(2)).
Necht M je struktura, ay,...,a, € M a

M, [z ar, . oxn san] | (YE) (e — (x) & ¢
Pak pro vsechna a € M plati
Ma[x:aaxl :ala"'axﬂ :an] 'ZQD—>’[/)($), a M’[x:aaxl :ala"'axﬂ :an] 'ZQD

takze
Ma[x:aaxl A1y, Xp :an] ':1/)($)
Ma [Xl A1y Xt an] ': (V$)1/)($)

Je tedy
(Va)(p — ¥(@)) & ¢ — (Va)i(x))

a odtud jiz plyne tvrzeni.

Cvicdeni. Rozhodnéte, zda nasledujici formule jsou logicky pravdivé

L (Fr)(p(2) — o(2)) — (Fe)p(x) — (Fr)d(x))
2. (Fz)p(x) — (Je)i(e)) — Fe)(p(z) — ¢(2))
3. (Fz)(p(x) = P(x)) — (F2)p(2) = (F)¢(2))
4. (F2)p(x) = (Fo)(x)) — (F2)(p(2) = P(x))
5. (Va)(p(x) = ¥(x) — (Vo)p(e) = (Va)i(z))
6. ((Va)p(x) = (Ve)i(e)) — (Ve)(p(z) = ¢ (@)
7. (Vo) (p(x) — d(x) — ((Fe)p(z) — (Fa)v(x))
8. ((Va)p(x) — (Ve)i(x)) — (Fx)(p(z) — ¢(2))

2.4 Teorie

Studujeme-li néjakou matematickou strukturu, nazajimame se ani tak o logicky
pravdivé formule, jako spise o to, ¢im je tato struktura charakteristicka, které
formule plati v ni a neplati tfeba v jinych strukturach. Protoze se ale jedna
o strukturu nekonec¢nou, nelze pravdivost formuli ovéfovat pfimo. Ovéfit zda
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plati N | o + y = y + 2 znamend vysetfit nekone¢né mnoho moznosti. O prav-
divosti této formule jsme nicméné presvédéeni. Toto presvédéeni se asi opira
o geometrickou predstavu: pfemistujeme-li néjaké objekty v prostoru a rizné
je seskupujeme, jejich pocet se nezméni. Dalsi divod je algoritmicky. Algorit-
mus séftani pFirozenych ¢isel (v desetinné soustave) ziejmé nezalezi na potadi
sCitanct.

V logice maji takovato zfejma tvrzeni povahu axiomu. Predpokladame, ze
plati, a snazime se zjistit, jaké maji vSechny disledky. Soubor takovychto axio-
mi nazyvame teorii. Za axiomy teorie pfirozenych ¢&isel se vétsinou prijimaji
algebraické identity jako komutativni a asociativni zdkon pro s¢itani a nasobeni
a zakon distributivni. Dalsi dilezity axiom je Princip matematické induk-
ce. Plati-li néjaké tvrzeni pro nulu, a jestlize z jeho platnosti pro x plyne také
platnost pro x + 1, pak toto tvrzeni plati pro vSechna pfirozena ¢isla. Takové
tvrzeni mize byt libovolna formule ¢(x) a princip indukee pro ¢(x) vyjadiuje
formule

p(0) & (Vo)(p(z) — p(x + 1)) — (Va)p(x)
V teorii pfirozenych ¢isel se za axiom pfijima kazda formule tohoto tvaru, fika-
me, ze to je schema axiomnu. Teorie tedy muze mit 1 nekoneéné mnoho axiomi,
podstatné vsak je, ze lze algoritmicky rozhodnout, ktera formule je axiom a ktera
ne.

7 axiomu teorie a z logicky pravdivych formuli odvozujeme dalsi formule
pomoci dedukénich pravidel. Plati-li napiiklad v né&jaké strukture M | ¢ a
M |E ¢ — 9, plati také M |= ¢. Toto dedukéni pravidlo se nazyvd pravidlo
modus ponens. Pravidlo generalizace iika, ze plati-li v né&jaké struktute
M | ¢(z), plati v ni také M |= (Va)p(z). Dedukéni pravidla modus ponens a
generalizace zapisujeme graficky

©, 0=t p(z)
W (Ve )p(x)

Néktera dedukéni pravidla jsou zalozena na tautologiich. Napiiklad pravidlo
modus ponens je zalozeno na tautologii ¢ & (¢ — %) — . Dedukéni pravidlo
generalizace viak na tautologii zalozeno neni, protoze ¢(z) — (Ya)p(x) ani
neni formule. Proménné z by v ni byla jak volna tak vazana. Pfejmenujeme-li
proménnou z, dostavdme formuli ¢(z) — (Yy)e(y), a ta neni ani tautologie ani
neni logicky platna. Napiiklad formule # < 0 — (Vy)(y < 0) neplati ve struktufe
Z pro x = —1.

Dalsi dedukéni pravidla jsou

P, P =X, %=X
o & eV —x

Tim, ze vymezime né&jakou teorii (jako soubor axiomi), nevymezime zpra-
vidla jedinou strukturu. Za axiomy sice piijimame formule, o kterych predpoklé-
dame, ze plati ve struktuktufe, kterou studujeme, mohou v8ak platit 1 v dalsich
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strukturach. Studujeme-li teorii, studujeme tedy soucasné vsechny struktury, ve
kterych plati axiomy této teorie. Takové struktury nazyvame modely teorie.

Definice 13
1. Teorie je soubor ariomd.

2. Struktura M je model teorie T, jestlize kaZdd formule o teorie T plati v M,
4. M .

3. Rikdme, Ze formule o logicky vyplyvd » teorie T a piseme T |= ¢, jestlize v
kazdém modelu M teorie T plati M = .

T E ¢ jestlize M |= ¢ pro kazdy model M teorie T

Pokud chceme vymezit formélné také pojem dukazu, prijmeme za axiomy
nékteré logicky pravdivé formule a stanovime néktera dedukéni pravidla. V da-
kazech pak pouzivame pouze tyto stanovené axiomy a dedukéni pravidla. Uve-
deme si1 jeden takovy axiomaticky systém, ktery pracuje pouze s logickymi spoj-
kami negace a implikace (ostatni logické spojky se v tomto systému chipou jako
zkratky).

Definice 14 Logicky aziom je kaZdd formule ndsledujiciho tvaru
Lo—(W—¢)
(¢ =W —=x) = (p—v) = (p—=x))

— (¢ = ¢) = ¥)
Va)p(x) — o(t), pokud t je substituovatelny za x.
v ) —

) — () (o — (Vo)y(x)) kde x neni volnd ve formuli p.

2.5 Teorie rovnosti

Predikat rovnosti = mé vyjimecéné postaveni, pokud ho v kazdé struktufe inter-
pretujeme jako identitu. Vlastnostmi identity se zabyva teorie rovnosti. Jeji axio-
my jsou reflexivita, symetrie a tranzitivita. Rovnost je také kongruenci vzhledem
k aritmetickym operacim. To znamend, ze rovnaji-li se argumenty aritmetické
operace, rovna se 1 jeji vysledek. Také predikity nezméni svou pravdivostni hod-
notu pFi zdméné stejnymi prvky. Pro algebraicky jazyk £ = {0,1,+,%,<,=}
sestava teorie rovnosti z nasledujicich axiomu

Definice 15 Aziomy rovnosti jsou ndsledujici formule.

(x =z) reflexivita
(r=y)—(y=12) symetrie

(z=y &(y=2)—(r=2) tranzitivita
(x=y)—(r+z=y+2)&(z+x=2+4+y) kongruence pro scitdni
(x=y)—=(rxz=yx2) & (zxx=2%xy kongruence pro ndsobeni
(r=y)&(r<z)—(y<z) kongruence pro nerovnost
(x=y)&(z<z)—=(2<y)
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V teorii rovnosti muzeme napiiklad odvodit
(z=y)—(z+z2)=y+z2)—(z+2)xv=(y+2z2)*v

a podobné identity. Obecné, je-li t(#) term s proménnou z a t(y) term ktery
ziskdme z t(x) nahrazenim z za y, pak lze v teorii rovnosti odvodit

(x=y) — (z) = Uy))

Podobné je-li ¢(x) formule, lze odvodit

(x=y) & p(x) — p(y)

Napitiklad
(z=y) & Tz >2)— (Fz>vy)

2.6 Dalsi kvantifikatory

Pro prehlednéjsi a kratsi zapis matematickych tvrzeni se predikatovy pocet roz-
viji jesté o dalsi typy kvantifikdtorG. Jsou to zejména omezené kvantifikitory
a kvantifikator jednoznacné existence. Omezeny kvantifikitor se nevztahuje na
véechny mozné hodnoty, ale omezuje je néjakou podminkou.

Je-li () formule a y proménné, kterd neni vdzand v ¢(z), piseme

(Ve <y)p(z) = (Va)((x <y) — ¢(2))
(Fe <yp(z) = (F2)((x <y) & p(2))

Toto rozsifeni syntaxe predikatového poctu mizeme chapat dvéma zpusoby.
Budto jsou omezené kvantifikdtory pouhé zkratky. Formule, ve kterych se vysky-
tuji, jsou pouze zkracené zapisy skute¢nych formuli utvorenych podle Definice 3.
Druh& moznost je rozsitit syntaktickou definici formuli také o tyto konstrukty.
Uvedené ekvivalence, které je vymezuji, se pak stanou logicky pravdivymi for-
mulemi. VSimnémé si, ze také pro omezené kvantifikitory plati de Morganova
pravidla

(Vo) (2 < y) = ¢(@)) = (Fe)((z < y) & ~p(2))
(Fz < y)—ep(x)

~(Ve < y)p(x)

Obecné v8ak neplati formule (Yo < y)p(z) — (Fz < y)p(x) Napiiklad v algeb-
raickych strukturach neplati formule

(Ve < 0)(z > 0) — (Fz < 0)(z > 0)

Dalsi novy kvantifikator je jednoznaéna existence. Formule

oy) & p(z) my=12
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vyjadiuje, ze neexistuji dva ruzné objekty, které splnuji formuli ¢. To znamena,
ze objekt, pro ktery plati ¢, bud viibec neexistuje nebo existuje pravé jeden.
Kvantifikdtor jednoznac¢né existence 3! vyjadfuje, ze takovy objekt existuje pra-
vé jeden. Je tedy

(Flz)p(x) = (Fr)p(x) & (Yy)(V2)(p(y) & p(2) =y =2)
Napifklad ve struktufe Zs (a v kazdé struktufe Z,) plati
Zs E (Ya)(Jly)(z +y = 0)

To znamena, ze kazdy prvek méa pravé jeden prvek opacny.

2.7 Definice

Studujeme-li néjakou matematickou strukturu, nevystacime pouze s témi pre-
dikéty a operacemi, které jsme zavedli na pocatku. Nové predikaty a operace se
zavadéji pomoci definic, coz jsou axiomy specialniho typu. Ve strukture N na-
piiklad zaviddime pojem ”byti prvoéislem”. To je jednocetny predikat. Zvolime
si pro néj néjaky novy znak, napiiklad P a pfidame axiom

Plxy=Vy)(V2) (e =y*xz— (y=1Vz=1))
Dvoucetny predikat D(z,y) vyjadiujici, Ze y je délitelné x definujeme axiomem
D(z,y) = (32)(zxz=1y)

Takovéto nové predikaty lze definovat libovolnou formuli. Je-li o(xq,...,%,)
formule s n volnymi proménnymi, definujeme novy n-éetny predikat P axiomem

P(x1,.. ., %) = @(X1,...,%Xp)

a jsou jednoznaéné. Napiiklad ve struktufe Zs (a v kazdé struktufe Z,) plati
formule

Zs b (Y2)(Vy)(3e)(x + = = y)

MiuzZeme tedy zavést novou operaci — odéitani axiomem
(Ve)(Vy)(z + (y —2) = y)
Nové definované operace je pak spliuje axiomy rovnosti, tj. plati
(r=y)—(r—z=y—2), t=y)—(z—x=2-1y)
Je totiz
(z=y) — z4@—z2)=rx=y=z4+y—z2)—(r—z2=y—12z)

(w=y) — et+(z-a)=:=y+(-y=a+(z-y—(-2=2-y)
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Obecné, je-li ¢(x,y, z) formule s tfemi volnymi proménnymi a jestlize plati

(Va)(Vy)(3lz)p(x, y, 2)

lze zavést novou binarni operaci F' definici

(Ve)(Vy)e(z,y, F(z,y))

Obdobné lze zavést nové jednocetné operace a také nové konstanty. Je-li p(x)
formule s jednou volnou proménnou a jestlize plati (31z)p(z), lze zavést novou

konstantu C' definic{ ¢(C') a plati (Va)(¢(z) — = = C).

3 Teorie mnoZin

Teorie mnozin zaujimé v soucasné matematice vyznamné postaveni tim, ze ji
poskytuje logické zaklady. Kazdou matematickou oblast lze vnofit do teorie
mnozin tak, ze se kazdy matematicky objekt reprezentuje néjakou mmnozinou.
Pii studiu matematickych objektt nenf totiz dulezité, ¢im tyto objekty jsou, jak
jsou utvofeny, ale jen jaké maji vlastnosti a jaké jsou jejich vzajemné vztahy.
Proto staci, ze teorie mnozin dokéze nabidnout dostatecné mnozstvi mnozin pro
konstrukci matematickych objektid a mé dostateéné bohatou strukturu vztaht.
7da se, ze predikat nalezeni € je nejjednodussi matematicky vztah, a proto jim
lze v8echny ostatni matematické vztahy modelovat.

3.1 Unilverzum mnoZin

Mnozinu chiapeme jako konec¢ny ¢i nekoneény soubor prvka. Svymi prvky je
mnozina jednoznacné urcena. Mnozinu, kterd mé prvky xi,...,z,, znacime
{@1,...,2,}. Specidlné {«} je mnozina, kterd obsahuje jediny prvek x a {}
je prazdna mnozina, kterd neobsahuje zadny prvek. Tu si oznac¢ime symbolem
¢ = {}. Dalsf mnoziny postupné vytvaiime z prazdné mnoziny §. Prvni mnozi-
na, kterou miizeme utvorit, je mnozina {{}, kterd obsahuje pravé jen prazdnou
mnozinu. Je ddlezité si uvédomit, ze § # {@}. Prdzdnd mnozina neobsahuje
74dny prvek, mnozina {0} obsahuje jediny prvek a sice pravé prazdnou mnozi-
nu. Nyn{ jiz méme tedy dvé mnoziny § a {§i} a z nich mizeme utvofit novou
mnozinu {{0}}, kterd m4 jediny prvek {0} a mnozinu {{0}, 0}, kterd m4 dva
prvky. Takto vytvaiime mnoziny postupné po trovnich. Na urovni 0 je prazdna
mnozina. Na kazdé dalsi Grovni se vytvoii véechny mnoziny z prvki, které byly
vytvofeny na urovnich predchazejicich.
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0

{0}

{103}, {0,{0}}

{440}, {{0,{0}}} jednoprvkové mnoziny
{0, {4033}, {0,{0,{0}}}, {{0}, {{0}}}

{403,{0,{0}}}, {{{0}},{0,{0}}} dvouprvkové mnoziny
{0,{0}, {{0}}}, {0,{0},{0,{0}}}

{0,{{03},{0,{03}}, {{0},{{0}} {0,{0}}} tiiprvkové mnoziny
10, {0}, {{0}},{0,{0}}} ctytprvkova mnozina

7 n prvki lze vytvorit celkem 2" mnozin. Pro kazdy z téchto prvki totiz mé-
me dvé moznosti. Bud ho do uvazované mnoziny ddme nebo ne a kazda volba
téchto moznosti urcuje jinou mnozinu. Naptiklad ze tii prvka a, b, ¢ 1ze vytvorit

mnoziny
0,{a}, {0}, {c},{a, b}, {a,c},{b,c},{a,b,c}

Oznacime-li a, pocet mnozin vytvorenych celkové na tirovnich 0 az n, je ag = 1,
a1 =2, as =4, a3 =2 =16 a ap41 = 2°7. Takto mlzeme pokracovat pro
vechny firovné cislované prirozenymi ¢isly. Pocet mnozin pfitom velmi rychle
roste.

Vs8echny takto utvofené mnoziny jsou konecné, maji koneény pocet prvka.
V mnoha oblastech matematiky s konecnymi mnozinami vystacime a omezime
se pouze na teorii koneénych mnozin. V jinych oblastech vsak pracujeme 1 s
nekoneénymi mnozinami jako je mnozina pfirozenych ¢isel nebo mnozina real-
nych éisel. Predstavime-li si, ze mame vytvoreny mnoziny na vSech koneénych
Grovnich, muzeme z nich vytvaret nekonecné mnoziny, napriklad mnozinu

{0, {03, ({03}, {{{033 3, {L{{H03 3 1} -

Tato mnozina se objevuje teprve na nekonecné Grovni. Z ni a z jinych koneénych
&1 nekoneénych mnozin Ize sestavovat dalsi mnoziny, a tak lze pokracovat dal k
vys$im a vys$im nekoneénym trovnim. Tyto Grovné odpovidaji tzv. ordindlnim
¢islum, kterd zobecnuji cisla pfirozena. Vsechny takto vytvofené mnoziny tvori
soubor, které nazyvame univerzum mnozin. Univerzum mnozin tvoii strukturu
pro predikat nalezeni €. Za axiomy teorie mnozin budeme pfijimat formule, o
kterych vérime, ze v tomto univerzu mnozin plati. Celé toto univerzum vsak jiz
za mnozinu povazovat nemuzeme, dostali bychom se do logického sporu.

W N = O

3.2 Axiomy specifikace

Univerzum mnozin popsané v minulém odstavci, spolu s mnozinovymi operace-
mi jako je prinik, sjednoceni, budeme nyni popisovat formulemi v predikétového
poctu. Zakladni jazyk £ = {€} sestdva z jediného bindrniho predikatu € néle-
zeni. Jako proménné budeme pouzivat maléd i velka pismena latinské abecedy.
Formule # € y znamend ze (mnozina) z nalezi, ¢ je prvkem mnoziny y. Jeji
negaci zapisujeme ¢ € y = —(x € y). Jazyk teorie mnozin budeme postupné
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rozsifovat o dalsi predikaty, operace a konstanty. Nejprve zavedeme dvoucet-
né predikdty rovnosti = a inkluze C, C. Mnozina je urcena svymi prvky, dvé
mnoziny se tedy rovnaji, maji-li stejné prvky.

Definice 16
r=y = Vw(u€zr=ucy)
tCy = (Vu)(uexr—ucy)
rCy = zCy&ka#ty
Nerovnost « # y zde znamend —(x = y). Vlastnosti rovnosti jako reflexita,

symetrie a transitivita plynou jiz pfimo z této definice, neni tfeba je pfijimat
jako nové axiomy rovnosti. Inkluze mé vlastnosti ¢astecného usporadani, tj.
reflexivitu, tranzitivitu a antisymetrii

Tvrzeni 17

lLr== reflexivita

2 (x=y)—(y==n) symetrie

S (e=y)&y=2) —(z=2) tranzitivita
4. x Cx reflexivita

S e=y=@Cy &(yCua) antisymetrie
6. (e Cy&(yCz) —(xC2) tranzitivita

Diikaz: Z definice rovnosti dostavame dosazenim y za x
(z=2)=Vu)(ueEr=u€n)
Na pravé strané je uzavér tautologie, tedy logicky pravdiva formule, takze © = .

Symetrie rovnosti plyne z tautologie (u € x = u € y) = (U EYy=u € ) a
podobné pro tranzitivitu.

7, definice rovnosti plyne formule
rt=y—(uEr=u€Ey)

ktera vyjadiuje, ze rovnost se vzhledem k druhému argumentu predikatu néale-
zeni chova jako kongruence. Podobnou vlastnost pro proménnou u ve formuli
(u € ) v8ak nemame a pfijmeme ji jako prvni axiom

Axiom 1 (Axiom rovnosti) (u=v) = (uEr =v € x)
Existenci prazdné mnoziny zarucime axiomem
Axiom 2 (Axiom prazdné mnoziny) (3z)(Vu)(u € z)

Pomoci definice rovnosti ukazeme, ze prazdna mnozina existuje jedina.
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Tvrzeni 18 (3!2)(Vu)(u & z)

Dikaz: Je treba ukazat, ze kazdé dvé mnoziny, které nemaji zadny prvek, jsou
si rovny, tJ.

(Vu)(u & 2) & (Vu)(u & w) — (2 = w)

To plyne z Definice 16 a logicky pravdivé formule

Vu)ug )& Vu)(udgw) = Vu)(udz&udw)

— (Vu(uez=u€cw)

Protoze existuje pravé jedna mnozina, kterd nema zadné prvky, muzeme ji ozna-
¢it novou konstantou §.

Definice 19 (Prazdna mnozina) (Yu)(u & ()
Dalsim axiomem zarucime existenci mnoziny utvorené z jediného prvku.
Axiom 3 (Axiom jednotice)

(Vo)(F2)(Yu)(u € z=u=2x)
Opét snadno dokazeme, ze takova mnozina existuje jedina, tj.

(V)3 Vu)(u € z = u=2x)
takze definujeme jednocetnou operaci
Definice 20 (Jednotice)

(Ve)(Vu)(u € {z} =u=1x)

Podobné bychom mohli zarucit existenci dvojice a trojice, to vsak lze zarucit
najednou pomoci axiomu sjednoceni dvou mnozin

Axiom 4 (Axiom sjednoceni)

(Vo)(Vy)(Fz)Vu)(u Ez=u Ex Vu€y)
Takova mnozina existuje jedinéa:

(Vz)(Vy)Al2)(Vu)(u € z=u € xVuey)
a nazyvame ji sjednoceni z = z U y. To je dalsi definice
Definice 21 (Sjednoceni)

(Vz)(Vy)(Vu)(u EzUy=u€xVu€cy)
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SloZenim téchto operaci nyni definujeme operaci dvojice {«,y} = {z} U {y}. Je
ovéem {z, z} = {x}. Podobné definujeme trojici {z,y, 2} = {x, y}U{z} a obecné
n-tici.

Axiomy prazdné mnoziny, jednotice a sjednoceni zarucuji existenci v8ech konec-
nych mnozin vytvofenych z prazdné mnoziny. Existenci nekoneénych mnozin
zatim zaru¢enu neméame, ale také jsme jejich existenci nevyloucili.

Mohlo by se zdat, ze pfinejmensim pro praci s koneénymi mnozinami jiz
méme dostatecné silné prostiedky. Avsak jiz tak jednoduchou a potiebnou ope-
raci jako je prinik dvou mnozin z téchto axiomu neodvodime, prestoze uvnit¥
univerza koneénych mnozin prinik kazdych dvou mnozin existuje. Potiz je s
piipadnymi nekoneénymi mnozinami, pro které prinik existovat nemusi.

Operaci pruniku lze jisté zavést dalsim axiomem a tak pokracovat pro dalsi
mnozinové operace. Nabizi se ale obecnéjsi postup. Mnoziny casto vytvaiime
tak, ze seskupime vSechny objekty, které maji uréitou vlastnost, tj. splnuji ur-
¢itou formuli. Je-li ¢(u) formule s volnou proménnou u (a pfipadné s dalsimi
volnymi proménnymi), chceme sestrojit mnozinu, do které patfi véechny objekty
(mnoziny) u, pro které op(u) plati. To je axiom

(32)(Vu)(u € 2 = p(u))

Vsimnéme si1, ze axiomy prazdné mnoziny, jednotice a sjednoceni jsou jeho spe-
cidlni pripady pro formule

o(u) = u # u = false prazdnd mnozina
o) =u=uw Jjednotice
plu)=(uex)V(uecy) sjednoceni

Ve své plné obecnosti je vSak tento axiom sporny. Existovala by podle néj také
mnozina vSech mnozin a ta by musela obsahovat sama sebe. To je v rozporu s
nasim intuitivnim pojetim mnozin, logicky sporné to vsak jesté byt nemusi. Do
sporu se vSak dostaneme, chceme-li utvorit mnozinu téch mnozin, které neobsa-
huji samu sebe, tj. pouzijeme-li ho na formuli ¢(u) = u € u. Kdyby existovala
mnozina z, obsahujici vsechny prvky s vlastnosti ¢, t3.

Vu)(u € z=u g u)

pak dosazenim z za u dostdvame spor z € z = z € z. VSimnéme si, ze tento
Russelliv paradox teorie mnozin je zalozen na Epimenidové paradoxu lhéafe.
Vychodisko z tohoto paradoxu spoéivd v oslabeni axiomu specifikace. Mame-li
Jiz utvorenou néjakou mnozinu z, vydélime z ni ty prvky, které splnuji formuli
¢ a z nich sestavime novou mnozinu.

Axiom 5 (Schema axiomu specifikace)
(F)(Vu)(u € z=u € z & p(u))

kde o(u) je libovolnd formule, kterd neobsahuje proménnou z.
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Mnozina z je axiomem specifikace urcena jednoznacné. Plati
Vuuez=zucr & o) &V lucw=uer & pu)) —z=w

takze

A (Vu)(u € z = u € x & p(u))

Kazd4 formule ¢(u) tedy uréuje mnozinovou operaci, jejiz etnost je pocet vol-
nych proménnych formule ¢. Tuto mnozinovou operaci znaéime {u € z : (u)},

Definice 22
vue{uer: plu)} =uezr& p(u)

Formule p(u) = u € y a p(u) = u ¢ y tak uréuji mnozinovy prinik a rozdil
Definice 23

zNy = {ucz: uey}
z\y fuez: ugy}

Operace pruniku a sjednoceni spliuji podobné vlastnosti jako konjunkce a disjunk-
ce ve vyrokovém poctu. Mnozinovy rozdil \ je analogif logické spojky ¢ & —.
Snadno ovérime identity
rNy = yNnux

rN(yUz) (xNy)U(zNz)

z\(yNz) (@\y)U(z\2)
Dikazy takovychto identit se pfevadi na odpovidajici tautologie predikatového
poc¢tu. Naptiklad

ue(z\(yNz) = vezkudynNnz)=uezr)&(ugyVudgz)

(uezVudy &(vuezvudz)

u€(x\y)U(e\2)

Omezeni axiomu specifikace zamezuje sice sporu, nékteré potfebné mnozi-

nové operace nam ale nezaruci. Zejména se jednéd o potenéni mnozinu a obecné
gjednoceni. Potenén{ mnozina P(x) mnoziny x sestdvd z mnoziny vSech jejich
podmnozin, napiiklad P({a,b}) = {0, {a},{b}, {a,b}}. Obecné sjednoceni U (z)
mnoziny z je sjednoceni vSech jejich prvki, napfiklad ¢ ({a,b}) = aUb. V obou
téchto ptripadech nemame k dispozici mnozinu, ze které bychom mohli prvky
P(x) nebo U(x) vybirat. Potiebujeme tedy jesté dva pifpady (neomezeného)
axiomu vydéleni pro formule ¢(u) = u C z a p(u) = (Fv)(u € v € z).

Axiom 6 (Axiom potenéni mnozZiny)

(Vo)(F2)(Yu)(u € z=u C )
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Definice 24
(Vo) (Yu)(u € P(x) = u C )

Plati P(0) = {0} a P({0}) = {0, {0}}. Aplikujeme-li operaci potence na prazd-
nou mnozinu n-krat, dostaneme vsechny koneéné mnoziny trovné mensi nez n.
Je-li # mnozina utvofend na Grovni n, je P(x) mnozina utvofend na trovni n+1.

Axiom 7 (Axiom obecného sjednoceni)
(Va)(F2)(Yu)(u € z = (Fv)(u € v € 1))

Definice 25
(Ve)(Vu)(u eU(x) = (Fv)(u € v € 1))

Je U(B) = 0 ale také U({0}) = 0 a obecndji U({z}) = =, nebot
veU{rH) = Fv)(ueve{fz)=(Av)(uev=a)=ucx

Sjednoceni konecné mnoziny x lze ekvivalentné vyjadfit operaci U tak ze po-
stupné sjednotime v8echny prvky mnoziny . Je-li  mnozina utvotena na Grovni
n+ 1, je U (x) mnozina utvorend na Grovni n. Operace potence a obecného sjed-
noceni jsou do jisté miry k sobé inverzni. Je totiz

Tvrzeni 26 U(P(z)) = » C PU(x)).

Diikaz plyne pfimo z definice téchto dvou operaci:

weld(P(x)) — (Fv)(ucveP(r)) —Fv)(uecvCr)
— uecr
vuer — ucf{u}Crx—ueci{ulePx)
— weUP)
ver — (V) veu—veld(r)—ullU(x)
— wePWU()

Obracend inkluze P(U(x)) C » neplati. Napiiklad pro « = {{a}} je
PU{{a}})) =P{a}) ={0,{a}} # {{a}}
Dalsi vztahy dostavame pro prinik a sjednoceni

Tvrzeni 27

UxUy) = Ux)UUy)
UxNy) C Ux)NU(y)
P(xUy) 2 Plx)UP(y)
Pxny) = Px)NP(y)
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Analogicky jako obecné sjednoceni uvazujeme obecny priunik mnoziny jako pru-
nik vsech jejich prvkia. Obecny prinik mnoziny je ¢asti jejiho obecného sjedno-
ceni, existence obecného priniku tedy plyne z axiomu specifikace.

Definice 28
I(x)=A{uecl(z): Vver)(uewv)}

Ziejmeé Z(0) = 0 a také Z(P(z)) = 0, nebot Z(0) C U(D) = ® a P(x) obsahuje
prazdnou mnozinu. Neplati vSak tvrzeni v € Z(z) = (Vv € z)(u € v), specidlné
neplati pro z = §§, nebot v tomto pfipadé je formule na pravé strané splnéna
pro vsechna u. Plati v8ak

veI(z)=(Vvez)(uev)&ka#

Cviceni. Nejdéte priklady mnozin pro které plati

1.U(x) Cx
2.U(x) L x
3.2 CPx)
4.2 € Px)

Urcete zda plati
5.U(x) Cy— 2 CP(y)
6.2 CPx) —U(x)Cx
7.0 ClUly)—P(z) Cy
8.P(x) Cy—x CU(y)
9. P(x\y) =Px) \ P(y)
10. U(Z(2)) = Z(U(2))
11. P(Z(z)) = Z(P(x))

3.3 Axiom regularity

Dosud piijaté axiomy nevylucuji moznost, aby néjakéd mnozina byla svym vlast-
nim prvkem. Anomalie tohoto druhu vyloué¢ime obecnéjsim axiomem:.

Axiom 8 (Axiom regularity)
(Vo £0)(Fy € x)(x Ny =0)

Je-li & neprazdnid mnozina univerza mnozin konstruovaném z prazdné mnozi-
ny, zvolime za y takovou mnozinu z z, kterd mé nejnizsi troven (kteroukoliv
mnozinu nejnizs rovné). Prvky mnoziny y pak maji roven nizsi nez y, takze
nenélezi do .

Tvrzeni 29 u & u
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Dikaz: Predpokladejme sporem, ze pro néjaké u plati v € u. Utvofme mnozinu
¢ = {u}. Protoze u € x, x je neprdzdnd a podle axiomu regularity existuje
y € x pro které y Nz = 0. Z toho ale plyne y = v a u € y Nz, takZe y N z neni
neprazdnd a to je spor. O

Axiom regularity je obecnéjsi nez pravé dokazané tvrzeni. Znemoznuje také ko-
neéné (i nekoneéné) cykly v relaci nalezeni. Napiiklad

Tvrzeni 30 ~(u € v & v € u)

Dikaz: Pfedpokladejme sporem u € v € u a utvofme mnozinu ¢ = {u, v}. Tato
mnozina je neprazdna tedy existuje y € x pro které x Ny = 0. Je-li y = u, je
vExNy. Jeli y = v, jeu € xNy. V kazdém pripadé je tedy mnozina = Ny
neprazdnd a to je spor. O

3.4 Kartézsky soucin a relace

Dilezitd mnozinové operace je kartézsky soucin dvou mnozin, ktery je tvoren
usporadanymi dvojicemi prvki danych mnozin. Dvojice {u, v} je neuspofadana.
Plat{ {u,v} = {v,u}, nezdlez{ zde na poradi. Za uspofddanou dvojice prvki
zvolime takovou mnozinovou operaci, kde na poradi vzdy zalezi. Nejjednoduseji
J1 definujeme predpisem

Definice 31 (Uspoiadana dvojice) (u,v) = {{u}, {u,v}}
Tvrzeni 32 (u,v) = {(x,y) —u=z &v=y.

Dikaz: Rozeznavame dva pripady.

1. Je-li u=w, je {(u,v) = {{u}, {u,u}} = {{u}}. Protoze
{z,y} € (r,y) = (u,v) = {{u}},

je {z,y} = {u}, takze e =y = u = v.
2. Je-liu# v,je{x} # {u,v}. Protoze {z} € {(x,y) = {{u}, {u,v}},je {e} = {u}

a tedy © = u. Protoze {u,v} € (u,v) = {{z}, {z,y}}, je {u,v} = {z,y}, a tedy
y=wv.0O

Pomoci usporadané dvojice lze také definovat usporadané trojice atd.
(u, v, w) = (u, (v, W)Y, {ur,...,un) = (U1, {U2, ..., tUp_1))

Kartézsky soucin X x Y mnozin X a Y je sestaven ze vsech uspotfddanych
dvojic {u,v), kde v € X a v € Y. Abychom mohli kartézsky soucin definovat
pomoci axiomu specifikace, potfebujeme sestrojit mnozinu, do které vsechny
tyto dvojice patti. Je
veX&veY — H{ul,{uy,v} CXUY = {u}, {u,v} e P(YUX)
— {u,v) CTP(XUY) — (u,v) e P(P(XUY))

Existenci mnoziny P(P(X UY)) jiz mame zajisténu, takze mizeme definovat
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Definice 33 (Kartézsky soudin)
XxY={wePPXUY)): (Fue X)(TveY)(w=/{uv))}
Pouzili jsme tedy axiom specifikace s formuli
pw)=(Fue X)(Fv e Y)(w = (u,v)).
Definici kartézského soucinu zapiseme struénéji
XxY={{u,v) e P(P(XUY)): ueX&veY}

Kartézsky soucin tii a vice mnozin definujeme v souladu s definici usporéddanych
trojic a n-tic

XxYxZ=Xx(Yx2Z)

Obecné jsou mnoziny (X x Y) x Z a X x (Y x Z) ruzné, asociativni zdkon zde
neplati.

Kartézsky soucin umoznuje modelovat néjaky vztah mezi prvky dvou mnozin ja-
ko mnozinu téch dvojic, které jsou v daném vztahu. Takovym mnozindm fikdme
relace. Vlastnost Rel ”byti relaci” definujeme jako novy predikat

Definice 34 Rel(R) = (IX)(IY)RC X xY)

Definiéni obor relace R tvoil prvky mnoziny X, které jsou v relaci s néjakym
prvkem mnoziny Y. Abychom mohli definovat definiéni obor jako novou mnozi-
novou operaci pomoci axiomu specifikace, potfebujeme znat mnozinu, ze které
mame tyto prvky vybirat. Je-li (u,v) € R, je u,v € {u,v} € {u,v) € R, takie
{u,v} eU(R) a u,v € U(U(R)). Definiéni obor D(R) a obor hodnot R(R)
je tedy

Definice 35

D(R) = {ueUU(R)): (Fv)((u,v) € R)}

R(R) = {fvedU(R): Fu)({u,v) e R)}
Mnozinové operace D a R jsou definovany pro kazdou mnozinu, pouzivaji se ale
predevsim pro relace. Relace je kazda mnozina, ktera obsahuje pouze usporadané

dvojice. Mnoziny {0} ani {{0}} tedy nejsou relace, zatimco {{{0}}} = {(0, 0)}
relace je. Také 0 je relace, protoze 0 x 0 = .

Tvrzeni 36

Rel(R) = (Vw € R)(Fu)(Fv)(w = {u,v})
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Dikaz: Je-li Rel(R), existuji mnoziny X,V takové ze R C X x Y, takze kazdy
prvek R je usporadana dvojice.
Naopak, je-li kazdy prvek R uspofddand dvojice, plati R C P(R) x R(R). O

Dalsi (dvoudetnd) mnozinova operace je obraz R[A] mnoziny A pfi relaci R. Je
to mnozina v8ech prvki, které jsou v relaci R s néjakym prvkem z A. Restrikce
R|X relace R na mnozinu X vznikne omezenim defini¢niho oboru R na mnozinu
X (nebo jejf podmnozinu). Inverzni relaci R~! dostaneme z R zdménou poradi
jejich uspotfadanych dvojic. Je to jednoletnd mnozinova operace. SloZeni relaci
R o S je dvoucetna operace.

Definice 37

R[A] = {veldU(R)): (Fue A)({u,v) € R)}

RIX = {{(u,v)eR: ueX}

R = {weR(R)xD(R): (Fu)(Tv)(w = (u,v) & {v,u) € R)}

SoR = {z€D(R)xR(S): (Qu,v,w)({u,v) € R& (v,w) € S & z = {u,w))}
Posledni dva vzorce lze psat jednodudeji (bez proménnych w a z)

R {{u,v) € R(R) x D(R) : {v,u) € R}
SoR = {{u,w)eDR)xR(S): (Fv)({u,v) € R& {v,w) € S)}

Operace inverze a slozeni jsou definovany pro vSechny mnoziny, dobry smysl ale
maji jen pro relace. Navzdjem jsou vSechny tyto mmnozinové operace svazany
mnoha vztahy. Napifklad Rel(R) — (R™!)™! = R, ale obecné (pro kazdou
mnozinu R) plati jen slabs vztah (R=1)~! C R. Je-li totiz w € (R™1)~!, pak
existujf u, v takova ze w = (v,u) a (u,v) € R™!, takze w € R. Naopak R vsak
miuze obsahovat prvky, které nejsou dvojicemi a neobjevi se tedy v mmnoziné
(R=1)~!. Dalsf identity nebo inkluze se vztahuji k operacim priiniku sjednocenf
a slozeni

(R°H™ C R

(SoR)y™ = R1tos™!
R[AUB] = R[A]JUR[B]
R[ANB] C R[A]NR[B]
(SeR)[A] = S[R[A]]
]

ACB — R[A]CR|[B]
Vsechny tyto identity se dokazuji piimo z definice. Naptiklad
z€(SoR)™! (Fu, w)(z = {(w,u) & (u,w) € So R)
(Fu, v, w)(z = {w,u) & {u,v) € R& (v,w) € 5)
= (Fu,w)(z = (w,u) & {(w,u) € ™o 57
zER oS!

31



Specialnim pripadem relace je funkce, kterd kazdému prvku svého defini¢niho
oboru pfifazuje pravé jeden prvek oboru hodnot. TFicetny predikat f: A — B
znamend, ze f je funkce s definicnim oborem A jejiz obor hodnot je podmnozina
B. Rikdme, ze funkce f : A — B je prosta nebo injektivni, je-li f~! také
funkce. Rikame, 7e funkce f : A — B je na nebo surjektivni, je-li R(f) = B.
Funkce f: A — B je bijektivni, je-li prosta a na.

Definice 38

Fne(f) = Rel(f) & (Vu € D(f))(3v € R(f))({u,v) € f)
In(f) Fne(f) & Fne(f™1)
fiA—B = Fne(f)&D(f)= AL R(f)C B

Hodnotu funkce f na prvku u € D(f) znac¢ime f(u). V pfipadé, ze f nenf
funkce poklddame f(u) = 0, tedy

=v pokud {(u,v) € f& VYw)({u,w) € f—v=w)
f(w)=0 jinak

Dalsi mnozinova operace je mocnina

Definice 39
2 ={fePlexy: f:y—ux}

Je to mnozina vsech funkci z mnoziny y do mnoziny z. Pokud z je m-prvkova
mnozina a y je n-prvkova mnozina, ma x¥ pravé m’™ prvkua.

3.5 Ekvivalence mnoZin

Dvé koneéné mnoziny jsou stejné velké, maji-li stejny pocet prvka. V tomto
piipadé existuje vzajemné jednoznacné funkce, kterd prvkum jedné mnoziny
pritazuje prvky druhé mnoziny. V tomto smyslu budeme chéapat 1 velikost nebo
mohutnost nekoneénych mnozin.

Definice 40 Rikdme, e mnoZiny X, Y maji stejnou mohutnost, nebo Ze jsou
ekvivalentni (X = Y ), jestliZe existuje vzdjemné jednoznacénd funkce z X na
Y. Ezistuje-li vzajemné jednoznacnd funkce z X do'Y, fikdme, Ze X md mensi
nebo rovnou mohutnost nez Y.

X=Y = AHMDF) =X &R(f) =Y &Fne(f) & Fne(f1))
XY = @A) =X &R(f) CY &Fne(f) & Fne(f7))
Napiiklad pro kazdé mnoziny u, v jsou jednoprvkové mnoziny {u}, {v} ekviva-

lentni, protoze {{u,v)}} : {u} — {v} je vzdjemné jednoznaénd funkce z {u}
na {v}. Mnozinové operace kartézského souéinu a mocniny mnozin pfipominajf
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aritmentické operace nésobeni a umocnovani (obdobou aritmetického souétu je
gjednoceni disjunktnich mnozin). Mnoho aritmetickych identit plati i pro mno-
ziny, nahradime-li rovnost ekvivalenci. Napfiklad mnoziny X x Y a ¥ x X jsou
obecné ruzné, jsou vsak ekvivalentni. V tomto smyslu je kartézsky soucin ko-
mutativni a asociativni.

Tvrzeni 41 Pro kaZdé mnoziny X,Y, Z plati
. X xY =Y x X,

2. (X xY)xZx=Xx(YxZ)

3. 2% x Z¥ m ZXYY pokud XNY =10

4. (X xY)? m X% xY?

VAR D AR

6. {a,b}* ~ P(X) pokud a # b.

Dikaz:1. Funkce F' definovana pfedpisem F'({u,v)) = (v, u) je vzdjemné jedno-
znacnd funkce z X x Y na Y x X. Podrobnéji, F' je definovana formuli

F={we (X xY)x (¥ xX): (FueX)(3veV)(w={{u,v), (v,u)))}

2. Funkce F' definovand predpisem F({{u,v), w)) = (u, {v,w)) je vzdjemné jed-
noznaénd funkce z X x (Y x Z)na (X xY) x 7.

3. Definujme funkei F : ZXYY — 7% x 7Y piedpisem F(f) = (f|X, f|Y). Zde
J:XUY — 7 je funkce a f|X, f|Y jejf restrikce na mnoziny X a Y. Inverznf
funkee je definovdna piedpisem F~1({g,h)) = g U h. Zde je nutny predpoklad
X NY = 0, protoze jinak by ¢ U h nemusela byt funkce.

4. Definujme vz4jemné jednoznaénou funkei F': X% x YZ — (X x Y)Z predpi-
sem F((f,9))(w) = (f(w),g(w)). Zde f: Z = X, 9:Z =Y a F({f,9)) : 7 —
X xY.

5. Definujme vzajemné jednoznaénou funkei F' : (ZY)X — ZX>*¥ piedpisem
F(H(uw,v)) = f(u)(v). Zde f: X = YZ w € X, flu):Y — Z,vEY a
Fu)v) € 7.

6. Definujme vzédjemné jednoznaénou funkei F' : {a,b}* — P(X) predpisem

F(f)y={ue X : f(u) =a}.

Kromé kartézského soucinu dvou mmnozin se v teorii mnozin uvazuje také kar-
tézsky souéin nekoneéného souboru mmnozin. Na rozdil od operaci priniku a
skednoceni, u kartézského souéinu zalezi na pofadi mnozin, které spolu nasobi-
me. Proto se zavadi pojem souboru mnozin indexovaného néjakou mnozinou
I. Viimneme si nejprve, ze jsou-li a # b libovolné mnoziny a I = {a,b}, plati
pro kazdé mnoziny Y, 7

YxZa{f:I1=YUZ: fla)eY & f(b) € 7}
Vzéajemné jednoznacéna funkce F' mezi témito mnozinami je dana predpisem

F(<u’ U)) = {<a’ u>, <b’ U)]’
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Souborem mnozin indexovanych indexovou mnozinou I nazyvame libovolnou
funkei X s neprazdnym definiénim oborem I. V nagem piipadé je X(a) =Y a
X(b) = Z. Soubor mnozin zapisujeme symbolicky (X;);er. Prvky ¢ € T pouzi-
vame jako indexy, X; = X (7). Kartézsky soucin souboru (X;);er definuje jako
mnozinu vSech funkei, které kazdému indexu ¢ € I pifitazuji néjaky prvek X;

[IXi={r: T =URX)): (Vi D)(f(i) € Xi)}
i€l
Jsou-li v8echny mnoziny X; = Y stejné, dostavame mocninu
[[y={r:1=v}=Y'
i€l

Podobné zapisujeme sjednoceni a prinik souboru mnozin (X;);es

.UXi = URX)) ={u: (Fie(ue X))}
ﬂ X; = I(R(X)={u: (VicD)(ueX;)}

3.6 Usporadani a ekvivalence

Rikame, ze R je relace na mnoziné X, je-li R C X x X. Specialné diagonalni
relace na dané mnoziné X definujeme predpisem

Definice 42
AX) ={{u,u) e P(P(X)) : ue X}

Ziejmé A(X)™! = A(X) a A(X) o A(X) = A(X). Je-li R libovoln4 relace na
X,je A(X)oR=RoA(X)=R.

Definice 43 Necht R C X x X je relace na X.
1. R je reflexivni, je-li A(X) C R, 1.

(Vu € X)({u,u) € R)

2. R je symetrickd, je-li R~ = R, 1.

(Vu, v)({u,v) € R — (v, u) € R)
3. R je antisymetrickd, je-li RN R~ = A(X), 4.

(Vu,v)({u,v) € R& {v,u) E R — u =v)
4. R je tranzitivni, je-li Ro R C R, 1j.
(Vu, v, w)({u,v) € R& (v,w) € R — (u,w) € R)

5. R je tiplnd, je-li RUR™! = X x X,

(Vu, v)({u,v) € RV {v,u) € R)

34



Relace R na mnoziné X, ktera je reflexivni, transitivni a antisymetricka se nazy-
va ¢asteéné usporadani. Je-li navic Gplna, nazyva se linearni usporadani.
Pro kazdou mnozinu « je P(x) ¢asteéné usporadana inkluzi, to znamen4, ze
{{u, ) € Pla) x P(x) : u C o)
Jje ¢astecné usporadani na P(z).
Relace R na mnoziné X, ktera je reflexivni, symetricka a tranzitivni se nazy-

va ekvivalence. Relace ekvivalence maji jednoduchou strukturu. Urcuji rozklad
mnoziny X na tfidy vzajemné ekvivalentnich prvku.

Definice 44 Necht R je relace ekvivalence na X. Rekneme, e neprdzdnd mno-

Zina A C X je trida ekvivalence relace R, jestlize R[A]= A a Ax ACR, 1.
(Vu e A)(Vv)(v € A = (u,v) € R)

Tvrzeni 45 Nech? R je relace ekvivalence na X.

1. KaZdé dvé rizné tridy ekvivalence jsou disjunkini (4. jejich prinik je ().

2. Kazdy prvek a € X ndleZi prdavé do jedné tridy ekvivalence.

Dikaz: 1. Predpokladejme, ze A, B C X jsou dvé tiidy ekvivalence, které nejsou

disjunktni, tj. maji spolecny prvek a € AN B. Je-li u € A, pak {(a,u) € R a tedy

a € B. Dokazali jsme A C B. Analogicky ukdzeme B C A.

2. Je-li a € X | polozme

A={uezx: {(a,u) € R}

Protoze R je reflexivni, je a € A a A je t¥ida ekvivalence. Z (1) plyne, ze a nélezi
do jediné tiidy ekvivalence. O
Necht R je relace ekvivalence na X. Polozme

X/R = {AeP(X): RIA|l=A& Ax ACR}
{{a, A} € X x (X/R): a€ A}
Pak 7 : X — X/R je surjektivni funkce. Mnozina X/R tiid ekvivalence se
nazyvi faktorova mnozina X podle R a funkce 7 se nazyva faktorizace.
Konstrukce faktorové mnoziny se ¢asto pouzivé, chceme-li ztotoznit ekvivalentni
prvky. Je-li pfitom na mnoziné X néjakd struktura (aritmetické operace nebo
relace), snazime se ji pfenést na faktorovou mnozinu. K tomu je tieba, aby

ekvivalence R byla kongruenci vzhledem k této strukture. Ukazeme si to na
piikladé jednocetné funkce.

Definice 46 Necht R je ekvivalence na X a f: X — X funkce. Rikdme, Ze R
je kongruence pro f, jestliZe plati

(Vu,v € X)((u,0) € R — (f(u), f(v)) € R)
Je-li R kongruence pro f, poloZme

f/R={{A,B) € (X/R)x (X/R): (Ja € A)(3b € B)({a,b) € )}

T
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Je-lia € X a A = w(a) pFislusnd tiida ekvivalence, je (f/R)(A) = 7(f(a)). To

znamen, ze (f/R) om = 7 o f. Rikdme, Ze komutuje diagram zobrazen{

3.7 Struktury

Prostiedky teorie mnozin, které mame nyni k dispozici umoznuji zavést pro dany
jazyk (seznam predikati, operaci a konstant) pojem struktury pro tento jazyk.
Napiiklad struktura pro jazyk £ = {=} obsahujic{ jediny dvouletny predikét
rovnosti je kazdd dvojice M = (X, R), kde X je neprdzdnd mnozina a R C
X x X je dvoucletné relace na X. Modely teorie rovnosti (s axiomy reflexivity,
symetrie a transitivity) jsou pravé struktury (X, R}, kde R je relace ekvivalence
na X. Struktura pro jazyk £ = {=,f}, kde T je jednoéetnd operaci, je kazd4
uspofadand trojice M = (X, R, f), kde X je neprazdnd mnozina, f : X — X je
funkce a R C X x X je ekvivalence na X, ktera je kongruence pro f: X — X.
V teorii rovnosti (odstavec 2.5) piibyva jesté axiom kongruence pro f

v=y—f(x) =1y

a modely teorie rovnosti jsou struktury (X, R, f), kde R je relace kongruence
pro f. Podobné struktura pro jazyk £ = {0,1,+,*,<,=} je kazdd mnozina
tvaru M = (M, Cy, Cy, Fy, P, Re, A(M)), kde

1. M # 0 je neprdzdnd mnozina

2. Cy,Ch € M,

3. Fp, Fe : M x M — M jsou dvoucetné funkce na M,

4. R € M x M je dvoucetna relace.

4 Aritmetické struktury

4.1 Ordinalni é&isla

V teorii mnozin lze pfirozend cisla sestrojit velmi elegantnim zpusobem. Zto-
toznime &slo 0 s prdzdnou mnoZinou § a kazdé dalsi ¢islo s mnozinou viech
prirozenych cisel mensich. Definujeme tedy nové konstanty 0,1,2,3 ...

0=0, 1=1{0}, 2=1{0,1}, 3=1{0,1,2}, 4=1{0,1,2,3},...
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Cislo n je tedy mnozina, kterd ma pravé n prvka. V univerzu mnozin se objevi
pravé na n-té trovni. Pii této reprezentaci mizeme ihned definovat nerovnosti
mezl pfirozenymi cisly vztahy

n<m = ne€m
n<<m nCm

Operaci néslednika definujeme predpisem n+1=nU{n}. Je totiz 1 = U {0},
takze 1 = 0+ 1,2=1U{l} =141, 3 =2+ 1, atd. Abychom mohli sestro-
jit mnozinu piirozenych cisel, je tfeba prirozena cisla charakterizovat néjakou
vlastnosti. Definujme nejprve novy predikat Ord(z), ktery vymezuje obecnéj-
§1 ordindlni ¢isla. Pfirozend ¢isla jsou konecnd ordindlni ¢isla. Pokud existuji
nekoneéné mnoziny (jejich existenci jsme dosud nezarucili zddnym axiomem),
existuji také nekonecné ordindlni cisla.

Definice 47 MnoZina x je ordindlni ¢islo, plati-li
Ord(z)=(Vuex)(uCux) & Vu,vex)((uev)V(u=v)V (vEu))

Prvni podminku lze ekvivalentné vyjadiit pomoci operace obecného sjednoceni
a potenéni mnoziny

Vuer)(uCz) = UR)Cex = zCP)
Ukazeme si nejprve ze prirozena ¢isla 0, 1,2, 3,4, ... jsou ¢isly ordindlnimi.

Tvrzeni 48
1. Ord(0)
2. Ord(x) — Ord(z U {z}).

Dikaz: 1. plati trividlné.
2. Pfedpokladejme Ord(z). Je-liu € xU{z},jebudu € x apak u C x C xU{x}
nebo v = x a pak u C {x}. V obou pfipadech je tedy u C « U {z}.
Necht u,v € U {a}. Rozeznavame ¢tyti pripady
a. u,v € {a} — u=w.
b.uef{z},ver — wvEu.
cuex,ve{e} — ucw.
d. u,v€w — u € vnebov Eunebo u=v O

Tvrzeni 49

1. Ord(x) & Ord(y) — Ord(x Ny)

2. 0rd(x) & y € v — Ord(y)
3.0rd(x) & Ord(y) &k yCex —y €
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1. Dikaz je trividlni. Je-li u € z Ny, je u C z a u C y takze u C z Ny. Podobné
jeliu,v € xNy, je u,v € x takze bud v € v nebo u = v nebo v € u.

2. Podle definice y C . Ukazeme, ze pro u € y je u C y. Je-li v € u, pak u € =,
uCx av € x. Protoze také y € x, je

(vey) V(v=y)V(y ).

Ale ani v = y ani y € v nenastava podle axiomu regularity (tvrzeni 30). Je tedy
v € y. Dokazali jsme tedy u € y — u C y.

Je-li u,v € y, je u,v € ¢ a nastava jedna z moznosti u € v, u = v, v € u.

3. Podle predpokladu je mnozina « \ y C « neprizdna, takZe podle axiomu
regularity existuje z, pro které

ze€x\y&zn(z\y)=0—2Cz&2Cuy.

Ukéazeme, ze plati obracend inkluze y C z. Necht u € y. Protoze u, z € z, je bud
2z € u nebo z = u nebo u € z. Ale z € v implikuje z € y protoze u Cy a z = u
rovnéz implikuje z € y protoze u € y. AvSak z € y je ve sporu s z € (z\ y),
takze nastava treti moznost v € z. Ukézali jsme tedy y = z. Protoze z € z, je
yex. O

Je-li & ordinalni ¢islo, definuyme na x relaci
{(v,u)Exxe: veEuVe=u}

7 Tvrzeni 49 plyne, ze tato relace je linearni usporadani na x. Vlastnost linearity
plati 1 mezi kazdymi dvéma ordinalnimi ¢isly.

Tvrzeni 50 Je-li Ord(x) « Ord(y), nastdvd prdvé jedna z moZnosti
(zey)Vx=yV(y€ur)

Dikaz: Dvé z téchto moznosti souc¢asné nastat nemohou podle Axiomu regula-
rity. Podle Tvrzeni 49 je Ord(z Ny). Rozeznavame ¢tyfi moznosti.
lL.eNy==z, z2Ny=y. Pak z = y.

2.zNy=z,zNy Cy. Pak 2 Ny € y podle Tvrzeni 49, takie y € =.
.zNyCue,zNy=y. Paky=aznNyeE .

4 eNyCe,zNyCy PakzNyervaznNy ey, takte zNy € zNy atoje
spor s Tvrzenim 29. O

Tvrzeni 51 Sjednoceni kazdé mnoZiny ordindlnich éisel je ordindlni cislo.
(Vy € 2)Ord(y) — Ord(U(x))

Dikaz: 1. Necht y € U(x), takie existuje z, pro které y € z € z. Protoze Ord(z),
je y € z. Pro kazdé w € y je tedy w € z €  a tedy w € U(x). Ukazali jsme
y CU(x).

2. Necht w,v € U(x). pak existuji ordindlni ¢isla y, z, pro kterd v € y € = a
v € z € z. Podle Tvrzen{ 49.2 je Ord(u) a Ord(v). Podle tvrzeni 50 je bud
u € v nebo uv nebo v € u. O
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4.2 Priirozena éisla

Pokud existuje mnozina vsech prirozenych éisel w = {0,1,2,3,4,.. .}, je také or-
dindlnim ¢islem, plati Ord(w). To je disledek tvrzeni 50. Z nasich dosavadnich
axiomu vsak existenci nekoneénych mnozin nelze odvodit. Chceme-li pracovat
s mnozinou prirozenych ¢isel, musime pfijmout dalsi axiom. Ten musi vystih-
nout néjakou vlastnost, ktera je charakteristickd pro nekoneéné mnoziny, nebo
alespon néjakou vlastnost mnoziny w, kterou tato mnozina nesdili s prirozenymi
¢isly. Jedna takova vlastnost je, ze nema predchiidce. Neexistuje mnozina «, pro
kterou w = xU{x}. Takova ordindlni ¢isla se nazyvaji limitni. Prazdnd mnozina
sice také nema predchidce, za limitni ji vS8ak nepovazujeme.

Definice 52
Lim(z) = Ord(z) & £ 0 & =(Jy)(z = yU{y})

Existuji-li limitni ordinalni ¢isla, existuje jeich nekoneéné mnoho. Je-li totiz
z limitn{ ordinalni ¢islo, je  +1 = x U {x} také ordindlni &islo, 2 +2 = (2 +1)+1
také a mnozina ¢ U {z,z+ 1,2+ 2,...} je dalsf limitn{ ordinaln{ ¢slo. MnoZina
prirozenych ¢isel je charakterizovana tim, Ze je nejmensim limitnim ordindlnim
¢islem

Axiom 9 (Axiom nekonecéna)
(Fz)(Lim(z) & (Vy € z)-Lim(y))

Tvrzeni 53

(Atz)(Lim(z) & (Yy € 2)-Lim(y)

Dikaz: Predpokladejme, ze z a w spliuji obé vlastnosti axiomu nekonecéna.
Protoze jsou to ordinalni ¢isla, podle tvrzeni 50 plati w € z nebo w = z nebo
z € w. Avsak w € z vede ke sporu, protoze w je limitni ordinalni ¢islo a z
neobsahuje limitn{ ordinalni ¢isla. Podobné vede ke sporu z € w, takze w = z.
O

Mnozina postulované axiomem nekonecna tedy existuje jedina a oznacime si ji
novou konstantou w

Definice 54 Lim(w) & (Vy € w)-Lim(y)

Proménné pro pfirozend ¢isla (prvky w) budeme znadit n, m, p, . ... Na mnoziné
w definujeme usporadani predpisem

n<m=n&Em, n<m=n<mVn=m

Dilezitd vlastnost mnoziny piirozenych cisel je princip matematické indukce.
Ten lze formulovat dvéma zpisoby. Prvni formulace fiké, ze kazda neprazdna
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podmnozina pfirozenych cisel ma nejmensi prvek. To je pfimo axiom regularity
pouzity na w: (Ve Cw)(x #0 — (In € z)(nNa = 0). Je-li ale n € z C w, plati

nNez=0=Vmezr)(mgn) = Vmez)(n<m)

a odtud
(Ve Cw)(z#£0 — (In€z)(Vm € z)(n <m))

Druhé formulace Principu matematické indukce se tyké vlastnosti pfirozenych
¢islech vyjadienych formulemi. Plati-li néjakd formule pro 0 a plyne-li z jeji
platnosti pro n také platnost pro n + 1, plati pro vSechna pfirozena cisla.

Véta 55 (Princip matematické indukce) Je-li o(x) formule pak
p(0) & (Yn € w)(p(n) — p(n+ 1)) — (Vn € w)p(n)
Diikaz: Podle axiomu specifikace utvorme mnozinu

y={n€w: —p(n)}

Je-li tato mnozina neprdzdnd, mé nejmensi prvek m. Protoze plati ¢(0), je
m # 0. Protoze m nen{ limitn{, ma pfedchiidce m = n 4+ 1. Protoze m je
nejmensi prvek y, n do y nendlezi a plati ¢(n). Podle pfedpokladu plati i ¢(m)
a to je spor. O

Naopak z principu matematické indukce plyne, ze kazda neprazdna podmnozina
ptirozenych &isel ma nejmens{ prvek. Piedpokladejme sporem, ze §) # x C w je
neprazdna a nema nejmensi prvek. Uvazujme formuli

p(n) = (Ym <n)(m ¢ x)

Pak ¢(0) = 0 € x a to plati protoze jinak by 0 byl nejmensi prvek z. Pokud
n € w, p(n) a ~p(n+ 1), pak n 4+ 1 je nejmensi prvek x a to je spor. Plati
tedy (Vn € w)(p(n) — ¢(n + 1), takze podle principu matematické indukee
(Vn € w)p(n) a z toho plyne z = 0.

K pfirozenym ¢&islim umime pficitat jednotku podle vzorce n+1=nuU{n}.
Pricitani dvojky tedy definujeme n+2 = (n+1)+1 a podobné mizeme definovat
pri¢itani kazdé konstanty. Vzorec pro soucet n 4+ m dvou pfirozenych ¢isel ale
neméame. Aritmetickou operaci séitani zavedeme jako funkei f : wxw — w. Lze ji
uréit jednoznacné rekurentnim vztahem f(n,0) =n, f(n,m+1) = f(n,m)+ 1.
Je tfeba vsak dokézat existenci a jednoznacnost funkce s témito vlastnostmi.
Ucinime tak obecné pro libovolnou rekurentni definici.

Véta 56 (Véta o rekurentni definici) Necht X je libovolnd mnoZina, a € X
ag:X — X je funkce. Pak existuje jedind funkce f:w — X pro kterou plati

f0)=a, (Vnew)(f(n+1)=yg(f(n)))
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Dikaz: Ukazeme si nejprve, ze funkce s pozadovanymi vlastnostmi existuje jedi-
na. Predpokladejme sporem, ze existuji dvé razné funkce fi, fo : w — X, které
obé splnuji pozadovanou vlastnost. Utvoime mnozinu

Y={necw: fi(n)# fa(n)}

Protoze fi, fo jsou rizné funkee, je Y C w neprazdné a ma tedy nejmensi prvek
m. Protoze f1(0) = a = f2(0), je m # 0 a md tedy pfedchidce m = p + 1.
Protoze p ¢ YV, je fi(p) = f2(p) a podle predpoklddanych vlastnosti funkei fi,
fa také fi(p+ 1) = fa(p+ 1) a to je spor.

Ukazeme nyni existenci funkce f tak ze budeme uvazovat funkce s danou re-
kurentni vlastnosti definované pouze na néjakém pfrirozeném c¢isle. Napiiklad
kazda z funkci

hi ={{0,@)},  ha={{0,a),(L,g(a))}, hs ={(0,a),(1,9(a)), (2, 9(9(a))}}

splituje rekurentni vztah, jejich definiéni obory jsou D(hy) = 1, D(h2) = 2 a
D(hs) = 3. Sestrojime mnozinu véech takovychto funkei

H = {hCwxX:Tneh)&Dh) ew&h(0)=ak
(¥n)(n+1 € D(R) — h(n + 1) = g(h(n))}

Mnozina H obsahuje funkce Ay, ha, hs, atd. Polozme f = U(H) a ukazme, 7e f
spliiuje tvrzeni véty. Uvazujme formuli

p(n) = (Fz)((n, ) € f)

Protoze fi € H, je (0,a) € f. Protoze pro kazdé h € H je h(0) = a, je a
jediny prvek s touto vlastnosti, tj. plati ¢(0). Predpokladejme, ze plati ¢(n).
Existuje tedy « € X pro které (n,z) € f a existuje h € H pro které h(n) = x.
Pak A’ = AU {(n+ 1,g9(x)) je funkce, A’ € H, takie (n + 1,9(x)) € f. Pro-
toze pro kazdé h € H je h(n) = x je y = g(x) jediny prvek, pro ktery plati
(n+ 1,y) € f. Dokézali jsme tedy ¢(n) — ¢(n + 1), takze podle principu ma-
tematické indukce (¥n € w)p(n). To znamend ze f:w — X je funkce. Protoze
hi1 € H, je f(0) = a. Pro kazdé n € w existuje h € H pro které n+ 1 € D(h)
af(n+1) =h(n+1) = g(h(n)) = g(f(n)). Funkce f tedy ma pozadované

vlastnosti. O

Podle Véty o rekurentni definici napiiklad setsrojime funkei f(n) = n 4+ n reku-
rentnim vztahem f(0) =0, f(n + 1) = (f(n) + 1) + 1. Pro definici séitani jako
dvoucetné funkce potfebujeme rekurentni definice zavislé na parametru.

Véta 57 (Rekurentni definice s parametrem) Nech? XY jsou libovolné
mnozZiny, go 1 Y — X, g1 : Y x X — X funkce. Pak existuje jedind funkce
f:Y xw— X pro kterou plati

f(,0) =g0(y), (Ynew)(fly,n+1) =gy, f(y,n))
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Dikaz je analogicky jako u predchézejici véty. Hledana funkce se sestroji jako

F=U(H), kde

H = {hC(¥Yxw)yxX: (new)(Ph) =Y xn)&
(Vy € y)(h(y,0) = go(¥)), &
(Y(y,m + 1) € D(h))(h(y,m + 1) = g1(y, h(y, m)))}

Volime-li nyni funkce ¢gg : w — w, kde go(n) = nag; : wxw — w, kde g1 (n, m) =
m+ 1, plati pro f 1w xw —w, f(n,0) =n, f(n,m+1) = f(n,m)+ 1. Funkéni
hodnotu f(n, m) budeme znadit, jak je obvyklé, n+m. Viechny vlastnosti s¢itdni
lze odvodit (matematickou induke{) z rekurentniho vztahu

n+0=n, n+(m+1)=mn+m)+1
Ukazeme nejprve asociativni zakon
Tvrzeni 58 (Vn,m,p €w)((n+m)+p=n+(m+p))
Dikaz: Indukei podle p. Pro p = 0 je

(n+m)+0=n+m=n+(m+0)

Je-li (n+m)+p=n+(m+p),je také

(nt+m)+(+1) = (n+m)+p)+1=(n+(m+p))+1
= n+(m+p)+)=n+(m+(p+1))

Tvrzeni 59 (Yn,m cw)(n+m=m+n)

1. Dokazeme nejprve n+ 0 =0+ n.
Pro n = 0 vztah plati. Je-li n +0 =0+ n, je

(n+1)+0=n+1=0+n)+1=0+(n+1)

2. Ukdzeme n+ 1 =1+ n.
Pron=03je04+1=1=140.Jelin+1=14n,je

(n+)+1=(14+n)+1=14+(n+1)
3. Je-lin+m=m+n,je

(n++m = n+(l+m)=n+(m+1)=Mm+m)+1=(m+n)+1
= m+(n+1)
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Volime-li go(n) = 0, g1(n,m) = m + n, dostavame funkei ndsobeni f(n,m) =
n * m. Vsechny algebraické identity pro nasobeni a sc¢itani lze matematickou
indukei dokézat z rekurentniho vztahu

n¥0=0, nk(m+1)=n+xm+n

Také dalsi aritmetické operace jako faktorial nebo mocninu lze zdvést obdobnymi
rekurentnimi vztahy. Mizeme tedy definovat strukturu pfirozenych cisel jako
N = (w,0,1, f,9, R, A(w)), kde f, g jsou funkce s¢itdni{ a nédsobeni sestrojené
vyse a

R={(n,m)€wxw: n<m}

je relace nerovnosti.

4.3 Cela a racionalni éisla

Rozsiteni ¢isel prirozenych na ¢isla celd je motivovano snahou ¢isla odcitat, coz
ve struktufe pfirozenych ¢isel neni vzdy mozné. Podobné rozsifeni celych éisel
na racionalni je motivovano snahou cisla délit. Obé konstrukce jsou analogické.
Cela cisla muzeme chapat jako forméalni vyrazy n — m, kde n,m € w. Dva
takové forméalni vyrazy mohou reprezentovat stejné zaporné cislo, napiiklad je
2—3=4—-5 = 0-—1. Forméalni vyraz n — m kdédujeme jako usporadanou
dvojici {n, m), ztotozniujeme vSak dvojice které reprezentuji stejné zdporné &islo.
Uvazujme relaci & na w X w danou predpisem

(n,m)~(pg)=n+q=p+m

Snadno dokazeme, ze ~ je ekvivalence na w xw a mnozinu celych ¢isel definujeme
jako faktorovou mnozinu Z = (w X w)/ ~. Aritmetické operace séitani, ndsobeni
a déleni definujeme nejprve na w x w predpisem

(n,m)+(p,q) = (ntpm+q
(n,m)—(p,q) = (n+qgm+p)
(n,m)*{p,q) = (nkp+mrqgm+p+n*q)

Tyto aritmetické operace jsou kongruence vzhledem k ekvivalenci ~, to zname-
na, ze ekvivalentni prvky maji ekvivalentni soucty, rozdily a nasobky. Napiiklad

<n’m> ~ <p’ q> - <n’m> + <7°, 5> ~ <p’ q> + <7°, 5>
Pro celd cisla a, b, c € Z, t]. tiidy ekvivalence a,b, ¢ C w x w pak polozime
a+b=c=(Fueca)(Fveb)(FTuwec) ut+v=uw)

a podobné pro dalsi aritmetické operace.

Racionalni ¢isla sestrojime jako formalni zlomky, tj. jako dvojice ¢isel celych.
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Protoze nelze nulou délit, polozime A = Z x (Z\ {0}) a definujeme ekvivalenci
~ na A predpisem
(n,m) ~(p,q) =Enxqg=p=*xm

Mnozina raciondlnich &isel je faktorovd mnozina Q@ = Z/ ~.

4.4 Realna ¢isla

Racionalni ¢isla lze scitat, odcitat, nasobit a délit, nelze je vsak vidy odmocno-
vat. Rozsifit racionalni ¢isla o vSechny odmocniny racionélnich cisel lze po-
dobnym zpusobem jakym jsme sestrojili ¢isla celd a racionélni. Ale ani v této
strukture bychom neméli ¢isla transcendentni jako 7 nebo e. Obecné realné ¢islo
vymezime, uréime-li vSechna racionalni ¢isla, kterd jsou mensi nez ono. Repre-
zentujeme je tedy specialnimi mnozinami racionalnich éisel, které nazyvame
fezy

Definice 60 Rez je neprdizdnd mnoZina raciondlnich ¢isel, riznd od Q tako-
vd, Ze s kaZdym prvkem obsahuje vSechny prvky mensi a nemd nejvétsi prvek.
MnoZina A je tedy Tez, je-li

DCACQ & (Ve A)(Vy <)y €A) & (Vo€ A)Fy > z)(y € A)

Kazdé raciondalnf ¢islo a € Q urcuje fez A, = {& € Q : 2 < a}. Druh4d
odmocnina ze dvou je reprezentovana fezem

A={reQ: 2 <0Vae*xr<2}

Mnozinu realnych ¢isel muzeme definovat jako mnozinu fezd racionalnich ¢isel.
Na této mnoziné lze definovat véechny aritmetické operace. Napiiklad soucet
dvou fezt definujeme predpisem

A+B={a+b: ac A&k be B}

opacény fez predpisem
—A,={z€Q: < —a}
Pokud A je iracionalni, tj. ruzny od kazdého A,, definujeme fez opacny predpi-
sem
—A={ze€Q: —z ¢ A}
Podobné 1ze definovat ndsobeni a déleni realnych ¢isel, je tieba vsak rozenavat

ruzné piipady kdy jsou argumenty kladné ¢i zaporné, racionalni ¢i iracionalni.

Alternativni zpusob zavedeni redlnych ¢isel vyuziva Bolzano-Cauchyovu vétu,
podle které posloupnost redlnych ¢isel ma limitu pravé kdyz je cauchyovska. Re-
alné cisla muzeme ztotoznit s cauchyovskymi posloupnostmi racionalnich ¢isel.
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Posloupnost racionélnich cisel ja kazda funkce a : w — Q. Hodnotu posloupnos-
ti v ¢isle n (jeji n-ty clen) znacime a, = a(n). Posloupnost @ je cauchyovska,
plati-li

(Ve € QT)(Fn € w)(Ym,p > n)(Jam — a,| < €)

Zde Q% je mnozina kladnych racionalnich ¢isel. Na mnoziné C' cauchyovskych
posloupnosti definujeme ekvivalenci ~ predpisem

a~b= (Ve € Q+)(E|n € w)(Vm > n)(Jam — bm| < €)

Mnozina redlnych &isel je faktorovd mnozina R = '/ ~. Aritmetické operace
definujeme nejprve na mnoziné C' po slozkach

(a+bn = an+by
n = ap*by,
n - an_bn

n = an/bn

Snadno ukazeme, ze soucet, sou¢in a rozdil cauchyovskych posloupnosti je opét
cauchyovska posloupnost. Pro podil to plati pouze v pfipadé ze b, neni ekvi-
valentni nulové posloupnosti. Ekvivalence ~ je kongruenci pro vsechny tyto
aritmetické operace, takze jsou jednoznacné definovany 1 na faktorové mnoziné

R.

5 Mohutnosti mnozZin

V odstavci 3.5 jsme definovali ekvivalenci a subvalenci mnozin. Existuje-li vza-
jemné jednoznacné obrazeni z X na Y, fikdme, ze X mé stejnou mohutnost
jako Y (X =& Y) nebo ze mnoziny X a Y jsou ekvivalentni. Existuje-li prosté
zobrazeni z X do Y, fikdme, ze X ma mensi nebo rovnou mohutnost nez Y

(X <Y).

Definice 61 1. MnoZina X je konecnd, je-li ekvivalenini néjakému pfirozenému
Cislun € w.
2. MnoZina X je spocetnd, je-li ekvivalenini mnoziné w.

Paradoxnim jevem v teorii mohutnosti je, Zze nekoneénd mnozina mé stejnou
mohutnost jako nékteré jeji vlastni casti. Napriklad mnozina pfirozenych éisel
w ma stejnou mohutnost jako mnozina sudych ¢isel

A={ncw:(Amew)(n=2+xm)}

Funkce f:w — A definovand pfedpisem f(n) = 2% n je vzdjemné jednoznaéni.
Také obé mnoziny Z a Q jsou spocetné. To plyne z toho, ze mnozina w X w je
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spocetna. Vzajemné jednoznacna funkce f : w X w — w muze byt definovana
predpisem

n+m)x(n+m+1

(ntm) s (ntmt)

f(n,m) = 5
0 1 2 3
0[0 2 5 9
11 4 8
203 7
316

5.1 Cantor-Bernsteinova véta

Vztah subvalence z < y je zieymé tranzitivni. Je-li # < y a y < z, existuji prosté
funkce f : @ — y a g :y — 2 ajejich slozeni je prostd funkce go f : © — 2, takze
z < z. Cantor-Bernsteinova véta tika, ze vztah subvalence je antisymetricky. Pro
dikaz této véty si nejprve zavedeme pojem iterace funkce. Necht g : X — X je
funkce a uvazujme funkce gg : X — X, ¢1 : X x X — X dané pfedpisy go(z) = «,
g1(y, ) = g(z). Podle véty o rekurentni definici s parametrem existuje jedind
funkce f: X x w — X splnujici

f(@,0) =2, fla,n+1)=g(f(z,n))
Pro pevné n € w oznatme ¢g" : X — X funkci definovanou ¢"(z) = f(x,n). Pak
g'(@) =z, " (x)=g(g"(2))

Funkce ¢g" se nazyva n-ta iterace funkce ¢. Je to slozeni funkce ¢ se sebou samou
n-krat.

Tvrzeni 62 (Cantor-Bernsteinovo lemma) Je-li Z CY C X a X = 7, je
X=Y.

Diikaz: Podle predpokladu existuje vzajemné jednoznacna funkce f : X — 7.
Protoze 7 C X, existuje n-té iterace funkce f. Polozme

M={f"(»): e X\YVnew} C(X\Y)UZ
Definujme funkei g : X — Y predpisem

() = fla) pokud ae M
NY=1 a pokud ae X\ M

Ukazeme, ze ¢ je prostd funkce. Nechf a,b € X a # b.

Je-lia,b € X\ M, je g(a) = a # b= g(b).

Je-li a,b € M, je g(a) = fla) £ f(b) = g(b).

Je-liae M, b e X\ M,je gla) = fla) € M, agh) =be X\ M, takze
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g(a) # g(b).

Ukdzeme R(g) = V. Jelia € Y\ M, je a = g(a) € R(g). Je-lia e Y N M,

je a = f*(¢) pro neJakenEwacEX\Y Protoze a # ¢, je n > 0, takze
) €

a=g(f""'(c)) ER(g). O

Véta 63 (Cantor-Bernsteinova véta) Vzilah subvalence < je antisymetric-
ky
X<XY&Y <X — XwrY

Dikaz: Necht f: X — Y ag:Y — X jsou prostd zobrazeni. Pak g o f[X] C
g[Y] C X a X = g o f[X], takze, podle Cantor-Bersteinova lemma, X ~ g[Y] ~
Y. O

5.2 Nespocetné mnozZiny

Mnozina realnych ¢éisel jiz spoéetna neni. Ukazeme si, ze jiz jednotkovy interval
[0,1]] = {x € R: 0 < a < 1} neni spocetny. Kazdé ¢&islo ¢ € [0, 1] lze psat v
bindrnim rozvoji @ = 0.xgx122 . . ., tj. existuji bindrni ¢islice x; € {0, 1} tak, ze
x je nekonecny soucet

o L1 L2

Tvrzeni 64 Jednotkovy interval [0, 1] neni spocetny.

Predpokladejme sporem, Ze jednotkovy interval je spoletny a nechf a : w —
[0,1] je posloupnost vsech ¢fsel jednotkového intervalu. Pisme kazdé ¢islo a; v
binarnim rozvoji

apg = 0.&00&01&02 e
aj = 0.&10&11&12 e
as = 0.&20&21&22 e

Sestrojme redlné ¢éislo b = 0.bgb1bs . .. pfedpisem b; = 1 — a;;. Protoze by # ago,
b # ag. Protoze b; # aj;, b # a;. Cislo b se tedy v posloupnosti a nevyskytuje a
to je spor.

Diagonalni metodu pouzitou v tomto dikazu lze zobecnit. Ukazeme si obecné,
ze zadnd mnozina neni ekvivalentni své potenéni mnoziné.

Véta 65 Pro kaidou mnoZinu x je x < P(x) ale x 3¢ P(x).

Dikaz: Funkce ¢ = {{y,{y}) : v € #} je vzdjemné jednoznaéné zobrazeni z x
do P(#), takze < P(z).

Pfedpokladejme, ze f : # — P(x) je vzdjemné jednoznaéné surjektivni zobraze-
ni. Definujme mnozinu y = {u €  : v & f(u)}. Protoze y C x, existuje v € x,

takové, ze y = f(v). Ale
vEy=vg flv)=y=vdy
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a to je spor. O

Mnozina P(w) je tedy nekoneéné a nespoéetnd mnozina. Rikdme, ze ma mohut-
nost kontinua. Mnozina P(P(x)) mé oviem jesté vétsi mohutnost nez P(x).
Vidime ze moznych mohutnosti nekoneénych mnozin je nekoneéné mnoho. Ne-
vime vsSak, zda v této hierarchii nekoneénych mohutnosti nejsou nékteré mo-
hutnosti preskoéeny, napiiklad zda existuje nespocetnd mnozina realnych éisel,
ktera mé mensi mohutnost nez mnozina vsech redlnych ¢isel. Tento problém byl
dlouhou dobu otevieny az jej v sedesatych letech vyfesil Leonard Cohen prekva-
pujicim zpisobem. Existenci takové mnoziny nelze z axiomd teorie mnozin ani
dokéazat ani vyvratit. Existenci takové mnoziny lze pfijmout jako novy axiom,
stejné tak je ale mozné prijmout jeho negaci.

5.3 Axiom vybéru

Dalsi zddouci vlastnost v teorii mnozin je srovnatelnost mnozin podle mohut-
nosti. Plati pro kazdé dvé mnoziny x a y bud < y nebo y < x7 Ze stavajicich
axiomu toto tvrzeni neplyne. Je tfeba pfidat dva nové axiomy. Prvni, axiom sub-
stituce, se tyka vytvafeni novych mnozin jako obrazti mnozin pfi mnozinovych
operacich. Uvazujme formuli ¢(u, v) takovou, ze plati (Vu)(3!v)e(u, v). Formu-
le ¢ reprezentuje mnozinovou operaci. Axiom substituce pozaduje, aby obraz
kazdé mnoziny pii této operaci byl také mnozinou. Je formulovan za slabsiho
pfedpokladu, ze pro kazdé u existuje nejvyse jedno v, pro které ¢(u,v).

Axiom 10 (Schema axiomu substituce)
(Vu, v, w)(p(u,v) & p(u,w) —v=w) — (Va)(Ty)(Yv)(v € y = (Fu € z)p(u,v))
Zde tedy muzeme chapat y jako obraz x pfi zobrazeni .

Axiom vybéru postuluje existenci funkce, kterd z neprézdnych mnozin vybira
néjaké jejich prvky.

Definice 66 Rikdme, Ze fukce f je selektor na mnoZiné x, pokud plati
Sel(f,e)=Fne(f) &D(f) =z & (VWyex)(y#0 — fy) €y)

Funkce f je tedy selektor na x, pokud z kazdé neprazdné mnoziny y € x vybira
néjaky jeji prvek. Existence selektorii je intuitivné piijatelny princip, presto vsak
z dosavadnich axiomt neplyne a pfijmeme ho jako dalsi axiom.

Axiom 11 (Axiom vybéru) Pro kaidou mnoZinu existuje jeji selektor.
(Vx)(3f)Sel(f, z)

Véta 67 Pro kaZdouw mnoZinu existuje s ni ekvivalentni ordindlni éislo.

(Ve)(Iy)(Ord(y) & = =~ y)
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Idea dukazu spociva v tom, ze vybirdme z mnoziny x postupné jeden prvek
za druhym a pfifazujeme je nejprve prirozenym a potom dal$im ordindlnim
¢islam. Axiom substituce zarucuje, ze tento proces se na nékterém ordindlnim
¢isle zastavi. Necht F' je selektor na mnoziné P(xz). Polozme f(0) = F(z), f(1) =
F(x\{f(0)}) = F(=\ f[1]) a pro kazdé pfirozené ¢islo n

f(n) = Fe\{f(0),.... f(n—D}) = F(z\ fn])

Je-li & n-prvkovd mnozina, je f[n] = «, a f je vzdjemné jednoznatné zobraze-
ni n € w na z. Je-li  nekonecné, polozime také f(w) = F(z \ flw]) a stejné
pro v8echna nésledujici ordinélni ¢isla, dokud mnozinu z nevycerpame. Ve for-
malnim dukazu sestrojujeme mnozinu G funkci, které jsou takto definovany na
néjakém ordindlnim ¢isle a pozadovanou funkei f sestrojime jako obecné sjed-
noceni G

Dikaz véty: Uvazujme formuli ¢(u, ¢)

elu,g9) = (F)(Ord(e) & D(g) =a+1&u=ygla) &
(Vv €D(9))(9(7) = F(z \ f[7]))

Ukazeme, ze formule ¢ reprezenuje jednoznacnou funkei, tj.
plu,9) & p(u,h) — g=h
Necht D(h) = 8+ 1 a pfedpokladejme o < 3. Polozme
y=min{é €a+1: g(8) # h(8)}

Pak g[y] = hly], takze g(y) = F(x\ g[y]) = F(x \ h[y]) = h(y) a to je spor. Je
tedy v = g(a) = h(«a), takze § = o a g = h. Za pFedpokladu g < « je diukaz
obdobny. Podle axiomu nahrazeni pro mnozinu x plati

(3G)(Vg)(g € G = (3u € z)p(u, g))
Polozme f = U(G). Ziejmé D(f) je ordindlni ¢islo a pro kazdé v € D(f) je
f(y) = F(z\ fID) € 2\ fD]

takze f je prostd funkce. Pfedpokladejme sporem, ze R(f) C x. Pak u = F(z\
R(f)) € 2\ R(f). Polozime-li g = fU{(D(f),u), je g € G atedy u € R(f) ato
je spor. Obor hodnot funkce f je tedy celé z, takze f je vzajemné jednoznacna
funkce z # na néjaké ordinalni cislo. O

Véta 68 Kazdé dvé mnoZiny jsou srovnatelné.
rXyVy=z

Dukaz: Existuji ordinalni ¢isla a ~ z a B~y a bud « C 3 nebo 8 C o. O
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6 Historické poznamky

Logiku jako nauku o rozumovém mysleni zalozil Aristotelés (384 - 322 pi.n.l.)
Paradoxy logického mysleni odkryl Zénén Elejsky (asi 490 - 430 pf.n.l.). Sy-
stematickym vyhledavanim paradoxu se zabyvala Megarska skola vedena Fu-
kleidem z Megar (450-380 pf.n.l. - odlisny od FEukleida Zakladt). Aristetolova
logika zasadnim zpusobem ovlivninla antickou geometrii. Hledalo se odvozeni
geometrie z prvnich poc¢atkl, nabizelo se vsak vice alternativ, jak tyto pocatky
vymezit. Systematickou stavbu antické geometrie zachytil Eukleidés (¢inny ko-
lem roku 300 pf.n.l.) ve svych Z&kladech. Jsou zaloZeny na axiomatické metodé.
Neékteré evidentni geometrické poznatky se prohlasi za predpoklady - axiomy a
postulaty - a ostatni se z nich odvozuji logickou cestou.

V Eukleidové systému ma specialni postaveni jeho paty postuldt o rovno-
bézkach. Je-li v roviné déna pfimka a bid ktery lezi mimo ni, axiom postu-
luje existenci jediné rovnobézky s danou pfimkou prochézejici danym bodem.
Mnoho matematiki se snazilo dokézat paty postulat z ostatnich Eukleidovych
axiomt. Tyto snahy byly nelispésné a v devatenactém stoleti se ukazalo, ze to
neni mozné. Existuji alternativni neeukleidovské geometrie, ve kterych paty po-
stulat neplati. Navzdjem nezavisle je objevili Carl Friedrich Gauss (1777-1855),
Janos Bolyai (1802-1860) a Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevskij (1793-1856). T oni se
pokouseli dokazat paty postulat, dospéli vsak zavéru, ze to neni mozné, ze je
stejné dobfe mozné pfiymout za axiom jeho negaci a nedospét pfitom ke sporu.
V Lobacevského geometrii lze vést danym bodem nekoneéné mnoho rovnovézek
s danou piimkou a soucet thlia v kazdém trojaihelniku je mensi nez dva pravé.

Moznost takové geometrie pozdéji potvrdil Eugenio Beltrami (1835 - 1900)
konstrukci jejiho modelu. Geometrické terminy jako bod, fisecka, tthel nebo
shodnost neni nutno interpretovat tim zptusobem, jaky zname z eukleidovské
geometrie. Dame-li jim jiny obsah a budou-li 1 nadéle splnény vsechny axiomy,
budou v tomto novém svété platit 1 vSechny dokézané véty. Beltramiho model
neeukleidovské geometrie (planimetrie) je vnitiek néjakého kruhu v eukleidovské
roviné. Za body a Gsecky v novém smyslu se povazuji pouze vnitini body a fisec-
ky tohoto kruhu. Pfitom se méfeni délek a tsecek odlisuje od eukleidovského,
takze z hlediska vnitini geometrie se jedna o nekoneény prostor.

V Beltramiho modelu jsou splnény vsechny Eukleidovy axiomy a postulaty
kromé patého. Specialné lze kazdou tGsec¢ku prodlouzit, kazdé dva body lze spojit
Gseckou a kolem kazdého bodu lze danym polomérem opsat kruznici (nebude
to vSak eukleidovskd kruznice). Paty postuldt vsak neplati. Dvé Gsecky jsou
rovnobézky, pokud se uvniti kruhu neprotinaji zadna jejich prodlouzeni; je tedy
vidét, ze ke kazdé tisecce lze kazdym mimo ni lezicim bodem vést nekonecné
mnoho rovnobézek.

Beltramiho model neni jen o geometrii ale také o logice geometrie. Ukazuje,
ze negaci patého postulatu nelze privést ke sporu, ze neeukleidovskd geometrie
je bezesporna, protoze svét ktery popisuje vskutku existuje. Véiime-li v exis-
tenci eukleidovského svéta, musime pFipustit 1 moznost neeukleidovského svéta.
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Beltramiho model ndm tedy ukazuje nezavislost patého postuldtu. Nelze ho
z ostatnich axiomiu ani dokézat ani vyvratit.

Logické zaklady geometrie a metodu modelu ptivedl k dokonalosti koncem
devatenéctého stoleti David Hilbert (1862 - 1943). Hilbert doplnil nevyslovené
Eukleidovy axiomy, pomoci modelt ukazal, ze jeho axiomy jsou na sobé navza-
jem nezavislé, a uvazoval dalsi varianty geometrii. Kladl si také otazku beze-
spornosti eukleidovské geometrie. Konstruuje jeji model zalozeny na Descartové
analytické metodé. Body reprezentuje jako dvojice redlnych isel (soufadnice) a
pfimky jako trojice redlnych &isel (koeficienty jejich rovnic). Tento dikaz beze-
spornosti je vSak zaloZzen na predpokladu bezespornosti systému realnych ¢isel,
a tim se otazka bezespornosti pouze presunula jinam. V problému bezespornosti
systému realnych ¢isel pak hraje kritickou roli problém nekoneéna.

Studium nekonecéna prineslo dalsi impuls k rozvoji logiky. Antickd matema-
tika se nekoneénu vyhybala. Aristotelés dokazuje, ze zadné velicina nemuze byt
nekoneénd, ze v oblasti fyziky neni nekonecno mozné. V matematice pfipous-
t{ pouze potencialni nekoneéno. Usecky Ize libovolné prodluzovat, ne vsak do
nekonecna, tsecky lze délit libovolné dlouho, ne v8ak nekonecné mmnohokrat.
Reckd matematika, tak jak je prezentovana v Eukleidovych zékladech se bez
aktudlniho nekonecna obesla a tim se dokézala vyhnout mnoha paradoxtm.

Do matematiky uvadi aktualni nekoneéno az Bernard Bolzano (1781 - 1848)
na zakladé teologickych argumenta v knize "Paradoxy nekone¢na’. Bolzano od-
lisuje tento pojem aktualné nekoneéné mnoziny od nekonecné velikych infinite-
simalniho po¢tu a dokazuje, ze existuji mnoziny vskutku nekonecné, napiiklad
mnozina vSech pravd.

Systematicky rozvinul teorii nekoneénych mnozin Georg Cantor (1845 - 1918).
K této problematice se Cantor dostal pfi zkoumani algebraickych ¢isel roku 1874.
Cantor dokazuje, ze algebraickéa ¢éisla, tj. cisla kterd splnuji algebraickou rovnici
s celo¢iselnymi koeficienty, 1ze vzéjemné jednoznacné piifadit pfirozenym cis-
lim, to znamend, ze je lze sefadit do nekonecné posloupnosti, ktera je vsechny
obsahuje. Naproti tomu ale neexistuje posloupnost vSech realnych cisel. V kazdé
posloupnosti realnych ¢isel se nékterd realna cisla nevyskytuji. Z toho Cantor
nové dokazuje, ze transcendentaln{ (nealgebraicka) ¢isla existuji, a ze je jich do-
konce nekone¢né mnoho v kazdém intervalu. Pro rozvoj teorie mnozin byl pravé
tento dukaz klicovy. Ukazuje totiz, ze existuji dvé nekonecné mnoziny, které co
do mnozstvi nejsou stejné: mnozina prirozenych a mnozina realnych éisel.

V devatenactém stoleti se také rozvinula samotna logika diky formalnim,
algebraickym metodam. Formalni pfistup je typicky pro arabskou matematiku.
Zatimco feckd matematika byla zalozena na nahledu do svéta ideji, arabska ma-
tematika pFindsi moznost ziskdvat nové vysledky formalni manipulaci symbola.
V fecké matematice jsou pfirozena ¢isla chapana jako geometrické veliciny a
operace s nimi jako operace geometrické. Vyjadieni ¢isla znakem nebylo pod-
statné. Naproti tomu arabskd matematika propracovava babylénsky vynélez
zapisu ¢isel v pozicnim systému a na ném zalozené algoritmy scitani a nasobeni.
Postupujeme-li podle algoritmu, vzdavame se ndhledu. Jednotlivé kroky algorit-
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mu provadime slepé a mechanicky, jsme-li v8ak peélivi, mizeme se spolehnout
na spravnost vysledku. Do jisté miry se zde ndhled na ¢isla nahrazuje nadhledem
na algoritmus.

Snaha o formaélni vyjadreni logiky se objevuje jiz u stredovékych dialek-
tikt napt. Petra Abelarda (1079 - 1142), v extrémni formé pak u Raimunda
Lulla (1235-1315), ktery se pokusil o vybudovani formalizovaného systému teo-
logie a filosofie. Zkonstruoval dokonce mechanismus, ktery pomoci otacivych kol
ukazuje formalni vysledky sylogistické dedukce. Také Gottfried Wilhem Leibniz
(1646-1716) uvazoval ”. ..o abecedé lidského mysleni, ve které by se dalo vyjadfit
véechno myslitelné vhodnymi kombinacemi a kterou by se mysleni redukovalo
na kvazimechanickou operaci prochézeni seznama.”

Algebraicky piistup k logice zavedl George Boole (1815-1864), ktery definuje
logické operace (konjunkce, disjunkce, implikace, negace) a ukazuje, ze tyto
operace splnuji urc¢ité algebraické zakonitosti analogicky jako v algebfe operace
Ciselné.

Formaln{ systém logiky vybudoval Gottlob Frege (1848 - 1925). Frege byl
veden snahou vytvorit umély logicky jazyk, ktery by umoznil vyjadfit vsechna
matematicka fakta bez nepfesnosti a nejednoznac¢nosti jazyka prirozeného. Frege
pouzil Booleovu analyzu logickych operaci a axiomaticky pfistup. Jeho nejvétsi
piinos je v8ak v zavedeni predikatu a kvantifikdtoru. Tento systém je popsan ve
Fregeho spisu 'Begriffsschrift’ z roku 1879 a odpovida dnesnimu predikatovému
poctu. Ve Fregeho dobé nebyla jesté rozpracoviana axiomatika teorie mnozin
a Frege proto svuj systém déale rozsitoval a zobecnioval. Roku 1893 publikuje
prvni dil ’"Grundgesetze der Arithmetik’ a roku 1903 jejich druhy dil, zabyvajici
se teorii redlnych cisel. K tomu Géelu zavadi proménné predikaty, které jsou
ekvivalentni mnozindm. (Frege obdivoval Cantorovu teorii mnozin a obhajoval
ji proti jejim kritikiim.) Tim se v8ak jeho systém otevira vem paradoxtim teorie
mnozin a Bertrand Russell (1872 -1970) formuloval sviij paradox mnoziny téch
mnozin, které neobsahuji sebe sama, pravé v ramci Fregeho systému.

Vychodisko z této krize zakladi matematiky hledal David Hilbert v diisledné
formalizaci matematiky. Formaln{ pojeti matematiky bylo umoznéno objevem
neeukleidovskych geometrii a jejich modeli. Pojmy piimka a bod nemusi mit
jeden jediny vyznam. Lze jim dat 1 jiné vyznamy a pfitom zlstanou splnény vse-
chny axiomy eukleidovské nebo neeukleidovské geometrie, a tedy 1 v8echny véty
z nich odvozené. Toto pojeti rozpracoval Hilbert v dile ’Grundlagen der Geo-
metrie’ roku 1898. Hilbert zcela abstrahuje od vyznamu geometrickych pojmu
a zabyva se pouze jejich logickymi vztahy. Rika vyslovné, ze

’... musi byt mozné misto o bodu, pfimce a roviné mluvit o stolu,

zidli a pullitru.” (Grundlagen der Geometrie, [11])

Tim prekracuje pojeti Fregeho, ktery svym predikdtovym poétem mluvi jesté
o zcela urcitych matematickych objektech. V dalsi fazi po roce 1902 Hilbert re-
aguje na paradoxy teorie mnozin. Prosazuje zcela formalni pojeti matematiky,
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abstrahuje nejen od vyznamu primitivnich pojmi a vztaht, ale 1 od vyznamu lo-
gickych operaci. Matematické dikazy a véty se stanou pouhymi fetézci symbola
a jejich dokazatelnost zavisi jen na tom jakymi jsou fetézci, nezavisle na sub-
jektivnich soudech matematikt. Navazuje tak na Leibniztv sen mechanického a
tplného systému vseho védeéni.

Zmaky, fetézce a vyrazy, na kterych jsou formalni systémy zalozeny, jsou vsak
opét matematické povahy. Tim se ocitame v logickém kruhu. K vybudovéani lo-
gickych zakladi matematiky potfebujeme znat matematické vlastnosti fetézcu
a tedy také vlastnosti pfirozenych cisel. Vystavujeme se tak nebezpeci, ze para-
doxy nekoneéné matematiky se projevi i pti budovani logického kalkulu. Hilbert
tomuto nebezpeéi Celi dislednym omezovanim se na finitn{ (koneéné) metody.
Zaklady matematiky by mély byt vybudovany jen na vlastnostech koneénych
Fetézcl.

Je sice mozné uvazovat modely formalnich teorii, tj. struktury se vztahy,
které splnuji axiomy teorie, takovych struktur vak muze byt vice, a jejich zna-
lost neni nutnym predpokladem k rozvijeni teorie. V tomto pojeti se vSak stava
kritickym problém bezespornosti. Teorie je jisté bezesporné, pokud ma konec-
ny model, tj. model ktery lze cely pfehlédnout. Neni-li tomu tak, zbyva jediné
moznost ukazat, ze spor nelze obdrzet formalnimi manipulacemi symboli.

Kromé bezespornosti se nabizeji dalsi zadouci vlastnosti formélnich systé-
mi, a sice uplnost a rozhodnutelnost. Formalni systém je Uplny, jestlize
kazda sentence (formule bez volnych proménnych) budto je dokazatelna nebo je
dokazatelna jeji negace. Pozadujeme-li Gplnost, ¢inime si narok na tplné pozna-
ni néjaké matematické oblasti. Chceme, aby kazdy matematicky problém byl
fesitelny. Stejné jako bezespornost, povazoval Hilbert 1 pozadavek Gplnosti za
samoziejmy. Koneéné formalni matematické systémy nabizi nejslibnéjsi moznost
- automatizaci matematickych dikazi. Je-li formule a dikaz pouze posloupnost
znaku, lze hledat algoritmus, ktery by pro kazdou formuli rozhodnoval, zda je
dokazatelna, stejné jako algoritmus nasobeni nasobi dvé cisla pouze na zakladé
jejich zapisu. Zamér vybudovat matematiku na formalnim logickém systému,
ktery by byl bezesporny, Gplny a rozhodnutelny, se oznacuje jako Hilbertuv
program a Hilbert se mu se svymi spolupracovniky vénoval mnoho let.

Rozpracovanim Fregeho predikatového poétu se vskutku podafilo sestrojit
solidni zaklady matematiky. Klicové misto v této struktufe zaujima teorie mno-
7in, ani ne tak pro zachyceni pojmu nekonecna, jako pro bohatstvi vztah,
které lze v teorili mnozin najit. Axiomatickou teorii mnozin vypracoval Ern-
st Zermelo (1871-1953). Pozdé&ji Zermeluv axiomaticky systém doplnil Adam
Abraham Fraenkl (1891-1965) zejména o axiom substituce. Proto se tento axio-
maticky systém teorie mnozin nazyva Zermelo-Fraenkelav. Alternativni systém
teorie mnozin vypracovali Kurt Godel (1906 - 1978) a Paul Bernays. V Godel-
Bernaysové systému vystupuji dva druhy objektt - mnoziny a tfidy. T¥idy jsou
velké soubory mnozin (jako napiiklad tfida vSech mnozin), které nemohou byt
prvky mnozin ani ttid. To je alternativni feseni Russellova paradoxu. Do teorie
mnozin lze vnorit témér kazdou matematickou oblast tak, ze kazdy matematicky
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objekt se reprezentuje néjakou mnozinou. Logické zaklady soucasné matematiky
tak spocivaji na teorii mnozin.

Pres tento vyrazny tspéch formalni metody je ale Hilbertiv program nedo-
sazitelny. Jak ukazal Kurt Godel, zajimavé matematické teorie nejsou ani aplné
ani rozhodnutelné, a pokud jsou bezesporné, neni mozné to o nich dokéazat.
Formalni logika a teorie mnozin tak matematice poskytuji rozumné spolehlivé
zaklady, nikoliv vSak tplnou jistotu.
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