
1. Stručná historie algoritmů pro prvoč́ısla

Problémy týkaj́ıćı se prvoč́ıselnosti fascinovaly matematiky od starověku. Mezi
těmito problémy hraje kĺıčovou roli následuj́ıćı problém

Problém. PRIME:
Vstup: přirozené č́ıslo p > 1;
Výstup: ano, když p je prvoč́ıslo.

Nejstarš́ı známý korektńı algoritmus pro tento problém je Eratosthenovo śıto,
které vzniklo někdy kolem roku 240 před naš́ım letopočtem. Tento algoritmus
vyžaduje čas O(p), kde p je vstupńı č́ıslo. Protože délka vstupu je log p, je tento
algoritmus exponenciálńı. Protože exponenciálńı algoritmy nejsou použitelné pro
velká č́ısla, motivuje to snahu nalézt efektivněǰśı, tj. rychleǰśı algoritmus. Fermat v
17. stolet́ı dokázal tzv. Malou Fermatovu větu, která tvoř́ı základ většiny nových
algoritmů pro PRIME.

Malá Fermatova věta. Když p je prvoč́ıslo a n je č́ıslo nesoudělné s p, pak
np−1 ≡ 1 mod p.

Bohužel Malá Fermatova věta neńı charakteristika prvoč́ısel. Řekneme, že přiro-
zené č́ıslo n je Carmichaelovo č́ıslo [10,11], když n neńı prvoč́ıslo a pro každé
přirozené č́ıslo a, které je nesoudělné s n, plat́ı an−1 ≡ 1 mod n. Nejmenš́ı Carmi-
chaelovo č́ıslo je 561 a existuje 8241 Carmichaelových č́ısel menš́ıch než 1012. Ne-
dávno bylo dokázáno [6], že existuje nekonečně mnoho Carmichaelových č́ısel. Daľśı
fakta o Carmichaelových č́ıslech jsou v sekci Pravděpodobnostńı algoritmy pro
PRIME.

V devatenáctém stolet́ı a v prvńı polovině dvacátého stolet́ı se problémy o prvo-
č́ıslech zabývali matematici, kteř́ı studovali teorii č́ısel. Z nich je třeba jmenovat
Kraitchika (1926) [25] a Lehmera (1927) [27], kteř́ı navrhli nezávisle na sobě stejný
algoritmus pro PRIME. Tento algoritmus vylepšil J. L. Selfridge (1967) [10].
K. Gödel v dopise von Neumannovi v roce 1956 se ptal na výpočetńı složitost
problému PRIME. Pozornost na složitost problému PRIME však inicioval až
výsledek V. Pratta (1975) [33], který ukázal, že PRIME ∈ NP. Protože je
zřejmé, že PRIME ∈ coNP (stač́ı uhodnout dělitele p a pak ověřit děleńım, že
byl uhodnut správně), tak až do roku 2002 byl problém PRIME jediný přirozený
problém takový, že PRIME ∈ NP ∩ co − NP, ale nevědělo se, zda bez daľśıch
předpoklad̊u patř́ı do P. G. Miller (1976) [31] navrhl deterministický algoritmus
pro řešeńı problému PRIME, který za předpokladu rozš́ı̌rené Riemanovy hypotézy
(ERH) vyžadoval polynomiálńı čas. Tento algoritmus modifikoval M. O. Rabin
(1976,1980) [34,35] na pravděpodobnostńı polynomiálńı algoritmus pro PRIME
typu Monte Carlo. R. Solovay a V. Strassen (1977) [37] navrhli jiný pravděpodob-
nostńı polynomiálńı algoritmus pro PRIME typu Monte Carlo, který byl založen
na kvadratických residúıch. Oba algoritmy jsou popsány v kapitole Pravděpodob-
nostńı algoritmy pro PRIME.

L. M. Adelman, C. Pomerance a R. S. Rumely (1983) [2] navrhli determinis-

tický algoritmus pro PRIME vyžaduj́ıćı čas logO(log log logn) n za hypotézy, která
je slabš́ı než zobecněná Riemanova hypotéza. S. Goldwasser a J. Kilian (1986)
[19] a nezávisle A. O. L. Atkin [8] navrhli deterministický algoritmus, který má
očekávaný polynomiálńı čas a za platnosti velmi slabé hypotézy má i čas v nejhorš́ım
př́ıpadě polynomiálńı. C. Pomerance (1987) [32] navrhl nedeterministický algorit-
mus pro PRIME pracuj́ıćı v lineárńım čase (t́ım vylepšil výsledek V. Pratta).
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Analogický výsledek ukázali R. K. Guy, C. B. Lacampagne a J. L. Selfridge (1987)
[20]. Překvapivý výsledek tohoto typu ukázali J. P. Jones, D. Sato, H. Wada a
D. Wiens (1976) [22]. Ukázali, že pro prvoč́ıslo p existuje d̊ukaz, že p je prvoč́ıslo,
který vyžaduje pouze 87 sč́ıtáńı a násobeńı (celých č́ısel). To znamená, že exis-
tuje nedeterministický algoritmus, který ověř́ı, že p je prvoč́ıslo, a použije pouze 87
sč́ıtáńı a násobeńı. Algoritmus S. Goldwassera a J. Kiliana vylepšili L. M. Adleman
a M.-D. Huang (1992) [1] a navrhli pravděpodobnostńı algoritmus pro PRIME
typu Las Vegas, který pracuje v polynomiálńım čase.

M. Agrawal, N. Kayal a N. Saxena (2002) [4] navrhli deterministický algoritmus

pro PRIME vyžaduj́ıćı čas O(log12 n logO(1) logn) a t́ım ukázali, že PRIME ∈
P. Tento algoritmus je založen na stejné idei jako pravděpodobnostńı algoritmus
navržený M. Agrawalem a S. Biswasem (1999) [3] a je to vlastně jeho vylepšeńı. Za
předpokladu platnosti hypotézy Sophie Germainové o hustotě prvoč́ısel tento algo-

ritmus vyžaduje jen O(log6 n logO(1) logn) času. Algoritmus je popsán v kapitole
Deterministický algoritmus pro PRIME. Velký exponent u polynomu omezuj́ıćıho
čas, který spotřebuje algoritmus, vedl k pokus̊um o daľśı zlepšeńı. Nejprve Lenstra
(2004) vylepšil algoritmus tak, že vyžaduje jen čas O(log7.5 n), a pak Lenstra a
Pomerance (2005) [29] navrhli daľśı zlepšńı. Jejich algoritmus spotřebuje už jen

O(log6 n logO(1) logn) času. Tato zlepšeńı deterministického algoritmu pro řešeńı
PRIME jsou založena na hlubokých teoreticko-č́ıselných výsledćıch na rozd́ıl od
p̊uvodńıho algoritmu, který lze dobře prezentovat. Kv̊uli stupni polynomu však
stále nejsou tyto algoritmy prakticky použitelné. Podle informaćı v praxi se hlavně
použ́ıvaj́ı pravděpodobnostńı algoritmy Solovay-Strassena a Rabin- Millera. Nej-
použ́ıvaněǰśı má být Rabin-Miller̊uv algoritmus, je rychleǰśı než Solovay-Strassen̊uv
algoritmus (asymptoticky jsou oba algoritmy stejně rychlé – O(log3 n), ale Rabin-
Miller̊uv algoritmus je v jistém smyslu jen část Solovay-Strassenova algoritmu,
proto má reálně menš́ı multiplikativńı konstantu), a také pravděpodobnost chyby
je menš́ı. Solovay-Strassen̊uv algoritmus se zřejmě hodně použ́ıvá z konzervativńıch
d̊uvod̊u, byl to prvńı prakticky použitelný algoritmus pro řešeńı problému PRIME.

2. Pravděpodobnostńı algoritmy

Pravděpodobnostńı algoritmus je jakási kombinace deterministického a nede-
terministického algoritmu. Nedeterministický krok má jen volbu z dvou možných
pokračováńı a nav́ıc má kromě standardńıho vstupu ještě náhodný vstup z 0 a
1, který pro konkrétńı výpočet určuje, kterou volbu má použ́ıt (to znamená, že
náhodný vstup muśı být tak dlouhý jako je doba nejdeľśıho výpočtu nad daným
vstupem). Přitom stejně jako nedeterministický algoritmus nemuśı vždy poč́ıtat
korektně. Přesně řečeno pravděpodobnostńı algoritmus A řeš́ı problém P s chybou
χ(x) (kde x je vstup pro problém P ), která je pro vstup x rovna pod́ılu korektńıch
výpočt̊u nad x a všech náhodných vstup̊u pro x. Formálně řečeno, když délka
náhodného vstupu pro x je k, pak

χ(x) =
|{y | y je náhodný vstup a A(x, y) dává korektńı výsledek}|

2k
.

Dále budeme vždy předpokládat, že délka výpočtu A je shora omezena polynomem
vzhledem k délce vstupu (to plyne z předpokladu, že v praxi jsou použitelné
jen algoritmy pracuj́ıćı v polynomiálńım čase). Řekneme, že jazyk L je přij́ımán
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pravděpodobnostńım algoritmem A v čase f , kde f je polynom, když

L = {x ∈ {0, 1}∗; |{y ∈ {0, 1}f(|x|);A(x, y) přij́ımá}| > 2f(|x|)−1}.

Tř́ıda těchto jazyk̊u se znač́ı PP a plat́ı NP∪ coNP ⊆ PP ⊆ PSPACE. Ukazuje
se, že tř́ıda PP je př́ılǐs velká a obsahuje mnoho problémů, které jsou pravděpodob-
ně prakticky neřešitelné. To vedlo k jej́ı restrikci. Pravděpodobnostńı algoritmus
A pracuj́ıćı v polynomiálńım čase je typu Atlantic City, když existuje 0 ≤ ǫ < 1

2
takové, že pro každé x je χ(x) < ǫ. Pak BPP znač́ı tř́ıdu jazyk̊u přij́ımaných algo-
ritmy typu Atlantic City. Zřejmě BPP ⊆ PP, ale vztah NP a BPP je otevřený
problém. Pravděpodobnostńı algoritmus A pracuj́ıćı v polynomiálńım čase je algo-
ritmus typu Monte Carlo pro jazyk L, když existuje 0 ≤ ǫ < 1 takové, že plat́ı:

(1) když x ∈ L, pak A(x, y) přij́ımá pro každý náhodný vstup y (tj. χ(x) = 0);
(2) když x /∈ L, pak χ(x) < ǫ.

Pravděpodobnostńı algoritmus A pracuj́ıćı v polynomiálńım čase f je algoritmus
typu Las Vegas přij́ımaj́ıćı jazyk L, když A má tři výstupy – přij́ımá, odmı́tá a nev́ı
a existuje 0 ≤ ǫ < 1 tak, že plat́ı

(1) když x ∈ L, pak výstup A(x, y) je buď přij́ımá nebo nev́ı pro každý náhodný
vstup y;

(2) když x /∈ L, pak výstup A(x, y) je buď odmı́tá nebo nev́ı pro každý náhodný
vstup y;

(3) pro každé x plat́ı |{y ∈ {0, 1}f(|x|); výstup A(x, y) je nev́ı}| < ǫ2f(|x|).

Jazyky přij́ımané algoritmy typu Monte Carlo tvoř́ı tř́ıdu RP a jazyky přij́ımané
algoritmy typu Las Vegas tvoř́ı tř́ıdu ZPP.

Následuj́ıćı věta ukazuje význam těchto tř́ıd.

Věta 2.1. Když L ∈ BPP, pak pro každý polynom g existuje algoritmus typu
Atlantic City přij́ımaj́ıćı L s chybou χ(x) ≤ 2−g(|x|). Když L ∈ RP, pak pro každý
polynom g existuje algoritmus typu Monte Carlo přij́ımaj́ıćı L s chybou χ(x) <
2−g(|x|). Když L ∈ ZPP, pak pro každý polynom g existuje algoritmus typu Las
Vegas přij́ımaj́ıćı L a

|{y ∈ {0, 1}f(|x|); výstup A(x, y) je nev́ı}| < 2−g(|x|).

D̊ukaz. Nejprve dokážeme druhé a třet́ı tvrzeńı. Mějme jazyk L ∈ RP nebo L ∈
ZPP, pak existuje algoritmus A typu Monte Carlo nebo Las Vegas přij́ımaj́ıćı L a
existuje 0 ≤ ǫ < 1 takové, že χ(x) < ǫ nebo

|{y ∈ {0, 1}f(|x|); výstup A(x, y) je nev́ı}| < ǫ2f(|x|),

kde f je polynom omezuj́ıćı dobu výpočtu A. Protože ǫ < 1, tak existuje k takové,
že ǫk < 1

2
. Nechť g je libovolný polynom. V obou př́ıpadech použijme následuj́ıćı

algoritmus:
Algoritmus B

Vstup: x
i = 0
while i ≤ kg(x) do

zvol náhodně y ∈ {0, 1}f(|x|)
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(pro RP){ if A(x, y) odmı́tne then odmı́tne, stop endif

(pro ZPP)

{

if A(x, y) odmı́tne then odmı́tne, stop else

if A(x, y) přijme then přijme, stop endif endif
i := i+ 1

enddo

(pro RP) přijme
(pro ZPP) nev́ı

Všimněme si, že v př́ıpadě RP, když x ∈ L, pak algoritmus B vždy přij́ımá,
v př́ıpadě ZPP, když x ∈ L, pak algoritmus B neskonč́ı s odmı́tnut́ım a když
x /∈ L, pak algoritmus B neskonč́ı s přijmut́ım. Protože f a g jsou polynomy,
tak algoritmus pracuje v polynomiálńım čase. V př́ıpadě RP, když x /∈ L, pak A
přij́ımá s pravděpodobnost́ı menš́ı než ǫ. Aby B přijmul, musel cyklus běžet kg(x)-
krát a ve všech běźıch musel A přijmout. Protože běhy cykl̊u jsou nezávislé, tak
pravděpodobnost, že se to stane, je menš́ı než ǫkg(|x|) ≤ 2g(|x|). V př́ıpadě ZPP je
pravděpodobnost, že algoritmus odpověděl, že nev́ı, menš́ı než ǫ. Aby B odpověděl,
že nev́ı, musel cyklus běžet kg(x)-krát a ve všech běźıch musel A odpovědět, že nev́ı.
Proto pravděpodobnost, že B odpověděl, že nev́ı, je menš́ı než 2g(|x|).

Nyńı dokážeme prvńı tvrzeńı. Nechť L ∈ BPP a nechť A je algoritmus typu
Atlantic City přij́ımaj́ıćı L s chybou menš́ı než ǫ pro 0 ≤ ǫ < 1

2 . Nechť A pracuje v

čase f , kde f je polynom. Nechť g je polynom. Pak 4ǫ(1− ǫ) < 1, a tedy existuje

k takové, že
(

4ǫ(1− ǫ)
)k ≤ 1

2 . Uvažujme následuj́ıćı algoritmus:

Algoritmus B1

Vstup x
i := 0, c := 0
while i ≤ 2kg(|x|) do

zvol náhodně y ∈ {0, 1}f(|x|)
if A(x, y) přij́ımá then c := c+ 1 endif

i := i+ 1
enddo

if c > kg(|x|) then přijmi else odmı́tni endif

Protože f a g jsou polynomy, tak B1 pracuje v polynomiálńım čase. Předpoklá-
dejme, že pro vstup x je pravděpodobnost chyby ǫ1, pak 0 ≤ ǫ1 < ǫ, a proto

4ǫ1(1 − ǫ1) < 4ǫ(1 − ǫ), a tedy
(

4ǫ1(1 − ǫ1)
)k

<
(

4ǫ(1 − ǫ)
)k ≤ 1

2 . Protože běhy

cyklu jsou nezávislé a A dává pro x nekorektńı odpověď s pravděpodobnost́ı ǫ1,
tak pravděpodobnost, že A dá nekorektńı odpověď na fixované j-tici běh̊u cyklu, je
ǫj1(1−ǫ1)

2k(g(|x|)+1−j. Tedy pravděpodobnost, že B1 dal nesprávnou odpověď právě

v j běźıch cyklu, je nejvýše
(

2kg(|x|)+1
j

)

ǫj1(1−ǫ1)
2kg(x)+1−j. Tedy pravděpodobnost,

že B1 odpověděl nekorektně, je nejvýše

kg(|x|)
∑

j=0

(

2kg(|x|) + 1

j

)

ǫj1(1− ǫ1)
2kg(|x|)+1−j ≤

(

ǫ1(1− ǫ1)
)kg(|x|)+1/2

kq(x)
∑

j=0

(

2kg(|x|) + 1

j

)

≤

(

ǫ1(1− ǫ1)
)kg(|x|)+1/2

22kg(|x|)+1 =
(

4ǫ1(1− ǫ1)
)kg(|x|)+1/2 ≤

((

4ǫ1(1− ǫ2)
)k)g(|x|) ≤ 2−g(|x|).
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T́ım je d̊ukaz kompletńı. �

Z toho okamžitě dostáváme, že P ⊆ ZPP = RP ∩ coRP a RP ⊆ NP ∩BPP,
coRP ⊆ coNP ∩BPP, ale zda jsou inkluse ostré, se nev́ı. Na druhou stranu na
základě této věty je tř́ıda BPP považována za největš́ı tř́ıdu problémů prakticky
řešitelných.

3. Pravděpodobnostńı algoritmy pro PRIME.

Nejprve si připomeneme pár základńıch pojmů z teorie č́ısel a teorie grup.
Pro přirozené č́ıslo n > 1 označme Z

∗
n množinu všech celých č́ısel mezi 0 a n− 1,

která jsou nesoudělná s n, spolu s operaćı násobeńı modulo n. Pak Z
∗
n je grupa a

ř́ıká se j́ı multiplikativńı grupa modulo n. Nechť λ(n) je řád grupy Z
∗
n, tj. λ(n)

je nejmenš́ı přirozené č́ıslo p takové, že ip ≡ 1 mod n pro každé i ∈ Z
∗
n. Protože

Z
∗
n je konečná grupa, tak pro každé i ∈ Z

∗
n existuje p takové, že ip ≡ 1 mod n (1

je jednotkový prvek Z
∗
n), a pak ikp ≡ 1 mod n pro každé celé č́ıslo k > 1. Nyńı z

konečnosti Z∗
n plyne existence λ. Dále si připomeneme Č́ınskou větu o zbytćıch.

Věta 3.1. (Čı́nská věta o zbytćıch). Nechť m1, m2, . . . , mn jsou navzájem ne-
soudělná přirozená č́ısla věťśı než 1. Pak pro každou n-tici č́ısel x1, x2, . . . xn exis-
tuje právě jedno č́ıslo x takové, že 0 ≤ x <

∏n
i=1 mi a x ≡ xi mod mi pro každé

i = 1, 2, . . . , n. Pro celá č́ısla x a y a pro m =
∏n

i=1 mi plat́ı x ≡ y mod m, právě
když x ≡ y mod mi pro každé i = 1, 2, . . . , n.

D̊ukaz. Zvolme i ∈ {1, 2, . . . , n} a všimněme si, že pro fi =
m
mi

plat́ı fi ≡ 0 mod mj

pro každé j = 1, 2, . . . , n, j 6= i, a fi je nesoudělné s mi. Proto existuje gi ∈
{1, 2, . . . , mi−1} takové, že figi ≡ 1 mod mi. Položme ei = figi, pak ei ≡ 1 mod mi

a ei ≡ 0 mod mj pro každé j = 1, 2, . . . , n, j 6= i. Odtud pro x =
∑n

i=1 xiei plat́ı
x ≡ xi mod mi pro každé i = 1, 2, . . . , n.

Nyńı mějme dvě celá č́ısla x a y taková, že x ≡ y mod m. Protože m =
∏n

i=1 mi,
dostáváme, že x ≡ y mod mi pro každé i = 1, 2, . . . , n. Naopak, když x ≡ y mod mi

pro každé i = 1, 2, . . . , n, pak pro každé i existuje celé č́ıslo ki takové, že x =
y+kimi. Odtud plyne, že x−y je násobkem mi pro každé i = 1, 2, . . . , n, a protože
mi a mj jsou nesoudělná pro všechna r̊uzná č́ısla i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, dostáváme, že
x− y je násobkem m, neboli x ≡ y mod m. Tedy plat́ı druhé tvrzeńı věty.

Prvńı tvrzeńı dostaneme kombinaćı prvńı části d̊ukazu a druhého tvrzeńı. �

Odtud dostaneme

Tvrzeńı 3.2. Když n =
∏j

i=1 p
mi

i je prvoč́ıselný rozklad n, pak λ(n) je nejmenš́ı
společný násobek č́ısel λ(pmi

i ) pro i = 1, 2, . . . , j.

D̊ukaz. Nechť k je nejmenš́ı společný násobek č́ısel λ(pmi

i ) pro i = 1, 2, . . . , j. Pak
pro každé i = 1, 2, . . . , j a každé a ∈ Z

∗
p
mi
i

plat́ı ak ≡ 1 mod pmi

i , protože k je

násobek λ(pmi

i ). Z Č́ınské věty o zbytćıch plyne, že k je násobek λ(n).
Naopak, pro každé i = 1, 2, . . . , j existuje ai ∈ Z

∗
p
mi
i

takové, že řád ai je

λ(pmi

i ) (to plyne z konečnosti Zp
mi
i

). Z Č́ınské věty o zbytćıch plyne existence

a jednoznačnost č́ısla a ∈ {1, 2, . . . , n} takového, že a ≡ ai mod pmi

i pro každé
i = 1, 2, . . . , j. Pro každé l < k existuje i = 1, 2, . . . , j takové, že ali 6≡ 1 mod pmi

i ,

a z Č́ınské věty o zbytćıch plyne al 6≡ 1 mod n. Na druhé straně aki ≡ 1 mod pmi

i

pro každé i = 1, 2, . . . , j, a proto ak ≡ 1 mod n. Odtud plyne, že λ(n) ≥ k, a proto
k = λ(n). �
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Pro liché prvoč́ıslo p a pro každé celé kladné č́ıslo i je Z∗
pi cyklická grupa a protože

|Z∗
pi | = φ(pi) = (p− 1)pi−1 (φ je Eulerova funkce), dostáváme λ(pi) = (p− 1)pi−1.

Pro mocniny 2 je situace komplikovaněǰśı, Z∗
2 a Z

∗
4 jsou cyklické grupy, a Z

∗
2i pro

i > 2 je isomorfńı se součinem cyklické grupy řádu 2i−2 s cyklickou grupou řádu 2,
proto λ(2) = 1, λ(4) = 2 a λ(2i) = 2i−2 pro i ≥ 3.

Základńı výsledek, který položil základy k hledáńı pravděpodobnostńıch algo-
ritmů pro řešeńı problému PRIME, je Malá Fermatova věta.

Věta 3.3. Když n je provoč́ıslo a a je celé č́ıslo nesoudělné s n, pak an−1 ≡
1 mod n. �

Kdyby toto byla charakterizace prvoč́ısel a kdyby pro kladné č́ıslo n, které neńı
prvoč́ıslo, existovalo ‘hodně’ celých č́ısel a v intervalu < 1, n − 1 > takových, že
an−1 6≡ 1 mod n, pak bychom mohli navrhnout pravděpodobnostńı algoritmus,
který by pro vstup n náhodně zvolil celé č́ıslo a ∈< 1, n − 1 > a spoč́ıtal by
an−1 mod n. Kdyby an−1 ≡ 1 mod n, pak by odpověď byla, že n je prvoč́ıslo, a
kdyby součin byl r̊uzný od 1, pak by odpověď byla, že n neńı prvoč́ıslo. Protože
an−1 lze spoč́ıtat v polynomiálńım čase (vzhledem k logn), tak pokud by ‘hodně’
znamenalo proporcionálně vzhledem k n, měli bychom algoritmus typu Monte Carlo
pro problém PRIME.

Bohužel tato vlastnost neńı charakteristická pro prvoč́ısla. Č́ıslo, které neńı
prvoč́ıslo, ale přesto pro každé celé č́ıslo a, které je nesoudělné s n, plat́ı, že
an−1 ≡ 1 mod n, se nazývá Carmichaelovým č́ıslem. Existenci a jejich vlastnosti
dokázal Carmichael [11,12] a nezávisle na něm to oznámil Korselt [24]. Je známo,
že nejmenš́ı Carmichaelovo č́ıslo je 561 a počet Carmichaelových č́ısel menš́ıch
než 1012 je 8241. Na druhé straně pro všechna dostatečně velká č́ısla x je počet
Carmichaelových č́ısel menš́ıch než x větš́ı než x

2
7 . To dokázali Alford, Granville a

Pomerance (1994) [6]. To motivuje hledáńı charakteristik pro prvoč́ısla podobných
Malé Fermatově větě. Než se vydáme t́ımto směrem, dokážeme si některé základńı
vlastnosti Carmichaelových č́ısel. Plat́ı

Lemma 3.4. [11,12,24]Když n je Carmichaelovo č́ıslo, pak

(1) λ(n) děĺı n− 1;
(2) n je liché;
(3) neexistuje přirozené č́ıslo a > 1 takové, že a2 děĺı n;
(4) n neńı součinem dvou prvoč́ısel.

D̊ukaz. Protože n je Carmichaelovo č́ıslo, tak an−1 ≡ 1 mod n pro každé a ∈ Z
∗
n, a

proto λ(n) děĺı n−1. Protože −12 ≡ 1 mod n, dostáváme, že λ(n) je sudé pro každé
n, a proto každé Carmichaelovo č́ıslo n je liché. Když pro přirozené č́ıslo a > 1 plat́ı,
že a2 děĺı n, pak můžeme předpokládat, že a je prvoč́ıslo. Pak λ(a2) = a(a − 1)
podle Tvrzeńı 3.2 děĺı λ(n). Odtud plyne, že a děĺı n− 1 i n, a proto a = 1, spor.
Proto neexistuje přirozené č́ıslo a > 1 takové, že a2 děĺı n. Když n je součinem
dvou prvoč́ısel p a q, pak podle (3) p 6= q a podle (2) p a q jsou lichá č́ısla. Podle
Tvrzeńı 3.2 p− 1 děĺı λ(n), a tedy děĺı i n− 1. Proto n − 1 ≡ 0 mod p− 1, a tedy
n ≡ 1 mod p− 1. Protože p ≡ 1 mod p− 1, dostaváme, že q ≡ 1 mod p− 1. Proto
q ≥ p. Ze symetrie dostaneme, že q ≤ p, a tedy q = p, a to je spor. �

Abychom specifikovali pojem ‘hodně’, bylo by vhodné, aby množina

{a ∈ Z
∗
n | a splňuje uvažovanou charakteristiku prvoč́ısel}
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byla vlastńı podgrupa Z
∗
n, když n neńı prvoč́ıslo. Této množině se ř́ıká množina

lhář̊u vzhledem k uvažované charakteristice. Zřejmě chyba algoritmu je majori-
zována poměrem velikosti grupy lhář̊u vzhledem k velikosti Z∗

n. Když grupa lhář̊u
je vlastńı podgrupa, pak nutně 1

2 majorizuje tento poměr a tedy i chybu. Všimněme

si, že když n neńı prvoč́ıslo, pak Fn = {a ∈ Z
∗
n | an−1 ≡ 1 mod n} je podgrupa Z

∗
n.

Ř́ıká se j́ı grupa Fermatových lhář̊u a n je Carmichaelovo č́ıslo, právě když n neńı
prvoč́ıslo, ale Fn = Z

∗
n.

Solovay-Strassen̊uv algoritmus

Prvńı pravděpodobnostńı algoritmus je založen na Eulerově charakterizaci prvo-
č́ısel, která použ́ıvá Legendreovy a Jacobiho symboly. Než zavedeme tyto symboly,
budeme definovat pojem residuum. Pro kladná celá č́ısla m a n a pro celé č́ıslo a
nesoudělné s n řekneme, že a je m-té residuum modn, když existuje celé č́ıslo x
takové, že xm ≡ a mod n. Když m = 2, pak ř́ıkáme, že a je kvadratické residuum
mod n. Když a je nesoudělné s n a neńı kvadratické residuum mod n, pak ř́ıkáme,
že a je kvadratické non-residuum mod n. Připomeňme si definici Eulerovy funkce
φ. Eulerova funkce φ je zobrazeńı z přirozených č́ısel do sebe takové, že φ(n) je
počet kladných celých č́ısel, která jsou v intervalu < 1, n > a jsou nesoudělná s n,
tj. φ(n) je počet prvk̊u v grupě Z

∗
n.

Lemma 3.5. Mějme kladné přirozené č́ıslo n takové, že Z
∗
n je cyklická grupa. Pak

a ∈ Z
∗
n je m-té residuum vzhledem k mod n, kde m je kladné celé č́ıslo, právě když

a
φ(n)

d ≡ 1 mod n, kde d je nejvěťśı společný dělitel m a φ(n).

D̊ukaz. Nechť g je generátor Z
∗
n a nechť a je m-té residuum vzhledem k modn.

Pak existuje celé č́ıslo x takové, že xm ≡ a mod n. Tedy existuj́ı kladná celá č́ısla
u a v taková, že gu ≡ a mod n a gv ≡ x mod n. Odtud gmv ≡ gu mod n a to
znamená, že mv ≡ u mod φ(n) (protože Z

∗
n je cyklická, tak λ(n) = |Z∗

n| = φ(n)).
Nyńı použijeme pomocné lemma.

Pomocné lemma 3.6. Mějme celá č́ısla a, b a kladné celé č́ıslo n. Označme
d nejvěťśıho společného dělitele n a a. Pak existuje celé č́ıslo x takové, že ax ≡
b mod n, právě když d děĺı b, a v tom př́ıpadě je x určeno jednoznačně mod n

d
.

D̊ukaz. Předpokládejme, že existuje celé č́ıslo x takové, že ax ≡ b mod n, pak
existuje celé č́ıslo k takové, že ax−kn = b. Odtud plyne, že největš́ı společný dělitel
d č́ısel a a n muśı dělit b. Naopak předpokládejme, že d děĺı b. Pak z vlastnost́ı
největš́ıho společného dělitele (a Euklidova algoritmu pro jeho nalezeńı) existuj́ı celá
č́ısla x0 a y0 taková, že d = x0a+ y0n. Pak pro c = b

d plat́ı ax0c+ ny0c = dc = b a
stač́ı položit x = x0c a dostaneme, že ax ≡ b mod n.

Abychom dokázali druhé tvrzeńı, předpokládejme, že x0 a x1 jsou celá č́ısla
taková, že ax0 ≡ b ≡ ax1 mod n. Protože d děĺı n a a, dostáváme a

dx0 ≡ a
dx1 mod

n
d
. Z vlastnost́ı největš́ıho společného dělitele plyne, že a

d
a n

d
jsou nesoudělná celá

č́ısla, a tedy můžeme rovnici vydělit č́ıslem a
d a dostaneme, že x0 ≡ x1 mod n

d , a
tedy druhé tvrzeńı plat́ı. �

Položme d rovno největš́ımu společnému děliteli m a φ(n), pak mv ≡ u mod φ(n)

implikuje, že d děĺı u, a tedy a
φ(n)

d ≡ g
uφ(n)

d ≡ 1 mod n, protože φ(n) = λ(n).

Naopak předpokládejme, že a
φ(n)

d ≡ 1 mod n. Když a = gu pro generátor g cyklické

grupy Z
∗
n, pak g

uφ(n)
d ≡ 1 mod n. Odtud plyne, že u

d
je celé č́ıslo (opět použ́ıváme
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λ(n) = φ(n)). Pak podle Pomocného lemmatu 3.6 existuje celé č́ıslo k takové, že
mk ≡ u mod φ(n). Odtud plyne, že (gk)m ≡ gu ≡ a mod n, a tedy stač́ı položit
x ≡ gk mod n a dostaneme, že xm ≡ a mod n. �

Jako d̊usledek dostaneme Eulerovo kriterium.

Důsledek 3.7. [18]Nechť p je liché prvoč́ıslo. Pak

(1) a je kvadratické residuum mod p, právě když a
p−1
2 ≡ 1 mod p;

(2) a je kvadratické non-residuum mod p, právě když a
p−1
2 ≡ −1 mod p;

(3) existuje p−1
2

kvadratických residuíı a ∈< 1, p − 1 > a p−1
2

kvadratických
non-residuíı a ∈< 1, p− 1 >.

D̊ukaz. Z Malé Fermatovy věty (Věta 3.3) plyne, že ap−1 ≡ 1 mod p. Protože celá
č́ısla modulo prvoč́ıslo tvoř́ı těleso a protože v každém tělese plat́ı základńı věta
algebry, tak rovnice x2 ≡ 1 mod p má jen dvě řešeńı, x = 1 nebo x = −1. Proto

a
p−1
2 ≡ 1 mod p nebo a

p−1
2 ≡ −1 mod p a odtud plyne (1) a (2). Podle stejného

argumentu rovnice x
p−1
2 ≡ 1 mod p a x

p−1
2 ≡ −1 mod p maj́ı v Z

∗
p nejvýše p−1

2

řešeńı. Jak bylo řečeno, rovnice x2 ≡ 1 mod p má v Z
∗
p jen dvě řešeńı, a to 1 a

−1, ptoto z Malé Fermatovy věty plyne, že každé a ∈ Z
∗
p je buď řešeńım rovnice

x
p−1
2 ≡ 1 mod p nebo x

p−1
2 ≡ −1 mod p. Nyńı z toho, že Z

∗
p má právě p− 1 prvk̊u,

dostáváme (3). �

Nyńı budeme definovat Legendre̊uv symbol. Mějme celé č́ıslo a a liché prvoč́ıslo
p. Pak Legendre̊uv symbol

(

a
p

)

[26] je definován takto

(a

p

)

=











1 když a je kvadratické residuum mod p,

−1 když a je kvadratické non-residuum mod p,

0 když p děĺı a.

Nejprve uvedeme základńı vlastnosti Legendreova symbolu, a pak ho zobecńıme na
Jacobiho symbol.

Lemma 3.8. Nechť p a q jsou lichá prvoč́ısla. Pak pro celá č́ısla a a b plat́ı

(1)
(

a
p

)

≡ a
p−1
2 mod p, speciálně

(−1
p

)

= 1, právě když p ≡ 1 mod 4 a
(−1

p

)

=

−1, právě když p ≡ 3 mod 4;
(2)

(

a
p

)(

b
p

)

=
(

ab
p

)

;

(3)
(

a
p

)

=
(

b
p

)

, když a ≡ b mod p;

(4)
(

a2

p

)

= 1, když p neděĺı a;

(5)
(

2
p

)

= (−1)
(p2−1)

8 , tedy
(

2
p

)

= 1, právě když p ≡ 1 mod 8 nebo p ≡ 7 mod 8

a
(

2
p

)

= −1, právě když p ≡ 3 mod 8 nebo p ≡ 5 mod 8;

(6) když p 6= q, pak
(

p
q

)(

q
p

)

= (−1)
p−1
2

q−1
2 , neboli

(

p
q

)

= −
(

q
p

)

, právě když

p ≡ q ≡ 3 mod 4, jinak
(

p
q

)

=
(

q
p

)

.

D̊ukaz. (1) plyne z Důsledku 3.7. Protože
(

a
p

)(

b
p

)

≡ a
p−1
2 b

p−1
2 ≡ (ab)

p−1
2 ≡

(

ab
p

)

mod p, tak (2) je d̊usledkem (1). (3) plyne př́ımo z definice. Z Malé Fer-

matovy věty plyne (4). (5) plyne z Gaussova lemmatu:

pro a ∈ Z
∗
n označme µ(a) počet záporných č́ısel b z množiny

{−p− 1

2
,−p− 3

2
, . . . ,−1, 0, 1, . . . ,

p− 1

2
}
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takových, že b ≡ c mod p pro nějaké c ∈ {a, 2a, 3a, . . . , p−1
2 a}. Pak

(

a
p

)

=

(−1)µ(a).

(6) se nazývá zákon kvadratické reciprocity a byl dokázán Gaussem. Oṕırá se o
fakta z abstraktńı algebry, pomoćı nichž se pro dvě lichá prvoč́ısla p a q ukáže
ekvivalence tvrzeńı:

p je kvadratické residuum mod q;
vynásobeńı č́ıslem p v Z

∗
q je sudá permutace;

(−1)
q−1
2 q je kvadratické residuum mod p.

Z toho pak dostaneme (6). �

Jacobiho symbol je zobecněńım Legendreova symbolu a je označován stejně
jako Legendre̊uv symbol. Jacobiho symbol je definován pro celé č́ıslo a pro liché
přirozené č́ıslo n. Když n je prvoč́ıslo, tak jeho hodnota se shoduje s hodnotou
Legendreova symbolu, takže nedocháźı k žádným nesrovnalostem. Mějme celé č́ıslo
a a liché přirozené č́ıslo n > 1 a nechť pi11 , pi22 , . . . , pikk je prvoč́ıselný rozklad č́ısla

n. Pak Jacobiho symbol je [21]
(

a
n

)

=
∏k

j=1

(

a
pj

)ij
, kde v součinu na pravé straně

je Legendre̊uv symbol. Když n = 1, pak
(

a
1

)

= 1. Nejprve uvedeme základńı
vlastnosti Jacobiho symbolu, které jsou zobecněńım Lemmatu 3.8 pro Legendre̊uv
symbol, a pak poṕı̌seme algoritmus pro nalezeńı hodnoty Jacobiho symbolu.

Lemma 3.9. Nechť n a m jsou lichá přirozená č́ısla a nechť a a b jsou celá č́ısla.
Pak plat́ı:

(1)
(

ab
n

)

=
(

a
n

)(

b
n

)

;

(2)
(

a
nm

)

=
(

a
n

)(

a
m

)

;

(3)
(

a
n

)

=
(

b
n

)

, když a ≡ b mod n;

(4)
(−1

n

)

= (−1)
n−1
2 ;

(5)
(

2
n

)

= (−1)
n2−1

8 ;

(6) když n a m jsou nesoudělná, pak
(

n
m

)(

m
n

)

= (−1)
n−1
2

m−1
2 .

D̊ukaz. Vlastnosti (1), (2) a (3) plynou z definice. Vlastnosti (4), (5) a (6) plynou
z Lemmatu 3.8, když se použije, že pro lichá č́ısla n1, n2, . . . , nk plat́ı:

k
∑

i=1

(
ni − 1

2
) ≡

∏k
i=1 ni − 1

2
mod 2,

k
∑

i=1

(
n2
i − 1

8
) ≡

∏k
i=1 n

2
i − 1

8
mod 2. �

Následuj́ıćı algoritmus pro výpočet Jacobiho symbolu je založen na kombinaci
Lemmatu 3.9 a idej́ıch Euklidova algoritmu pro nalezeńı největš́ıho společného
dělitele.

Algoritmus 3.10. [15,40]
Vstup: celé č́ıslo a a liché přirozené č́ıslo n.
if a < 0 nebo a ≥ n then a := a mod n endif (tj. 0 ≤ a < n)
t := 1
while a 6= 0 do
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while a ≡ 2 mod 2 do

a := a
2

if n ≡ 3 mod 8 nebo n ≡ 5 mod 8 then t := −t endif
enddo

vyměňme a a n
if a ≡ n ≡ 3 mod 4 then t := −t endif
a := a mod n (tj. 0 ≤ a < n)

enddo

if n = 1 then Výstup: t else Výstup: 0 endif

Konec

Korektnost algoritmu plyne z následuj́ıćıho invariantu, který je d̊usledkem Lem-
matu 3.9:

když a′ a n′ jsou hodnoty a a n po ukončeńı běhu některého while-cyklu,

pak plat́ı
(

a
n

)

= t
(

a′

n′

)

(zde a a n jsou vstupy algoritmu).

Tedy dostáváme

Věta 3.11. Algoritmus 3.10 korektně spoč́ıtá hodnotu Jacobiho symbolu
(

a
n

)

a
spotřebuje O((1 + log |a|) logn) času.

D̊ukaz. Korektnost algoritmu plyne z popsaného invariantu a z Lemmatu 3.9, a
tedy zbývá odhadnout časovou složitost algoritmu. Prvńı krok algoritmu, výpočet
a mod n, vyžaduje čas O(logn(1 + log |a|)) (použijeme klasický školńı algoritmus
pro celoč́ıselné děleńı se zbytkem). Po jeho provedeńı můžeme předpokládat, že
0 ≤ a < n. Nyńı budeme rekurzivně definovat celá č́ısla ai a ni pro i = 0, 1, . . . .
Tato č́ısla popisuj́ı práci algoritmu. Položme a0 = a a n0 = n. Když ai a ni

jsou definovány a ai > 0, pak rekurzivně definujme ai = 2ei+1ni+1, kde ei+1 je
maximálńı přirozené č́ıslo takové, že 2ei+1 děĺı ai, ni = qi+1ni+1 + ai+1, kde qi+1 a
ai+1 jsou přirozená č́ısla a ai+1 < ni+1. Když ai = 0, pak konč́ıme. Zřejmě ni je
liché pro každé i, pro které je definováno. Plat́ı

n0 > a0 ≥ n1 > a1 ≥ · · · ≥ nk > ak.

Odhadneme velikost k. Když qi je liché, pak ai je sudé a ni+1 ≤ ai

2
, když qi

je sudé, pak qi ≥ 2 a tedy ni ≤ ni−1

2 . Tedy můžeme shrnout, že ni+1 ≤ ni−1

2 ,
a odtud plyne, že k = O(logn). Všimněme si, že vněǰśı while-cyklus zač́ıná s
hodnotami a0 a n0 a i-tý běh vněǰśıho while-cyklu vypoč́ıtá hodnoty ai a ni, proto
vněǰśı while-cyklus běž́ı k-krát. Dále i-tý běh vněǰśıho while-cyklu vyžaduje čas
(ei + 1) log ai−1 + log qi logni. Tedy algoritmus vyžaduje čas

O(log a logn+
k

∑

i=1

[

(ei + 1) log ai−1 + log qi log ni

]

).

Indukćı lehce dostaneme, že pro každé i = 0, 1, . . . , k − 1 plat́ı ni ≥
∏k

j=i+1 qj , a

proto n ≥ ∏k
j=1 qj . Z toho plyne

k
∑

i=1

log qi logni ≤ logn1(k + log

k
∏

i=1

qi) = O((1 + log |a|) logn)
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(použili jsme, že log n1 ≤ log a0 ≤ 1 + log |a|). Protože 2
∑

k

i=1
ei ≤ a0, dostáváme

k
∑

i=1

(ei + 1) log ai−1 ≤ log a1(k +

k
∑

i=1

ei) ≤ k log a1 + logn0 log a0 =

O(logn(1 + log(1 + |a|))).

T́ım je d̊ukaz úplný. �

K charakterizaci prvoč́ısel použijeme Lemma 3.8(1): když n je prvoč́ıslo a a je

nesoudělné s n, pak a
n−1
2 ≡

(

a
n

)

mod n. To vede k tomu, že pro liché přirozené
č́ıslo n definujeme

En = {a ∈ Z
∗
n | an−1

2 ≡
(a

n

)

mod n}.

Z Lemmatu 3.9(1) a z faktu, že a
n−1
2 b

n−1
2 = (ab)

n−1
2 , plyne, že En je podgrupa

Z
∗
n. Když n neńı prvoč́ıslo, tak se En nazývá grupou Eulerových lhář̊u. Solovay-

Strassen̊uv algoritmus je založen na následuj́ıćım tvrzeńı.

Tvrzeńı 3.12. [28,37]Liché č́ıslo n ≥ 3 je prvoč́ıslo, právě když En = Z
∗
n.

D̊ukaz. Z Lemmatu 3.8(1) plyne, že když n je prvoč́ıslo, pak En = Z
∗
n. Předpoklá-

dejme, že En = Z
∗
n a n neńı prvoč́ıslo. Pak pro každé a ∈ Z

∗
n plat́ı an−1 ≡

(

a
n

)2 ≡
1 mod n, a proto n je Carmichaelovo č́ıslo. Z Lemmatu 3.4 plyne, že existuje
prvoč́ıslo p a č́ıslo r nesoudělné s p takové, že n = pr. Podle Důsledku 3.7(3)
existuje kvadratické non-residuum q pro mod p. Podle Věty 3.1 existuje celé č́ıslo
a takové, že 0 ≤ a < n, a ≡ q mod p a a ≡ 1 mod r. Podle Lemmatu 3.9(2) a (3) je

(a

n

)

=
(a

p

)(a

r

)

=
(q

p

)(1

r

)

= (−1)(1) = −1

a protože En = Z
∗
n, dostáváme, že

a
n−1
2 ≡

(a

n

)

≡ −1 mod n.

Protože r děĺı n, tak také plat́ı a
n−1
2 ≡ −1 mod r, ale to je spor, protože a ≡

1 mod r implikuje a
n−1
2 ≡ 1 mod r. Proto když n je liché a neńı prvoč́ıslo, pak

En 6= Z
∗
n. �

Tvrzeńı 3.12 vede k návrhu následuj́ıćıho algoritmu.

Algoritmus 3.13. [28](Solovay-Strassen̊uv algoritmus)
Vstup: přirozené č́ıslo n
if n = 2 then Výstup: n je prvoč́ıslo, konec endif

if n < 2 nebo n je sudé a n > 2 then

Výstup: n neńı prvoč́ıslo, konec
endif

zvolme náhodně přirozené č́ıslo a ∈ {1, 2, . . . , n− 1}
if a a n jsou soudělná then

Výstup: n neńı prvoč́ıslo
else

if a
n−1
2 ≡

(

a
n

)

mod n then
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Výstup: n je prvoč́ıslo
else

Výstup: n neńı prvoč́ıslo
endif

endif

Konec

Pro zjǐstěńı, zda a a n jsou soudělná, použijeme Euklid̊uv algoritmus, pro výpočet
(

a
n

)

použijeme Algoritmus 3.10 a pro výpočet a
n−1
2 mod n použijeme následuj́ıćı

rekursivńı podproceduru

Power(x, a, R)
Vstup: č́ıslo x, přirozené č́ıslo a a okruh R, v kterém se realizuje násobeńı
if a = 0 then

Výstup: xa = 1
else

if a je sudé then

b := a
2 , t := Power(x, b, R), t := t2

else

b := a− 1, t := Power(x, b, R), t := tx
endif

Výstup: xa = t
endif

Konec

Korektnost podprocedury je zřejmá. Odtud plyne

Věta 3.14. Solovay-Strassenůuv algoritmus je pravděpodobnostńı algoritmus typu
Monte Carlo řeš́ıćı problém PRIME(n) v čase O(log3 n) s chybou ≤ 1

2 .

D̊ukaz. Z předchoźıch argument̊u plyne, že Solovay-Strassen̊uv algoritmus je prav-
děpodobnostńı algoritmus typu Monte Carlo řeš́ıćı problém PRIME(n) s chybou
≤ 1

2 . Euklid̊uv algoritmus zjǐštuj́ıćı, zda a a n jsou soudělná, vyžaduje čas O(log2 n),

algoritmus pro výpočet
(

a
n

)

podle Věty 3.11 vyžaduje čas O(log2 n). Muśıme
odhadnout čas rekursivńı podprocedury Power. Označme µ(R) čas potřebný pro
násobeńı v okruhu R, pak podprocedura Power bez rekursivńıch voláńı vyžaduje
O(µ(R)) času. Protože každé mı́sto v binárńım zápise č́ısla a odpov́ıdá nejvýše
dvěma rekurzivńım voláńım podprocedury Power (přesněji, když je na i-tém mı́stě
zleva 1, pak to odpov́ıdá dvěma voláńım, prvńı změńı 1 na 0 a druhé odstrańı 0,
když je na i-tém mı́stě 0, tak to odpov́ıdá jednomu voláńı), dostáváme, že pro-
cedura Power vyžaduje O(µ(R) loga) času. Protože násobeńı v Z

∗
n vyžaduje čas

O(log2 n) (standardńı školńı algoritmus), tak podprocedura Power vyžaduje čas
O(log3 n). Tedy Solovay-Strassen̊uv algoritmus pracuje v čase O(log3 n). Když by-
chom použili ‘chytrý’ algoritmus na násobeńı č́ısel, tak algoritmus bude pracovat v
čase O(log2 n log logn log log log n). �

Rabin-Miller̊uv algoritmus

V této části poṕı̌seme pravděpodobnostńı algoritmus navržený Rabinem na zák-
ladě Millerova algoritmu. Tento algoritmus je založen na tomto postřehu. Když při-
rozené č́ıslo n má k prvoč́ıselných dělitel̊u, pak 1 má 2k r̊uzných druhých odmocnin
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z 1 v Z
∗
n. Tento fakt vede k definici Sn – předpokládejme, že n− 1 = 2sd, kde d je

liché č́ıslo, pak Sn = {a ∈ Z
∗
n | buď ad ≡ 1 mod n nebo a2

rd ≡ −1 mod n pro 0 ≤
r < s}. Když n neńı prvoč́ıslo, pak prvky v Sn se nazývaj́ı silńı lháři. Následuj́ıćı
lemma ukazuje korektnost tohoto pojmu. Důkaz je podle H. W. Lenstra a byl
publikován v [9]

Lemma 3.15. [9]Nechť n ≥ 3 je liché přirozené č́ıslo. Pak n je prvoč́ıslo, právě
když Z

∗
n = Sn. Když n neńı prvoč́ıslo, pak |Sn| ≤ n−1

4
.

D̊ukaz. Předpokládejme, že n je prvoč́ıslo a a ∈ Z
∗
n. Podle Malé Fermatovy věty

(Věta 3.3) an−1 ≡ 1 mod n. Pak a
n−1
2 ≡ 1 mod n nebo a

n−1
2 ≡ −1 mod n, protože

existuj́ı přesně dva prvky x ∈ Z
∗
n takové, že x2 ≡ 1 mod n, a to x ≡ 1 mod n nebo

x ≡ −1 mod n. V druhém př́ıpadě a ∈ Sn, v prvém př́ıpadě buď s = 1 a a ∈ Sn,

nebo s ≥ 2 a pak buď a
n−1
4 ≡ 1 mod n nebo a

n−1
4 ≡ −1 mod n. V druhém př́ıpadě

a ∈ Sn, v prvém př́ıpadě buď s = 2 a a ∈ Sn a v opačném př́ıpadě, tedy když
s > 2, můžeme celý postup zopakovat. Tedy indukćı podle velikosti s dostaneme,
že Sn = Z

∗
n.

Předpokládejme, že n ≥ 3 je liché, ale neńı prvoč́ıslo. Nechť pe11 , pe22 , . . . , pekk je
prvoč́ıselný rozklad n. Předpokládejme, že n − 1 = 2sd, kde d je liché. Nechť j
je takové největš́ı přirozené č́ıslo, že existuje alespoň jedno b ∈ Z

∗
n, pro něž plat́ı

b2
j ≡ −1 mod n. Protože (−1)2

0 ≡ −1 mod n, je j korektně definováno a zřejmě
plat́ı 0 ≤ j < s. Položme m = 2jd a definujme

J ={a ∈ Z
∗
n | an−1 ≡ 1 mod n}

K ={a ∈ Z
∗
n | am ≡ ±1 mod peii ∀i}

L ={a ∈ Z
∗
n | am ≡ ±1 mod n}

M ={a ∈ Z
∗
n | am ≡ 1 mod n}

Zřejmě M ⊆ L ⊆ K ⊆ J ⊆ Z
∗
n a M , L, K a J jsou podgrupy Z

∗
n. Nejprve si

ukážeme, že Sn ⊆ L. Skutečně, když a ∈ Sn, pak buď ad ≡ 1 mod n, ale pak
am ≡ 1 mod n, a tedy a ∈ L nebo a2

rd ≡ −1 mod n pro 0 ≤ r < s. Z definice j
plyne, že r ≤ j, a tedy am ≡ ±1 mod n, a proto a ∈ L. Dále z definice j plyne

L \M 6= ∅ (když b2
j ≡ −1 mod n, pak bm ≡ b2

jd ≡ (b2
j

)d ≡ (−1)d ≡ −1 mod n,
protože d je liché). Když a ∈ L takové, že am ≡ −1 mod n pak pro x ∈ L plat́ı
xm ≡ −1 mod n, právě když ax ∈ M . Skutečně, když xm ≡ −1 mod n, pak
(ax)m ≡ amxm ≡ (−1)(−1) ≡ 1 mod n, a tedy ax ∈ M . Když ax ∈ M , pak

xm ≡ (a−1ax)m ≡ (a−1)m(ax)m ≡ (a−1)m1 ≡ (a−1)m mod n.

Ale plat́ı 1 ≡ (aa−1)m ≡ am(a−1)m ≡ (−1)(a−1)m mod n, a proto (a−1)m ≡
−1 mod n, a tedy xm ≡ −1 mod n. Z toho plyne, že L = M ∪ a−1M , ale |M | =
|a−1M | a M ∩ a−1M = ∅. Proto |L|

|M| = 2. Protože b2
j ≡ −1 mod n implikuje,

že b2
j ≡ −1 mod peii pro každé i = 1, 2, . . . , k, a tedy bm ≡ −1 mod peii pro každé

i = 1, 2, . . . , k, dostaneme z Č́ınské věty o zbytćıch (Věta 3.1), že pro každou
posloupnost č́ısel c = {ci}ki=1 takovou, že ci ∈ {−1, 1} pro každé i = 1, 2, . . . , k,
existuje xc ∈ K takové, že xm

c ≡ −1 mod peii pro každé i = 1, 2, . . . , k. Stač́ı
vźıt xc ∈ Zn takové, že xc ≡ b mod peii , když ci = −1, a xc ≡ 1 mod peii , když
ci = 1. Pak xc je nesoudělné s n, tedy patř́ı do Z

∗
n, a xm

c ≡ bm ≡ ci mod peii ,
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když ci = −1, a xm
c ≡ 1m ≡ 1 ≡ ci mod peii , když ci = 1. Všimněme si, že pak

1 ≡ (x−1
c xc)

m ≡ (x−1
c )m(xc)

m ≡ (x−1
c )mci mod peii pro každé i = 1, 2, . . . , k. Z toho

plyne, že (x−1
c )m ≡ ci mod peii pro každé i = 1, 2, . . . , k. Protože xm ≡ 1 mod n

implikuje, že xm ≡ 1 mod peii pro každé i = 1, 2, . . . k, tak dostáváme, že M je
podgrupou K. Nyńı ukážeme pro x ∈ K a pro posloupnost c = {ci}ki=0 složenou
z −1 a 1, že xm ≡ ci mod peii pro každé i = 1, 2, . . . , k, právě když (xcx) ∈ M .
Skutečně, když xm ≡ ci mod peii , pak (xcx)

m ≡ (xc)
mxm ≡ cici ≡ 1 mod peii pro

každé i = 1, 2, . . . , k a z Č́ınské věty o zbytćıch (Věta 3.1) dostáváme, že (xcx)
m ≡

1 mod n, a tedy xcx ∈ M . Naopak, když xcx ∈ M , pak (xcx)
m ≡ 1 mod peii

implikuje, že (xcx)
m ≡ 1 mod peii pro každé i = 1, 2, . . . , k. Nyńı

xm ≡ (x−1
c xcx)

m ≡ (x−1
c )m(xcx)

m ≡ (x−1
c )m1 ≡ ci mod peii

pro každé i = 1, 2, . . . , k. Odtud plyne, že K =
⋃

xcM , kde sjednoceńı se bere
přes všechny posloupnosti c = {ci}ki=1 složené z −1 a 1. Protože |M | = |xcM | pro
každou takovou posloupnost c z −1 a 1 a protože pro dvě r̊uzné posloupnosti c a
c′ složené z −1 a 1 plat́ı xcM ∩ xc′M = ∅, dostáváme, že |K| = 2k|M |, protože
posloupnost́ı c složených z −1 a 1 je 2k. Tedy |K|

|M| = 2k, a odtud |K|
|L| = 2k−1.

Protože
n− 1

|Sn|
≥ |Z∗

n|
|Sn|

≥ |Z∗
n|

|L| ≥ |Z∗
n|

|J |
|K|
|L| ,

dostáváme, že když k > 2, pak n−1
|Sn| ≥ 4. Když k = 2, pak podle Lemmatu 3.4 n

neńı Carmichaelovo č́ıslo, a tedy
|Z∗

n|
|J| ≥ 2, a odtud n−1

|Sn| ≥ 4, protože |K|
|L| = 2k−1 = 2.

Uvažme př́ıpad, že k = 1 a p1 6= 3 nebo e1 6= 2 (tj. n 6= 9). Pak |Z∗
n| = pe1−1

1 (p1−1)
a Z

∗
n je cyklická grupa. Když g je generátor Z∗

n, pak pro a ∈ Z
∗
n máme a ∈ J , právě

když a = gip
e1−1

1 . Skutečně, když a = gl a an−1 ≡ 1 mod n, pak gl(n−1) ≡ 1 mod n,
a to je právě když (p1 − 1)pe1−1

1 děĺı l(n − 1) = l(pe11 − 1). To nastane právě

když pe1−1
1 děĺı l, protože p1 a n − 1 = pe11 − 1 jsou nesoudělná. Z toho plyne, že

|J | = (p1−1), takže
|Z∗

n|
|J| ≥ 4, a proto n−1

Sn
≥ 4. Ve všech těchto př́ıpadech

|Z∗
n|

|L| ≥ 4,

a tedy Z
∗
n 6= Sn protože Sn ⊆ L. Př́ımým ověřeńım zjist́ıme, že pro n = 9 plat́ı

S9 = {1, 8}, a tedy 8
|S9| = 4 a Z

∗
9 6= S9 (plat́ı |Z∗

9| = 6). Důkaz je hotov, protože
n−1
|Sn| ≥ 4 implikuje n−1

4
≥ |Sn|. �

Poznámka. Všimněme si, že jsme dokázali, že když n neńı prvoč́ıslo, pak existuje
vlastńı podgrupa G grupy Z

∗
n taková, že Sn ⊆ G. Když n je součinem aspoň dvou

prvoč́ısel, pak stač́ı vźıt G = L, a když n je mocnina prvoč́ısla, pak podle Lemmatu
3.4 n neńı Carmichaelovo č́ıslo, a tedy Sn ⊆ J a J je vlastńı podgrupa Z

∗
n.

Lemma 3.15 vede k návrhu následuj́ıćıho pravděpodobnostńıho algoritmu

Algoritmus 3.16. [34,35](Rabin-Miller̊uv algoritmus)
Vstup: přirozené č́ıslo n
if n = 2 then Výstup: n je prvoč́ıslo, konec endif

if n < 2 nebo n je sudé a n > 2 then

Výstup: n neńı prvoč́ıslo, konec
endif

nalezněme s a liché přirozené č́ıslo d takové, že n− 1 = 2sd
zvolme náhodně přirozené č́ıslo a ∈ {1, 2, . . . , n− 1}
a := ad
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if a ≡ 1 mod n then Výstup: n je prvoč́ıslo. konec endif

i = 0
while i < s a a 6≡ −1 mod n do

i := i+ 1, a := a2

enddo

if a ≡ −1 mod n then

Výstup: n je prvoč́ıslo
else

Výstup: n neńı prvoč́ıslo
endif

Konec

Pro výpočet ad použijeme proceduru Power ze Solovay-Strassenova algoritmu.
Nalezeńı d a s, když n je v binárńım zápise, znamená provádět jen posuny.

Věta 3.17. Rabin-Miller̊uv algoritmus je pravděpodobnostńı Monte Carlo algorit-
mus řeš́ıćı problém PRIME(n) v čase O(log3 n) s chybou ≤ 1

4 .

D̊ukaz. Z předchoźıch argument̊u plyne, že Rabin-Miller̊uv algoritmus je pravděpo-
dobnostńı algoritmus typu Monte Carlo řeš́ıćı problém PRIME(n) s chybou ≤ 1

4
,

viz Lemma 3.15. Nalezeńı s a d vyžaduje časO(logn). Protože výpočetwhile-cyklu
představuje vlastně výpočet an−1 procedurou Power, tak algoritmus spotřebuje
O(log3 n) času. �

Poznámka. Zde také plat́ı stejně jako pro algoritmus Solovay-Strassena, že když se
použije ‘chytrý’ algoritmus pro násobeńı č́ısel, tak Rabin-Miller̊u algoritmus bude
také vyžadovat čas O(log2 n log logn log log logn).

Důsledky a souvislosti

Jednou ze základńıch otázek je rozděleńı prvoč́ısel. Jednu z možných odpověd́ı
dává následuj́ıćı věta.

Věta 3.18. [9]Nechť p1, p2, . . . je rostoućı posloupnost všech prvoč́ısel. Pak pi ≥
i ln i pro každé přirozené č́ıslo i ≥ 1 a pi ≤ i(ln i+ ln ln i) pro každé přirozené č́ıslo
i ≥ 6.

Jiný pohled je, když definujeme π(n) jako počet prvoč́ısel menš́ıch nebo rovných
n a chceme znát pr̊uběh této funkce. Už Čebyšev [13,14] dokázal, že π(n) = Θ( x

lnx ).
Souvislost s řešeńım tohoto problému má Riemannova hypotéza [36], která tvrd́ı,
že reálná část kořen̊u Riemannovy zeta funkce je 1

2 . Plat́ı

Věta 3.19. [23]Riemannova hypotéza je ekvivalentńı s tvrzeńım, že

π(x) =

∫ x

2

dt

ln t
+O(x

1
2+ε) pro každé ε > 0.

Dále se ukázalo, že

Věta 3.20. [23]Za předpokladu Riemannovy hypotézy plat́ı

π(x) =

∫ x

2

dt

ln t
+O(

√
x lnx).

Pro náš problém hraje podstatnou roli jej́ı rozš́ı̌reńı motivované Dirichletovým
výsledkem
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Věta 3.21. [16,17]Když a je nesoudělné s n, pak existuje nekonečně mnoho prvo-
č́ısel p takových, že p ≡ a mod n.

Toto vedlo k definici π(x, n, a) jako počtu prvoč́ısel p takových, že p ≤ x a zároveň
plat́ı p ≡ a mod n. La Vellée Poussin [39] ukázal analogii Čebyševova odhadu, když
pro nesoudělná a a n ukázal, že π(x, a, n) = Θ( x

φ(n) ln x ), kde φ je Eulerova funkce

(tj. φ(n) = |Z∗
n|). To vedlo k rozš́ı̌reńı Riemannovy hypotézy. Tzv. Rozš́ı̌rená

Riemannova hypotéza (krátce ERH) ř́ıká, že všechny kořeny Dirichletový L-funkce
s reálnou část́ı mezi 0 a 1 maj́ı reálnou část rovnou 1

2
. Pak plat́ı

Věta 3.22. [38]Když a a n jsou nesoudělná přirozená č́ısla, pak EHR je ekviva-
lentńı s tvrzeńım, že pro každé ε > 0 plat́ı

π(x, n, a) =

∫ x

2
dt
ln t

φ(n)
+O(x

1
2+ε).

Lze také odvodit následuj́ıćı tvrzeńı o hustotě prvoč́ısel

Věta 3.23. [38]Za předpokladu ERH, když a a n jsou nesoudělná přirozená č́ısla,
pak

π(x, n, a) =

∫ x

2
dt
ln t

φ(n)
+O(

√
x(lnx+ lnn)).

Pro nás hraje d̊uležitou roli následuj́ıćı výsledek od Ankeny

Věta 3.24. [7]Za předpokladu ERH existuje č́ıslo c takové, že pro každé liché n
každá vlastńı podgrupa grupy Z

∗
n neobsahuje nějaké č́ıslo a ∈ Z

∗
n menš́ı než c ln2 n.

Tento výsledek umožňuje za předpokladu ERH determinizovat Solovay-Strasse-
n̊uv algoritmus. Mı́sto náhodné volby a systematicky prohledáme všechna a menš́ı
než c ln2 n a pokud test vždy projde, pak n je prvoč́ıslo, v opačném př́ıpadě n neńı
prvoč́ıslo. Tento algoritmus vyžaduje čas O(log5 n), tedy lepš́ı čas než vyžaduj́ı
známé deterministické algoritmy pro problém PRIME bez předpokladu ERH.
Je zaj́ımavé, že takto jednoduše nelze determinizovat Rabin-Miller̊uv algoritmus,
protože Sn neńı podgrupa. Na druhé straně podle poznámky za Lemmatem 3.15,
když n neńı prvoč́ıslo, pak existuje vlastńı podgrupa L grupy Z

∗
n obsahuj́ıćı Sn a

podle Věty 3.24 stač́ı testovat jen c ln2 n č́ısel, když zvolené č́ıslo a nelež́ı v podgrupě
L, pak neńı silný lhář, a tedy Rabin-Miller̊uv algoritmus lze determinizovat. Prvńı
verze Rabin-Millerova algoritmu prezentovaná Millerem [31] byla deterministická a
pokud plat́ı ERH, tak algoritmus pracuje v polynomiálńım čase (byl navržen př́ımo
bez determinizace). Na tuto pravděpodobnostńı podobu upravil tento algoritmus
až Rabin.

Na závěr srovnáme Solovay-Strassen̊uv a Rabin-Miller̊uv algoritmus. Rabin-
Miller̊uv algoritmus je rychleǰśı, protože kromě posun̊u v binárńım zápise n − 1

poč́ıtá prakticky jen a
n−1
2 . Solovay-Strassen̊uv algoritmus nav́ıc použ́ıvá Euklid̊uv

algoritmus a poč́ıtá
(

a
n

)

.
Rabin-Miller̊uv algoritmus také poč́ıtá s menš́ı chybou, protože každý silný lhář

pro liché n, které neńı prvoč́ıslo, je také Euler̊uv lhář. Tedy lepš́ı odhad ve Větě
3.17 než ve Větě 3.14 neńı zp̊usoben nepřesným poč́ıtáńım.

Tato část byla napsána podle prezentace v knize od Bacha a Shallita [9].
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Deterministický algoritmus pro PRIME

Ćılem této kapitoly bude prezentovat polynomiálńı algoritmus, který pro přiro-
zené č́ıslo n rozhodne, zda n je prvoč́ıslo. Algoritmus je založen na poč́ıtáńı s
polynomy v okruźıch Zn, proto každý uvažovaný polynom bude s celoč́ıselnými ko-
eficienty. Nejprve rozvedeme teorii těchto polynomů. Protože naš́ım ćılem je poly-
nomiálńı algoritmus, kde vstup bude mı́t délku logn vzhledem k velikosti č́ısla n, bu-
dou všechny uvažované logaritmy o základu 2. Idea algoritmu vycháźı z následuj́ıćı
charakterizace prvoč́ısel. Začneme s několika konvencemi pro zápis polynomů, které
budeme dále použ́ıvat.

Budeme psát p ≡ q mod n pro polynomy p a q a přirozené č́ıslo n > 1, když
pro každé celé č́ıslo x bude platit p(x) ≡ q(x) mod n (neboli p = q v okruhu Zn).
Když p, q a r jsou polynomy, pak budeme psát p ≡ q mod r, když p = q + kr
nebo q = p + kr pro nějaký polynom k. Proto p mod q bude polynom, který je
zbytkem při děleńı polynomu p polynomem q. Tedy stupeň p mod q je nejvýše
roven stupni polynomu p a je ostře menš́ı než stupeň polynomu q. Speciálně

(

p ≡
q mod r

)

mod n pro polynomy p, q a r a pro přirozené č́ıslo n znamená, že pro

každé přirozené č́ıslo m plat́ı: když m1 =
(

p mod r
)

(m) a m2 =
(

q mod r
)

(m), pak
m1 ≡ m2 mod n.

Věta 4.1. Nechť p > 1 je přirozené liché č́ıslo. Pak následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvi-
valentńı:

(1) p je prvoč́ıslo;
(2) existuje přirozené č́ıslo a nesoudělné s p takové, že (x−a)p ≡ (xp−a) mod p;
(3) pro každé přirozené č́ıslo a nesoudělné s p plat́ı (x− a)p ≡ (xp − a) mod p.

D̊ukaz. Dokážeme 1) =⇒ 3). Podle binomické věty koeficient polynomu (x− a)p

u xi pro 0 ≤ i ≤ p je (−1)p−i
(

p
i

)

ap−i. Když p je prvoč́ıslo a 0 < i < p, pak p děĺı
(

p
i

)

, a tedy koeficient u xi v polynomu (x − a)p je 0 modulo p. Pro i = 0 podle

Malé Fermatovy věty plat́ı (−1)p−0
(

p
0

)

ap−0 = (−a)p ≡ −a mod p. Pro i = p plat́ı

(−1)p−p
(

p
p

)

ap−p = 1, a tedy (x − a)p ≡ xp − a mod p. Dokázali jsme implikaci

1) =⇒ 3). Implikace 3) =⇒ 2) je zřejmá.
Ukážeme implikaci 2) =⇒ 1). Předpokládejme, že p neńı prvoč́ıslo. Pak existuje

prvoč́ıslo q, které děĺı p, a nechť k je největš́ı přirozené č́ıslo takové, že qk děĺı p.
Pak qk neděĺı

(

p
q

)

. Skutečně,

(

p

q

)

=

∏q−1
i=0 (p− i)

q!
,

a protože q je provoč́ıslo a děĺı p, tak q neděĺı p−i pro i = 1, 2, . . . , q−1. Pak qk neděĺı
p
q
, a tedy ani

(

p
q

)

. Protože a je nesoudělné s p, je také nesoudělné s q, a proto ap−q

je nesoudělné s q. Odtud qk neděĺı
(

p
q

)

ap−q, a tedy ani p neděĺı (−1)p−q
(

p
q

)

ap−q.

Proto koeficient u xq v polynomu (x − a)p je r̊uzný od 0 modulo p a protože
0 < q < p, dostáváme, že (x − a)p 6≡ (xp − a) mod p (polynom (x − a)p − xp + a
je polynom stupně alespoň q, a tedy je r̊uzný od nulového polynomu). Odtud
dostáváme implikaci 2) =⇒ 1). �

Když budeme cht́ıt použ́ıt př́ımo tuto vlastnost pro algoritmus řeš́ıćı PRIME,
pak muśıme spoč́ıtat všechny koeficienty polynomu (x − a)p mod p. Těchto koefi-
cient̊u je p + 1, a proto to vyžaduje čas Θ(p). Takže tuto větu nemůžeme použ́ıt
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př́ımo. Naš́ım ćılem bude ukázat, že za jistých okolnost́ı stač́ı poč́ıtat jen koefi-
cienty polynomu (x − a)p mod (xr − 1), kde r bude proti n malé č́ıslo. Abychom
to dokázali, budeme potřebovat několik technických lemmat. Začneme s odhadem
velikosti speciálńıch nejmenš́ıch společných násobk̊u.

Lemma 4.2. Pro každé m ≥ 7 je velikost nejmenš́ıho společného násobku č́ısel
2, 3, . . . , m aspoň 2m.

D̊ukaz. Nechť m > 1 je přirozené č́ıslo. Označme nm nejmenš́ı násobek č́ısel
2, 3, . . . , m a pro k = 1, 2, . . . , m definujme

Ik =

∫ 1

0

xk−1(1− x)m−kdx.

Podle binomické věty dostáváme

(1− x)m−k =

m−k
∑

i=0

(

m− k

i

)

(−x)i1m−k =

m−k
∑

i=0

(

m− k

i

)

(−x)i,

a tedy

Ik =

∫ 1

0

xk−1(1− x)m−kdx =

∫ 1

0

xk−1
m−k
∑

i=0

(

m− k

i

)

(−x)idx =

m−k
∑

i=0

(−1)i
(

m− k

i

)
∫ 1

0

xk+i−1dx =

m−k
∑

i=0

(−1)i
(

m− k

i

)

1

k + i
.

Protože k ≤ k+ i ≤ m pro i = 0, 1, . . . , m− k, dostáváme, že k+ i děĺı nm, a proto
nmIk je celé č́ıslo pro každé k = 1, 2, . . . , m.

Nyńı zintegrujeme per partes Ik a dostaneme

Ik = [
xk

k
(1− x)m−k]10 +

m− k

k

∫ 1

0

xk(1− x)m−k−1dx =
m− k

k
Ik+1.

Rekurzivńım dosazováńım dostaneme

Ik =
m− k

k
Ik+1 =

m− k

k

m− k − 1

k + 1
Ik+2 = · · · = (m− k)!(k − 1)!

(m− 1)!
Im.

Protože

Im =

∫ 1

0

xm−1(1− x)m−mdx =

∫ 1

0

xm−1dx =
1

m
,

plat́ı

Ik =
(m− k)!(k − 1)!

m!
=

1

k

(m− k)!k!

m!
=

1

k
(

m
k

) .

Protože Iknm = nm

k(mk )
je celé č́ıslo, tak k

(

m
k

)

děĺı nm pro všechna přirozená č́ısla

m ≥ 2 a 1 ≤ k ≤ m. Speciálně m
(

2m
m

)

děĺı n2m a (m + 1)
(

2m+1
m+1

)

děĺı n2m+1 pro
každé přirozené č́ıslo m ≥ 2. Z definice binomiálńıch č́ısel plyne

(m+ 1)

(

2m+ 1

m+ 1

)

=(m+ 1)
(2m+ 1)!

(m+ 1)!m!
=

(2m+ 1)!

(m!)2
=

(2m+ 1)
(2m)!

(m!)2
= (2m+ 1)

(

2m

m

)

,
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takže (2m + 1)
(

2m
m

)

děĺı n2m+1. Protože m
(

2m
m

)

děĺı n2m a n2m děĺı n2m+1,

dostáváme, že m
(

2m
m

)

děĺı n2m+1, a protože m a 2m + 1 jsou nesoudělné č́ısla,

tak dostáváme, že m(2m+ 1)
(

2m
m

)

děĺı n2m+1. Z

4m = 22m =
2m
∑

i=0

(

2m

i

)

≤ (2m+ 1)

(

2m

m

)

plyne n2m+1 ≥ m(2m+ 1)
(

2m
m

)

≥ m4m. Odtud pro m ≥ 2 plyne

n2m+1 ≥ 24m = 22m+1

a pro m ≥ 4 plyne

n2m+2 ≥ n2m+1 ≥ 44m = 22m+2.

Protože 28 = 512, ale nejmenš́ı společný násobek č́ısel 2,3,4,5,6,7,8 je 8·7·5·3 = 840,
dostáváme, že pro m ≥ 7 plat́ı nm ≥ 2m. �

Na základě tohoto lemmatu dokážeme daľśı technické lemma, které nám umožńı
nalézt polynom h malého stupně a rovnost (x − a)p ≡ xp − a mod p redukovat
na rovnost (x − a)p ≡ xp − a mod h mod p (to znač́ı, že pro každé x ∈ Z

∗
p plat́ı

[(x− a)p mod h](x) ≡ [(xp − a) mod h](x) mod p).

Lemma 4.3. Pro liché n ≥ 1 existuje r takové, že 1 < r ≤ ⌈log5 n⌉ a buď r děĺı s
n nebo r a n jsou nesoudělné a or(n) > log2 n.

D̊ukaz. Protože 3 ≤ log5 3 a 5 ≤ log5 5, tak stač́ı vyšetřovat n ≥ 7 a můžeme použ́ıt
Lemma 4.2. Dále můžeme předpokládat, že všechna přirozená č́ısla 2, 3, . . . , ⌈log5 n⌉
jsou nesoudělná s n, protože jinak existuje r = 2, 3, . . . , ⌈log5 n⌉ takové, že děĺı n
a tvrzeńı plat́ı. Nechť a1, a2, . . . , at je prostá posloupnost všech přirozených č́ısel z
množiny {2, 3, . . . , ⌈log5 n⌉} takových, že oai

(n) ≤ log2 n (protože ai je nesoudělné
s n, tak plat́ı n mod ai ∈ Z

∗
ai
, a tedy oai

(n) je definováno). Podle definice pro každé

i = 1, 2, . . . , t existuje ji ≤ log2 n takové, že nji ≡ 1 mod ai, a proto ai děĺı n
ji − 1.

Položme

b =

⌈log2 n⌉
∏

i=1

(ni − 1),

pak nji − 1 je dělitel b a tedy ai děĺı b. Proto nejmenš́ı společný násobek č́ısel
a1, a2, . . . , at děĺı b. Protože plat́ı

⌈log2 n⌉
∑

i=1

i ≤ (1 + log2 n)(2 + log2 n)

2
=

log4 n+ 3 log2 n+ 2

2

a protože pro n ≥ 5 plat́ı

log4 n− log4 n+ 3 log2 n+ 2

2
=

log4 n− 3 log2 n− 2

2
=

log2 n(log2 n− 3)− 2

2
≥ log2 n− 2

2
> 0,
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tak dostávéme

b =

⌈log2 n⌉
∏

i=1

(ni − 1) <

⌈log2 n⌉
∏

i=1

ni = n
∑⌈log2 n⌉

i=1
i < nlog4 n = 2log

5 n,

protože n = 2logn. Kdyby {a1, a2, . . . , at} byla posloupnost všech přirozených č́ısel z
intervalu < 2, ⌈log5⌉ >, pak podle Lemmatu 4.2 je jejich nejmenš́ı společný násobek

alespoň 2log
5 n, a to je spor. Proto buď existuje v intervalu < 2, ⌈log5 n⌉ > přirozené

č́ıslo r, které děĺı n nebo přirozené č́ıslo r nesoudělné s n a or(n) > log2 n. �

V daľśı části textu předpokládáme, že je dané liché přirozené č́ıslo n, přirozené
č́ıslo r takové, že je nesoudělné s n a r ≤ ⌈log5 n⌉ a or(n) > log2 n, a prvoč́ıslo
p, které děĺı n, or(p) > 1 a p > r (může platit i n = p). Všimněme si, že pro
dostatečně velké přirozené č́ıslo n takové r existuje, a podle Věty 4.1, když n je
prvoč́ıslo, pak pro každé přirozené a z intervalu < 1, n > plat́ı

(

(x− a)n ≡ (xn − a) mod (xr − 1)
)

mod n.

Protože or(n) > log2 n, tak existuje prvoč́ıslo p′, které děĺı n a or(p
′) > 1, takže

podstatný předpoklad je, že r < p. Protože p děĺı n a n a r jsou nesoudělná, tak i
p a r jsou nesoudělná. Položme ℓ =

√

φ(r) logn, kde φ je Eulerova funkce (tj. φ(n)
je počet přirozených č́ısel a takových, že 0 < a < n a a a n jsou nesoudělná č́ısla).

Nechť I je množina všech přirozených č́ısel m takových, že pro každé přirozené
čślo a takové, že 0 < a ≤ ℓ, plat́ı

(

(x− a)m ≡ xm − a mod (xr − 1)
)

mod p.

Následuj́ıćı lemmata ukazuj́ı d̊uležité vlastnosti množiny I.

Lemma 4.4. I je uzavřená v̊uči násobeńı.

D̊ukaz. Zvolme přirozené č́ıslo a takové, že 0 < a ≤ ℓ. Mějme m1, m2 ∈ Ig.
Pak plat́ı

(

(x − a)m2 ≡ xm2 − a mod (xr − 1)
)

mod p a použit́ım substituce y =

xm1 dostaneme, že
(

(xm1 − a)m2 ≡ xm1m2 − a mod (xm1r − 1)
)

mod p. Protože

(xr−1)
∑m1−1

i=0 xir = xm1r−1, tak dostáváme
(

(xm1−a)m2 ≡ xm1m2−a mod (xr−
1)
)

mod p. Nyńı z
(

(x− a)m1 ≡ xm1 − a mod (xr − 1)
)

mod p plyne

(

(x− a)m1m2 ≡ (xm1 − a)m2 ≡ xm1m2 − a mod (xr − 1)
)

mod p,

a tedy m1m2 ∈ Ig. �

Ze zobecněńı Malé Fermatovy věty v́ıme, že nφ(r) ≡ 1 mod r, kde φ(r) je Eu-

lerova funkce. Protože or(n) > log2 n, dostáváme or(n) děĺı φ(r), odtud plyne

log2 n < or(n) ≤ φ(r) ≤ r − 1,

a tedy

ℓ =
√

φ(r) logn <
√
r
√
r = r < p.

Toto využije následuj́ıćı lemma.
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Lemma 4.5. Když n ∈ I, pak p, np ∈ I.

D̊ukaz. Položme q = n
p . Z předpokladu plyne, že pro každé přirozené č́ıslo a takové,

že 0 < a ≤ ℓ, plat́ı
(

(x− a)n ≡ xn − a mod (xr − 1)
)

mod p.

Z Věty 4.1 plyne, že pro každé a ∈ Z
∗
p plat́ı

(x− a)p ≡ xp − a mod p

a protože ℓ < p, tak p ∈ I. Dále
(

(xp − a)q ≡ (x− a)pq ≡ (x− a)n ≡ xn − a mod (xr − 1)
)

mod p.

Když q /∈ I, pak

(

(x− a)q ≡ xq +

q−1
∑

i=0

αix
i mod (xr − 1)

)

mod p,

kde αi 6= 0 pro nějaké i = 1, 2, . . . , r − 1. Pak ale

(

(xn − a) ≡ (xp − a)q ≡ xpq +

q−1
∑

i=0

αix
ip mod (xr − 1)

)

mod p,

a to je spor s t́ım, že n ∈ I, protože αi 6= 0 pro nějaké i = 1, 2, . . . , r − 1. �

Lemma 4.6. Když f a g jsou polynomy a m > 1 je přirozené č́ıslo takové, že
(f(x))m ≡ f(xm) mod p a (g(x))m ≡ g(xm) mod p, pak (f ·g(x))m ≡ f ·g(xm) mod
p.

D̊ukaz. Zřejmě plat́ı (f · g(x))m ≡ (f(x))m · (g(x))m ≡ f(xm) · g(xm) ≡ (f ·
g(xm)) mod p. �

Nyńı si připomeneme některá fakta o cyklotomických polynomech, která lze naj́ıt
na internetu nebo v monografii [30]. Je známé, že kořeny polynomu xm − 1 pro

přirozené č́ıslo m > 1 v tělese komplexńıch č́ısel jsou komplexńı č́ısla e2πi
k
m pro

k = 0, 1, . . . , m− 1. Tato č́ısla spolu s násobeńım tvoř́ı cyklickou grupu a e2πi
k
m je

generátorem této grupy, právě když k je nesoudělné s m. Když k je nesoudělné s

m, pak e2πi
k
m se se nazýva m-tou primitivńı odmocninou z 1 a hraje d̊uležitou roli

v rychlé diskrétńı Fourierové transformaci. Polynom

Φm(x) =
∏

{(x− e2πi
k
m ) | k = 1, 2, . . . , m− 1, k a m jsou nesoudělná}

se nazývá m-tý cyklotomický polynom. Koeficienty Φm jsou celá č́ısla a jeho stupeň
je φ(m) a Φm děĺı polynom xm − 1. Když a je v́ıcenásobný kořen polynomu f , pak
a je kořen i jeho derivace, ale žádný kořen polynomu xm − 1 neńı kořenem mxm−1.
Proto všechny kořeny polynomu xm−1 jsou jednonásobné (v každém tělese). Tedy

Φm má v každém tělese jen jednonásobné kořeny. Dále Φm = xm−1
f , kde f je

polynom, který je nejmenš́ım společným násobkem polynomů xd − 1, kde d děĺı m.
Připomı́náme, že polynom h is irreducibilńı v okruhu O, když neexistuj́ı poly-

nomy f a g stupně menš́ıho než stupeň h takové, že f ·g = h v okruhu O. Když poly-
nom h je irreducibilńı faktor polynomu Φm v Zq , kde q je prvoč́ıslo, pak stupeň h
je om(q). Tato fakta dále použijeme, ale nejprve si připomeneme základńı výsledky
o pod́ılových tělesech.
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Lemma 4.7. [30]Nechť q je prvoč́ıslo a h je irreducibilńı polynom v Zq stupně d,
kde d ≥ 2. Pak pod́ılové těleso Zq [x]/h je konečné těleso o velikosti qd s cyklickou
multiplikativńı grupou, které je extenźı Zp o polynom h. �

Zafixujme si některý irreducibilńı faktor h polynomu Φr v Zp a uvažujme těleso
Zp[x]/h. Dále nechť q = n

p , nechť P je množina polynomů

∏

{(x− a)ma | a ∈ {0, 1, . . . , ℓ}, ma ≥ 0 je přirozené č́ıslo}

a nechť G = {(f mod h) mod p | f ∈ P}. Pak G je podgrupa multiplikativńı
grupy Zp[x]/h. Připomı́náme, že dva polynomy f a g nad Zp odpov́ıdaj́ı stejnému
polynomu v Zp[x]/h, právě když f ≡ g mod h. Protože p i q jsou nesoudělná s
r, tak H = {piqj mod r | i, j ≥ 0} tvoř́ı podgrupu Z

∗
r . Označme t velikost H.

Všimněme si, že H ⊆ I.
Nyńı nalezneme horńı a dolńı odhad na velikost grupy G. Z toho nám vyplyne,

že když n nebude prvoč́ıslo a když nalezneme r a p požadovaných vlastnost́ı, pak
n bude mocnina prvoč́ısla p. Nejprve si všimněme, že polynom h děĺı Φr a Φr děĺı
polynom xr − 1, proto xr ≡ 1 mod h, a tedy x je r-tá odmocnina 1 v Z

∗
p/h.

Lemma 4.8. Když f, g ∈ P jsou dva r̊uzné polynomy, které maj́ı stupeň menš́ı než
t, pak f mod h a g mod h jsou r̊uzné polynomy v grupě G.

D̊ukaz. Předpokládejme opak. Nechť f, g ∈ P jsou polynomy, které nesplňuj́ı
tvrzeńı lemmatu, tedy stupně f i g jsou menš́ı než t a f ≡ g mod h. Pak f(x)m ≡
g(x)m mod h pro každé přirozené č́ıslo m. Podle Lemmatu 4.6 pro každé m ∈ I
plat́ı

(

f(x)m ≡ f(xm) mod (xr−1)
)

mod p a
(

g(x)m ≡ g(xm) mod (xr−1)
)

mod p.

Protože h děĺı xr − 1, dostáváme, že
(

f(xm) ≡ g(xm) mod h
)

mod p. Definujme
polynom k = f − g, pak polynom k má stupeň menš́ı než t, ale xm je kořen k v
tělese Z

∗
p/h pro každé m ∈ I. Když n ∈ I, pak podle Lemmatu 4.5 p, q = n

p
∈ I

a podle Lemmatu 4.4 piqj ∈ I pro každé i, j ≥ 0. Tedy xpiqj

je kořen polynomu k

v tělese Z
∗
p/h. Všimněme si, že když ukážeme, že xpiqj

a xpi′qj′

jsou r̊uzné prvky

Z
∗
p/h, jakmile piqj a pi

′

qj
′

jsou r̊uzné prvky v grupě H, pak dostáváme spor se
Základńı větou algebry, protože stupeň k je menš́ı než t, ale má alespoň t kořen̊u v
Z
∗
p/h. Odtud plyne, že f 6≡ g mod h, a tedy f mod h a g mod h jsou r̊uzné prvky

v G. To bude spor a d̊ukaz bude hotov.
Z definice grupy H plyne,že piqj a pi

′

qj
′

jsou stejné prvky v grupě H, právě

když piqj ≡ pi
′

qj
′

mod r. Dále xpiqj

a xpi′qj′

jsou stejné prvky Z
∗
p/h, právě když

xpiqj ≡ xpi′qj′

mod h, a to je právě když h děĺı xpiqj−xpi′qj′

. Bez újmy na obecnosti

můžeme předpokládat, že m1 = piqj > m2 = pi
′

qj
′

a že xpiqj ≡ xpi′qj′

mod h.
Proto h děĺı xm2(xm1−m2 − 1). Protože 0 neńı kořen h, tak z toho plyne, že h

děĺı xm1−m2 − 1. Když h děĺı xm − 1 a také děĺı xm′ − 1 pro m′ < m, pak h
také děĺı xm − 1 − xm′

+ 1 = xm′

(xm−m′ − 1) a stejným obratem dostáváme, že

h děĺı xm−m′ − 1. Z definice h v́ıme, že h děĺı xr − 1. Ukážeme, že neexistuje s
takové, že 1 ≤ s < r takové, že h děĺı xs − 1. Z toho dostaneme, že m1 − m2

je násobek r neboli m1 ≡ m2 mod r. Předpokládejme, že existuje s takové, že
1 ≤ s < r takové, že h děĺı xs − 1 a nechť s je nejmenš́ı takové, že h děĺı xs − 1
a 1 ≤ s < r. Opakovańım předchoźıho postupu dostaneme postupně, že h děĺı
xr−s−1, xr−2s−1, xr−3s−1, atd. Tedy buď nalezneme 1 ≤ s′ < s takové, že h děĺı
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xs′ − 1, a to bude spor s definićı s, nebo r je násobkem s. Ale to je spor s definićı
h, h je faktor cyklotomického polynomu Φr, všechny kořeny Φr jsou jednonásobné
a nav́ıc Φr = xr−1

f , kde f je polynom, který je nejmenš́ım společným násobkem

polynomů xd−1, kde d děĺı r. Proto když d děĺı r, pak xd−1 a Φr jsou nesoudělné,
a tedy také h a xd−1 jsou nesoudělné. Tedy takové s neexistuje a m1 ≡ m2 mod r
a d̊ukaz je kompletńı. �

Důsledek 4.9. Když n ∈ I, pak |G| ≥
(

t+l
t−1

)

.

D̊ukaz. Z Lemmatu 4.8 plyne, že když f, g ∈ P jsou dva r̊uzné polynomy, které
maj́ı stupeň menš́ı než t, pak f mod h a g mod h jsou r̊uzné polynomy v grupě G.
Protože i 6= j v Zp pro 0 ≤ i 6= j ≤ ℓ (plat́ı ℓ =

√

φ(r) log n ≤ √
r logn ≤ r < p), tak

x−a pro a = 0, 1, . . . ℓ jsou navzájem r̊uzné polynomy v Z
∗
p stupně 1. Pak polynomů

stupně menš́ıho než t v množině P je tolik, kolik je podmnožin s násobnost́ı velikosti
t z ℓ prvk̊u (množina s násobnost́ı je množina, kde každému prvku je přǐrazené
kladné celé č́ıslo, jeho násobnost, a velikost množiny je součet násobnost́ı prvk̊u v
množině). Proto podle počtu kombinaćı s opakováńım dostáváme |G| ≥

(

t+l
t−1

)

. �

Lemma 4.10. Když n neńı mocnina p a n ∈ I, pak |G| ≤ n
√
t.

D̊ukaz. Uvažujme množinu J = {piqj | 0 ≤ i, j ≤ ⌊
√
t⌋}. Když n neńı mocninou p,

pak |J | = (⌊
√
t⌋ + 1)2 > t a protože |H| = t, existuj́ı dva r̊uzné prvky m1, m2 ∈ J

takové, že m1 ≡ m2 mod r. Předpokládejme, že m2 = m1 + kr pro přirozené
č́ıslo k. Protože polynom xr − 1 děĺı polynom xkr − 1 pro každé přirozené č́ıslo k,
dostáváme, že xkr ≡ 1 mod (xr − 1), a odtud plyne xm2 ≡ xm1+kr ≡ xm1xkr ≡
xm1 mod (xr − 1). Protože h děĺı xr − 1, tak i xm2 ≡ xm1 mod h. Uvažujme
polynom f ∈ P , pak f mod h ∈ G. Podle Lemmat 4.4, 4.5 a 4.6 dostáváme

(

f(x)m1 ≡ f(xm1) ≡ f(xm2) ≡ f(x)m2 mod (xr − 1)
)

mod p.

Uvažujme polynom g = xm1 − xm2 , pak stupeň g je menš́ı než q
√
tp

√
t = n

√
t.

Protože pro každý prvek f ∈ G a každé x ∈ Zp plat́ı
(

g(f(x)) ≡ f(x)m1 − f(x)m2 ≡ f(xm1)− f(xm2) ≡ 0 mod (xr − 1)
)

mod p,

tak dostáváme, že každé f ∈ G je kořenem polynomu g v tělese Z∗
p/ mod h (protože

h děĺı xr − 1). Ze Základńı věty algebry pak plyne, že |G| ≤ n
√
t. �

Lemma 4.11. Když n ∈ I, pak n je mocnina p.

D̊ukaz. Podle Lemmatu 4.9 plat́ı |G| ≥
(

t+l
t−1

)

a podle Lemmatu 4.10, když n neńı

mocnina p, pak plat́ı |G| ≤ n
√
t. Protože n a r jsou nesoudělná č́ısla, or(n) > log2 n

a t = |H| = {piqj mod r | 0 ≤ i, j}, tak dostáváme, že t > log2 n, protože piqi = ni,
a tedy t−1 ≥ ⌊

√
t log n⌋. Z nerovnosti t ≤ φ(r) (každé piq

j je nesoudělné s n), plyne,

že ℓ =
√

φ(r) logn ≥
√
t logn. Dále použijeme, že pro přirozená č́ısla a ≥ b > c

plat́ı a!
b! ≥

(a−c)!
(b−c)! a odtud plyne

(

a
b

)

≥
(

a−c
b−c

)

. Z těchto vztah̊u dostaváme

(

t+ ℓ

t− 1

)

≥
(

ℓ+ 1 + t− 1

t− 1

)

≥
(

ℓ+ 1 + ⌊
√
t logn⌋

⌊
√
t logn⌋

)

≥
(

2⌊
√
t logn⌋+ 1

⌊
√
t log n⌋

)

=

⌊√r logn⌋
∏

i=1

⌊
√
t logn⌋+ 1 + i

i
> 2

√
t logn = n

√
t,
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a proto n je mocnina prvoč́ısla. �

Shrneme dokázané výsledky. Když ověř́ıme, že neexistuj́ı přirozená č́ısla a a b
taková, že b > 1 a ab = n, pak můžeme postupně prohledávat přirozená č́ısla r
od 2 v rostoućım pořad́ı a testovat, zda r děĺı n nebo zda or(n) > log2 n. Podle
Lemmatu 4.3 v́ıme, že existuje r < log5 n a buď r děĺı n nebo každé prvoč́ıslo, které
děĺı n je větš́ı než r a or(n) > log2 n. Když n ≤ r, pak n ≤ log5 n, a tedy neńı
problém př́ımo ověřit, zda n neńı prvoč́ıslo (např. Eratosthenovým śıtem). Teď jsou
splněné předpoklady Lemmatu 4.11, a tedy n je prvoč́ıslo, právě když pro každé
a = 1, 2, . . . , ℓ plat́ı

(

(x − a)n ≡ xn − a mod (xr − 1)
)

mod n. Už jsme připraveni
zformulovat algoritmus.

Algoritmus 4.12. Vstup: přirozené č́ıslo n ≥ 1
if n = 2 then n je prvoč́ıslo, konec endif

if n = 1 nebo n > 2 je sudé then n neńı prvoč́ıslo konec endif

if n = ab pro přirozená č́ısla a, b, b > 1 then n neńı prvoč́ıslo konec endif

najdi nejmenš́ı r > 1 takové, že or(n) > log2 n nebo r děĺı n
if r < n a děĺı n then n neńı prvoč́ıslo konec endif

if n ≤ r then ověř, zda je n prvoč́ıslo a podle toho přijmi konec endif

for every a ∈ {1, 2, . . . ,
√

φ(r) logn do

if
(

(x− a)n 6≡ xn − a mod (xr − 1)
)

mod n then n neńı prvoč́ıslo konec endif

enddo

n je prvoč́ıslo
konec

Věta 4.13. Algoritmus 4.12 dává korektńı výsledek.

D̊ukaz. Když jedna z prvńıch tř́ı podmı́nek if je splněna, pak výstup je korektńı.
V daľśım př́ıkazu hledáme vhodné r a podle Lemma 4.5, když n ≥ 3, pak buď
takové r existuje a je menš́ı než log5 n, nebo nějaké č́ıslo menš́ı než log5 n děĺı n.
Když nastane druhý př́ıpad a nalezené č́ıslo je menš́ı než n, pak n neńı prvoč́ıslo
a následuj́ıćı př́ıkaz if je korektńı. Daľśı př́ıkaz if také dává korektńı výsledek a
aplikuje se jen v konečně mnoha vstupech (když n ≤ log5 n). Všimněme si, že když
máme provádět cyklus, tak žádné přirozené č́ıslo a takové, že 2 ≤ a ≤ r, neděĺı n,
a protože ℓ =

√

φ(r) logn < r, tak všechna přirozená č́ısla a taková, že 1 ≤ a ≤ ℓ,
jsou nesoudělná s n. Podle Věty 4.1 př́ıkaz if v cyklu dává korektńı výsledek.
Zbývá jen ověřit, že když n neńı prvoč́ıslo, tak nejsou splněny př́ıkazy if v cyklu
pro všechna a ∈ {1, 2, . . . , ℓ}. Když se to stane, pak n ∈ I, a podle Lemmatu 4.11
n = pe pro vhodné přirozené č́ıslo e ≥ 1. Když e > 1, pak třet́ı př́ıkaz if ukonč́ı
běh algoritmu s korektńım výsledkem a když e = 1, pak n = p je prvoč́ıslo. �

Zbývá popsat provedeńı jednotlivých př́ıkaz̊u a provést časovou analýzu algo-

ritmu. V časové analýze symbol f = Õ(g) znamená, že f = O(g logO(1) g).
V následuj́ıćı analýze pro násobeńı nebo děleńı dvou n-ciferných č́ısel použijeme

Schönhage-Strassen̊uv algoritmus [5], a tedy násobeńı a děleńı v Zn vyžaduje čas

Õ(logn) a pro násobeńı a děleńı polynomů stupně k v Zn použijeme kombinaci
rychlé diskrétńı Fourierovy transformace s Schönhage-Strassenovým algoritmem [5],

a tedy bude vyžadovat čas Õ(k log k logn). V závorce budeme uvádět výsledek
analýzy, když se mı́sto těchto algoritmu použij́ı standardńı školńı algoritmy (násobe-
ńı a děleńı v Zn, pak vyžaduje čas O(log2 n) a násobeńı a děleńı polynomů stupně
nejvýše k vyžaduje čas O(k2 log k log2 n)).
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Podle Lemmatu 4.3, když n ≥ 3, pak pro nějaké r ≤ log5 n plat́ı, že buď r děĺı n
nebo or(n) > log2 n. Proto můžeme použ́ıt hrubou śılu pro nalezeńı r. Procedura
může mı́t tvar:

r := 2, m := n, e := 1
while e ≤ log2 n do

if r děĺı m− 1 then

m := n, r := r + 1, e := 1
if r děĺı n then exit z cyklu endif

else

m := m · n mod r, e := e+ 1
endif

enddo

r je hledané č́ıslo

Protože n je liché, tak plat́ı invariant ‘buď e = 1 nebo žádné k takové, že 1 <
k ≤ r neděĺı n’ ( a v tom př́ıpadě r a n jsou nesoudělná). Prvńı př́ıkaz if v cyklu

testuje, zda or(n) = e < log2 n. Když toto zjist́ı tak pokračuje na následuj́ıćım r
a otestuje, zda toto r neděĺı n. Podle Lemmatu 4.3 se cyklus v této podproceduře
provád́ı jen pro r ≤ log5 n a pro každé r se provád́ı nejvýše (2+ log2 n)-krát. Proto

tato procedura vyžaduje čas Õ(log8 n) (nebo O(log9 n)).
Když n ≤ r, pak lze použ́ıt Eratosthenevo śıto, a to vyžaduje sice čas O(n),

protože se však použ́ıvá jen v př́ıpadě, že n ≤ r < log5 n, tak se použije jen v
konečně mnoha př́ıpadech a nemá vliv na časovou analýzu.

Vynásobeńı dvou polynomů stupně nejvýše r v Zn vyžaduje čas Õ(r log r logn)

(nebo Õ(r2 log2 n)) Když pro umocňováńı použijeme algoritmus z předchoźı sekce,

tak výpočet
(

(x−a)n mod (xr−1)
)

mod n vyžaduje čas Õ(log7 n) (nebo Õ(log13 n)),

protože r < log5 n. Protože xr ≡ 1 mod (xr − 1), dostáváme (xn − a) ≡ xnmodr −
a mod (xr − 1), a tedy pro dané a zjistit, zda

(

(x− a)n ≡ xn − a mod (xr − 1)
)

mod n,

vyžaduje čas Õ log7 n) (nebo Õ(log13 n)). Tedy test pro všechny hodnoty a =

1, 2, . . . , ℓ vyžaduje celkově čas Õ(log10.5 n) (nebo Õ(log16.5 n), protože
√

φ(r) <

log2.5 n.
Zbývá popsat proceduru, která pro dané přirozené č́ıslo n zjist́ı, zda existuj́ı

přirozená č́ısla a a b taková, že b > 1 a n = ab. Nejprve si všimněme, že binárńı
zápis č́ısla n má délku ⌊log n⌋ + 1, a dále když n > 1 a délka binárńıho zápisu
č́ısla n je k, pak neexistuje přirozené č́ıslo a takové, že ak = n (skutečně, když a
existuje, pak a ≥ 2, a tedy log a ≥ 1 a log ak = k log a ≥ k > logn). Nejprve
poṕı̌seme proceduru, která v polynomiálńım čase pro daná přirozená č́ısla n a k
taková, že n, k > 1 a k < log n rozhodne, zda existuje přirozené č́ıslo a takové,
že ak = n, a pokud takové a existuje nalezne ho. Vyjdeme z triviálńı nerovnosti
1k = 1 < n < nk.

u := 1, v := n
while u+ 1 < v do

w := ⌈u+v
2 ⌉, spoč́ıtej wk

if wk = n then a := w konec endif

if wk < n then u := w else v := w endif
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enddo

neexistuje a takové, že ak = n
Konec

Korektnost algoritmu plyne z invariantu, že pokud algoritmus běž́ı, tak plat́ı
uk < n < vk. Když použijeme algoritmus pro výpočet mocniny popsaný v předchoźı
sekci, pak výpočet wk vyžaduje čas Õ(log2 n) (nebo O(log3 n)). Protože wk se

poč́ıtá nejvýše pro logn hodnot w, celá procedura vyžaduje čas Õ(log3 n) (nebo

O(log4 n)). Nyńı se vrát́ıme k našemu problému. Jak už jsme poznamenali, stač́ı
vyzkoušet nejvýše 1+log n hodnot b, zda pro ně neexistuje přirozené č́ıslo a takové,
že ab = n. Proto tento test vyžaduje čas Õ(log4 n) (nebo O(log5 n)).

Závěrečné poznámky. Č́ıslo 1 + ⌊log n⌋ je délka binárńıho zápisu č́ısla n a proto
neńı problém pracovat s log n. Hodnotu φ(r) můžeme zjistit prohledáńım všech
č́ısel 1, 2, . . . , r − 1 a zjǐstěńım, zda jsou nesoudělná s r. Protože r < log5 n tak
to vyžaduje čas Õ(log5 n). Druhá alternativa je provádět test

(

(x − a)n ≡ xn −
a mod (xr − 1)

)

n pro všechna a = 1, 2, . . . , ⌈log3.5 n⌉. V obou př́ıpadech uvedená
časová analýza dává stejný odhad. Na závěr si všimněte, že posledńı algoritmus
vlastně nalezne nejmenš́ı přirozené č́ıslo a, že ak ≥ n, tedy a = ⌈ k

√
n⌉. T́ım je

časová analýza algoritmu ukončena.
Tedy můžeme shrnout

Věta 4.14. Algoritmus 4.12 bude vyžadovat čas Õ(log
21
2 n) (nebo Õ(log

33
2 n).) �

Na závěr uvedeme několik hypotéz, jejichž platnost by vedla k zrychleńı algo-
ritmu.

Artinova hypotéza. Pro přirozené č́ıslo n, které neńı perfektńı čtverec, je počet
prvoč́ısel q ≤ m, pro která plat́ı oq(n) = q − 1, asympoticky nejvýše A(n) m

lnm
, kde

A(n) je Artinova konstanta taková, že A(n) > 0.35.

Hypotéza Sophie Germainové o hustotě prvoč́ısel. Počet prvoč́ısel q ≤ m
takových, že 2q + 1 je také prvoč́ıslo, je asymptoticky 2Cm

ln2 m
, kde C je konstanta

prvoč́ıselných dvojčat a odhaduje se na 0.6601618.

Když Artinova hypotéza plat́ı pro m = O(log2 n), pak r = O(log2 n). Vı́ se, že
když plat́ı zobecněná Riemannova hypotéza, pak Artinova hypotéza plat́ı. Když
plat́ı hypotéza Sophie Germainové, pak r = Õ(log2 n). V obou př́ıpadech by pak

časová složitost Algoritmu 4.12 byla Õ(log6 n) (to znamená, že za rozš́ı̌rené Rieman-
novy hypotézy by derandomizace Solovay-Strassenova algoritmu i Rabin-Millerova
algoritmu byly rychleǰśı).
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Soc. Sci. Bruxelles 20 (1986), 183–256, 281–397.

40. H. Williams, A modification of the RSA public-key encryption procedure, IEEE Trans. Inform.
Theory IT-26 (1980), 726–729.


