DATOVE STRUKTURY

Uvod.

Zakladni problém: Reprezentace mnozin a operace s nimi. V fadé uloh a algoritmu je tento
podproblém rozhodujici pro slozitost feseni, protoze tyto operace se mnohokrat opakuji.
Proto je tfeba navrhnout pro tyto tlohy co nejefektivnéjsi algoritmy (kazdy uSetfeny cas
mnohonasobnym opakovanim za¢ne hrat dulezitou roli). To vede k detailni analyze slozitosti
v zavislosti na vnéjsich okolnostech. Nelze Tict, zZe néktery algoritmus je nejlepsi, protoze za
urcitych okolnosti muze byt ‘méné efektivni’ algoritmus vyhodnéjsi.

Cilem této prednasky neni pouze seznamit véas s algoritmy pro feSeni téchto problémi,
protoze s témi jste se seznamili uz v prednasce ‘Algoritmy a datové struktury’. Hlavnim
cilem je ukézat vam prostiedky a metody, jak méfit a zjistovat jejich efektivitu, a tim vam
ukazat prostiedky, které vam umozni rozhodnout se v dané situaci pro urcity algoritmus.
Proto hlavni naplni této prednasky bude pocitani efektivity algoritmii. Budeme pocitat
za zjednodusenych pfedpokladu, protoze neumim fict (a ani to nelze, protoze vzdy zalezi
na konkrétnich okolnostech), které sofistikovanéjsi metody budou v praxi vhodné pro feseni
vaSeho problému. Cilem prednasky je seznamit vas s moznostmi, jak fesit tyto problémy, a se
zékladnimi metodami pro jejich feSeni. Nejprve si zadefinujeme asi nejzakladnéjsi problém,
ktery fesime v datovych strukturach.

Resime tzv. slovnikovy problém: Déno univerzum U, méme reprezentovat S C U a
navrhnout algoritmy pro nasledujici operace

MEMBER(z) — zjisti, zda x € S, a nalezne jeho ulozeni

INSERT(z) — kdyz « ¢ S, pak vlozi z do struktury reprezentujici S

DELETE(z) — kdyz x € S, pak odstrani x ze struktury reprezentujici S.

Efektivita algoritmu: ¢asova slozitost, prostorova slozitost;

vySetfené bud v nejhorsim pifpadé nebo v primérném pifpadé nebo amortizované.

Literatura:

K. Mehlhorn: Data Structures and Algorithms 1: Sorting and Searching, Springer 1984
http://www.mpi-sb.mpg.de/~mehlhorn/Dat Algbooks.html

J. S. Vitter, W.-Ch. Chen: Design and Analysis of Coalesced Hashing, Oxford Univ. Press,
1987
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HASOVANT

Pomoci bitového pole muzeme rychle implementovat operace MEMBER, INSERT a
DELETE.

Nevyhoda: kdyz je velké univerzum, pak je prostorova slozitost v nejlepsim piipadé ohrom-
na, ve Spatném pripadé nelze pole zadat do pocitace.

Hasovani chce zachovat rychlost operaci, ale odstranit pamétovou nédro¢nost. Prvni pub-
likovany ¢lanek o hasovani je od Dumney z roku 1956, prvni analyza hasovani pochazi od
Petersona z roku 1957, ale existuje technicka zprava od IBM o hasovani z roku 1953.

Zakladni idea: D&no univerzum U a mnozina S C U tak, ze |S| << |[U|. Méme funkci
h:U —{0,1,...,m — 1} a mnozinu S reprezentujeme tabulkou (polem) s m fadky tak, ze
s € S je ulozen na radku h(s).

Nevyhoda: mohou existovat ruznd s,t € S takovd, ze h(s) = h(t) - tento jev se nazyva
kolize.

Hlavni problém: feSeni kolizi.

Zakladni feseni: pouzijeme pole o velikosti [0..m — 1] a i-td4 polozka pole bude spojovy
seznam obsahujici v8echny prvky s € S takové, ze h(s) = i. Toto feSeni se nazyva hasovani
se separovanymi retézci.

Pitklad: U = {1,2,...,1000}, S = {1,7,11,53,73, 141,161} a funkece je h(z) = 2 mod 10.
Pak

P(0) = P(2) = P(4) = P(5) = P(6) = P(8) = P(9) = 0,
P(7)=<T7>, P(3)=<53,73>, P(1)=<1,141,11,161>.

Seznamy nemusi byt uspotradané.

Algoritmy operaci.

MEMBER(z)
Spocitdme i := h(z), t :== NIL
if i-ty seznam je neprazdny then

t :=prvni prvek i-tého seznamu

while t # x a t #posledni prvek i-tého seznamu do

t :=nasledujici prvek i-tého seznamu

enddo
endif
if t =z then Vystup: z € S else Vystup: x ¢ S endif

INSERT(x)
Spocitdme i := h(z), t := NIL
if i-ty seznam je neprazdny then
t :=prvni prvek i-tého seznamu
while t # x a t #posledni prvek i-tého seznamu do
t :=naésledujici prvek i-tého seznamu
enddo
endif
if t # x then vlozime x do i-tého seznamu endif



DELETE(z)
Spocitdme i := h(z), t :== NIL
if i-ty seznam je neprazdny then
t :=prvni prvek i-tého seznamu
while t # x a t #posledni prvek i-tého seznamu do
t :=naésledujici prvek i-tého seznamu
enddo
endif
if t = x then odstranime x z i-tého seznamu endif

V nésledujici analyze pfedpokldddme, ze hodnota funkce h(x) je spocitatelna v ¢ase O(1).
V nejhorsim piipadé operace vyzaduji ¢as O(|S|) (vSechny prvky jsou v jednom seznamu).
Pozadovana pamétova ndroénost O(m + |S|) (predpokldddme, Ze reprezentace prvku s € S
vyzaduje pamét O(1))

Pamét neni efektivné vyuzita.

Spocitame ocekdavanou délku Fetézcu za predpokladu

(1) h je rychle spocitatelnd (tj. O(1)) a neménnd béhem vypoctu;

(2) h rozdéluje univerzum U rovnomérné (tj. —1 < [h71(3)| — |71 (j)] < 1 pro 4,5 €
{0,1,...,m —1});

(3) S je ndhodné vybrand z univerza U (tj. pro dané n = |S| jsou vSechny podmnoziny
U o velikosti n reprezentovanou mnozinou S se stejnou pravdépodobnosti);

(4) kazdy prvek z U ma stejnou pravdépodobnost byt argumentem operace;

(5) velikost reprezentované mnoziny je vyrazné mensi nez velikost univerza.

Pouzité znaceni: |S| = n, m =pocet fetézcu, |[U| = N,
£(i) =délka i-tého Tetézce, a = > faktor naplnéni (load factor)

Dusledky predpokladi:

Prob(h(x) =1i) = % pro v8echna x € U a vSechna i = 0,1,...,m — 1;

Prob(€(i) = 1) = ppy = (})(£)"(1 = L)"~! pro vSechna i = 0,1,...,m — 1.
Vysvétleni: i-ty Tetézec ma délku [, pravé kdyz existuje podmnozina A C S takova, ze
|A| = [ (t8chto moznost je (7)), pro kazdé = € A plati h(z) = i (pravdépodobnost tohoto
jevu je (£)') a pro kazdé x € S\ A plati h(z) # i (pravdépodobnost tohoto jevu je

(1 — 2)~h). To znamend, Ze jev md binomidlni rozdélent.

Zde jsme nepiesni. Obecné pro ndhodné zvolené x € U a dané i je Prob(h(x) = i) = W
a kdyz existuji dvé ruznd i,5 € {0,1,...,m — 1} takova, ze |h=1(i)| # |h~1(j)], pak obecné

—1/.
L |U(|z)| + % Toto nastane i v piipadé, kdyz jsme jiz zvolili néjaky prvek v h=1(i). Protoze

v8ak predpokladame, ze n, m << |U| tak ve vSech uvazovanych piipadech je Prob(h(z) = i)
priblizné %, a muzeme tuto pravdépodobnost aproximovat hodnotou %
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Oc¢ekavana délka retézcu.
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Toto je standardni elementarni vypocet ocekavané hodnoty binomidlniho rozdéleni.

Vypocet druhého momentu.

E(I*) =E(1(—-1))+ E(),

B -1)=310-1) (7;) Lya - Lyt
1=0
% Z (7__22)(%>l—2(1 _ %)(n—2)—([—2) _
1=2
n(n—l)"2 n—2\ 1, Loy
n(n —1)
E(?) _n(7:n; 1) n _ %(1 nn—l 1).

Vypocet rozptylu.

var(l) =E(l— E(1))* = E(I*) — (E(]))* =
n—1 n

n n
—(1+ — :
m m m m m

Shrneme vysledky:
Ocekdvand délka fetézcu je > a rozptyl délky fetézcl je (1 — %) Toto jsou standardni
elementarni odvozeni druhého momentu a rozptylu binomialniho rozdéleni.



Ocekavany nejhorsi pripad.
Spocitdme E(N P) otekavanou délku maximalniho Fetézce.
Ozna¢me £(i) délku i-tého Fetézce. Pak

Prob(max¢(i) = j) = Prob(max /(i) > j) — Prob(mzaxf(z') >j+1).

7 (2

Pak muzeme pocitat:

E(NP) :Z j Prob(max ((i) = j) =
Zj(Prob(mZaXE(i) > j) — Prob(mzaxﬁ(i) >j+1)) =

Z j Prob(max £(i) > j) - Z j Prob(max£(i) > j +1) =

Zj Prob(mzaxﬁ(i) > ) — Z(] —1) Prob(miaxf(z') >j) =

> (j = j +1) Prob(max (i) > j) =

J

Z Prob(mzax (i) > j4).

Vysvétleni: Pti ¢tvrté rovnosti se v druhé sumé zvétsil index, pres ktery sc¢itame, o 1, v paté
rovnosti se k sobé daly koeficienty pti stejnych pravdépodobnostech ve dvou suméach.
Odtud

Prob(miax(ﬁ(i)) >j) =
Prob({(1) > jVe(2)>jV---Vim—1)>j) <

Vysvétleni: Prvni nerovnost plyne z toho, ze pravdépodobnost disjunkce jevi je mensi
nez soucet pravdépodobnosti jevi, druha nerovnost plyne z toho, ze i-ty fetézec ma délku
alesponn j, jakmile existuje podmnozina A C S takovd, ze |A| = j (téchto moznosti je
(?)) a pro kazdé z € A plati h(z) = i (pravdépodobnost tohoto jevu je (-5)7). Protoze
pravdépodobnost je pro vSechna ¢ stejna a ¢ nabyva m hodnot, dostavame druhou nerovnost.
Nésledujici rovnost plyne z rozepsani binomickych koeficientii. Posledni nerovnost dostane-
me nahrazenim n — k£ hodnotou n.

Dausledek. .
Prob(max(£(i)) > j) < min{Ln(%)j—lﬁ}
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Predpoklad: a = 2 < 1. Ukazeme, ze pro dostatecné velka n pro

n
m

jo = min{j | n(Z)y1 L <1
0 m j' ~

< (140(1)) logn

plati '] loglogn

. K tomu pouzijeme Stirlingtiv vzorec pro faktorialy

-\ J
. : J 1 1 .3
l=4/2 = 1 (0]
J ”(e) ( T 1gj tassz TOU >)
a nasledujici lemma.

Lemma. Kdyz (£)4 <n, pak ¢ < (1+ o(1)) 1L

Inlnn "

Diikaz. Vsimnéme si nejdiiv, ze plati

1 1 1
(lﬂ( el )—1) nn =(nlnn —Inlnlnn — 1) nno_

Inlnn Inlnn Inlnn
Inn(lnlnlnn) Inn
Inn — — —
Inlnn Inlnn
Inlnlnn 1
| 1-— — = (1 1)1
nn Inlnn lnlnn) (1+0(1)) Inn,
protoze lim,, .o lrl‘rllrllrllr;l” =0 = limy, .00 ﬁ Odtud plyne, ze pro kazdé ¢ > 0 a pro

dostatecné velkd n plati:

Inn

(1n((1+e) )—1) (1420

Inlnn

a tedy

Inn

Inn Inlnn
(lnlnn) _ e(l—i—o(l))lnn < g<n>n7

e

kde g je funkce takovd, Ze lim,, .o, g(n) = 1, ale kdyz ¢ > (14¢) 22 pro e > 0 a dostatecné

Inlnn
velkd n, pak (2)7 > e(1+ I > n. Protoze (£)? je rostouci funkce, tak dostdvame, ze

< (L+o(D)(am). O

Inlnn

Protoze & < 1, tak plati, ze
m

Inn

jo = min{j | n(;b ]1 <1} <min{j [n < jl} <min{j[n <( ) '} < (1+0<1>)1n1nn'



Toto pouzijeme pii odhadu E(N P).
E(NP) =Y Prob(max((i)) > j) <

Zmin{l,n(%)jﬂ%} =

Jo = n 1 = n
-1 ; R
2+ 2L (YT st 3L 5=
Jj=1 j=jo+1 J=jo+1
o Jo! L
Jo+ — — < Jo+ Z( )0 =
Jo! & ! = jo+1
Jj=jo+1 j=jo+1
1
o+ 1
jo + —4+ T = Jo+ — = O(j)
o1 + Jo
Vysvétleni: Pii druhé rovnosti jsme pouzili, ze n(%)jA% < 1, pravé kdyz j < jo. Pii
druhé nerovnosti jsme pouzili, ze - < 1, pri tret{ nerovnosti jsme pouzili, ze % <la
jot -1 < ( ! )i,
T 7 < (=

Shrneme ziskany vysledek

Véta. Za predpokladu o = > < 1 je pfi hasovani se separovanymi retézci horni odhad

ocekdvané délky maximéalniho Fetézce O( lolg‘)ﬁogn).

Kdyz 0.5 < a <1, je to zaroven i dolni odhad.

Ocekavany pocet testa.
Test je porovnani argumentu operace s prvkem na daném misté fetézce nebo zjisténi, ze
vySetfovany fetézec je prazdny.
Budeme rozlisovat dva piipady:
uspésné vyhleddvani — argument operace je mezi prvky reprezentované mnoziny,
neuspésné vyhledavéni — argument operace neni mezi prvky reprezentované mnoziny.

Neuispésné vyhledavani.
Ocekavany pocet testu:

E(T) =Prob(¢(i) = 0) + Y _ I Prob(£(i) = 1) =
l

DPn,o + Z lpn,l =
l

(1—l)”—|—ﬁ ~e Y+ a.
m m
Vysvétleni: Zjisténi, zda fetézec je prazdny, vyzaduje jeden test, tj. Prob(¢(i) = 0) neni s
koeficientem 0, ale 1. Protoze pravdépodobnosti jsou stejné pro vSechny fetézce, nemusime
specifikovat fetézec, ktery vysetiujeme, staci psat obecné i. ), Ip,; jsme spocitali pii
vypoctu ocekavané délky tetézce.
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U’spééné vyhledavani.

Zvolme jeden fetézec prvku o délce [. Pocet testu pti vyhledani vSech prvku v tomto fetézci

Je
I+1
1424 +1= ( ; )

Ocekavany pocet testu pti vyhledani vsech prvka v néjakém fetézci je

S (15 ) provter =0 =3 (1 o

l l

Ocekany pocet testl pii vyhledani vSech prvka v tabulce je m), (lzl) Dl

Ocekavany pocet testu pro vyhledani jednoho prvku je
n n n
m [+1 m 9
E lE_O ( 9 )pn,l :%( ZE_OZ Pn,l + lE_O lpn,l) =

m n n
%(;l(l — 1)png + QIEZ;Z]%,Z) =

m nn—1) 2n, n-—1

- (7 ) — 1%
Qn( m2 m) 2m +

o
1+ —.

2

Jiny postup: Predpoklddejme, Ze pocet testu pfi uspésném vyhledavani prvku x € S je
14+pocet porovnani klict pii neuspésném vyhleddvéani x v operaci INSERT (z). Pak pocet
porovnani klicu je délka fetézce, a proto otekavany pocCet porovnani klicu je ocekdvand
délka tetézce. Tedy ocekavany pocet testu pii uspésném vyhledavani x je 1+ocekavana
délka fetézce v okamziku vkladani x, neboli

n—1

n “
=0

Veéta. Pii hasovani se separovanymi retézci je ocekavany pocet testil pri neuspesném vy-
hledavani ptiblizné e~ + « a pii tispéSném vyhleddvéni priblizné 1 + 5.

Nasledujici tabulka dava prehled ocekavaného poctu testt pro ruzné hodnoty o

o 0] 0.1 0.2 0.3 0.4 | 0.5 0.6
nedsp. vyh. |1 [1.005 |1.019 |1.041 |1.07 |1.107 (1.149
uspés. vyh. |1 | 1.05 1.1 1.15 | 1.2 | 1.25 | 1.3

o 0.7 0.8 0.9 1 2 3
neusp. vyh. |1.196 |1.249 |1.307 |1.368 |2.135 3.05
uspés. vyh. | 1.35 1.4 1.45 1.5 2 2.5




Vsimnéte si, ze ocekavany pocet testu pti neiuspésném vyhledavani je mensi nez ocekavany
pocet testu pii dspésném vyhledavani, kdyz @ < 1. Na prvni pohled vypada tento vysledek
nesmyslné, ale duvod je, ze pocet testu pii uspésném vyhleddavani prumeérujeme proti n,
kdezto pfi neispésném vyhledavani proti m. Ilustrujeme to na nasledujicim piikladu:
Necht n = T a necht polovina neprazdnych fetézcii ma délku 1 a polovina mé délku 2.
Ocekavany pocet testu pri neuspésném vyhledavani:

1 test pro prazdné Tetézce a tetézce délky 1 — téchto pripadu je 5Tm

2 testy pro fetézce délky 2 — téchto piipadi je 7.

Ocekdvany pocet testl je - (122 4 27) = L.

Ocekavany pocet testu pfi uspésném vyhledavani:
1 test pro prvky na prvnim misté fetézce — téchto pripadu je 2?”
2 testy pro prvky, které jsou na druhém misté fetézce — téchto pripadu je 5.
L 1.4 , . o s 1012 — 4
Ocekdavany pocet testl je ~(15' +2%) = 3. )
Velikost « je doporuc¢ovana mensi nez 1, ale nema byt hodné mald, protoze by pamét nebyla

efektivné vyuzita.

HASOVANT S USPORADANYMI SEPAROVANYMI RETEZCI

VylepsSeni metody: hasovani s usporadanymi fetézci. Rozdil proti puvodni metodé — fetézce
jsou uspoiadané ve vzrustajicim potradi. Protoze fetézce obsahuji tytéz prvky, je pocet
ocekavanych testu pri uspésném vyhledavani stejny jako u neusporadanych fetézcu. Pii
neuspésném vyhledavani kon¢ime, kdyz argument operace je mensi nez vySetfovany prvek
v Fetézci, tedy koncime difv. Nésledujici véta (bez dukazu) uvadi o¢ekavany pocet testu v
neuspésném piipadeé.

Véta. Ocekavany pocet testu pri netspésném vyhledavani pro hasovani s usporadanymi
retézci je priblizné e~ +14-§ —é(l—e*a). Ocekdvany pocet testil pri uspésném vyhleddvani
pro hasovani s usporddanymi fetézci je priblizné 1 + 5.
Uvedeme algoritmy pro operace s uspoirdadanymi fetézci.

Algoritmy.

MEMBER(z)
Spocitdme i := h(z), t :== NIL
if i-ty seznam je neprazdny then
t :=prvni prvek i-tého seznamu
while t < x a t #posledni prvek i-tého seznamu do
t :=naésledujici prvek i-tého seznamu
enddo
endif
if t =z then z € S else x ¢ S endif

INSERT(x)
Spocitdme i := h(z), t :== NIL
if i-ty seznam je neprazdny then
t :=prvni prvek i-tého seznamu
while ¢t < x a t #posledni prvek i-tého seznamu do



t :=nasledujici prvek i-tého seznamu
enddo
endif
if t # x then
if x <t then
vlozime z do i-tého seznamu pied prvek ¢
else
vlozime x do i-tého seznamu za prvek ¢
endif
endif

DELETE(x)
Spocitdme i := h(z), t := NIL
if i-ty seznam je neprazdny then
t :=prvni prvek i-tého seznamu
while t < x a t #posledni prvek i-tého seznamu do
t :=naésledujici prvek i-tého seznamu
enddo
endif
if t = x then odstranime x z i-tého seznamu endif

Nevyhody hasovani se separovanymi fetézci —

nevyuziti alokované paméti (nehospodarné)

pouzivani ukazatelu (cache).
Reseni: vyuzit pro Fetézce puvodni tabulku. Pak fadky tabulky musf mit strukturu, kterd
umoznuje prohledavat fetézce, a velikost reprezentované mnoziny muze byt nejvyse rovna
velikosti tabulky.

Polozky tabulky:
key,
odkaz na ulozena data,
polozky pro praci s tabulkou.

Ptredpokladame, ze data jsou velka, v tom ptipadé se ukladaji mimo tabulku. V tabulce je
jen odkaz na ulozena data. PTi popisu préace s tabulkou tuto ¢ist budeme vynechévat (tj.
data budou pouze klic).

Podle reseni kolize délime dal hasovani:

hasovani s premistovanim, hasovani s dvéma ukazateli,
srustajici hasovani,
dvojité hasovani a hasovani s linearnim pfidavanim.

HASOVANT s PREMISTOVANIM
Polozky pro praci s tabulkou: next, previous

polozka next — ¢islo fadku tabulky obsahujici nasledujici polozku seznamu
polozka previous — ¢islo fadku tabulky obsahujici predchéazejici polozku seznamu.
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Protoze velikost tabulky omezuje velikost reprezentované mnoziny, muze nastat preplnéni. O
feSeni pripadného preplnéni pojedname pozdéji na str. 29. Stejny zpusob feSeni preplnéni se
pouziva i v dalsich metodach, kde velikost tabulky omezuje velikost reprezentované mnoziny.

Piiklad: U = {1,2,...,1000}, h(z) = x mod 10,

ulozend mnozina S = {1,7,11,53,73,141,161},

fetozce: P(1) = (1,141,11,161), P(3) = (73,53), P(7) = (7).
Hasovaci tabulka:

fadek |key |next previous
P(0)

P(1) |1 9

P(2)

P(3) |73 6

P(4)

P(5) |[161 8
P(6) |53 3
P(7) | 7

P(®) |11 5

P9) (141 | 8 1

Tabulka vznikla néasledujici posloupnosti operaci:
INSERT(1), INSERT(141), INSERT(11), INSERT(73), INSERT(53),
INSERT(7), INSERT(161).

Algoritmy.

MEMBER(z)

Spocitdme i := h(x)

if i.previous #prazdné nebo i.key =prazdné then Vystup: = ¢ S, stop endif
while i.next #prazdné a i.key # = do i := i.next enddo

if i.key = x then Vystup: z € S else Vystup: = ¢ S endif

DELETE(z)
Spocitame i := h(x)
if 7.previous #prazdné nebo i.key =prazdné then stop endif
while i.next #prazdné a i.key # = do i := i.next enddo
if 1.key = x then
if 1.previous #prazdné then
(i.previous).next := i.next
if i.next #prazdné then (i.next).previous := i.previous endif
1.key = i.next := i.previous := prazdné
else
if i.next #prazdné then
i.key := (i.next).key, i.next := (i.next).next
if ((2.next).next) #prazdné then ((i.next).next).previous := i endif
(i.next).key := (i.next).next := (i.next).previous := prazdné
else
i.key := prazdné



endif
endif
endif

INSERT(x)
Spocitdme i := h(x)
if i.key = NIL then i.key := x, stop endif
if 1.previous # NI Lthen
if neexistuje prazdny fadek tabulky then
Vystup: preplnéni
else
necht j je volny fadek tabulky
j.key :=i.key, j.previous := i.previous, j.next := i.next, (j.previous).next := j
if j.next # NIL then (j.next).previous := j endif
1, key := x, i.next := i.previous :=prazdné
endif
else
while i.next # NIL a i.key # x do i := i.next enddo
if i.key # x then
if neexistuje prazdny radek tabulky then
Vystup: preplnéni
else
necht j je volny fadek tabulky
i.next := j, j.key := x, j.previous :=1
endif
endif
endif

V piikladu provedeme INSERT(28), novy fadek je 4. fadek
— vysledna haSovaci tabulka

fadek |key |next previous
P(0)

P(1) |1 9

P(2)

P(3) |73 6

P4) |11 5 9
P(5) |[161 4
P(6) |53 3
P(7) | 7

P(8) | 28

P9) [141 | 4 1

Ocekavany pocet testu je stejny jako pro hasovani se separovanymi retézci:

uspésné vyhledavani: g—;l +1~=1+%
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neuspésné vyhledavani: (1 — %)” + = ~e Y +a,
kde m = velikost tabulky, n = velikost S, tj. pocet ulozenych prvki, a = - = faktor
zaplnéni.

HASOVANT S DVEMA UKAZATELI

Nevyhodou hasovéni s pfemistovanim je v operaci INSERT piipad, Ze previous h(i)-tého
fddku je neprdzdny. Pak piemistujeme polozku na h(i)-tém fddku na volny fddek a to
vyzaduje vice ¢asu — operace s premisténim polozky. Toto odstranuje dalsi implementace
hasovani se separujicimi fetézci.
Polozky pro praci s tabulkou — next, begin

Polozka next — ¢islo fadku tabulky obsahujici nasledujici polozku seznamu

Polozka begin — ¢islo fadku tabulky obsahujici prvni polozku seznamu s touto adresou
Stejnd data jako v minulém ptipadé
Hasovaci tabulka:

fadek |key |next |begin
P(0)

P(1) 1 9 1
P(2)

P(3) |73 7 3
P(4)

P(5) | 161

P(6) 7

P(7) |53 6
P@8) |11 | 5

P(9) |141 | 8

Tabulka vznikla néasledujici posloupnosti operaci:
INSERT(1), INSERT(141), INSERT(11), INSERT(73), INSERT(53), INSERT(7),
INSERT(161).

Algoritmy.

MEMBER(z)

Spocitdme i := h(x)

if i.begin =prézdné then Vystup: x ¢ S, stop else i := i.begin endif
while i.next #prazdné a i.key # = do i := i.next enddo

if i.key = x then Vystup: z € S else Vystup: = ¢ S endif

DELETE(x)
Spocitame i := h(x)
if 1.begin =prazdné then stop else j := 1, i := i.begin endif
while i.next #prazdné a i.key # = do j := i, i := i.next enddo
if i.key = x then
if 1 = j.begin then
if i.next #prazdné then
j-begin := i.next



else
j.begin :=prazdné
endif
else
j.-next := i.next
endif
1.key := i.next :=prazdné

endif

INSERT(x)
Spocitdme i := h(x)
if i.begin =prazdné then
if 1.key =prazdné then
1.key := x, 1.begin =1
else
if neexistuje prazdny radek tabulky then
Vystup: preplnéni
else
necht j je volny fadek tabulky
j.key = x, i.begin := j
endif
endif
else
1 :=1.begin
while i.next #prazdné a i.key # = do i := i.next enddo
if 1.key # x then
if neexistuje prazdny radek tabulky then
Vystup: preplnéni
else
necht j je volny fadek tabulky
i.next := 7j, j.key :=x
endif
endif
endif

V piikladu provedeme INSERT(28), novy rddek je 4. fadek
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— vysledna haSovaci tabulka

radek |key |next |begin
P(0)

P(1) |1 9 1
P(2)

P(3) |73 7 3
P(4) |28

P(5) |161

P®6) | 7

P(7) |53 6
P@®) |11 5 4
P9) (141 | 8

Algoritmus pii praci s polozkami je rychlejsi nez pii hasovéni s piemistovanim, ale zac¢atek
fetézce v jiném misté tabulky pridava jeden test. Vysledek bez odvozovani:
Ocekavany pocet testu:

uspésny pripad: 1+ m‘é}jg—?) + g;nl ~1+ %2 + ¢

nelspésny pripad: ~ 1 + 0‘72 +a+e *2+a)—2.

SRUSTAJICT HASOVANT

Srustajici hasovani se déli podle prace s paméti na standardni a na srustajici hasovani
s pomocnou paméti (které se nazyva jen srustajici hasovéni) a podle zpusobu ptidéavani
dalstho prvku.

Popiseme metody:
Standardni srustajici hasovani: LISCH, EISCH,
Srustajici hasovani: LICH, VICH, EICH.

Vsechny metody pro praci s tabulkou pouzivaji jen polozku next — ¢islo fadku tabulky
obsahujici néasledujici polozku seznamu.

Zakladni idea: Tetézec zaCind na svém misté, ale pokud uz tam byl ulozen néjaky udaj, pak
fetézec tohoto tudaje sroste s fetézcem zacinajicim na tomto fadku. To znamend, Ze prvky
fetézce, ktery zac¢ind na tomto misté, budou ulozeny v fetézci, ktery uz je ulozen na tomto
misté, ale jen od tohoto mista dal.

Metody EISCH a LISCH.

EISCH - early-insertion standard coalesced hashing
LISCH - late-insertion standard coalesced hashing.
Organizace tabulky je stejnd jako v predchozich ptipadech.
Zakladni ideje: LISCH pridava novy prvek na konec fetézce,
EISCH pfidava novy prvek x do Fetézce na fadek h(x) (pokud je prazdny) nebo hned za
prvek na radku h(x)



Piiklad: U = {1,2,...,1000}, h(z) = 2 mod 10
mnozina S = {1,7,11,53,73,141,171} je ulozena v haSovaci tabulce

Tabulka pro metodu LISCH vznikla nésledujici posloupnosti operaci:
INSERT(1), INSERT(141), INSERT(11), INSERT(73), INSERT(53),

INSERT(161), INSERT(7).

Pro metodu EISCH tabulka vznikla nasledujici posloupnosti operaci:
INSERT(1), INSERT(161), INSERT(11), INSERT(73), INSERT(53), INSERT(7),

INSERT(141).

Provedeme INSERT(28), piiddvame do évrtého radku, vyslednd tabulka vlevo je pro meto-

radek |key mnext
P(0)

P(1) 1 9
P(2)

P(3) | 73 6
P(4)

P(5) 7
P(6) | 53
P(7) |161 | 5
P(8) |11 7
PO) |141 | 8

du LISCH, vpravo pro metodu EISCH.

radek | key mext radek | key mext
P(0) P(0)

P(1) |1 9 P(1) |1 9
P(2) P(2)

P3) |73 | 6 P3) |73 | 6
P(4) |28 P4) |28 | 7
P(B) |7 4 P(B) | 7

P(6) |53 P(6) |53

P(7) 161 | 5 P(7) 161 | 5
P@®) |11 7 P@®) (11 | 4
P9) [141 | 8 P9) (141 | 8

Algoritmy.

Algoritmus operace MEMBER je pro obé metody stejny.

MEMBER (z)
Spocitame i := h(x)

while i.next #prazdné a i.key # = do i := i.next enddo
if i.key = x then Vystup: z € S else Vystup: = ¢ S endif
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Metoda LISCH — INSERT(x)
Spocitdme i := h(x)
while i.next #prazdné a i.key # = do i := i.next enddo
if i.key # x then
if neexistuje prazdny fadek tabulky then
Vystup: preplnéni
else
necht j je prézdny fddek j.key := z, i.next := j
endif
endif

Metoda EISCH — INSERT ()
Spocitame k := i := h(x)
while i.next #prazdné a i.key # = do i := i.next enddo
if i.key # x then
if neexistuje prazdny fadek tabulky then
Vystup: preplnéni
else
necht j je volny fadek tabulky
j.next := k.next, k.next .= j, j.key :=x
endif
endif

Efektivni operace DELETE neni zndmé, ale i primitivni algoritmy pro operaci DELETE
maji rozumnou ocekavanou ¢asovou slozitost.

Analyza slozitosti téchto algoritma.

Popis situace: Ulozena mnozina S = {s1, s2,..., s, } do tabulky velikosti m, je dan prvek
Sn+1 & mame zjistit, zda s,+1 € S. Oznacme a; = h(s;) proi = 1,2,...,n+ 1, kde h je
pouzita hasovaci funkce.

Ptedpoklad: vSechny posloupnosti aj,as,...,a,+1 jsou stejné pravdépodobné. Vybér

prazdného radku je pevné dany, to znamena, ze pfi stejné obsazenych tadcich dostaneme
vzdy stejny prazdny fadek.

Netuspésné vyhledavani (s,41 ¢ 5).

Oznaceni: C(aq,as,...,an;a,+1) Oznacuje pocet testu pro zjisténi, ze s, ¢ S. Plati:
ocekavany pocet testu pri neuspésném vyhledavani v mnoziné S je

ZC(CLl,GQ, .. -yan;an—i—l)

mn+1 ’
kde se s¢itd pies viechny posloupnosti a1, as, ..., a,41 — a téch je mnti,
Retézec délky [ v mnoziné S je maximélni posloupnost adres (by,be,...,b;) takova, ze
b;.next = b;11 proi =1,2,...,1 — 1. Kdyz adresa a,1 je -ty prvek v fetézci, pak pocet

testli je | — i 4 1. Retézec délky [ prispél k souétu S Clai, as, ..., an; app1) Poctem testi
1+2+4-+1=1+ ().



cn (1) = pocet vSech tetézcu délky [ ve vSech reprezentacich n-prvkovych mnozin (ztotozinuje-
me dvé mnoziny, které mély stejnou posloupnost adres pfi ukladani prvku), pak

Y Clar,ag, ... an;ant1) = cn(0) + > (1 + (é)y;nu)
=1

=1 =1

kde ¢, (0) je pocet prazdnych fadku ve vSech reprezentacich.
Reprezentace S ma m — n prazdnych radku,
vSech posloupnosti n-adres je m™, proto

cn(0) = (m —n)m".

>y len(l) je celkovd délka vsech Fetézct ve vsech tabulkdch reprezentujicich vsechny n-
prvkové mnoziny, a proto

Z len (1) = nm™.
=1

Spocitame S, = >, (é)cn(l) Nejprve rekurentni vztah pro ¢, (l). Pfidavame prvek s
adresou a, 1. Pak fetézec délky [ v reprezentaci S zustal stejny, kdyz adresa a,+1 nelezela
v tomto Fetézci, v opacném piipadeé se délka fetézce zvétsila na [+ 1. Proto pridani jednoho
prvku vytvorilo z fetézce délky [ celkem m — [ fetézcu délky [ a [ fetézcu délky [ + 1.
Vyscitanim pies vSechny n-prvkové posloupnosti adres dostavame

Cn+1(l) = (m —=Den (D) + (1 —1)ep(1—1).

Odtud

(é) (m+2)en-1() + Y len1(l) =

(m+2)S,_1+ (n—1)m" 1,
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kde jsme pouzili, ze ¢,_1(n) = 0, a identitu
(m—l)(é) +l(l—gl) :%(l2m—lm—l3+l2+l3+l2) =
%(l2m —Im + 20%) =
%(l2m —Im+2(=1)+1=

(m+2) (;) + 1.

Rekurence pro 5,, dava

:(m+2) n1+(n—1) =
(m+2)%Sy—o + (m+2)(n—2)m" > + (n = 1)m" " =
(m+2)°S,- 3+(m+2)2(n 3)m" 3+
(m=+2)(n—2)m" 24+ (n—1)m" ! =
(m+2)" 'S+ > (m+2)'(n—1—iym" '~ =

1=0
(m+2)”—12(n—1—j)(ml+z)nfl—i:

e Sy

kde jsme vyuzili, ze Sy = 0. Spocitdme soucet T = >0 ic' pron=1,2,... ac# 1. Z
I =>"" ic'™! plyne

TL+1 n
(c— DT =cTl = T8 =) (i—1)c’ =) i =
1=2 =1

n

nc"tt 4 (Z((z —1)c" —ic")) —c=

Tedy plati




Protoze %5 # 1, dostdvame, ze

&f4m+mn1(_lﬂﬁbfﬂ—n@ﬁaﬁ+ﬁb:
(2 —1)°
i(m+ Al 1)(#%)n+1 B ”(mn—i z)n mﬂ—i 2] =
iﬁn_nmwl_ﬂm+ﬂwf+nmn+mﬂ:
i( (m+2)" — m™ — 2nm").

Ocekavany pocet testu pii neispésném vyhledavani je

(m —n)m™ +nm" + 1 (m(m +2)" — m" ™! — 2nm")

mn+1
m™ + 2 (m(m +2)" —m"T — 2pm")
mn+1 =
1 2 2n 1
1+—((1 S 1= ) 14 (22— 1 - 20).
+7(+—=)" —) ~ 1+ (e a)

Tento odhad je stejny pro obé metody — LISCH i EISCH, protoze maji stejné posloupnosti
adres (lisf se jen pofadim prvku v jednotlivych fetézcich).

Uspésny piipad (Sn41 € 5).

Ocekavany pocet testu pii uspésném vyhledavani v modelu LISCH spocitame stejnou meto-
dou jako pro hasovani se separujicimi fetézci. Pro vyhledani prvku s,11 € S je pocet testu
roven 1+4pocet porovnani klica pii operaci INSERT (s,,41). Kdyz s,,4+1 je vloZen na misto
h(Sn+1), nebyl porovnavan zadny kli¢ a test bude 1, kdyz h(s,+1) byl na na i-tém misté
v tetézci délky [, pak bylo pii operaci INSERT(s,,+1) pouzito [ — i + 1 porovnéni klica a
ted se pouzije | — i + 2 testil. Podle predchozi ¢édsti analyzy dostaneme, ze ocekdvany pocet
porovnani klicu pii nedspésném vyhledavani je

(3 (e =

=1

1 1
T (nm™ + 1 (m(m +2)" —m"™ —2pm")) =
1 2 2
T+ =) =142,

Tedy ocekavany pocet testu pri uspésném vyhleddvani v n-prvkové mnoziné je podle pred-
chozi analyzy roven 1 + n-tina souctu ocekdavaného poctu porovnani klicu pii neuspésném
vyhledavani v i-prvkové mnoziné, kde ¢ probiha cisla 0,1,...,n — 1. Podle pfedchozich
vysledku je hledany soucet

— ) : 1 ln_l n
Zl 1+%]:l%_ﬁ+ﬁz
:04 m 4 I+ = — 4  2m

m 2., 2n n°—n
g =1-20+
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Tedy ocekavany pocet testu v tispésném piipadé pro n-prvkovou mnozinu je

m 2 2n n—1 1 o
1+ —(1+ )" —1-=— ~14—(e*—1-2 —.
+8n(( +m> m)+ 4m +804(6 &>+4

Pro metodu EISCH je ocekavany pocet testu v ispésném piipadé
m 1 1
(14 =) = 1) ~ —(e* — 1).
n (( + m) ) a(e )

prvek hned za misto, kde mé byt ulozen). Chyba aproximace pro tyto odhady je O(%)
Metody LICH, EICH, VICH.

LICH - late-insertion coalesced hashing
EICH - early-insertion coalesced hashing
VICH - varied-insertion coalesced hashing.

Zakladni idea: Metody pouzivaji pomocnou pamét. Tabulka je rozdélena na adresovaci ¢ast
a na pomocnou pamét, kterd neni dostupna pomoci hagovaci funkce, ale pom&hé pii feseni
kolizi. Metody se lisi operaci INSERT. Vsechny metody pii kolizi nejprve pouziji radek
tabulky z pomocné ¢asti a teprve, kdyz je pomocna ¢ast zaplnéna, pouzivaji adresovaci ¢ast.
Metoda LICH: pti INSERTu vklada prvek vzdy na konec fetézce.

Metoda EICH: pti INSERTu vklada prvek z do tfetézce vzdy na misto hned za tadkem
h(z).

Metoda VICH: Pri INSERTu, kdyz novy tddek je z pomocné ¢ésti, tak je vlozen s novym
prvkem na konec fetézce, kdyz je pomocna ¢ast paméti vycerpana, tak se fadek s novym
prvkem vklada do fetézce za posledni fadek z pomocné casti tabulky. Kdyz fetézec neob-
sahuje zadny fadek z pomocné paméti, tak se fadek s novym prvkem z vklada hned za fadek
h(z).

Idea: pomocnéa ¢ast ma zabranit rychlému srustani retézcu.

Tyto metody nepodporuji prirozené efektivni algoritmy pro operaci DELETE.
Piiklad: U = {1,2,...,1000}, h(z) = x mod 10,
S ={1,7,11,53,73,141,161}. Tabulka ma 12 fadki a m4 tvar

radek |key mext
P(0)

P(1) 1 10
P(2)

P3) |73 |11
P(4)

P(5) 7
P(6)

P(7) |161 | 5
P(g8) | 11 7
P(9)

P(10) (141 | 8
P(11) | 53




Hasovaci tabulka vznikla posloupnostmi operaci:

Pro metodu LICH:

INSERT(1), INSERT(73), INSERT(141), INSERT(53), INSERT(11),
INSERT(161), INSERT(7).

Pro metodu EICH:

INSERT(1), INSERT(73), INSERT(161), INSERT(53), INSERT(11),
INSERT(141), INSERT(7),

ale nedodrzovalo se, Ze se nejdiiv zaplnuji fadky z pomocné ¢éasti. Pti dodrzovani tohoto
pravidla takovato tabulka nemuze vzniknout.

Pro metodu VICH:

INSERT(1), INSERT(73), INSERT(141), INSERT(53), INSERT(161),
INSERT(11), INSERT(7).

Aplikujeme operace INSERT(28) a INSERT(31), nové fadky budou fadky ¢islo 4 a 9.
Tabulka vytvorena pomoci metody LICH je na levé strané, metodou VICH je v prostiedku
a metodou EICH je na pravé straneé.

radek |key mext ||fadek |key mext |[fadek |key mnext
P(0) P(0) P(0)

P(I) |1 |10 |[P() |1 |10 |[P(Q) | T |9
P(2) P(2) P(2)

P3) |73 |11 P3) |73 |11 P3) |73 |11
P(4) |28 |9 |P@) |28 |7 |[PA) |28 |7
P(5) 7 4 P(5) 7 P(5) 7
P(6) P(6) P(6)

P(7) |161 | 5 P(7) |161 | 5 P(7) |161 | 5
P@) |11 |7 PR [11 |4 |[P®) |11 | 4
PO) |31 P9) |31 8 P |31 |10
P(10) [141 | 8 | P(10) |141 | 9 | P(10) |141 | 8
P(11) | 53 P(11) | 53 P(11) | 53

Algoritmy.

Algoritmus operace MEMBER je pro tyto metody stejny jako pro LISCH a EISCH

MEMBER(z)

Spocitame i := h(x)

while i.next #prazdné a i.key # x do i := i.next enddo

if i.key = x then Vystup: z € S else Vystup: = ¢ S endif

Algoritmus operace INSERT je pro metodu LICH stejny jako pro metodu LISCH a pro
metodu EICH je stejny jako pro metodu EISCH s jedinym dopliikem, pokud existuje prazdny
rfadek v pomocné c¢asti, tak j-ty radek je z pomocné c¢asti. Tento predpoklad je i pro
algoritmus INSERT pro metodu VICH.

Metoda LICH — INSERT(x)

Spocitame i := h(x)

if i.key = NIL then i.key = x, stop endif

while i.next # NIL a i.key # x do i := i.next enddo



if 1.key # x then
if neexistuje prazdny fadek tabulky then
Vystup: preplnéni
else
necht j je prazdny fadek, j.key := x, i.next :=j
endif
endif

Metoda EICH — Insert(z)
Spocitame k := i := h(x)
if i.key = NIL then i.key = x, stop endif
while i.next # NIL a i.key # x do i := i.next enddo
if i.key # x then
if neexistuje prazdny fadek tabulky then
Vystup: preplnéni
else
necht j je volny fadek tabulky
j.mext := k.next, k.next := j, j.key :==x
endif
endif

Metoda VICH — INSERT (z)
Spocitame i := h(x)
if i.key = NIL then i.key = x, stop endif
while i.next # NIL a i.key # x do
if k neni definovano a i.next < m then k := ¢ endif
Poznamka: Podminka pro k je splnéna, kdyz jsme byli na zac¢atku nebo v pomocné c¢asti,
podminka na i.next je splnéna, kdyz i.next neni v pomocné ¢asti.
1 :=1.next
enddo
if i.key # x then
if neexistuje prazdny fadek then
Vystup: preplnéni
else
necht j je volny fadek, j.key := x
if k£ neni definovano then

1.next :=j
else
j.next := k.next, k.next :==j
endif
endif

endif

Slozitost algoritmt pro srustajici hasovani.
Zmaceni: n — velikost ulozené mnoziny,
m — velikost adresovaci casti tabulky,



m’ — velikost tabulky,

a = - — faktor zaplnéni,

B = ;= — adresovaci faktor,
A — jediné nezdporné feseni rovnice e™* + \ = %
Ocekavany pocet testu pro metodu LICH
neudspésny piipad:
e 5+ %, kdyz a < A\f3,
L4+3(EE N 13- 2420 = 5(% - ), kdyz o > A3
uspésny piipad:
1+ 35, kdyz a < A8,
L4+ 2 (FN —1-2(5 = A)B =3 +20) + 1(§+ ) + 31— 22), kdyz a > AB.

Ocekavany pocet testu pro metodu EICH
neudspésny piipad:

e 5+ %, kdyz a < A\f3,

FENE+3 - B +eF N E D+ (G- 5+ 55), kdyza > A8
uspésny piipad:

1+ 35, kdyz a < A6,

L+ 55+ 2((eF =11+ A) = (5 —N))(1+ 3+ 55), kdyz a > AB.

«

Ocekavany pocet testu pro metodu VICH
neudspésny piipad:

e 5+ %, kdyz a < A\f3,

5+ 13 Z1)(3- 2+ 23) - X
uspésny piipad:

1+ 35, kdyz a < A8,

a_ ) - o)\ .

i—l}—\ﬁ%—kg((eﬁ —1)(1—|—)\)—(%—)\))(I—F%—F%))—Fl—(%—)\—eﬁ + 1), kdyz

a > A\G.

& —\), kdyz a > A3

Chyba aproximace pro tyto odhady je O(log \/%)

HASOVANT S LINEARNIM PRIDAVANIM
Tabulka ma jedinou polozku — key

Zakladni idea: Pii operaci INSERT (z) vlozime x na tadek h(z), kdyz je prézdny, v
opatném piipadé nalezneme nejmensi i takové, ze tddek h(x) + i mod m je prézdny, a
tam vlozime z. Tato metoda byla motivovana snahou o co nejvétsi vyuziti paméti.

Komentéai: Metoda vyzaduje minimalni velikost paméti. V tabulce se vytvateji shluky
pouzitych radku, a proto pri velkém zaplnéni metoda vyzaduje velky pocet testi. Metoda
nepodporuje efektivni implementaci operace DELETE. Pti vyhledavani je tieba testovat,
zda nevysetifujeme podruhé prvni vySetiovany radek, a pro zjisténi preplnéni je vhodné mit
ulozen pocet vyplnénych fadku v tabulce. Pro standarni paméti neni vyhodna. Pii pouziti
cache-pameéti se vyrazné meéni jeji hodnoceni. Duvodem je, ze v tomto ptripadé hraje klicovou
roli nikoliv pocet testt, ale pocet prechodu mezi riznymi irovnémi paméti. Protoze tabulka



je reprezentovand polem, tak je tento poc¢et mensi nez u jinych metod. Proto se tato metoda
doporucuje pro pocitace s cache-paméti.

MEMBER(z)

Spocitdme i := h(x), h =i

if i.key = x then Vystup x € S, stop endif

if i.key =prézdny then Vystup: = ¢ S, stop endif

t:=14+1

while i.key #prazdny a i.key # r ai# h do i := i+ 1 mod m enddo
if i.key = x then Vystup: z € S else Vystup: = ¢ S endif

INSERT(x)

Spocitdme i := h(z), j :=0

while i.key #prazdny a i.key #x aj<mdoi:=1+1modm, j:=j+ 1 enddo
if j = m then Vystup: preplnéni, stop endif

if i.key =prazdny then i.key := x endif

Piiklad: Mdme universum U = {1,2,...,1000}, hasovaci funkci h(z) =  mod 10 a mnozinu
S ={1,7,11,53,73,141,161}. Tato mnozina je ulozena v levé tabulce. Provedeme operaci
INSERT(35). Vysledek je ulozen v pravé tabulce.

radek key radek key
P(0) P(0)

P(1) |1 P(1) |1
P(2) |11 P(2) |11
P(3) |73 P(3) |73
P(4) [141 P(4) 41
P(5) [161 P(5) [161
P(6) |53 P(6) |53
P(7) |7 P(7) |7
P(8) P(8) (35
P(9) P(9)

Tabulka vznikla posloupnosti operaci:
INSERT(1), INSERT(11), INSERT(73), INSERT(141), INSERT(161),
INSERT (53), INSERT(7).
Na zavér uvedeme slozitost této metody. Ocekavany pocet testi:
neuspésny pripad: ~ %(1 + (ﬁ)%,
Uspésny piipad: ~ (14 ).

DVOJITE HASOVANT

Zékladni nevyhoda ptfedchozi metody je zpusob vybéru dalstho fadku. Je velmi determi-
novan a dusledkem je vznik shluku radku, ktery vede k vyraznému zpomaleni metody.

Idea jak odstranit tuto nevyhodu: Pouzijeme dvé haSovaci funkce h; a ho a pfi operaci
INSERT(x) nalezneme nejmensi i = 0,1, ... takové, ze (hi(z)+ih2(z)) mod m je prazdny



radek, a tam ulozime prvek z.

Tabulka ma jedinou polozku — key.

Pozadavky na korektnost: Pro kazdé x musi byt ho(z) a m nesoudélné (jinak prvek x nemuze
byt ulozen na libovolném fadku tabulky).

Piedpoklad pro vypocet ocekdvaného poctu testu: posloupnost {hj(z) + iho(x) ?1:61 je
nahodna permutace mnoziny radku tabulky.

Nevyhoda: Uvedena metoda nepodporuje operaci DELETE.

Poznédmka: Metoda hasovani s linearnim piidavanim je specialni ptipad dvojitého hasovani,
kde ho(x) =1 pro kazdé =z € U.

Algoritmy.

MEMBER(z)

Spocitame i := hy(z), h:= ha(z), j:=0

while i.key #prazdny a i.key #x a j <m do i:=1+ hmodm, j:=j+ 1 enddo
if i.key = x then Vystup: z € S else Vystup: = ¢ S endif

INSERT(x)

Spocitame i := hy(z), h:= ha(z), j:=0

while i.key #prazdny a i.key #x a j <m doi:=1+ hmodm, j:=j+ 1 enddo
if j = m then Vystup: pfeplnéni, stop endif

if i.key =prazdny then i.key := x endif

Piiklad: Méjme universum U = {1,2,...,1000}. Hasovaci funkce jsou hq(x) = x mod 10 a
ho(xz) = 1+ 2(x mod 4), kdyz x mod 4 € {0,1}, ho(xz) = 3+ 2(z mod 4), kdyz x mod 4 €
{2,3}. Mnozina je S = {1,7,11,53,73,141,161}. Tato mnozina je uloZena v levé tabulce.
Aplikujme INSERT(35). Pak ho(35) = 9, tedy posloupnost pro z = 35 je

(5,4,3,2,1,0,9,8,7,6).

Vysledek je ulozen v pravé tabulce.

radek |key radek [key
P(0) |11 P(0) |11
P(1) |1 P(1) |1
P(2) P(2) (35
P(3) |73 P(3) |73
P(4) 141 P(4) |41
P() |7 P() |7
P(6) (53 P(6) (53
P(7) |161 P(7) |161
P(8) P(8)

P(9) P(9)

Tabulka vznikla posloupnosti operaci:

INSERT(1), INSERT(73), INSERT(53), INSERT(141), INSERT(161),
INSERT(11), INSERT(7).

Analyza vyhledavani v dvojitém hasovani.



Zl

Netspésny pripad.
Znageni: ¢;(n,m) — kdyz tabulka m& m fadku a je v ni obsazeno n tadku, tak je to

pravdépodobnost, ze pro kazdé j = 0,1,...,i — 1 je fddek hi(z) + jha(z) obsazen. Pak

QO(nam) = 17 Q1(n7m) = %, QQ(nam) = :Lgln__ll)) a obecné

gi(n,m) = Hijzlo(” —J)

Hj:()(m _]>

C(n,m) — otekdvany pocet testu v netuspésném vyhleddvani, kdyz tabulka ma m fadku a n
jich je obsazeno. Podle definice plati:

n

C(n,m) = (j +1)(a;(n,m) = gj1(n,m) qu n,m)

7=0

Daéle plati C(0,m) = 1 pro kazdé m a q;(n,m) = *q;_1(n —1,m — 1) pro vsechna j,n > 0
am > 1. Odtud

n

n
C’(n,m)zzoqj(nm )=1+— qu 1,m—1)):1—|—EC’(n—1,m—1).
J:
Indukci ukdzeme, ze C(n,m) = m”j:;il. Kdyz n = 0, pak C(0,m) = m”jg}rl =1 a tvrzeni
plati. Predpokladédme, Ze tvrzeni plati pro n — 1 > 0 a pro kazdé m > n — 1 a dokazeme
tvrzeni pro n a m > n. Plati

C(n,m) =1+ %C(n— ILm—1)=

n((m—1)4+1) B
1+m((m—1)—(n—1)—|—1) n
n m+1

1+ =

m—-n+1 m-n+1
Ocekavany pocet dotazu pfi neuspésném vyhledavani v tabulce s m tadky, z nichz n je

: m+1
obsazeno, je .

Ijspéény pripad.

Pouzijeme metodu ze separujicich fetézcu. Pocet dotazu pii vyhledavani x pro z € S je
stejny jako byl pocet dotazu pii vkladani x do tabulky. Tedy ocekavany pocet dotazu pti
uspésném vyhledavani v tabulce s m tadky, z nichz n je obsazeno, je

1 182 m+1

2 COm =2 T
m+1, 1 "
SOSFED ML
éln(mnjj;—ll—l)% éln(lia)'



Nasledujici tabulka ukazuje tyto hodnoty v zavislosti na velikosti a.

hodnota o | 0.5 [ 0.7 | 0.9 ]0.95 |0.99 0.999
= 2 [33 ]10 [20 [100 |1000
LIn(+%;) [1.38 [1.70 |2.55 |3.15 [4.65 | 6.9

POROVNAN{ EFEKTIVITY
Poradi metod hasovani podle o¢ekavaného poctu testi:

Netspésné vyhledavani.
Hasovani s usporadanymi fetézci,
Hasovani s fetézci=HaSovani s pfemistovanim,
Hasovani s dvéma ukazateli,
VICH=LICH,
EICH,
LISCH=EISCH,
Dvojité haSovani,
Hasovani s linearnim pridavanim.

Uspésné vyhledavani.

Hasovani s uspofddanymi fetézci=Hagovani s fetézci=HaSovan{ s piemistovdnim,

Hasovani s dvéma ukazateli,

VICH,

LICH,

EICH,

EISCH,

LISCH,

Dvojité haSovani,

Hasovani s linearnim pridavanim.
Poznéamka: Metoda VICH pfi netspésném vyhledavani pro a < 0.72 a pii uspésném vy-
hledavani pro a < 0.92 vyzaduje mensi ocekavany pocet testi nez metoda s dvéma ukazateli.
Pfi netspésném vyhleddvéani jsou metody VICH a LICH stejné a jsou o 8% lepsi nez EICH
a 0 15% nez metody LISCH a EISCH. Pt tspésném vyhledédvéani je VICH nepatrné lepsi
nez LICH a EICH o 3% lepsi nez EISCH a o 7% lepsi nez LISCH.

Ocekavany pocet testu pri tiplné zaplnéné tabulce.
Metoda s piemistovanim: netispésné vyhleddvani 1.5, ispésné vyhleddvani 1.4.
Metoda s dvéma ukazateli: ispésné i netspésné vyhledavani 1.6.
VICH: netspésné vyhledavani 1.79, ispésné vyhledavani 1.67.
LICH: netspésné vyhledavani 1.79, ispésné vyhleddvani 1.69.
EICH: netspésné vyhledavani 1.93, tispésné vyhledavani 1.69.
EISCH: netspésné vyhledavani 2.1, ispésné vyhledavani 1.72.
LISCH: netuspésné vyhledavani 2.1, iispésné vyhledavani 1.8.

Metodu s linedarnim pridavanim je dobré pouzit jen pro a < 0.7, metodu s dvojitym
hasovanim pro a < 0.9, pak ¢as pro nedspésné vyhledavani rychle narusta.



Vliv 8 = % pfi srustajicim hasovani.

P1i tspésném vyhledavani je optimalni hodnota 3 = 0.85, pti netspésném vyhledavani je
optimélni hodnota = 0.78. V praxi se doporucuje pouzit hodnotu § = 0.86 (uvedené
vysledky byly pro tuto hodnotu ().

Komentai: Metody se separujicimi Fetézci a srustajici hasovani pouzivaji vice paméti (pfi
srustajicim hasovani soucet adresovaci a pomocné ¢asti). Metoda s premistovdnim a metoda
dvojitého haSovani vyzaduji vice casu — na premisténi prvku a na vypocet druhé hasovaci
funkce.

DALST OTAZKY

Jak nalézt volny radek.

Za nejlepsi metodu se povazuje mit seznam (zdsobnik) volnych fadku a z jeho vrcholu
brat volny fadek a po tuspésné operaci DELETE tam zase tadek vlozit (pozor pii operaci
DELETE ve strukturédch, které nepodporuji DELETE).

Jak Tesit pfeplnéni.

Standardni model: Déna zakladn{ velikost tabulky m a pracuje se s tabulkami s 2'm fddky
pro vhodné ¢ = 0,1,.... Vhodné i znamend, ze faktor zaplnéni « je v intervalu < i, 1>
(s vyjimkou ¢ = 0, kde se uvazuje pouze horni mez). Pfi pfekroc¢eni meze se zvétsi nebo
zmensi ¢ a vSechna data se prehasuji do nové tabulky.

Vyhoda: Po prehasovani do nové tabulky je pocet operaci, které vedou k novému piehasova-
vani, roven alespon poloviné velikosti ulozené mnoziny.

Praktické pouziti: Nedrzet se striktné mezi, pouzivat malé pomocné tabulky pii pireplnéni a
posunout velké prehasovani na dobu klidu (aby systém nenechal uzivatele v normélni dobé
Cekat).

Jak fesit DELETE v metodach, které ho nepodporuji.

Pouzit ideu tzv. ‘falesného DELETE’. Odstranit prvek, ale fadek neuvolnit (i v kli¢i nechat
néjakou hodnotu, kterd bude znamenat, ze tadek je prazdny, polozky podporujici praci s
tabulkami neménit). Radek nebude v seznamu volnych 74adki, ale operace INSERT, kdyz
testuje tento radek, tam muze vlozit novy prvek. Kdyz je alespon polovina pouzitych radku
takto blokovana, je vhodné celou strukturu prehasovat. Pravdépodobnostni analyzu tohoto
modelu neznam.

Oteviené problémy.

Jak vyuzit ideje z hasovani s uspofddanymi fetézci pro ostatni metody Feseni kolizi (jmeno-
vité pro srustajici hasovéni).

Jakou metodu pouzit pro operaci DELETE ve srustajicim hasovani (problém je zachovat

ndhodnost ulozené mnoziny a tim platnost odhadu na slozitost operaci).

Jak nalézt druhou hasovaci funkci pro metodu dvojitého hasovani, aby vzniklé posloupnosti
adres pri operaci INSERT se chovaly jako ndhodné.

Zavér.
Pripomenme si predpoklady pro predchozi uvedené vysledky o hasovani:

(1) Hasovaci funkce se rychle spocita (v ¢ase O(1));



(2) Hasovaci funkce rovnomérné rozdéluje univerzum (to znamend, Ze pro dvé ruzné
hodnoty i a j hasovaci funkce plati —1 < |h71(3)| — A1 ()| < 1);

(3) Vstupni data jsou rovnomeérné rozdélena.
Diskutujme splnitelnost téchto predpokladu.
Predpoklad 1) je jasny.
Piedpoklad 2) — je vyhodné, kdyz rozdéleni univerza hasovaci funkei kopiruje znamé rozdéle-
ni vstupnich dat. Toto se pouzilo pfi navrhu pirekladace pro FORTRAN (Lum 1971). V
prekladaci byla pouzita metoda separovanych fetézcu a hasovaci funkce, ktera preferovala
obvyklé nazvy identifikatoru. Vysledky byly méteny, kdyz se preklada¢ FORTRANu pouzil
pro standardni vypocet. Ziskané vysledky se porovnavaly s teoretickymi vypocty za nasich
predpokladi. V nésledujici tabulce muzete porovnat vysledky ziskané teoretickymi vypocty
a naméiené hodnoty. Porovnani vysledku:

hodnota o« | 0.5 | 0.6 | 0.7 | 0.8 (0.9
experiment |1.19 |1.25 |1.28 |1.34 [1.38
teorie 1.25 | 1.30 |1.35 |1.40 [1.45

Zaveér: Podminky 1) a 2) muzeme splnit, kdyz zndme rozlozeni vstupnich dat, muzeme
dosahnout jesté lepsich vysledku.

Nevyhoda: Rozlozeni vstupnich dat nemuzeme ovlivnit a obvykle ho ani nezname. Je
realné, ze rozdéleni vstupnich dat bude nevhodné pro pouzitou hasovaci funkci. Dusledek —
na pocatku 70. let se zacalo ustupovat od hasSovani. Hledal se postup, ktery by se vyhnul
uvedenému problému s bodem 3). Nalezenému fesSeni je vénovan nasledujici text.

UNIVERZALNIT HASOVANT{

Reseni navrhli Carter a Wegman (1977), kdyz piisli s metodou univerzalniho hasovani, kterd
obchézi pozadavek 3). To vedlo k novému rozsahlému pouzivéni hasovani.

Zakladni idea: Misto jedné funkce mame mnozinu H funkci z univerza do tabulky velikosti
m takovych, ze pro kazdou mnozinu S C U, |S| < m se vétsina funkei chovd dobie vuci S
(tj. hasovaci funkce m4 jen mélo kolizi v mnoziné S). HasSovaci funkci zvolime ndhodné z
H (s rovnomérnym rozdélenim) a hasujeme pomoci takto zvolené funkce.

Modifikace ideje. Ovérovani vlastnosti vyzaduje znalost velikosti mnoziny H. Rychla
vycislitelnost h(x) vyzaduje analytické zadani funkei v H, ale zjisténi rovnosti dvou analy-
ticky zadanych funkef na univerzu U je problematické. Reenim problému je pouziti in-
dexové mnoziny. To znamend, ze H = {h; | i € I} a dvé funkce jsou ruzné, kdyz maji
ruzné indexy. Pak velikost systému bude velikost indexové mnoziny. Misto zvoleni hasovaci
funkce budeme volit ndhodné index s rovnomérnym rozlozenim a kdyz zvolime index 7, pak
budeme pracovat s hasovaci funkci h;. Oc¢ekavand hodnota ndhodné proménné f z mnoziny

I do realnych ¢isel bude prumeér pies I, tj. W
Formdlné: Necht U je univerzum. Soubor funkei H = {h; | i € I'} z univerza U do mnoziny
{0,1,...,m — 1} se nazyvé c-univerzilni (c je kladné redlné ¢islo), kdyz

o1

m

Va,y € U, w7y plati [{i € I'| hi(z) = hi(y)}] <



ol

Jako ekvivalentni definici lze pouzit toto tvrzeni: systém funkci H z univerza U do mnoziny
{0,1,...,m — 1} je c-univerzédlni, kdyz vybereme-li h € H s rovnomérnym rozdélenim, pak
pro kazda dvé ruzna x,y € U plati

c

Prob(h(x) = h(y)) < —.

m
Problémy: existence c-univerzalnich systému,
vlastnosti c-univerzalnich systému (zda spliuji pozadované ideje).
Existence univerzalnich systémai.
Univerzum U = {0,1,..., N — 1} pro prvocislo N,
H ={hgp | (a,b) €U x U},
kde hyp(z) = ((ax + b) mod N) mod m
(tj. indexovd mnozina je U x U a jeji velikost je N?).
Vyhoda: funkce z mnoziny H umime rychle vyé¢islit.
Zvolme z,y € U takovd, ze x # y. Chceme nalézt (a,b) € UxU takové, ze hy p(z) = ha p(y)-

Mus{ existovat i € {0,1,...,m —1}ar,s € {0,1,...,[X] — 1} tak, ze plati

m

(ax +b=1+rm)mod N
(ay +b =i+ sm) mod N

Kdyz z, y, 7, r a s jsou konstanty a a a b jsou proménné, je to systém linearnich rovnic v
télese Z/ mod N, kde Z jsou celd ¢isla. Matice soustavy

z 1

y 1
je regularni, protoze x # y. Jelikoz Z/ mod N je téleso, tak pro fixovand x, y, i, r a s existuje
pravé jedno teSeni této soustavy. Pro dana x a y, ¢ nabyva m hodnot, r a s nabyvaji (%}
hodnot. )
Zaver: pro kazda z,y € U takova, ze x # vy, existuje m(f%}) dvojic (a,b) € U x U
takovych, ze hgp() = hap(y)-

Véta. Mnozina H je c-univerzalni pro

Skutecné, pro kazdé x,y € U, x # y, je pocet (a,b) € U x U takovych, ze hqp() = hap(y),
nejvyse roven

N2 m N\Z

(=) ()

Zaveér: Dokazali jsme existenci c-univerzalnich systému pro ¢ blizké 1. Staci si uvédomit,
ze kazdé univerzum muzeme povazovat za univerzum tvaru {0,1,..., N — 1} pro néjaké N

a ze mezi ¢isly N a 2N vzdy existuje néjaké prvocislo.



Vlastnosti univerzalniho haSovani.

Predpoklad: H = {h; | i € I} je c-univerzalni systém funkei
Oznaceni: Pro i € I a prvky =,y € U oznac¢me

1 kdyz z # y a hi(z) = hi(y),

51'(51379) = { 0 kdyz z =y nebo hz(x) # hz(y)

Pro mnozinu S C U, z € U a1 € I definujme

0i(x,8) =) bi(x,y).

yeS

Pro fixovanou mnozinu S C U a pro fixované x € U secteme §;(z, S) pres vSechna i € I:

D 0i(2,8) =) dilwy) =D bilx,y) =

i€l iel yes yeS i€l
>, Hiellhie)=hiy)}l <
yES,y#£z
3 1] (IS| = el kdyz x € S,
C— —=
YyES, y#w m ‘S|C% kdyz x ¢ S.

Protoze §;(z,S) ddva odhad na velikost Fetézce h;(x) pii reprezentaci mnoziny S pomoci
funkce h;, dostavame, ze ocekavana délka fetézce pro fixovanou mnozinu S C U a fixované
x € U ptes ¢ € I s rovnhomérnym rozdélenim je nejvyse

_ . < m
1] PBLICTEIES { 181

i€l

kdyz x €8S,
kdyz x¢ S.

Véta. Ocekavany cas operaci MEMBER, INSERT a DELETE pri c-univerzalnim
hasovani je O(1 + ca), kde « je faktor naplnéni (tj. o = ‘—SJ)
Ocekavany cas pro pevnou posloupnost n operaci MEMBER, INSERT a DELETE ap-

likovanych na prazdnou tabulku pro c-univerzalni hasovani je O((1 + §a)n), kde o = ==

Vyznam vysledku: Vzorec se jen o multiplikativni konstantu c 1is{ od vzorce pro hasovani se
separovanymi fetézci. Pritom ¢ muze byt jen o malo mensi nez 1 a ve vSech znamych ptikla-
dech je ¢ > 1. Takze, co jsme dosahli? Rozdil je v predpokladech. Zde je predpoklad 3)
nahrazen predpokladem, ze index ¢ € I je vybran s rovnomérnym rozdélenim, a neni zadny
predpoklad na vstupni data. Vybér indexu ¢ mizeme ovlivnit, ale vybér vstupnich
dat nikoliv. Muzeme zajistit rovnomérné rozdéleni vybéru i z I nebo se k tomuto rozdéleni
hodné priblizit.

Markovova nerovnost.

Piedpoklady: Je ddna mnozina S C U, prvek x € U. Ocekdvand velikost d;(z, S) je u a
t>1.

Ukédzeme pro t > 1, ze pravdépodobnost, ze 6;(x,S) > tu pro i € I, je mensi nez %
(pfedpokladame, ze i je z I vybrano s rovnomérnym rozdélenim).



Oznacme I' = {i € I | §;(x, S) > tu}. Pak plati

_ Zie] di(z, S) > Ziep di(z, S) > Ziep th |1I']

> = tu
1] 1] 1] 1]

Odtud
<t
=

Zaver: Pravdépodobnost, ze §;(xz, S) > tu, je mensi nez %, a odtud plyne pozadované tvrzeni.

Poznamka: Toto tvrzeni plati obecné a nazyva se Markovova nerovnost. Uvedeny dukaz
ilustruje jednoduché tvrzeni pro konec¢ny pripad.

Problémy.

Hlavni problém: Zajisténi rovnomérného rozdéleni vybéru i z I.

Provedeni vybéru: Zakédovat indexy z mnoziny I do ¢isel 0,1, ..., |I| — 1. Zvolit ndhodné
¢islo @ z tohoto intervalu s rovnomérnym rozdélenim a pak pouzit funkci s indexem, jehoz
kéd je i. Abychom vybrali 4, nalezneme nejmensi j takové, ze 27 — 1 > |I| — 1. Pak
¢isla v intervalu {0,1,...,27 — 1} jednoznaéné koresponduji s posloupnostmi 0 a 1 délky
j. Budeme vybirat ndhodné posloupnost 0 a 1 délky j. Kdyz takto vybrana posloupnost
neodpovidd prvku z I, tak vygenerujeme jinou posloupnost (a tuto vynechame). Pokud
pouzijeme nahodny generator 0 a 1, pak takto ziskdme ndhodny prvek z I. Tedy k vybéru
nahodné funkce potifebujeme ndhodny generator 0 a 1 s rovhomérnym rozdélenim.

Zavada: Skuteény ndhodny generator pro rovnomérné rozdéleni je prakticky nedosazitelny
(nekteré fyzikalni procesy). K dispozici je pouze pseudogenerator.

Jeho nevyhoda: Cim je j vétsi, tfm je posloupnost pravidelnéjsi (tj. méné ndhodna).
Dusledky: Nalézt co nejmensi c-univerzalni systémy. Nalézt dolni odhady na jejich velikost.

Dolni odhady na velikost.

Predpoklady: Necht U je univerzum velikosti N a necht H = {h; | i € I} je c-univerzaln{
systém funkci hasujicich do tabulky velikosti m. Muzeme pfedpokladat, ze

I={0,1,..., 1] —1}.

Indukci definujme mnoziny Uy, Uy, ... tak, ze: Uy = U.

Necht U; je nejvétsi podmnozina Uy vzhledem k poétu prvki takova, Ze ho(Uy) je jedno-
prvkova mnozina.

Necht U; je nejvétsi podmnozina Uy vzhledem k poétu prvku takové, ze hi(Usz) je jedno-
prvkova mnozina.

Necht Us je nejvétsi podmnozina Us vzhledem k poétu prvki takova, Ze he(Us) je jedno-
prvkova mnozina.

Obecné, necht U; je nejvétsi podmnozina U; 1 vzhledem k poctu prvki takovd, ze h;_1(U;)
je jednoprvkova mnozina.

Protoze hasujeme do tabulky velikosti m, plati |U;| > ('Um—*lw Protoze |Uy| = N, dostavame

indukef, ze |U;| > [25] pro kazdé i. Zvolme i = [log,, N] — 1. Pak i je nejvétsi prirozené



¢islo takové, ze WJXZ > 1. Tedy U; méa aspon dva prvky, zvolme x,y € U; takova, ze z # y.

Pak hj(z) = h;(y) pro j =0,1,...,i— 1. Tedy

elf|
.

i <{jel|hj(x)=hi(y)} <

Véta. Kdyz H = {h; | i € I} je c-univerzalni systém pro univerzum U o velikosti N hasujici
do tabulky s m radky, pak

1= = (flog,, N1 = 1).

Posloupnosti 0 a 1 pri ndhodné volbé i z I musi mit délku alesponi | (log m—log c+loglog N —
loglogm)| (zde vsechny logaritmy jsou o zdkladu 2).

Maly univerzalni systém.

Zkonstruujeme c-univerzalni systém takovy, ze logaritmus z velikosti jeho indexové mnoziny
pro velkd univerza je az na aditivni konstantu mensi nez 4(logm + loglog N), kde N je
velikost univerza a m je pocet fadku v tabulce.

Necht pi,po, ... je rostouci posloupnost viech prvoéisel. Méjme velikost tabulky m a uni-
verzum U = {0,1,..., N — 1} pro néjaké ptirozené &fslo N (nemusi byt prvoéislo). Necht ¢
je nejmensi ¢islo takové, ze tInp; > mIn N. Definujme

Hy ={gcalhe) |t <l <2t,¢c,de{0,1,...,pa — 1}},

kde h¢(z) = 2 mod py a gc,q4(x) = ((cz + d) mod py;) mod m.
Ukézeme, ze kdyz m(lnm + Inlnm) < N, pak H; je 3.25-univerzalni systém.

Nejprve si piipomeneme zndmou vétu o velikosti prvocisel (zde In je pFirozeny logaritmus,
tj. o zdkladu e).

Véta. Pro kazdéi=1,2,... plati p; > ilni a proi > 6 plati p; < i(Ini +Inlnd). O
Tedy pro 7 > 6 plati p; < 2¢71n7q.
Velikost indexové mnoziny H;. Indexova mnozina H; je
I={(c,d,l) | c,de{0,1,...,por — 1, ¢t < £ < 2t}.
Tedy |I| = tp3,. Odtud plyne |I| < 16t>In* 2t a tedy
log(|I]) <4+ 3logt + 2loglogt.

Pro dostatecné velké ¢ (takové, ze logt > 2loglogt, tj. t > 16) plati, ze log(|I|) < 4+4logt.
Z definice t plyne, ze t < mIn N, kdyz Inp; > 1 (tj. ps > 3).
Zaver: log(|I]) <4+ 4(logm + loglog N).



Univerzalita malého systému.

Zvolme ruznd x a y z univerza U. Oznatme

Gi = {(c;d, 0) [ ge.ahe(x)) = ge.a(he(y)), he(x) # he(y)},
Gy ={(c,d, 0) | ge.a(he(x)) = ge.a(he(y)), he(z) = he(y)}

a odhadneme velikost G; a Gs.

Odhad velikosti G. Kdyz (c,d,f) € Gy, pak existuji r,s € {0,1,...,[22] -1} ai €
{0,1,...,m — 1} takové, ze

(c(x mod pg) +d =i+ rm) mod py;
(c¢(y mod py) +d =i+ sm) mod poy;.
Kdyz ¢ a d povazujeme za neznamé, pak je to soustava linedrnich rovnic s regularni matici

(protoze x mod py # y mod py), a tedy pro kazdé ¢, i, r a s existuje pravé jedna takova
dvojice (¢, d) (pfipomindme, ze Z/ mod po; je téleso). Proto

Doy tp3, m ., || m o
Gl <tm <—=14+—)'=—10+—)".
Gl < tm(227 < 2t 22— gy 2

Odhad velikosti Gp. Oznacme L = {¢ |t < £ < 2t, x mod p; = y mod pg} a P =[], pe-
Protoze P déli |z — y|, dostavame, ze P < N. Protoze p; < py pro kazdé ¢ € L, dostavéame,

ze P> pl | Tedy |L| < lnN < L 7 definice t. Protoze (c,d,!) € Gy, prévé kdyz £ € L a
c,d € {0,1,...,poy — 1}, shrneme, ze

tp2 I
Gl < iy < 20 = 1L

m m
Abychom odhadli (1 + ﬂ)2, ukazeme si nejdiiv pomocné lemma.

Lemma. KdyZt>6 am(lnm+Inlnm) < N, pak m < £%.

Diikaz. Predpoklddejme, ze tvrzeni neplati. Pak m > {£4. Z Véty o velikosti prvocisel plyne

m > {5 > ““t = t. Kdyz pouzijeme, ze m(lnm + In ln m) < N, tak dostaneme, ze
Inm+In(Inm + Inlnm) <In N,
a odtud plyne, ze
tlnp, < tln(t(lnt +Inlnt)) < m(lnm + In(lnm + Inlnm)) < mIn N

a to je spor s definici t. Tedy m < £5. O

Nyni zkombinujeme Vétu o odhadu velikosti prvocisel, ptedchozi Lemma a fakt, ze

In2¢t > Int > Inlnt pro vSechna t > 1



a dostaneme, ze

m ot t(Int + Inlnt) 1 Inlnt
— < < < (1+
p2¢ ~ 2tIn2t 2tIntln2t In 2¢ Int

).

Je ziejmé, ze tento vyraz je mensSi nez %, a kdyz t konverguje k 400, pak tento vyraz
konverguje k 0.

Z toho plyne, ze (1 + p—TZt)Q < 1.5%2 = 2.25, a tedy

{i e I[hi(x) =hi(y)} = |Gi]+[Ga| <

I I I
g mye G g 05y = 59510
m P2t m m m

Shrnuti: Kdyz ¢t > 6 a m(Inm + Inlnm) < N, pak H; je 3.25-univerzalni. Bez jakychkoliv
predpokladu lze ukazat, ze H; je 5-univerzalni.

Odhad na velikost c.

Véta. Kdyz H je c-univerzalni systém univerza U o velikosti N hasujici do tabulky s m
radky, pak ¢ > 1 — %7.

Nejprve dokazeme technické lemma.

Lemma. Méjme redlnd ¢isla b; proi = 0,1,...,m — 1 a necht b = Z;Z)l b;. Pak
mzlbz bi — 1) >b(3 —1).
=0 m

Diikaz lemmatu. 7Z Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti

m—1 m—1 m—1
(Z ziyi)? < ( l’?)(z yi)
=0 1=0 1=0

plyne (32701 0;)? = b2 < m(321", " b2), staci polozit z; = b; ay; = 1, a tedy = ® < S tvg.

m—1 — m—1 m—1 ) b2 b
;bi(bi_l ; izobi:;bi—bza—b:b(g—l)

a lemma je dokazano. [

Diikaz Vety. Méjme funkci f: U — T, kde U ma velikost N a T mé velikost m. Oznac¢me
A mnozinu uspotadanych dvojic u,v € U takovych, ze u # v a f(u) = f(v). Kdyzprot € T
oznacime k; = |f~1(t)], pak |A| = >, cq ke(k: — 1). Z lemmatu plyne, ze

A=Y kll - 1) 2 N 1) = N,

m
teT



ol

protoze ) . ki = N.
Kdyz H = {h; | © € I} je c-univerzalni systém funkci z univerza U o velikosti N do tabulky
o velikosti m, pak pomoci lemmatu dostavame

N —m
[ TN (

) <

Y H(wy) €U XU | hi(z) = hily), « # y}| =
i€l
> {i e I'|hi(x) = hi(y)}| <

(z,9)EUXU, z#y

> c% = N(N — l)cﬂ.

m
(z,y)EUXU,z#y
Odtud plyne, ze N —m < ¢(N — 1), a tedy

N —m N —m
c> > =1-

m
- N_-1 N N’ -

Problémy univerzalniho hasovani.

Pouzit jiné metody na TeSeni kolizi nez separované tetézce. Jak to ovlivni pouzitelnost
univerzalniho hasovani? Plati podobné vztahy jako pro pevné danou hasovaci funkci? Jaky
vliv na efektivnost ma nepiitomnost operace DELETE?

Existuje c-univerzalni hasovaci systém pro ¢ < 17 Jaky je vztah mezi velikosti c-univerzalni-
ho haSovaciho systému a velikosti ¢? Lze zkonstruovat maly c-univerzalni systém pro ¢ <
3.257 Zde hraje roli fakt, ze pii ¢ = 3.25 se ocekdavana délka Fetézce mize pohybovat az
kolem hodnoty 7.

Pouziti CebySevovy nerovnosti misto Markovovy nerovnosti dava kvadraticky odhad prav-
dépodobnosti, ze délka fetézce je o t vétsi nez ocekavand hodnota. Za jakych okolnosti dava
lepsi odhad? Lze pouzit i vyssich momentu?

Jak pouzit Markovou nerovnost a ocekdvanou délku maximalniho fetézce pro odhad oceka-
vaného poctu voleb hasovaci funkce? Pro jaké parametry lze pouzit néasledujici model?

Je déana zékladni velikost tabulky m a déle pro j = 0,1, ... ¢isla (parametry) [; a c-univer-
zaln{ hasovaci systémy H; = {h; | i € I;} z univerza do tabulky s m2’ radky.

Mnozina S C U je reprezentovana nasledovné: je dano j takové, ze kdyz j > 0, pak
m2i=2 < |S| < m27, kdyz j = 0, pak |S| < m, a je zvolen index i € I;. Dale mame
prosté fetézce ro,r1,...,rmoi—1, jejichz délky jsou nejvyse [;, a fetézec r; obsahuje prvky
{s €S| hi(s)=k}.

Operace INSERT (x) prohledd fetézec 7y, (,) a kdyz tento fetézec neobsahuje prvek x, pak
ho piida. Kdyz m27~2 < |S| < m2’ a délka Tetézce 7y, (z) je nejvyse I, pak operace kondi.
Kdyz |S| > m27, tak se nejdiive zvéts{ j o 1. Pak se ndhodné zvoli i € I; a zkonstruujf
se Tetézce reprezentujici S. Kdyz néktery z nich md délku veétsi nez [;, tak se volba a
konstrukce fetézcu opakuje tak dlouho, dokud se nepovede zvolit 7 € I; takové, ze vSechny
zkonstruované fetézce maji délku nejvyse [;. Operace DELETE se fesi analogicky.
Problém: Jak volit parametry [;7



V ptipadé feseni kolizi dvojitym hasovanim nebo hasovanim s linearnim pridavanim je tieba
dét silnéjsi podminky na velikost |S|. V posledni dobé se této tématice vénuje pozornost a
byla dosazena fada zajimavych vysledku.

PERFEKTNI HASOVANT

Jiné teSeni kolizi je perfektni hasovani. Idea je nalézt pro danou mnozinu hasovaci funkci,
ktera nevytvaii kolize.

Nevyhoda: Metoda neptipousti operaci INSERT (pro novy vstup nemuzeme zarucit, ze
nevznikne kolize). Metodu lze prakticky pouzit pro tlohy, kde 1ze ocekdvat hodné operaci
MEMBER a operace INSERT se témér nevyskytuje (kolize se fesi pomoci malé pomocné
tabulky, kam se uklddaji kolidujici data). Tato metoda se pouzivé pii navrhovani kom-
pilatoru.

Zadani tlohy: Pro danou mnozinu S C U chceme nalézt hasovaci funkci h takovou, ze

(1) pro s,t € S takové, ze s # t, plati h(s) # h(t) (tj. h je perfektni hasovaci funkce pro
S);

(2) h hasuje do tabulky s m tadky, kde m je pfiblizné stejné velké jako |.S| (neni prak-
tické hasovat do prilis velkych tabulek — ztraci se jeden ze zakladnich duvodu pro
hasovéni);

(3) h musi byt rychle spocitatelnd — jinak hasovani neni rychlé;

(4) ulozeni h nesmi vyzadovat moc paméti, nejvyhodnéjsi je analytické zaddni (kdyz
zadani h bude vyzadovat moc paméti, napi. kdyz by byla dana tabulkou, pak se
ztraci duvod k pouziti stejné jako v bodé 2).

Kompenzace: Nalezeni hasovaci funkce muze spotiebovat vice ¢asu. Provadi se jen na
zacatku ilohy.

Uvedené pozadavky motivuji zavedeni néasledujiciho pojmu.

Mgjme univerzum U = {0,1,..., N —1}. Soubor funkci H z U do mnoziny {0,1,...,m—1}
se nazyva (N, m,n)-perfektni, kdyz pro kazdou S C U takovou, ze |S| = n, existuje h € H
perfektni pro S (tj. h(s) # h(t) pro kazdd dvé ruzna s,t € S).

Protoze nevime, zda takova h existuji, nejprve vySetfime mnoziny perfektnich hasovacich
funkci. VysSetiime vlastnosti (N, m, n)-perfektnich souboru funkci.

Dolni odhady na velikost (N, m,n)-perfektniho souboru.

Piedpokladejme, ze H je (N, m,n)-perfektni systém pro U = {0,1,..., N — 1} a nejprve
nalezneme dolni odhady na velikost |H|.

Mégjme funkci h z U do mnoziny {0, 1,...,m—1}. Nalezneme poc¢et mnozin S C U takovych,
ze h je perfektni funkce pro S a |S| = n. Funkce h je perfektni pro S C U, pravé kdyz pro
kazdé i = 0,1,...,m — 1 je |h=1(i) N S| < 1. Odtud pocet téchto mnozin je

n—1
SHTT IR G0 < i <idy < -+ <y <m}.
j=0

Vysvétleni: h(S) ={i; | j=0,1,...,n—1}.



Toto &fslo je maximélni, kdyz |h~1(i)| = % pro kazdé i. Tedy h muze byt perfektni nejvyse
pro (T:)(%)” mnozin (¢islo (ZL) urcuje pocet posloupnosti 0 < g < i1 < -+ < i1 < M).
Protoze n-prvkovych podmnozin universa je (IX ), dostavame, ze

(o

(G

~—

|H| >

Jiny odhad velikosti (N, m, n)-perfektniho souboru.

Piedpokladejme, ze H = {hy,...,hi} je (N, m,n)-perfektni soubor funkeci. Definujme in-
dukci soubor mnozin U;:

Uy = U a pro i > 0 je U; nejvétsi podmnozina U;_1, co do poctu prvku, takova, ze h;
je konstantni na U;. Pak |U;| > % pro viechna i > 0. Z |Up| = N plyne |U;| > L.
Pro kazdé i = 1,2,...,t je h;(U;) jednobodovd mnozina pro kazdé j < i. Proto zadna
h; pro j < i neni perfektni pro mnozinu S C U takovou, ze |S N U;| > 2. Protoze H je
(N, m, n)-perfektni, musi byt |U;| < 1, a tedy % < 1. Proto t > %ggfx

<
>

Véta. Kdyz H je (N, m,n)-perfektni soubor funkci, pak

(%) log Ny
(m)(%)n’ logm "~

n

|H| > max{

Existence (N, m,n)-perfektniho souboru.

Mgjme univerzum U = {0,1,..., N — 1} a soubor funkci H = {hy, ho, ..., h} 7z univerza
U do mnoziny {0,1,...,m — 1}. Reprezentujeme tento soubor pomoci matice M (H) typu
N x t s hodnotami {0,1,...,m — 1} tak, ze proz € U ai = 1,2,...,t je v z-tém Fddku
a i-tém sloupci matice M (H) hodnota h;(x). Pak zddna funkce z H neni perfektni pro
mnozinu S = {s1, S2,...,8,} C U, pravé kdyz podmatice M (H) tvorena Fadky si, s2, az
sp a vSemi sloupci nema prosty sloupec. Takovych matic je nejvyse

n—1

(mn _ H (m _ Z-))tm(N—n)t.

1=0

Vysvétleni: m™ je pocet vsech funkei z S do {0,1,...,m—1}, H;:Ol (m—1) je pocet prostych
funkei z S do {0,1,...,m — 1}, a tedy pocet vSech podmatic s n tadky takovych, ze zaddny
jejich sloupec neni prosty, je (m"™ — H?:_()l (m —4))*. Tyto podmatice muzeme libovolné
doplnit na matici typu N x n a pro kazdou matici je téchto doplnéni m(N—")t,

Podmnozin U velikosti n je (]X ), tedy pocet vSech matic, které nereprezentuji (NN, m,n)-
perfektni systém, je mensi nebo roven

(M)~ TLom — ytmv—

n -
1=0



Vsech matic je m™? a kdyz
N n—1
(*) ( )(mn . H(m o Z-))tm(an)t < mNt,
" i=0
pak nutné existuje (N, m, n)-perfektni systém. Nasledujici vyrazy jsou ekvivalentni s nerov-

nosti (x)
(N)(l_ni:()(m—z‘))tdmz In ;)

n m" _ ln(l _ ?:—01(7%71-))

Protoze In (]X) <nlnN a protoze —In(1 — z) > z pro x € (0,1), dostdvdme

—In(1 — M) >nl_[1(1 _ i) _ ez;g; In(1-%) <
mn - m -

i=0
efon In(1— %)dw,
kde integral muzeme odhadnout
2

ml(1= ) (1=l - 2) — 1] 2 ml(l - Z)(1+ )~ 1] = ==

712 . . 7
Odtud dostavame, ze kdyz t > n(ln N)e™= , pak (*) plati, a tedy existuje (N, m, n)-perfektni
soubor funkci.

Existence (N, m,n)-perfektniho souboru funkei ale nezarucuje splnéni pozadavku 2), 3) a
4). Abychom uspéli, pouzijeme ideu z metody univerzalniho hasovani.

Konstrukce perfektni hasovaci funkce.

Piedpoklady: U = {0,1,...,N — 1}, kde N je prvocislo. Mé&jme S C U o velikosti n.
Budeme uvazovat funkce

hi(z) = (kx mod N) mod m prok=1,2,...,N—1.
Proi=0,1,....m—1ak=1,2,..., N — 1 ozna¢me

bF = |{z € S| (kx mod N) mod m = i}|.
Vyznam b¥: Hodnoty b¥ lze povazovat za veliciny, které ukazuji odchylku od perfektnosti.
Vsimnéme si, ze
kdyz bf > 2, pak (b})* — b} > 2,
protoze a? — a > 2, kdyz a > 2. Na druhou stranu

b¥ < 1 implikuje (bF)? — b = 0.

Tedy z Z?;—Ol bk = n plyne

(3



4l

Véta. Funkce hy, je perfektni, prave kdyz Y ., "0F)?2 —n < 2.

Nyni odhadneme vyraz > 5" (X0, (65)%) —n).
N—-1 m-1

(OCAREIOE
k=1 1=0
S (Y e € S| hu(e) = 2 —n) =
k=1 z:O

]{(a:,y) ’ T,y € Sv x 7& Y, hk(x> = hk(y)}‘ =

>
I
—_

Y. HEI1<k <N, h(z) = hi(y)}].
r,y€S,x#y
Zvolme z,y € S takova, ze x # y. Pak hi(z) = hi(y), pravé kdyz existuje i = 0,1,...,m —
lars= O,l,...,L%J takovd, ze kx = i + rmmod N a ky = i + smmod N a i +
rm,i+ sm < N. Odtud dostavame, ze hy(z) = hi(y) implikuje kx — ky = (r — s)m mod
N. Protoze 0 < k < n a x # y, dostdvdme, ze kx — ky # 0, a tedy hi(z) = hi(y)

implikuje existenci ¢ = —L%J, —L%j +1,...,-1,1,2,..., L%j takového, ze kx — ky =
gm mod N, a to je ekvivalentn{ s tim, Ze k(z—y) = gm mod N pro ngjaké ¢ = — | X ], —[ X |+
L...,-1,1,2,... &)
Prox > y aprojednoqg=0,1,..., L%J existuje praveé jedno k takové, ze k(z—y) = gm mod
N, protoze Zy je téleso (tato rovnice mé jediné feseni). Protoze pro q = —L%J, ...,—1,0
je rovnice k(x —y) = gm mod N ekvivalentni s rovnici k(x —y) = N + ¢gm mod N, tak
dostavame, ze pro z,y € S, © > y, existuje nejvyse QLNJ = QLN_lj ruznych k =
1,2,...,N =1, ze hi(z) = hi(y) (obecne neni pravda ze kdyz k spliuje rovnici k(z —y) =
gm mod N pro né&jaké q = —L%J, L |, pak hi(z) = hg(y)). Stejny odhad
analogicky dostaneme, kdyz = < y (ale dostavame jind feseni). Odtud

N—-1 m-—1

S (e -m< Y Aoyttt

k=1 =0 z,yeS,x#y

Tedy existuje k takové, ze Zm 1(b’“) < QM +n.

Ukézeme, ze existuje vice nez L takovych k, ze plati

4
m—1
(n—1)
E — +n.
m
=
V opacéném pripadé dostavame, Ze
N—1 m-—1




a to je spor s predchozim vysledkem. Tedy pii nahodném rovnomérném vybéru £ je

Prob{mz_(bf)2<W—I—n\ke{l,&.. N-1}}>

N

Tvrzeni. Kdyz n = m, pak

(a) existuje deterministicky algoritmus, jenz v ¢ase O(nN) nalezne k takové, ze

m—1

> (0h)? < 3n;

=0

(b) existuje pravdépodobnostni algoritmus, ktery nalezne v case O(n) takové k, zZe
S HE)? < 4n — ocekdvany pocet iteraci vypoctu je nejvyse 4.

(c) existuje deterministicky algoritmus, jenz v ¢ase O(nN) prom = n(n—1)+1 nalezne
takové k, ze hy je perfektni;

(d) existuje pravdépodobnostni algoritmus, ktery prom = 2n(n—1) v ¢ase O(n) nalezne
k takové, ze hy je perfektni — ocekavany pocet iteraci vypoctu je nejvyse 4.

Diikaz. Méjme n = m. Protoze spocitani S '(b¥)? pro pevné k vyzaduje cas O(n),
prohledanim vSech moznosti nalezneme k takové, ze

3

— 2 -1
(bf)ggn(nT)—l—n:Sn—2<3n,

I
=

i

v ¢ase O(nN). Tim je dokazéno a). Pravdépodobnostni algoritmus dokazujici b) voli
nahodné k a v case O(n) ovéi, zda 327 1 (0F)? < 3% +mn =4n — 3 < 4n. Tuto akci
opakuje, dokud pozadavek neni splnén. Protoze pravdépodobnost, ze k spliiuje pozadavek,
je alespon <, tak octekavany pocet iteraci akce je nejvyse

I

1=0

_1 1
-9

=14

Hklw

a odtud plyne b).
Kdyz m = n(n — 1) 4+ 1, pak prohleddnim vsech moznosti nalezneme k takové, ze

m—1

2 -1
Sotp s 20Dy
~ nn—1)+1

v ¢ase O(nNN) a c) plyne z ptredchozi véty. Kdyz m = 2n(n — 1), pak pro ndhodné zvolené
k plati s pravdépodobnosti < i, ze

—1
)+n<n+2



Algoritmus spliujici tvrzeni d) je stejny jako v piipadé b) (jen m = 2n(n —1)). O

Takto zkonstruované perfektni hasovaci funkce nespliiuji pozadavek 2) (plati m = ©(n?)).
Pouzijeme nésledujici postup.

1) Nalezneme k takové, ze pro m = n plati 3.7 ' (b¥)? < 3n (respektive 3.7 (bF)? < 4n).
Proi=0,1,...,m — 1 nalezneme mnoziny S; = {s € S | hi(s) = i};
2) Pro kazdé i = 0,1...,m — 1 takové, ze S; # ), nalezneme pro m = 1+ |S;|(|S;| — 1)
(respektive m = 1 + 2|S;[(|S;| — 1)) takové k;, ze hy, je perfektni na S;. Definujme ¢; =
1+ 1Si|(]Si| — 1) (respektive ¢; = 2|S;|(]Si| — 1)), kdyz S; # 0, a ¢; = 0, kdyz S; = 0.
3) Proi=0,1,...,mdefinujme d; = Z;;E c; aprox € U oznactme hy(z) = . Pak polozime
9(x) = dy + hy, (2).

Véta. Zkonstruovana funkce g je perfektni, hodnota g(x) se pro kazdé x € U spocita v
case O(1), v deterministickém pripadé hasuje do tabulky velikosti < 3n a je nalezena v ¢ase
O(nN), v pravdépodobnostnim pripadé hasuje do tabulky velikosti < 6n a je nalezena v
case O(n). Pro jeji zakédovani jsou tieba hodnoty k a k; pro i = 0,1,...,m — 1. Tyto
hodnoty jsou v rozmezi 1,2,...,N — 1, a tedy vyzaduji O(nlog N) paméti.

Dukaz. Protoze g(S;) proi = 0,1,...,m — 1 jsou navzdjem disjunktni a hy, je perfektni
na S;, dostavame, ze g je perfektni. Pro vypocet hodnoty g(x) jsou tfeba dvé ndsobeni,
dvoji vypocet zbytku pii déleni a jedno séitani (hodnoty d; jsou uloZeny v paméti). Proto
vypocet g(z) vyzaduje cas O(1). Déle d,, je horni odhad na pocet fadku v tabulce. Protoze
pro S; # 0 mame |S;[(|S;| — 1) +1 < |S;]? = (b¥)?, dostavame v deterministickém piipadé
A = 70 e < SN (05)? < 3n a k nalezneme v éase O(nN). Protoze k; nalezneme v
case O(|S;|N), Ize g zkonstruovat v case O(nN + S VS| N) = O(nN + N S H|Sq]) =
O(2nN) = O(nN). V pravdépodobnostnim piipadé ] Je

m—1 m—1 m—1 m—1
:ZCiSZ@’S@'P—Q\S\ ) =2 —22bf<8n—2n:6n
i=0 i=0 z:() i=0
(protoze |S;| = bF a > "bk = n). Protoze k nalezneme v ¢ase O(n) a k; v case O(]Sy]),

dostaneme, ze ze g nalezneme v ¢ase O(n). Zbytek je jasny. O

Tedy zkonstruovand hasovaci funkce spliuje pozadavky 1), 2) a 3), ale pozadavek 4) neni
splnén.

Méjme piirozené ¢islo m a necht g je pocet vSech prvocisel délicich m (p1, pa, - .. je rostouc
posloupnost vsech prvocisel). Pak

q
m > | |pi > C]! _ ezgzllni > eflqlnmdx _ eqln(%)—i—l > (ﬂ)q
e
=1

Inm
Inlnm

Proto existuje konstanta ¢, ze ¢ < ¢ (viz Lemma v odstavci O¢ekavany nejhorsi pripad

na strance 6). Plati tedy

Véta. Necht §(m) =pocet prvocisel, ktera déli m. Pak §(m) = O(log’fo cm)-

Méjme S = {s1 < s2 < --- < s} CU. Oznaéme d; ; = s; —s; pro 1 < i < j < n. Pak
s; mod p # s; mod p, pravé kdyz d; ; # 0 mod p. Oznacme D = H1<i<j<n di; < N®).



Pak pocet prvociselnych délitelu ¢isla D je nejvyse c; rllrll fD, a tedy mezi prvnimi 1 + ¢ rllrll r?D

prvocisly existuje prvocislo p takové, ze s; mod p # s; mod p pro kazdé 1 < i < j < n. To
znamena, ze funkce ¢,(r) = z mod p je perfektni pro S. Podle véty o velikosti prvocisel
pr < 2tInt pro kazdé t > 6, tedy

InD
Inln D

<21+ e 22 i+
P= ‘mmp’ " T

InD InD
) <

In(2
ClnlnD n( ClnlnD -

InD InD InD
4c(In 2¢) - 1 -

Inln D * “Inln D ln(lnlnD) -
4cln D + o(ln D) = O(In D) = O(n*In N).

) <

4

Véta. Pro kazdou n-prvkovou mnozinu S C U existuje prvocislo p o velikosti O(n?1n N)
takové, ze funkce ¢,(r) = x mod p je perfektni pro S.

Test, zda funkce ¢,(z) = x mod p je perfektni pro S, vyzaduje ¢as O(nlogn). Tedy sys-
tematické hleddni nejmensiho p, ze ¢, je perfektni pro S, vyzaduje ¢as O(n>lognlog N).
Nejmensi p takové, ze ¢, je perfektni pro S, je prvocislo. Navrhneme pravdépodobnostni
algoritmus pro nalezeni p. Pro dostatecné velké n mezi prvnimi 9cln D ¢isly je alespon
polovina takovych prvoéisel p, Ze ¢, je perfektni pro S. Algoritmus pak opakuje nasledujici
krok, dokud nenalezne perfektni funkci

vyberme ndhodné &islo p mezi prvnimi 9cn? In N &isly a otestujme, zda p je prvoéislo
a ¢, je perfektni

Odhad ocekavaného poctu neuspésnych kroki.

Néhodné zvolené &islo p < 9en? In N je prvoéislo s pravdépodobnosti @(m) (pouzi-

jeme Rabin-Milleruv pravdépdobnostni algoritmus na testovéni prvoéisel) a pro prvocislo
1

p je ¢p perfektni s pravdépodobnosti > 5. Tedy nédhodné zvolené cislo p < 9cn?In N

splnuje test s pravdépodobnosti @(m), a proto ocekavany pocet neuspésnych testu

je O(In(9¢n?1In N)). Tedy ocekavany ¢as algoritmu je O(nlogn(logn + loglog N)).

Véta. Pro danou mnozinu S C U takovou, zZe |S| = n, deterministicky algoritmus nalezne
prvocislo p = O(n?log N) takové, Ze ¢,(z) = x mod p je perfektni pro S, a pracuje v ¢ase
O(n3lognlog N). Pravdépodobnostni algoritmus nalezne prvocislo p = O(n?log N) takové,
Ze ¢, je perfektni, v ocekdvaném case O(nlogn(logn + loglog N)).

Deterministicky algoritmus nalezne nejmensi prvocislo s pozadovanou vlastnosti. Pravdeé-
podobnostni algoritmus nalezne prvocislo, které muze byt podstatné vétsi, ale jeho velikost
je omezena 9cn?log N.

Nyni navrhneme postup na konstrukci perfektni hasovaci funkce pro mnozinu S C U.

alezneme prvocislo qg € n*log takovée, ze x) = x mod qg je perfektni

1) Nal isl O(n?log N) takové % dqo j fektni
funkce pro S. Polozme S; = {¢4,(s) | s € S}.

(2) Nalezneme prvocislo ¢; takové, ze n(n — 1) < ¢ < 2n(n — 1). Pak existuje | €
{1,2,...,q90 — 1} takové, ze hi(z) = ((Ix) mod gp) mod ¢; je perfektni pro S; C
{0,1,...,q90 — 1}. Polozme Sy = {h;(s) | s € S1}.



(3) Déle zkonstruujme perfektni hasovaci funkci g pro mnozinu Sy C {0,1,...,¢1 — 1}
do tabulky s méné nez 3n fadky. Polozme f(z) = g(hi(¢4,(z))). Konstruovana
hasovaci funkce je f.

Vysledek: f je perfektni hasovaci funkce pro S, protoze slozeni perfektnich hasovacich funkci
je zase perfektni funkce, a tedy pozadavek 1) je splnén.

f hasuje S do tabulky s méné nez 3n fadky, a tedy spliuje pozadavek 2).

Protoze kazda z funkci g, hy, ¢q, se vycisli v ¢ase O(1), i vycisleni funkce f vyzaduje Cas
O(1) a pozadavek 3) je splnén.

Funkce ¢,, je jednoznaéné uréena &islem gy € O(n?log N). Funkce h; je uréena &isly ¢ €
O(n?) al € O(qp). Funkce g je uréena n + 1 &fsly velikosti O(q;). Tedy zadani f vyzaduje
pamét o velikosti

O(logn +loglog N + nlogn) = O(nlogn + loglog N).

Lze tict, ze pozadavek 4) je splnén.

Vypocet ¢, vyzaduje tas O(n®lognlog N). Vypocet h; vyzaduje ¢as O(n(n®logN)) =
O(n3log N) (pouzité univerzum je {0,1,...,qo}). Vypocet g vyzaduje ¢as O(nn?) = O(n?)
(zde univerzum je {0,1,...,q1}). Celkové vypocet f vyzaduje ¢as O(n>lognlog N).

Lze pouzit i pravdépodobnostni algoritmy pro nalezeni g, h; a ¢4,. Pak hasujeme do tabulky
s méné nez 6n radky, ale ocekdvany ¢as pro nalezeni f je O(nlogn(logn + loglog N)).

Tuto metodu navrhli Fredman, Komlés a Szemerédi.

Univerzalni a perfektni hasovani.

Ptedchozi hlavni konstrukce perfektni hasovaci funkce vychéazela z ideji pouzitych v uni-
verzalnim hasovani. Ukazeme, Zze to neni ndhodna shoda. Dokéazeme, ze kazdy c-univerzalni
systém funkei umoziuje zakladni konstrukei perfektni hasovaci funkce. Pro kazdé m necht
H,n = {h; | i € I} je c-univerzdlni systém funkei hasujicich do tabulky velikosti m. Pro
libovolnou, ale pevnou podmnozinu S C U o velikosti n definujme b§» ={seS|hi(s)=j}
pro kazdé j = 0,1,...,m —1ai € I. Kdyz b; > 2, pak (b§)2 —b;- > 2, a kdyz b;- <1,
pak (b;'-)2 — b;- = 0. Odtud dostavame prirozené zobecnéni dusledku z predchozi sekce, které
vyuzijeme stejnym zpusobem jako v predchozi sekci:

Dusledek. Kdyz Z;n:_ol(b;)2 > n+2, pak h; neni perfektni pro S, kdyz Z;n:_ol(b;)2 <n+2,

pak h; je perfektni hasovaci funkce pro S.

Stejné jako v predchozi sekci spocitame

STOST 0P —n) = 3 (s ) 5.t € S, 5 # 1, hils) = ha(t)}] =
icl =0 il
S [ellh(s) =my < Y G eI
s,teS,s#£t s,teS,s#£t m m

Proto existuje i € I takové, ze Z;n:_ol(b;)2 < % + n. Nyni spocitdme analogické

odhady, které tvoti zaklad pro pravdépodobnostni algoritmus. Méjme kladné ¢islo a > 0 a



ozna¢me I’ mnozinu téch ¢ € I, ze
— (c+a)n(n—1)
m

[y
—~

+ n.
j=0

Dale predpokladejme, ze |I’| > b|I| pro néjaké kladné ¢islo b. Pak plati

C”("T”'” =S (0 —n) 2 S (0 ) >
i€l =0 i€l j=0
Z (c+a):;(n—1) > (c+a)n ﬂ?;a 1)b][].

iel’

Odtud plyne, ze ¢ > (¢ + a)b, a proto b < o Kdyz tedy vybirdme h; € H,, ndhodné

s rovnomérnym rozdélenim (vzhledem k i € I), pak pravdépodobnost, ze bude platit

> e 01 (0%)% > % + n, je mensi nez . Stejné jako v predchozi sekci shrneme

tato fakta do tvrzeni

Tvrzeni. Pro pfirozené ¢islo m méjme c-univerzalni systém funkci H,, = {h; | i € I}
hasujicich do tabulky o velikosti m. Pro m = n existuje deterministicky algoritmus,
ktery v case O(|I|n) nalezne h; € My, takovou, ze 3 7" 1(bz)2 < ¢(n—1) 4+ n, a exis-
tuje pravdépodobnostni algoritmus, ktery pro kladné c1slo a v ¢ase O(n) nalezne h; € H,,
takové, ze

)—‘

m—
<(c+a)(n—1)+n,
3:0

a ocekavany pocet iteraci pri hledani h; je mensi nez Ct“.

Prom = w + 1 existuje deterministicky algoritmus, ktery nalezne perfektni hasovaci

funkci h € H,,, pro mnozinu S velikosti n v ¢ase O(n|I|).

Proa >0 aprom = % + 1 existuje pravdépodobnostni algoritmus, ktery nalezne

perfektni hasovaci funkci h € H,, pro mnozinu S v ¢ase O(n) a ocekdvany pocet iteraci je

mensi nez CTTC‘

Diikaz. Kdyz n = m, pak v ¢ase O(n) pro haSovaci funkci ovéiime, zda Z;n 01 (b%)? <
c(n—1) +n, respektive 37" 1(b1) < (¢+a)(n—1)+n. V prvnim piipadé vime, ze takova

funkce v souboru H,, eX1stuJe a systematickym prohledavanim vsech funkci v daném c-

univerzalnim systému H,, ji nalezneme v case O(n|I|). Pro pravdépodobnostni algoritmus

budeme vybirat funkci ze souboru H,,, ndhodné s rovnomérnym rozdélenim. Pak ocekdvany

pocet iteraci nez uspéjeme je

o

(/) (/)

€ i1 ¢

_ 1 — < —
;Z(c+a> ( c+a> ZZ(c+a ;Z c+a

=1

i( c i = 1 _cta
~cta 1—Cfra

S|



al

Pro hledéani perfektni hasovaci funkce opét pouzijeme systematické prohledavani c-univerzal-

cn(n—1)
— cn(n 1)+1+

niho systému, protoze vime, ze existuje funkce h; € H,, takova, ze Zm 1(b1)
n < n+ 2, a tedy je tato funkce perfektni. To vyzaduje ¢as O(n|I]).
Kdyz méme a > 1 a m = 2= 4 5 kdyz budeme volit funkce z H,, nghodné s

rovnomérnym rozdélenim, pak s pravdépodobnosti CJ%Q dostaneme funkci h; takovou, ze
ey (c+a)n(n—1)

= (CJra)n(n 0 e +n<24n.

J=0

Z dusledku plyne, ze h; je perfektni. Analyza ocekdavaného poctu iteraci je stejnd jako u
predchoziho tvrzeni pro pravdépodobnostni algoritmus. [

Dalsi postup konstrukce perfektni hasovaci funkce uz nesouvisi s c-univerzalnimi systémy.

Dynamické perfektni hasovani.

Jedna z velkych nevyhod perfektniho hasovani je neznalost efektivnich aktualiza¢nich ope-
raci. Existuji sice obecné metody na dynamizaci deterministickych operaci — viz letni
prednaska, ale tato metoda v tomto ptripadé neposkytuje efektivni dynamizacéni operace,
protoze deterministicky algoritmus pro feseni perfektniho hasovéani je pro aktualiza¢ni ope-
race piilis§ pomaly. To vedlo k navrhu, ktery kombinuje pravdépodobnostni algoritmus
pro perfektni haSovani s obecnou metodou dynamizace a tyto metody jsou upraveny pro
konkrétni situaci.

Nejprve uvedeme modifikaci vysledku z pfedchozi ¢ésti, na kterych je tato metoda zalozena.
Piedpokladame, ze U = {0,1,..., N —1} je univerzum, kde N je prvocislo, a ze je dano ¢islo
s < N. Oznaéme Hs = {hy | k=1,2,..., N—1} mnozinu funkci z U do {0, 1,...,s—1}, kde
hi(z) = (kz mod N) mod s pro kazdé x € U. Kdyz zvolime ndhodné k = 1,2,..., N — 1,
pak s pravdépodobnosti alespon % plati

s—1 2

4
302 < % +n.

1=0

Skutecné, kdyz pro méné nez % hodnot k plati ;- —1(b5)? < %”, pak

N-1 m—1 )
> <(Z(bf)2) —n) > 2(N — 1)%

k=1 =0

a to je spor. Budeme predpokldadat, ze takové kK mame, a pak pro kazdé i1 =0,1,...,s —1
predpokladame, ze nahodné zvolime j; € Hg(bf)Q takové, ze hj, je prostd na mnoziné S; =
{s € S| hi(s) = i} (z predchoziho textu vime, ze kdyz zvolime ndhodné j; = 0,1,..., N —1,
pak s pravdépodobnosti alespon % je hj, prosta na S;). Pro jednoduchost predpokladdme,
ze mnoziny S; proi=0,1,...,s—1 ulozime do tabulek 7T; a tabulky Ty, T1,...,Ts_1 budou
ulozeny v tabulce T'. Kdyz s = O(]S]), pak tato metoda vyzaduje O(|S|) prostoru. Abychom
uréili s, zvolme ¢ > 1 a polozme s = o(|S|), kde o(n) = 3v6(1 + ¢)n pro kazdé n. Nyni
popiseme algoritmy. Zde n je velikost reprezentované mnoziny, s = o(n) a 2m(j) je velikost
tabulky T pro j =0,1,...,5s — 1.



Algoritmy.

INSERT (z):
n:=n++1
if n < s then
j = h(x), |S;] == [5] + 1
if |.S;| < m(j) a pozice hj(z) v T je prazdnéd then
vlozime z do tabulky 7j na pozici h,(x)
else
if |S;| < m(j) a pozice hj(z) v T} je obsazena then
vytvoiime seznam S; prvku v tabulce Tj
vyprazdnime tabulku T}
zvolime ndhodné funkci h; € H,, ()2
while h; nenf prostd na mnoziné S; do
zvolime ndhodné funkci h; € H,y, ()

enddo
for every y € S; do vlozime y do Tj na pozici h;(y) enddo
else
m(j) := 2m(j)
if neni dost prostoru pro tabulku 7} nebo
o(m)—1 9
4dn
2
>
> ) 2 Jos
then
RehashAll
else

alokujeme prostor pro novou prazdnou tabulku 7j
vytvoiime seznam S; prvku ze staré tabulky 7T; a zrusime ji
zvolime ndhodné funkci h; € H,y, ()2
while h; nenf prostd na mnoziné S; do
zvolime ndhodné funkci h; € H,y,(j)2
enddo
for every y € S; do vlozime y do Tj na pozici h;(y) enddo
endif
endif
else
RehashAll
endif
endif

RehashAll:

projdeme tabulku 7" a tabulky T; a vytvoiime seznam prvku z mnoziny S
s:=o(n)

zvolme nahodné h € H,

for every i =0,1,...,s —1do S; :={x € S| h(z) =i} enddo



while 377 2(15i])2 > &2 4 21 do

zvolme ndhodné h € H,

for every i =0,1,...,s —1do S; := {x € S| h(zx) =i} enddo
enddo
Komentai: zde S; jsou mnoziny vytvorené nahodné zvolenou funkci h
n:=0
for every i =0,1,...,5s—1do

zvolime ndhodné h; € H,, ()2

while h; neni prosta na mnoziné S; do

zvolime ndhodné h; € H,, ()2

enddo
enddo
for every z € S do INSERT(z) enddo

DELETE(z):

j = h(l’), n:i=n-— 17 ‘SJ‘ = ‘SJ’ -1

odstranime z z pozice h;(z) v tabulce T}, pozice bude prazdnd
if n < % then RehashAll endif

14+2¢
MEMBER (z):
j = h(z)

if 2 je na h;(x)-té pozici v tabulce T} then
Vystup: z je prvek S

else
Vystup: = neni prvkem S

endif

Algoritmy predpoklddaji, ze pii operaci INSERT(z) prvek x nepatii do S a pii operaci
DELETE(z) x je prvkem S. Velikost reprezentované mnoziny je n.

Uvedu slozitost této metody bez dukazu.

Véta. Popsand metoda vyzaduje linedrni pamét (neuvazuje se pamét potiebnd pro zakédo-
vani hasovacich funkci), operace MEMBER v nejhorsim piipadé vyzaduje ¢as O(1) a
oc¢ekavand amortizovand slozitost operaci INSERT a DELETE je také O(1).

Toto zobecnéni Fredman-Komlés-Szemerédiho metody navrhli Dietzfelbinger, Karlin, Mehl-
horn, Meyer auf der Heide, Rohnert a Tarjan.

Dalsi nevyhoda Fredman-Komlés-Szemerédiho metody:

Navrzend metoda pracuje pro m < 3n, ale nezajisti m = n. Lze Tict, Ze pamét je efektivnée
vyuzita? Existuje metoda, ktera by umoznila navrh perfektni hasovaci funkce pro m =
n? Z vysledku pro (N, m,n)-perfektni soubory funkei plyne existence (N, n,n)-perfektniho
souboru pro n’V > entin(n) In(V). Zminime se orienta¢né o parametrizované metodé, kterd
navrhuje perfektni hasovaci funkci pro S C U a pro |S| = n. Parametr bude ptirozené éislo r,
které urcuje, jaké hypergrafy jsou uzity pti konstrukeci funkce. Proto nejdiive pfipomeneme
nékolik definic.



Dvojice (X, E), kde X je mnozina a E je systém r-prvkovych podmnozin X, se nazyva
r-hypergraf. Prvky v E se nazyvaji hrany r-hypergrafu. Cyklus je hypergraf (X, F), kde
kazdy vrchol lezi alespon ve dvou ruznych hrandch. Naopak r-hypergraf (X, E') se nazyva
acyklicky, kdyz zadny jeho podhypergraf neni cyklus.

Nyni popiseme metodu, ktera je rozdélena do dvou kroku. Je ddno S C U takové, ze |S| = n.

Krok 1) Méjme r-hypergraf (V, E), kde |E| = n. Nalezneme zobrazen{
g:V—A{0,1,...,n—1}

takové, ze funkce h : E — {0,1,...,n — 1} definovand h(e) = >_._; g(v;) mod n, kde
e ={v1,v2,...,v,}, je prosta (misto s¢itani modulo n muzeme pouzit libovolnou grupovou
operaci na mnoziné {0, 1,...,n — 1}). Pro acyklicky r-hypergraf lze funkci g zkonstruovat
nasledujicim postupem. Zvolime bijekci h : E — {0,1,...,n — 1} a pak definujeme g
nasledovné: kdyz e = {vy,ve, ..., 0.} a g(v;) je definovéno pro i = 2,3,...,r, pak

g(v1) = h(e) — Zg(vi) mod n.

Protoze pro kazdy acyklicky r-hypergraf existuje vrchol, ktery lezi v jediné hrané, lze tento
postup pouzit ke konstrukei g pomoci indukce (a tedy mame algoritmus pro konstrukei g).

Krok 2) Nalezneme r funkei f1, fo,..., fr : U — V takovych, ze (V, E), kde

E= {{fl(x)an(x)a .- >f7’(x)} | S 5}7

je acyklicky r-hypergraf. Pak hasovaci funkce f je definovdna f(z) = >°._; g(fi(z)) pro
kazdé x € U. Z konstrukce vyplyva, ze je perfektni na mnoziné S.

Autori dokazali, ze nejvhodnéjsi alternativa je, kdyz zobrazeni fi, fo,..., f, jsou ndhodna
zobrazeni nahodné zvolena. Bohuzel takova zobrazeni neumime zkonstruovat, ale autori
ukézali, ze pro tyto tucely lze pouzit ndhodny vybér funkci z néjakého c-univerzalniho
souboru funkci.

Autofi ukézali, ze jejich algoritmus vyzaduje O(rn+|V|) ¢asu a O(nlogn+rlog |V|) paméti.
Tento metapostup navrhli Majewski, Wormald, Havas a Czech (1996).

Pro praktické pouziti je problematicka reprezentace r-hypergrafu a i ndhodna volba funkci
fi, fay ..., fr (viz pfedchozi diskuze o c-univerzalité). Z pozadavku na perfektni hasovaci
funkci je opét problémem splnéni pozadavku 4). Nevim, jak je uvedend metoda prakticky
pouzitelna a zda se nékde pouziva.

EXTERNI HASOVANT{

Navrzeny postup je také znam pod nazvem Faginiv algoritmus. Timto problémem se jako
prvni asi zabyval Larsson.

Resfme jiny problém — ulozeni dat v externi paméti. Hlavni problém — minimalizovat
pifstupy na externi pamét.
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Piedpoklady: Externi pamét je rozdélena na stranky, kazda stranka obsahuje b polozek
(dat) (predpokladdme, ze b > 1, jinak to nemd smysl). Vzdy v jednom kroku nacteme celou
stranku do interni paméti nebo celou stranku v interni paméti v jednom kroku zapiSeme na
externi medium. Tyto operace jsou fadové pomalejsi nez operace v interni paméti.

Podobny problém se také fesi pri praci s cache-paméti. V tom pripadé vSak neovliviujeme,
ktera stranka se bude nacitat, kdezto v pripadé externi paméti to pravé musime fesit.

N4&s cil: Nalézt zpusob ukladani dat do stranek externi paméti, aby se minimalizoval pocet
operaci s externi pameéti.

Piedpokladejme, ze h : U — {0,1}* je prosté zobrazeni takové, ze délka h(u) je stejnd pro
v8echny prvky univerza U. Ozna¢me k délku h(u) pro v € U. Pak h je hasovaci funkce (to
znamens, Ze haSovaci funkce je pfejmenovéani prvki). Necht S C U, pak pro slovo a délky
mensi nez k definujme

hs'(a) = {s € S| a je prefix h(s)}.

Rekneme, Ze a je kritické slovo, kdyz 0 < |hg' ()| < b a pro kazdy vlastn{ prefix o’ slova o
plati |hg'(a/)| > b. Pro kazdé s € S existuje praveé jedno kritické slovo a, které je prefixem
h(s). Definujme d(s) pro s € S jako délku kritického slova, které je prefixem h(s) a

d(S) = max{délka(«) | « je kritické slovo} = max{d(s) | s € S}.

Mnozinu S reprezentujeme tak, Ze je jednoznacnd korespondence mezi kritickymi slovy a
strankami externi paméti slouzicimi k reprezentaci S. Na strance pftislusejici kritickému
slovu a je reprezentovan soubor hg'(a).
Problém: jak nalézt stranku kritického slova a?
Regeni: Adresat je funkce, kterd kazdému slovu a o délce d(S) piifadi adresu stranky
predpisem
kdyz kritické slovo 3 je prefixem «, pak k « je prifazena stranka korespondujici s 3,
jinak je k « prifazena stranka NIL — specidlni prazdna stranka.
Korektnost: Pro ruzna kritickd slova 3 a v plati h;l(ﬁ) N h;l(v) = (), a tedy pro kazdé
slovo a délky d(.S) existuje nejvyse jedno kritické slovo, které je prefixem «. Kdyz « je slovo
délky d(S), pak nastane jeden z téchto tii pripadu:

(1) hg'(a) # 0, pak 0 < |hg'(a)| < b a existuje pravé jedno kritické slovo 3, které je
prefixem «;
(2) hg'(a) = 0 a existuje prefix o/ slova a takovy, ze 0 < |hg*(a/)| < b, pak existuje
pravé jedno kritické slovo, které je prefixem o’ (a tedy také prefixem «);
(3) hg'(a) = 0 a pro kazdy prefix o/ slova a plati bud hg'(a’) = @) nebo |hg'(a/)| > b
(pak k « je prifazena stranka NIL).
Méjme slovo a o délce d(S). Oznacme c(a) nejkratsi prefix o’ slova a takovy, ze kazdému
slovu 8 o délce d(S), které ma o za prefix, je prifazend stejnd stranka jako slovu a.
Viimnéme si, ze kdyz hg'(a) # 0, pak c(a) je kritické slovo. Plati silngjsi tvrzeni, které
tvrdi, Ze néasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(1) stréanka ptifazend slovu « je ruznd od NIL;
(2) c(a) je kritické slovo;
(3) néjaky prefix a je kritické slovo.



Vsimnéme si, ze znalost adresafe umoznuje nalézt slovo ¢(a)) pro kazdé slovo o délce d(.5).

Linearni uspotradani na slovech délky n nazveme lexikografické, kdyz o < (3, pravé kdyz
a =~0a" a f=~10" pro néjaka slova v, o’ a §'. Lexikografické usporadani vzdy existuje a
je jednoznacné.

Reprezentace adresaie: Je to seznam adres stranek o délce 249 takovy, ze adresa na i-tém
misté odpovidd i-tému slovu délky d(S) v lexikografickém uspofadani.

Piiklad: U je mnozina vsech slov nad {0,1} o délce 5, h je identickd funkce a b = 2.
Reprezentujme mnozinu S = {00000, 00010, 01000, 10000}. Pak d(00000) = d(00010) =
d(01000) = 2, d(10000) = 1, kriticka slova jsou 00, 01 a 1 a adresaf je (misto adresy stranky
uvedeme mnozinu, ktera je na této strance ulozena)

00 — {00000,00010}, 01 — {01000}, 10+ 11 — {10000}.

Tedy ¢(00) = 00, ¢(01) = 01 a ¢(10) = ¢(11) = 1. Kdyz odstranime prvek 10000, pak 1
prestane byt kritické slovo a adresat bude mit tvar

00 — {00000, 00010}, 01 — {01000}, 10+ 11— NIL.

Opét plati ¢(00) = 00, ¢(01) = 01 a ¢(10) = ¢(11) = 1. V adresaii je také ulozeno d(S).
Algoritmy.

Uvedeme zde jen slovni popis operaci. Predpokladame, ze adresaf je ulozen v externi paméti
na jedné strance.

MEMBER(z)

1) Spocitdme h(z) a nacteme adresai do interni paméti. Vezmeme prefix « slova h(x) o
délce d(S) a nalezneme adresu stranky piislusejici k a. Kdyz je to stréanka NIL, pak = ¢ S
a konec, jinak pokrac¢ujeme krokem 2).

2) Nacteme stranku piislusejici k o do interni paméti. Prohleddme ji a pokud neobsahuje
x, pak x ¢ S a konec. Kdyz obsahuje x, pak provedeme pozadované zmény a stranku
ulozime do externi paméti na jeji puvodni misto. Konec.

INSERT(x)

1) Spocitdme h(z) a nacteme adresai do interni paméti. Vezmeme prefix « slova h(x) o
délce d(S) a nalezneme adresu stranky ptislusejici k «v a slovo ¢(a). Kdyz stranka ptitazend
k a je NIL, pokracujeme krokem 3), v opatném piipadé pokracujeme krokem 2).

2) Nacteme stranku pfifazenou slovu a. Kdyz x je ulozeno na této stréance, pak skon¢ime.
Kdyz x neni na této strance, pak tam pfidame slovo x. Pokud na strance je nejvyse b
prvku, pak ulozime stranku na jeji puvodni misto a skonéime. Kdyz na strance je vice
nez b prvki, pak nalezneme nova kriticka slova, kterd nam stranku rozdéli, a vytvotrime dvé
stranky — jednu ulozime na misto puvodni stranky a druhou ulozime na novou stranku.
Pokrac¢ujeme krokem 4).

3) Vytvoirime v interni paméti novou stranku, kterd obsahuje x, nalezneme novou stranku v
externi paméti a tam ulozime vytvofenou stranku (vSem slovum, kterd maji c(«) za prefix,
bude pfifazena tato strénka) a pokracujeme krokem 4).

4) Nacteme opét adresai do interni paméti, aktualizujeme adresy pfifazenych strének a



piipadné zvétsime adresat (to nastane, kdyz néjaké nové kritické slovo ma délku vétsi nez
d(S), pak nové d(S) je pravé délka tohoto slova — obé kritickd slova vznikld v kroku 2) maji
stejnou délku). Aktualizovany adresar ulozime do externi paméti. Konec.

DELETE(z)

1) Spocitame h(z) a nacteme adresaf do interni paméti. Vezmeme prefix « slova h(x) o
délce d(S) a nalezneme adresu stranky piislusejici k a a slovo ¢(a). Kdyz stranka pfifazena
k a je NIL, pak skon¢ime. Ozna¢me (3’ slovo, které ma stejnou délku jako c(«) a 1isf se od
c(a) pouze v poslednim bitu. Kdyz existuje slovo 8 délky d(S) takové, ze ¢(5) = 3, pak
stranka pritazena k (3 je kandidét.

2) Naéteme stranku piislusnou k slovu « do interni paméti. Kdyz tato stranka neobsahuje
x, pak skon¢ime. Kdyz tato stranka obsahuje x, pak odstranime z z této stranky. Kdyz
neexistuje kandidat nebo kdyz nova stranka a stranka kandidata dohromady obsahuji vice
nez b prvku, pak novou stranku ulozime na jeji ptuvodni misto a skon¢ime.

3) Kdyz nové stranka a strénka kandiddta maji dohromady b prvku, pak na¢teme stranku
kandidata do interni paméti. V interni paméti tyto stranky spojime do jedné a tuto stranku
pak ulozime do externi pameéti.

4) Nacteme adresér, kde zaktualizujeme adresy stranek. Pokud jsme sloucili dvé stranky,
musime nalézt nové c(a) (je to nejkratsi prefix o’ slova a takovy, ze ke kazdému slovu [ o
délce d(S), které ma o’ za prefix, je pfirazena jedna z téchto adres: adresa stranky pritazend
k «, adresa stranky kandidéta, NIL) a kazdému slovu o délce d(5), které ma nové c(«) za
prefix, bude pfifazena adresa nové (spojené) stranky. Otestujeme, zda se adresaf nemuze
zkratit (to nastane, kdyz adresy stranek pfifazené (2i + 1)-imu slovu a (2i 4 2)-ému slovu o
délce d(S) jsou stejné pro vSechna i, pak se tato slova spoji a d(.5) se zmensi o 1). Upraveny
adresatr ulozime. Konec.

Naésledujici véta ukazuje, ze jsme nas hlavni cil splnili. Pro jednoduchost predpokladéame,
ze adresar je také ulozen na externi paméti a ze v interni paméti nemuze byt ulozen spolu
s néjakou jinou strankou.

Véta. Operace MEMBER vyzaduje nejvyse tii operace s externi paméti. Operace IN-
SERT a DELETE vyzaduji nejvyse Sest operaci s externi paméti.

V nasem piikladu provedeme operaci INSERT(00001). Po pfidani prvku strénka puvodné
prifazend k slovu 00 vypada takto {00000, 00001,00010}. Tuto stréanku rozdélime na strén-
ky {00000,00001} a {00010}. Pfitom kritické slovo prvni stranky je 0000 a druhé stranky
je 0001. Takze d(S) = 4 a adresaf vypadd

0000 — {00000, 00001}, 0001 — {00010},
0010 — 0011 — NIL,

0100 — 0101 — 0110 + 0111 — {0100},
1000 — 1001 — 1010 — 1011 — {10000},
1100 — 1101 + 1110 — 1111 +— {10000}.

To znamena, ze kromé adresy 00 se ostatni slova rozdélila na ¢tyfti slova, ale adresy zustaly
stejné. Jen u slova 00 vznikld slova dostala riuzné adresy.



V puvodnim piikladu provedeme operaci DELETE(01000). Pak kandidat je 00 a po
odstranéni prvku 01000 nastane spojeni téchto dvou stranek. Po aktualizaci adres dostane
adresar tvar

00 — 01 — {00000,00010}, 10 — 11 ~— {10000},

tj. k prvnimu a druhému slovu je pritazena stejna stranka a stejné tak k tfetimu a ¢tvrtému
slovu. Takze muzeme adresafr zmensit. Pak d(S) = 1 a adresaf ma podobu

0 — {00000, 00010}, 1 — {10000}.

Vznik4 otdzka, jak je tato metoda efektivni. Hlavné jak efektivné vyuzivd pamét. Plati

Véta. Kdyz velikost reprezentované mnoziny je n, pak ocekavany pocet pouzitych stranek

. n o ¢ ¢ . v e e 1+41
Jje 315 a ocekavana velikost adresare je io5mn 'b.

Prvni tvrzeni tiké, ze ocekavany pocet prvki na strance je bln2 &~ 0.69b. Tedy zaplnéno je
asi 69% mist. Tento vysledek neni piekvapujici a je akceptovatelny. Horsi je to s adresirem,
jak ukazuje nasledujici tabulka

velikost S | 10° 100 108 1010
2 6.2-107 [1.96-10% [1.96-10'" [1.96- 10"
10 1.2-10° | 1.5-10% | 2.4 -10% [3.9.10%
50 9.8-10% [ 1.0-10° | 1.1-10% [1.2-10%0
100 4.4-10% | 4.5-10* | 4710 |4.9-108

kde jednotlivé radky odpovidaji hodnotam b uvedenym v prvnim sloupci. Protoze ocekdvana
velikost adreséte se zvétsuje rychleji nez linedrné (exponent un je 1+ %), tak nelze ocekavat,
ze tuto metodu lze vzdy pouzit. Vypocty i experimenty ukazuji, ze pouzitelna je do velikosti
|S| = 10'°, kdyz b ~ 100. V tomto rozmez{ je nérist adresaie jen kolem 5%. Pro vétsi n je
tteba, aby b bylo jesté veétsi.



