V praxi se casto setkdvame s nésledujicim problémem, ktery je modifikaci slovnikového
problému.
Zadéani problému: U je univerzum. Je ddna mnozina S C U a funkce f : S — R, kde R
jsou redlna cisla. Mame navrhnout reprezentaci S a f, kterd umoznuje operace:
INSERT(s, a) — piid4d k mnoziné S prvek s tak, ze f (s) = a;
MIN - nalezne prvek s € S s nejmensi hodnotou f (s);
DELETEMIN - odstrani prvek s € S s nejmensi hodnotou f (s);
DELETE(s) — odstrani prvek s € S;
DECREASE(s, a) — zmensi hodnotu f (s) o a (tj. f(s):= f(s) — a);
INCREASE(s, a) — zvétsi hodnotu f (s) o a (tj. f(s):= f(s)+ a).
Pti operaci INSERT (s, a) se predpoklada, ze s ¢ S, tento predpoklad operace INSERT
neovéiuje. Pti operacich DELETE(s), DECREASE(s,a) a INCREASE(s, a) se pred-
poklada, ze s € S a operace navic dostava informaci, jak nalézt s a s nim spojena data v
reprezentaci S a f. Haldy jsou typ struktury, kterd se pouziva pro feseni tohoto problému.

Halda je stromova struktura, kde vrcholy reprezentuji prvky z S a splnuji lokalni podminku
na f. Obvykle se pouziva nasledujici podminka nebo jeji symetricka verze:

(usp) Pro kazdy vrchol v, kdyz v reprezentuje prvek s € S a otec (v) reprezentuje ¢, pak
f(E) < f(s).
Probereme nékolik verzi hald a budeme predpokladat, ze vzdy splnuji tuto podminku a
ze operace DELETE(s), DECREASE(s,a) a INCREASE(s, a) zadavaji také ukazatel
na vrchol reprezentujici s € S. Navic budeme uvazovat operace

MAKEHEAP(S, f) — operace vytvoii haldu reprezentujici mnozinu S a funkci f.
MERGE(H,, Hy) — predpokldddme, ze halda H; reprezentuje mnozinu S; a funkci f; pro
1=1,2a 5, NSy =0. Operace vytvori haldu H reprezentujici S; U Sz a f1 U fo. Operace
neovéiuje disjunktnost S7 a So.

REGULARNI{ HALDY

Piedpokladejme, ze d > 1 je pfirozené ¢islo. d-reguldrni strom je kofenovy strom (7', 7)
takovy, ze existuje poradi synu jednotlivych vnitinich vrcholu takové, ze oc¢islovani vrcholu
prohleddvanim do sitky (koten r je ¢islovan 1) splauje

(1) kazdy vrchol mé nejvyse d syni;

(2) kdyz vrchol nentf list, tak vSechny vrcholy s mensim ¢islem maji pravé d synu;

(3) kdyz vrchol ma méné nez d synu, pak vSechny vrcholy s vétsim ¢islem jsou listy.
Toto oc¢islovani se nazyva prirozené ocislovani d-reguldrniho stromu. ptirozené ocislovani
budeme oznacovat o, to znamend, ze pro vrchol v je o(v) jeho ¢&islo/pofadi v tomto
ocislovani.

Tvrzeni. d-reguldrni strom ma nejvyse jeden vnitrni vrchol, ktery md méné nez d syni.
Kdyz d-reguldrni strom mda n vrcholi, pak jeho vyska je [logy; (n(d—1)+1)| — 1. Kdyz
pro vrchol v je o(v) = k, pak vrchol w je syn vrcholu v, prdavé kdyz o(w) € {(k—1)d +
2,(k—1)d+3,...,kd+ 1}, a vrchol u je otcem vrcholu v, prdvé kdyz o (u) =1+ [ 52].

Rekneme, 7ze mnozina S s funkef f je reprezentovéna d-reguldrni haldou H a bijekef key,
kdyz H je d-regularni strom (7, ) a bijekce key z vrcholu stromu 7" na mnozinu S spliiuje
podminku (usp).
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Implementace d-reguldrni haldy H. Necht o je pifirozené oéislovani d-reguldrniho stromu
(T, r), pak halda H je reprezentovand polem H [1..|S|], kde H (i) = (key (v), f (key (v))) a
o (v) = i. Algoritmy budeme popisovat pro stromy, protoze je to nazornéjsi. Preformulovat
je pro pole, je snadné. Pro jednoduchost zapis f (v) pro vrchol v oznacuje f (s), kde
s € S je reprezentovan vrcholem v. U d-regularniho stromu predpoklddame, ze zname
prirozené ocislovani a fraze ‘posledni vrchol’, ‘ptedchéazejici vrchol’ atd. se vztahuji k
tomuto oc¢islovani.

Neni zndma efektivni implementace operace MERGE pro d-regularni haldy. Efektivni
implementace ostatnich operaci jsou zalozeny na dvou pomocnych operacich UP(v) a
DOWN(v). Operace UP(v) posunuje prvek s reprezentovany vrcholem v smérem ke
koteni, dokud vrchol reprezentujici prvek s nespliuje podminku (usp). Na druhou stranu
operace DOWN(v) posunuje prvek s smérem k listim dokud neni splnéna podminka

(usp).

Algoritmy.

UP(v):
while v neni kofen a f (v) < f (otec (v)) do
vymeén key (v) a key (otec (v)), v := otec (v)
enddo

DOWN(v):
if v neni list then
w :=syn vrcholu v reprezentujici prvek s nejmensi hodnotou f (w)
while f (w) < f (v) a v neni list do
vymeén key (v) a key (w), v :i=w
w :=syn vrcholu v reprezentujici prvek s nejmensi hodnotou f (w)
enddo
endif

INSERT(s):

v :=novy posledni list, key (v) := s, UP(v)
MIN:

Vystup key (koten T')

DELETEMIN:
v :=posledni list, r :=kofen
key (r) := key (v), odstran v
DOWN(r)
DELETE(s),
v :=vrchol reprezentujici s, w :=posledni list
key (v) := key (w), odstran w
if f(t) < f(s) then UP(v) else DOWN(v) endif
DECREASE(s, a):
v :=vrchol reprezentujici s
f(s):=f(s)—a, UP(v)
INCREASE(s, a):

v :=vrchol reprezentujici s

f(s):=f(s)+a, DOWN(v)



MAKEHEAP(S, f):
T := d-regulérni strom s |S| vrcholy
zvolme libovolnou reprezentaci S vrcholy stromu 7'
v :=posledni vrchol, ktery neni list
while v je vrchol T' do

DOWN(v), v :=vrchol predchazejici vrcholu v
enddo

Korektnost algoritmua.

U operace INSERT je podminka (usp) splnéna pro vSechny vrcholy s vyjimkou nové
vytvoreného listu a operace UP zajisti jeji splnéni. Pti operaci DELETEMIN je pod-
minka (usp) splnéna pro vsechny vrcholy s vyjimkou kotene a operace DOWN zajist{
jeji splnéni. U operaci DELETE(s), DECREASE(s,a) a INCREASE(s, a) je pod-
minka (usp) splnéna pro vSechny vrcholy s vyjimkou vrcholu v a provedeni operace UP
nebo DOWN zajisti jeji splnéni. Pro operaci MAKEHEAP budeme uvazovat dudlni
formulaci podminky (usp):

(d-usp) kdyz s je prvek reprezentovany vrcholem v, pak f(s) < f(¢) pro vsechny prvky
reprezentované syny ¢ vrcholu v.

Kdyz kazdy vrchol spliiuje podminku (d-usp), pak spliuje i podminku (usp). Kazdy
list spliuje podminku (d-usp), a proto kdyz algoritmus MAKEHEAP pracuje s vrec-
holem v, tak podminku (d-usp) spliuji vsechny vrcholy w takové, ze o(w) > o(v). Po
provedeni podprocedury DOWN(v) je podminka (d-usp) splnéna i pro vrchol v (tj. pro
vSechny vrcholy w takové, ze o (w) > o(v)). Odtud plyne korektnost algoritmu pro operaci
MAKEHEAP, protoze algoritmus kon¢i provedenim operace DOWN na kofen.

Efektivita operaci.

Jeden béh cyklu v operaci UP vyzaduje ¢as O (1) a v operaci DOWN ¢as O (d). Proto
v nejhorsim piipadé operace UP vyzaduje cas O (log,|S|) a DOWN ¢as O (dlog, |5]).
Operace MIN ziejmé vyzaduje ¢as O (1), operace INSERT a DECREASE vyzaduji
cas O (log, |S]) a operace DELETEMIN, DELETE a INCREASE cas O (dlog,|S]).
Haldu muzeme vytvofit i tak, ze opakujeme |S|-krat operaci INSERT, to vyzaduje ¢as
O (]S|1og, (|S])). Spocitdme slozitost operace MAKEHEAP. Operace DOWN(v) na
vrchol ve vysce h vyzaduje v nejhorsim ptripadé ¢as O (hd). Vrcholu v hloubce i je nejvyse
d'. Piedpokladejme, ze strom mé vysku k, pak operace MAKEHEAP vyzaduje ¢as
0 (2?;(} di (k — i) d) ~0 (25;01 4t (k — )) Oznacme A = S2F=Ldi+1 (& — i), pak

k—1

k—1
dA— A=) "d"?(k—1i) —Zdi“ (k—1i) =
=0 ;
k+1

> di(k—i+2) de —i+1
1=2

k
d’“+1+2di(l@—i+2—k+i—1)—dk:

dr-
k+1 i k1, g2 _
d +122d —dk=d""" +d d—l dk.
Tedy A = 4 4 =" _ gp Protoze k = [log; (|S](d—1)+1)] — 1, dostavame
Yy A4 = d (d—1)2 : = &d ) )
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ze d*Tt < d?((d—1)|S|+1), a proto A < 2d?|S|. Tedy MAKEHEAP vyzaduje v
nejhorsim pripadé jen cas O (d?(S5]).

Aplikace: Tridéni.

Pro settidéni posloupnosti prvki muzeme pouzit nasledujici algoritmus.

d-HEAPSORT (z1,x2,...,%,):
MAKEHEAP({z; |i=1,2,...,n},f)
i=1
while 7 < n do

y; :=MIN, DELETEMIN, i :=i+ 1
enddo
Vystup: y1,92;- -, Yn

Ptredpokladame, ze z1, s, ..., z, je posloupnost ¢isel a f v tomto pripadé bude identicka
funkce.

Teoreticky lze ukazat, ze d = 3 a d = 4 jsou lepsi nez d = 2. Experimenty ukazaly, ze
optiméalni algoritmus pro posloupnosti délek do 1 000 000 by meél byt d = 6 nebo d = 7.

Nalezeni nejkratsich cest v grafu z daného bodu.

Vstupem pro tuto aplikaci je orientovany ohodnoceny graf (X, R,¢) a vrchol z € X, ¢ je
funkce z R do mnoziny kladnych redlnych cisel.

Ukol: nalézt pro kazdy bod x € X délku nejkratsi cesty ze z do x — délka cesty je soucet
ohodnoceni hran na dané cesté funkci c.

Resent:

Dijkstrav algoritmus
d(z):=0,U:={z}
for every z € X \ {2z} do d(z) := +00 enddo
while U # () do
najdi vrchol u € U s nejmensi hodnotou d (u), odstran ho z U
for every (u,v) € R do
if d (u) + ¢ (u,v) < d(v) then
if d (v) = 400 then vloz v do U endif
d(v) :=d(u) + c(u,v)
endif
enddo
enddo

Kdyz U = (), pak d (x) jsou délky nejkratsich cest ze z do x. Kdyz U reprezentujeme jako
d-regularni haldu, pak se provede nejvyse | X| operaci INSERT, MIN a DELETEMIN
a |R| operaci DECREASE a |U| < |X|. Pro d = 2 dostavéame, ze algoritmus vyzaduje

cas O (|X|log (| X]) + |R|log (] X])). kdyz polozime d = max{2, L%J}, pak algoritmus
vyzaduje ¢as O (|R|log, |X|). Kdyz |R| > |X|'*¢ pro e > 0, pak log,;|X| = O(1) a

algoritmus je linedrni (tj. vyzaduje ¢as O (|R|)).

LEFTIST HALDY

Méjme binarni strom (7, r), to znamend, ze r je kofen, kazdy vrchol mé nejvyse dva syny
a u kazdého syna vime, zda je to pravy nebo levy syn. Pro vrchol v ozna¢me npl (v) délku
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nejkratsi cesty z v do vrcholu, ktery ma nejvyse jednoho syna. Takze napf. list ma npl
rovno 0.

Méjme S C U a funkci f: S — R. Pak bindrni strom (7', r) takovy, ze

(1) kdyz vrchol v méa jen jednoho syna, pak je to levy syn,
(2) kdyz vrchol v mé dva syny, pak

npl (pravy (v)) < npl (levy (v)) ,

(3) existuje jednoznaénd korespondence mezi prvky z S a vrcholy T, kterd spliiuje
podminku (usp)

je leftist halda reprezentujici mnozinu S a funkci f.

Struktura vrcholu v:

ukazatelé otec (v), levy (v) a pravy (v) na otce vrcholu v, na levého syna v a na pravého
syna v. Kdyz ukazatel neni definovan, pak piSeme, ze jeho hodnota je NIL;

npl (v) — proménné s hodnotou npl (v);

key (v) — prvek reprezentovany vrcholem v;

f (v) — proménnd obsahujici hodnotu f (key (v)).

Zakladni vlastnost leftist haldy.

Posloupnost vrcholu vg, vy, ..., vk se nazyva prava cesta z vrcholu v, kdyz v = vg, v;11 je
pravy syn v; pro kazdé ¢ =0,1,...,k —1 a vx nema pravého syna. Pak podstrom vrcholu

v do hloubky k je tplny bindrni strom, a tedy podstrom vrcholu v mé alesponn 2! — 1
vrcholu. Tedy délka pravé cesty z vrcholu v je

O (log (velikost podstromu uréeného vrcholem v)).

Zakladni operace pro leftist haldy je MERGE.

Algoritmy.

MERGE(T:, T»):
if 71 = 0 then Vystup= T, konec endif
if T, = () then Vystup= T} konec endif
if key (kofen T7) > key (kofen T5) then
zamen T1 a T2
endif
T’ :=MERGE(podstrom pravého syna kotene 17, T5)
pravy (kofen T1) := koten 1", otec (kofen 1") := kofen T}
if npl (pravy (kofen T7)) > npl (levy (kofen 77)) then
zameén levého a pravého syna kotfene T}
endif
npl (kofen T3) := npl (pravy (kofen 77)) + 1

INSERT (x):
Vytvor haldu T; reprezentujici {x}
MERGE (T, )

MIN:
Vystup: key (koten T')



DELETEMIN:
T} :=podstrom levého syna koiene T

T5 :=podstrom pravého syna koiene T
MERGE(Ty,T5)

MAKEHEAP(S, f):

Q) :=prazdna fronta

for every s € S do
vytvor leftist haldu T reprezentujici {s}
vloz T do @Q

enddo

while |Q| > 1 do
vezmi haldy 77 a T z vrcholu @ (odstran je)
MERGE(T1, T») vloz do Q

enddo

Efektivnost algoritmu.

Kazdy béh algoritmu MERGE (bez rekurzivniho voldni) vyzaduje ¢as O (1). Pocet
rekurzivnich volani je soucet délek pravych cest, proto algoritmus MERGE vyzaduje cas
O (log (|S1] +|S2])), kde S; je mnozina reprezentovand haldou T; pro i = 1, 2. Proto algo-
ritmy INSERT a DELETEMIN vyzaduji v nejhorsim piipadé cas O (log (]S])). Operace
MIN vyzaduje ¢as O (1). Pro odhad slozitosti MAKEHEAP budeme uvazovat, ze na
zacatku algoritmu je na vrcholu fronty specialni znak, ktery se jen prenese na konec fronty.
Odhadneme cas, ktery pottebuji while-cykly mezi dvéma prenesenimi specialniho znaku.
Ptredpokladejme, Ze se specidlni znak ptrenesl k-krat. V tomto okamziku, az na jednu haldu,
viechny haldy ve fronté majf velikost 2¥. Proto ve fronté Q je [ﬂw hald a kazda operace
MERGE vyzaduje O (k) casu. Tedy while-cykly vyzaduji ¢as O <k%> Dostavame, ze
operace MAKEHEAP vyzaduje cas

(Zk'5'> (mz) 0(1s).

Implementace operaci DECREASE a INCREASE pomoci operaci UP a DOWN jako
v d—regulé,rnich haldéch neni efektivni, protoze délka Cesty zZ kofene do listu v leftist haldé

......

Nejprve popiSeme pomocnou operaci Oprav(T, v), kterd vytvori leftist haldu z bindrniho
stromu 7" vzniklého z leftist haldy 7" odtrhnutim podstromu s kofenem ve vrcholu v.

Oprav(7T,v):
t := otec (v), npl(t) :=0
if pravy (t) # v then levy (t) := pravy (t) endif
pravy (t) := NIL
while se zmensilo npl (¢) a ¢ neni kofen do

t := otec (t)

if npl (pravy (t)) > npl (levy (¢)) then

vymeén levy (t) a pravy (t)
endif



npl (¢) := npl (pravy (t)) + 1
enddo

Po provedeni procedury Oprav maji vSsechny vrcholy spravné ¢islo npl a navic jsou splnény
podminky polozené na leftist haldu. Tedy po provedeni Oprav je T opét leftist halda.
Kdyz t je posledni vrchol, u kterého se zmensilo npl, pak vrcholy, kde se zmensilo npl
tvoi{ pravou cestu z vrcholu ¢. To znamend, ze while-cyklus se provadél nejvyse log (|S])-
krat a kazdy béh while-cyklu vyzadoval ¢as O (1). Proto algoritmus Oprav vyzaduje ¢as

O (log (|51))-
Ostatni algoritmy.

DECREASE(s, a):
v := prvek reprezentujici s
T} := podstrom 7T uréeny vrcholem v, f (v) := f(v) —a
odtrhni podstrom 77 od stromu 7'
T, :=Oprav(T,v), T :=MERGE(T1,T3)

INCREASE(s, a):
v := prvek reprezentujici s
T := podstrom T urc¢eny vrcholem levy (v)
T, := podstrom 7" uréeny vrcholem pravy (v)
T3 := leftist halda reprezentujici prvek s
odtrhni od stromu 7' podstrom urceny vrcholem v
f(v):=f(v)+a, Ty =Oprav(T,v), Ty :=MERGE(T},T3)
TQ :MERGE(TQ, T4>, T :MERGE(Tl,TQ)

DELETE(s, a):
v := prvek reprezentujici s
T} := podstrom 7" uréeny vrcholem levy (v)
T, := podstrom 71" uréeny vrcholem pravy (v)
odtrhni od stromu 7' podstrom urc¢eny vrcholem v
T5 :=MERGE(T1,T,), T, :=Oprav(T,v)
T :=MERGE(T5,T})

Odtrzeni podstromu uréeného vrcholem v od stromu 7' znamena provedeni akce

if v = levy (otec (v)) then
levy (otec (v)) := NIL
else
pravy (otec (v)) := NIL
endif
otec (v) := NIL

Shrnuti vysledk.

Veéta. V leftist halddch existuje implementace operace MIN, kterd v nejhorsim pripadeé
vyzaduje ¢as O (1), implementace operaci INSERT, DELETEMIN, DELETE, DEC-
REASE, INCREASE o« MERGE, které vyzZadugji v nejhorsim pripadé ¢as O (log (]S])),
a implementace operace MAKEHEARP, kterd vyZaduje ¢as O (|S]), kde S je reprezento-
vand mnozina.



AMORTIZOVANA SLOZITOST

Ptedpokladejme, ze h je funkce, ktera ohodnucuje konfigurace. Kdyz na konfiguraci D
aplikujeme operaci o a dostaneme konfiguraci D', pak amortizovand slozitost am (o) ope-
race o je am (0) =t (o) + h(D") — h (D), kde t (o) je ¢as potiebny pro provedeni operace
o. Predpokladejme, ze

Do -2 Dy 2 Dy 2 .. 25 D,

Dale ptedpokladejme, ze zndme odhady amortizované slozitosti operaci: am (0;) < ¢(0;)
pro vSechna 7 = 1,2,...,n. Pak

n

Zam (0i) =) (t(oi) +h(D;) —h(Di—1)) =

=1

3
3

Z toho plyne, ze

> (o) < Zc(oi) —h(Dy) + h(Dy).

=1

Obvykle h (D) > 0 pro vsechny konfigurace D nebo h (D) < 0 pro vechny konfigurace D.
Kdyz h (D) > 0 pro vSechny konfigurace D, pak muzeme psat

Zt(oi) < ZC(0i> +h(Dy),

kdyz h (D) < 0 pro vSechny konfigurace D, pak muzeme psat

Zt(oi)SZc(oi)—h(Dn).

To znamen4d, ze odhad amortizované slozitosti dava také odhad na ¢asovou slozitost, ktery
je vhodny pro posloupnost operaci. Odhad amortizované slozitosti byva lepsi nez odhad
slozitosti v nejhorsim ptipadé, a tedy i odhad slozitosti posloupnosti operaci v nejhorsim
pripadé nalezeny pomoci amortizované slozitosti je mensi nez soucet slozitosti jednotlivych
operaci v nejhorsim piipadé. Zduvodnéni tohoto jevu je, ze je nepravdépodobné, aby dvé
operace za sebou vyzadovaly nejvétsi éas. To hraje zvlast vyznamnou roli, kdyz nejhorsich
pripada je mélo (jinymi slovy, to znamend, ze jev, Ze nastane nejhorsi piipad, je maélo
pravdépodobny).

BINOMIALNI HALDY

Definujme rekurentné binomidlni stromy H; pro ¢ = 0,1,.... Jsou to kofenové stromy
takové, ze Hy je jednoprvkovy strom a strom H;i; vznikne ze dvou disjunktnich stromu
H;, kde koten jednoho se stane dalsim synem kotene druhého z nich. Viz Obr. 1
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OBR. 1

Nejprve uvedeme zakladni vlastnosti téchto strom.
Tvrzeni. Pro kazZdé prirozené cislo1=0,1,... plati:
(1) strom H; md 2° vrcholi;
(2) koren stromu H; md i syni;
(3) délka nejdelsi cesty z korene do listu ve stromu H; je i;
(4) podstromy urcené syny korene stromu H; jsou izomorfni po fadé se stromy

3
4
Ho, Hy,y ..., Hiq.

Dukaz. Tvrzeni plati pro strom Hy a jednoduchou indukci dokazeme toto tvrzeni i pro
ostatni stromy. [J

Binomidlni halda #H reprezentujici mnozinu S je soubor stromu {73, 75, ..., T} takovy, ze

pocet vrchola v téchto stromech je roven velikosti S a je dano jednoznacéné pritazeni
prvku z S vrcholum stromu takové, ze plati podminka (usp);

kazdy strom T; je izomorfni s néjakym stromem H;

T; neni izomorfni s zddnym T pro ¢ # j.

7 binarniho zapisu prirozenych c¢isel plyne, ze pro kazdé prirozené ¢islo n > 0 existuje
prosta posloupnost 41,19, ..., prirozenych ¢isel takova, ze n = Z§:1 2% . 7 toho plyne,
ze pro kazdou neprazdnou mnozinu S existuje binomialni halda reprezentujici S.
Operace pro binomialni haldy jsou zalozeny stejné jako pro leftist haldy na operaci MER-
GE. Operace MERGE pro binomidalni haldy je analogii s¢itani pfirozenych ¢isel v binar-
nim zapise.

MERGE(H1, Ha):
(komentdi: H; reprezentuje mnozinu S; pro i = 1,2 a S; N Sy = 0)
i:=0, T :=prdzdny strom, H := ()
while i < log (|.S1| + |S2|) do
if existuje U € H; izomorfni s H; then
U1 =U
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else
U, :=prézdny strom

endif

if existuje U € Hy izomorfni s H; then
U2 =U

else
U, :=prazdny strom

endif

case
(stromy T, Uy, Us jsou prazdné) do
nic

(existuje pravé jeden neprazdny strom V mezi stromy 7', U; a Uy) do
vlozme V' do H, T :=préazdny strom;
(existuji pravé dva neprazdné stromy Vi a Vo mezi stromy 7', U; a Us) do
T :i=spoj(Vi, Va)
(vsechny stromy 7', U; a Us jsou neprazdné) do
vlozme T do ‘H, T :=spoj(Ui, Us)
endcase
1:=14+1
enddo
if T #préazdny strom then vlozme T do ‘H endif
Vystup:H

spoj(T1,Ts):
if f (koten T7) > f (kofen T5) then
vyménime stromy 77 a 15
endif
koten T5 pripojime jako dalsitho syna kofene T3

Je vidét, ze kdyz oba stromy T} a T3 jsou izomorfni s H;, pak vysledny strom operace spoj
je izomorfni se stromem H,;,;. Korektnost operace MERGE plyne z tohoto pozorovani
a z faktu, ze H,; obsahuje strom izomorfni s H;, pravé kdyz v bindrnim zépise ¢isla |5}
je na i-tém misté zprava 1, a ze T je neprazdny strom, kdyz se provadi posun radu pfi
s¢itdni. Protoze kazdy béh cyklu vyzaduje ¢as O (1), algoritmus MERGE vyzaduje ¢as
O (log (|S1] +1S2])). Implementace dalsich algoritmu je podobna jako pro leftist haldy.

INSERT (x):
Vytvoiime haldu H; reprezentujici {x}
MERGEH, H,)

MIN:
Prohledame prvky reprezentované kotfeny stromu v H a nalezneme mezi nimi nejmensi
prvek

DELETEMIN:
Prohledame prvky reprezentované kofeny stromu v H a nalezneme mezi nimi strom 7T,
jehoz kofen reprezentuje nejmensi prvek
Hi :=H\ {T}, vytvoiime haldu Hs z podstromu T uréenych syny kotene T
MERGE (H1, H2)
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Z podminky (usp) je zfejmé, ze nejmensi prvek v S je reprezentovan v kofeni néjakého
stromu haldy. Tim dostavame korektnost operace MIN. Z tvrzeni plyne, ze Ho v operaci
DELETEMIN je binomidlni halda, a odtud plyne korektnost operace DELETEMIN.
Operace DECREASE se implementuje pomoci operace UP a operace INCREASE
pomoci operace DOWN stejné jako pro regularni haldy. Tato struktura nepodporuje
piimo operaci DELETE (lze provést piikazy DECREASE(c0) a pak DELETEMIN))
a operace MAKEHEAP se provadi iteraci operace INSERT.

Nésledujici véta popisujici efektivitu operaci v této struktute vyuziva faktu, ze binomidlni
halda reprezentujici mnozinu S ma tolik stromu, kolik je jedni¢ek v bindrnim zapise |S|, coz
je nejvyse log (|S]), dale ze operace MERGE simuluje s¢itani ¢isel |S1| a |S2| v bindrnim
zapise a ma tedy odpovidajici slozitost, a konectné ze amortizovana slozitost pticitani 1 k
bindrnimu ¢islu je O (1).

Véta. V binomialnich halddach algoritmy operact INSERT, MIN, DELETEMIN, DE-
CREASE o« MERGE wvyzaduji ¢as O (log (|S|)), algoritmus operace INCREASE vyza-
duje ¢as O (10g2 (1S])) a algoritmus operace MAKEHEAP vyZaduje éas O (|S]).

Z tvrzeni plyne, ze vyska stromu v binomialni haldé je < log (|.S]), ale pocet synu je také <
log (]S]) a tento odhad se ned4 zlepsit. Odtud dostavame slozitost operaci DECREASE
a INCREASE v nejhorsim piipade.

7Z téchto vysledku je vidét, ze ostatni haldy maji efektivnéjsi chovani nez binomialni haldy.
Vyznam binomidlnich hald spoc¢iva v tom, ze Fibonacciho haldy jsou jejich zobecnénim.
Na Fibonacciho haldach lze krasné ilustrovat princip, ze pro rfadu akci je vyhodné s nimi
pockat a neprovadét je okamzité. Na tomto principu pracuje i nasledujici modifikace
binomialnich hald.

Lina implentace operaci binomialni haldy.

Nasledujici algoritmy jsou zalozeny na ideji, ze ‘vyvazovani’ staci provadét jen pti operacich
MIN a DELETEMIN, kdy stejné musime prohledat vSechny stromy. Z tohoto duvodu
zeslabime podminky na binomialni haldy.

Lind binomidln{ halda H reprezentujici mnozinu S je soubor stromu {73, 75, ..., Ty} tako-
vy, Ze

pocet vrchola v téchto stromech je roven velikosti S a je dano jednoznacéné pritazeni
prvku z S vrcholum stromu takové, ze plati podminka (usp);
kazdy strom T; je izomorfni s néjakym stromem H.

V liné binomialni haldé vynechavame predpoklad na neizomorfnost stromu. Tento fakt se
projevi ve velmi jednoduchém algoritmu pro operaci MERGE.

MERGE(H1, Hs):

Provedeme konkatenaci seznamu H; a Ho.

Algoritmus pro operaci INSERT se nezméni, jen provede tuto implementaci operace
MERGE. Operace MIN a DELETEMIN pouziji nasledujici pomocnou proceduru vy-
vaz. Vstupem pro tuto operaci je soubor seznamu {O; | i =0,1,...,k}, kde seznam O;
obsahuje jen stromy izomorfni s H;. Procedura vyvaz pak z téchto seznamu stromu
vytvori binomialni haldu.

vyvaz({O; |1 =0,1,...,k}):
i:=0,H:=0
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while i < k nebo O; # () do
while |O;| > 1 do
vezmeme dva ruzné stromy 717 a T z O; a odstranime je z O;
spoj(T1,T3) vlozime do O;41
enddo
if O; # () then
strom 1" € O; odstranime z O; a vlozime do H

endif

1:=1+1
enddo
Vystup: H

MIN:

Prohleddme vSechny stromy v H, nalezneme nejmensi prvek reprezentovany v kofeni
néjakého stromu a stromy rozdélime do mnozin O; obsahujicich vSechny stromy v izomorfni
S Hz

vyvaz({O; | i =0,1,...,|log(|S])]})

DELETEMIN:
Prohleddme vSechny stromy v H, nalezneme nejmensi prvek reprezentovany v kofeni
néjakého stromu 7' € H, stromy rozdélime do mnozin O; obsahujicich vSechny stromy
izomorfni s H; ruzné od T a dile pro kazdého syna kofene stromu 7T dame podstrom
urceny timto synem do O; jestlize tento podstrom T je izomorfni s H;.

vyvaz({O; | i=0,1,...,|log(|S)]})

Amortizovand slozitost operaci INSERT a MERGE pfi liné implementaci je O (1) a
amortizovana slozitost operaci MIN a DELETEMIN je O (log (|S])). Ohodnocenim liné
binomidlni haldy bude pocet stromu v této haldé (pfesnéji dvojnésobek poctu stromi).
Amortizovand slozitost je cas operace plus ohodnoceni vysledné struktury minus ohod-
noceni pocatecni struktury. Lind implementace operaci MERGE a INSERT vyzaduje
cas O (1) a operace MERGE neméni pocet stromu, kdezto operace INSERT ptida je-
den strom. Odtud amortizovana slozitost obou operaci je omezena konstantou, a tedy je
O (1). Protoze kazdy béh vnitintho while-cyklu v operaci vyvaz vyzaduje ¢as O (1)
a zmensi pocet stromu v seznamech O; o 1, dostaneme, ze operace vyvaz vyzaduje
cas O <k+2f:0 |OZ|> = O (k+|H]|), kde k je pocet seznamu. Z Tvrzeni plyne, ze
k,|(] <log(]S|). Operace MIN bez podprocedury vyvaz vyzaduje ¢as O (|H|) a operace
DELETEMIN bez podprocedury vyvaz vyzaduje ¢as O (H + i), kde T je izomorfni s H,.
Podle tvrzeni je i < log (|S]), a tedy operace MIN vyzaduje ¢as O (2|H| + log (|S|)) a ope-
race DELETEMIN vyzaduje ¢as O (2|H| + 21log (|S])). Protoze ohodnoceni binomidln{
haldy je nejvyse 2log (|S]), dostaneme, ze odhad amortizované slozitosti operaci MIN a
DELETEMIN je

O (2[H] — 2[H| + 4log (|5])) = O (log (|S])) -

Protoze si funkci ohodnoceni volime, muzeme pouzit takové multiplikativni koeficienty,
aby jednotka casu odpovidala jednotce v amortizované slozitosti. Proto lze |H| od sebe
odecist.
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FIBONACCIHO HALDY

Zhruba fec¢eno, Fibonacciho halda je mnozina stromu, kde nékteré vrcholy ruzné od kotenu
strom1 jsou oznacené a existuje jednozna¢nd korepondence mezi prvky S a vrcholy stromu
takova, ze spliiuje podminku (usp). Bohuzel toto je jen pfiblizné vyjadieni. Existujf
takovéto struktury, které nevznikly z prazdné Fibonacciho haldy pomoci posloupnosti ope-
raci implementovanych navrzenymi algoritmy. Pfitom dukaz efektivity Fibonacciho hald
se dost vyrazné opira o fakt, ze halda takto vznikla. Proto nejdfive popiSeme algoritmy pro
operace a pak fekneme, ze Fibonacciho halda je struktura vznikla z prazdné Fibonacciho
haldy pomoci posloupnosti operaci, které byly realizovany navrzenymi algoritmy.

Budeme ptedpokladat, ze Fibonacciho halda je seznam stromti, kde nékteré vrcholy ruzné
od kotene jsou oznaceny. Vrchol je oznacen, pravé kdyz neni kofen a byl mu nékdy diiv
v tomto stromé odtrzen néjaky jeho syn. Rekneme, ze strom ma rank i, kdyz kofen mé
synt.

Algoritmy pro operace MERGE, INSERT, MIN a DELETEMIN jsou analogické jako
pro linou implementaci v binomidlnich haldach. Jen pozadavek, aby strom byl izomorfni
s H;, je nahrazen pozadavkem, ze m&a rank i. Algoritmy pro operace DECREASE,
INCREASE a DELETE jsou zalozeny na algoritmech pro tyto operace v leftist haldach.
V algoritmech predpokladame, ze a = log_1 (%)
Algoritmy.

MERGE(H1, Hs):
Provedeme konkatenaci seznamu H; a Hs.

INSERT (x):
Vytvoiime haldu H; reprezentujici {x}
MERGE(H, H1)

MIN:
Prohleddme vSechny stromy v H, nalezneme nejmensi prvek reprezentovany v kofeni
néjakého stromu a stromy rozdélime do mnozin O;, kde O; je mnozina vSech stromu v
haldé s rankem 1.

Vyvazl({Oi |i=0,1,..., |alog (\/3\S| + 1)J })

DELETEMIN:
Prohleddme vSechny stromy v H, nalezneme nejmensi prvek reprezentovany v kofeni
néjakého stromu 7' € H, stromy rozdélime do mnozin O;, kde O; obsahuje vSechny stromy
s rankem ¢ ruzné od T a déle kazdy podstrom T urceny synem kotene T; dame do O;,
praveé kdyz mé rank <.
vyvazl({O; |i=0,1,..., alog (V5|S|+1)]})

vyvazl({O; |i=0,1,...,k}):
1:=0,H:=0
while ¢ < k nebo O; # () do
while |O;| > 1 do
vezmeme dva ruzné stromy 77 a T, z O; a odstranime je z O;
spoj(T1,T3) vlozime do O;41
enddo
if O; # 0 then
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strom T € O; odstranime z O; a vlozime do H
endif

7:=1+1
enddo
Vystup: H

spoj(T1,Tz):
if f (kofen T7) > f (kofen T) then
vymeénime stromy 77 a T5
endif
koten T5 pripojime jako dalsiho syna kotfene T3

DECREASE(s, z):

T :=strom v H reprezentujici s

v :=vrchol ve stromu T reprezentujici s

if v je kofen then
f)=fv)—=2

else
odtrhneme podstrom 7" urceny vrcholem v
vyvaz2(T,v)
pokud v byl oznacen, zrusime oznaceni vrcholu v
f(w):=f(v)—z T vlozime do H

endif

INCREASE(s, 2):
T :=strom v H reprezentujici s
v :=vrchol ve stromu T reprezentujici s
if v neni list then
odtrhneme podstrom 7”7 urc¢eny vrcholem v
if v neni koten then vyvaz2(7T,v) endif
pokud v byl oznacen, zrusime oznaceni vrcholu v
F(v) = f )+ 2,
for every u syn vrcholu v do
zrusSime oznaceni vrcholu u
do H vlozime podstrom 7" urceny vrcholem u
enddo
do H vlozime strom majici jen vrchol v
else
fv)=f(v)+=2
endif

DELETE(s):
T :=strom v H reprezentujici s
v :=vrchol ve stromu 7' reprezentujici s
odtrhneme podstrom 7" uréeny vrcholem v
if v neni koten then vyvaz2(T,v) endif
zrusime oznaceni u v8ech synu vrcholu v a
do H vlozime vSechny podstromy 7" uréené syny v
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vyvaz2(T,v):
u 1= otecv
while u je oznacen do
u’ := otec (u), zrusime oznaceni u
odtrhneme podstrom T uréeny vrcholem u a vlozime ho do H, u := v’
enddo
if u neni kofen T' then oznacime u endif

Vsimnéme si, ze kdyz stromy 77 a T» maji rank i, pak procedura spoj(7i,7%) vytvoii
strom s rankem ¢ 4+ 1. Aby algoritmy pro operace MIN a DELETEMIN byly korektni,
musime ukazat, ze vSechny stromy ve Fibonacciho haldé ‘H reprezentujici mnozinu S maji
rank nejvyse alog (\/5\5 | + 1). Jen tak zajistime, aby vysledna halda reprezentovala S,
respektive S\ {prvek s nejmensi hodnotou f}. Operace vyvaz2 zajistuje, ze od kazdého
vrcholu stromu ruzného od kofene byl v tomto stromé odtrzen podstrom nejvyse jednoho
syna — v tom pripadé je tento prvek oznacen a kdyz se mu odtrhava podstrom dalSiho
syna, bude odtrzen i cely podstrom tohoto vrcholu (tim se stane kofenem stromu). Kdyz
se pozdéji stane tento vrchol zase vrcholem riuznym od kotene, cely proces se opakuje.

Slozitost operaci.
Nejdiive spoc¢itame casovou slozitost jednotlivych operaci:
MERGE casova slozitost O (1), nevznikd zadny novy strom, oznacené vrcholy se
nement;
INSERT casova slozitost O (1), pfibyl jeden strom, oznacené vrcholy se nemént;
MIN casova slozitost O (|H|), po provedeni operace ruzné stromy v haldé maji
ruzné ranky, zadny novy vrchol nebyl oznacen;
DELETEMIN casova slozitost O (|| + pocet synu v), kde v reprezentoval prvek
s nejmensi hodnotou f, po provedeni operace ruzné stromy v haldé maji ruzné
ranky, zadny novy vrchol nebyl oznacen;
DECREASE casova slozitost O (1 + ¢), kde ¢ je pocet vrcholu, které prestaly
byt oznacené, bylo pfidano 1 + ¢ novych stromt a byl oznacen nejvyse jeden novy
vrchol;
INCREASE c¢asova slozitost O (1 4 ¢ + d), kde ¢ je pocet vrcholu, které prestaly
byt oznacené, d je pocet synu vrcholu v, bylo prfidano 1 + ¢ + d novych stromu a
byl oznacen nejvyse jeden novy vrchol;
DELETE casova slozitost O (14 ¢+ d), kde ¢ je pocet vrcholu, které prestaly
byt oznacené, d je pocet synu vrcholu v, bylo pfidano ¢ + d novych stromu a byl
oznacen nejvyse jeden novy vrchol.
Abychom spocitali amortizovanou slozitost, musime nejdiive navrhnout funkci ohodnocuji-
ci konfigurace. Necht ohodnoceni konfigurace je pocet stromui v konfiguraci plus dvojnaso-
bek poctu oznacenych vrcholi. Necht p (n) je maximdln{ pocet syni vrcholu ve Fibonac-
ciho haldé reprezentujici n-prvkovou mnozinu. Pak amortizovand slozitost operaci je:
MERGE amortizovana slozitost je O (1);
INSERT amortizovana slozitost je O (1);
MIN amortizovana slozitost je O (p (n));
DELETEMIN amortizovand slozitost je O (p (n));
DECREASE amortizovand slozitost je O (1);
INCREASE amortizovana slozitost je O (p (n));
DELETE amortizovana slozitost je O (p (n)).

Abychom spocitali odhad p (n), vyuzijeme toho, ze Fibonacciho halda vznikla z prézdné
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haldy pomoci popsanych algoritmt. Nejprve jedno technické lemma.

Lemma. Necht v je vrchol stromu ve Fibonacciho haldé a necht u je i-tyj nejstarsi syn
vrcholu v, pak u md asporn i — 2 synii.

Dukaz. Kdyz se u staval synem v, aplikovala se operace spoj na stromy s kofeny u a v.
Ptitom vrcholy u a v mély stejny pocet synu. Podle predpokladu mél vrchol v alespon
i—1 synu (jinak by u nebyl i-ty nejstarsi syn), a protoze od u se mohl odtrhnout jen jeden
syn, dostavame, ze v musi mit alespon ¢ — 2 synu. [

Tvrzeni. Necht v je vrchol stromu ve Fibonacciho haldé, ktery md prdvé i syni, pak
podstrom urceny vrcholem v md aspon F;io vrcholi.

Dukaz. Tvrzeni dokdzeme pomoci indukce podle maximalni délky cesty z vrcholu v do
nékterého listu. Tato délka je 0, pravé kdyz v je list. V tom piipadé v nemé syna a
podstrom urceny vrcholem v mé jediny vrchol. Protoze 1 = Fy = Fjy19, tak tvrzeni plati.
Meéjme vrchol v, ktery ma k synt, a necht maximalni délka cesty z vrcholu v do listi je
j. Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro vSechny vrcholy, pro néz maximélni délka cesty
z nich do listu je mensi nez j. Tedy tvrzeni plati pro vSechny syny vrcholu v. Pak pro
1 > 1 mé -ty nejstarsi syn vrcholu v podle predchoziho lemmatu alespon ¢ — 2 synu a
podle indukéni hypotézy podstrom urceny timto synem ma alespon F; vrcholu. Odtud
dostavame, ze podstrom urceny vrcholem v ma alespon

k k
1+ P+ Y Fi=1+) F
1=2 =1

vrcholt, protoze Fy} = Fy (prvni 1 je za vrchol v, prvni Fy je za nejstarsi vrchol). Indukef
dokéazeme, ze

1+ Z Fi = Fnyo
=1

pro vSechna n > 0. Skutecné, pro n = 0 plati

0
L+) Fi=1=F=F

=1

a pro n = 1 mame
1

14> F=1+F =2=F;=F .
=1

Dale indukci dostavame, ze

n n—1
L+ Fi=1+ Fit+Fy=Fu+Fy = Faso.
i=1 i=1

Kdyz shrneme tato fakta, dostavame, ze podstrom urceny vrcholem v méa alespon Fjo
vrcholu, a tvrzeni je dokazano. [

Vezméme nejmens{ ¢ takové, ze n < F;. Protoze posloupnost {F;};°, je rostouci, plyne
z ptredchoziho tvrzeni, ze kazdy vrchol ve Fibonacciho haldé reprezentujici n prvkovou
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mnozinu mé méné nez i — 2 synu (kdyz vrchol v Fibonacciho haldy ma i — 2 synu, pak
podstrom vrcholu v reprezentuje mnozinu alespon s F; prvky). Proto p(n) <i—2. K
odhadu velikosti ¢ pouzijeme explicitni vzorec pro i-té Fibonacciho ¢islo:

F:<1+Tﬁ>—<1_—zﬁ>_ 1 <1+\/5>i1<1\/5>i
i R

V5

2

V5 V5

1 <1—\/3
V5 2

1 (1 i 1 {1 i
O (s s 1 (144) s
NAWE 8 8

Odtud dostavame, ze kdyz ¢ spliuje

1 (1+v5) 3
n< — _ 2
~ V5 2 8

pak n < F;. Ptfevedenim % na druhou stranu vyrazu, jeho vynasobenim /5 a zlogarit-
movanim dostaneme nasledujici ekvivalenci:

log, (\/5n+ 3—\8/5> < ilog, <1+ \/5>

i
Protoze 0 > 155 > —% a protoze V5 > 2, je | ) | < % pro vSechna i =1,2,...,

2
a tedy

2

1+5 "o
2 8

n <

Sl

Z?’T‘(g<1az%<%plyne,2e
log, <\/gn—|— Bgé) _ log, (\/5n+1)

log, 1+2x/5 log, %

Tedy plati nasledujici implikace:

o (Van +1) _ - loga (VEn+ 5)

<
log, 2 log, (1+2\/5)

< 1.

log, (\/571—}— 1)
(log, 3)—1

Vysledky shrneme do nésledujici véty:

Proto kdyz < i, pak n < F;, a tedy p(n) <i—2.

Véta. Ve Fibonacciho haldé, kterd reprezentuje n prvkovou mmnoZinu, md kaZdy vrchol
stupen mensi nez
log, (\/571 + 1)
(logy 3) — 1

—2=0(logn).
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Amortizovand sloZitost operacit INSERT, MERGE ¢« DECREASE je O (1) a amorti-
zovand slozitost operaci MIN, DELETEMIN, INCREASE « DELETE je O (logn).
Operace MIN o DELETEMIN jsou korektni.

(=2)-(=2)

2

Pro uplnost dokazeme, ze F; = 7

Pro i = 1 plati

> ) _LEVB-THVE  2vE
NG N 25 BN

Pro i = 2 plati

Indukéni krok:

Fio+ F,_1=F,.

Tedy indukei dostdvame pozadovany vztah.

Hledani nejkratsich cest.

Vratime se k Dijkstrové algoritmu. Mnozinu U budeme reprezentovat pomoci Fibonac-
ciho haldy. Protoze ohodnoceni hald je nezdporné a ohodnoceni pocatecni haldy je 0, dava
odhad amortizované slozitosti také odhad casové slozitosti. Proto casova slozitost Dijk-
strova algoritmu v nejhorsim piipadeé je O (|X| (1 + log|X]) + |R|) = O (|R| + | X|log | X]).
Stejny vysledek dostaneme i pro konstrukci nejmensi napnuté kostry grafu.
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Otazka je, kdy pouzit Fibonacciho haldu a kdy pouzit d-regularni haldy v Dijkstrové algo-
ritmu nebo v algoritmu konstruujicim nejmensi napnutou kostru. Lze fici, ze Fibonacciho
halda by méla byt vyrazné lepsi pro vétsi, ale fidké grafy (tj. grafy s malym poctem
hran). D& se predpokladat, ze d-reguldrni haldy budou lepsi (diky svym jednodussim
algoritmiim) pro husté grafy (tj. grafy, kde pocet hran je |X|'T¢ pro vhodné ¢ > 0).
Problém je, pro které hodnoty nastava zlom. Nevim o zadnych experimentalnich nebo
teoretickych vysledcich tohoto typu.

Historicky prehled: Bindrni neboli 2-reguldrni haldy zavedl Williams 1964. Jejich zobecneé-
ni na d-regularni haldy pochazi od Johnsona 1975. Leftist haldy definoval Crane 1972
a detailné popsal Knuth 1975. Binomidlni haldy navrhl Vuillemin 1978, Brown 1978 je
implementoval a prokazal jejich praktickou pouzitelnost. Fibonacciho haldy byly zavedeny
Fredmanem a Tarjanem 1987.

TRIDICT ALGORITMY

Jeden ze zdkladnich problému datovych struktur je nasledujici:
U je totalné usporadané univerzum.

Vstup: Prosta posloupnost {a1,as,...,a,} prvku z univerza U.
Vystup: Rostouci posloupnost {b1,bs,...,b,} takova, ze {a; | i =1,2,...,n} ={b; | i =
1,2,...,n}. Tento problém se nazyva tiidéni. V mnoha aplikacich datovych struktur je

nutné ho resit.

Jsou tii zdkladni algoritmy, které fesi tiidici problém: HEAPSORT, MERGESORT,
QUICKSORT. HEAPSORT byl prvni algoritmus pouzivajici haldy (bindrni regular-
ni haldy byly definovény pii ndvrhu HEAPSORTu). Byl popsan jako jedna z aplikaci
regularnich hald. Je mu stale vénovana velkd pozornost a bylo navrzeno nékolik jeho
modifikaci. Rekneme si vice o implementaci tfidén{ na misté.

Tridici algoritmy se casto pouzivaji jako podprocedura pii feSeni jinych tloh. V takovém
ptipadé je obvykle vstupni posloupnost ulozena v poli v pracovni paméti programu a poza-
davkem je settidit ji bez pouziti dalsi paméti pouze s vyjimkou omezeného (malého) poctu
pomocnych proménnych. Pro feSeni tohoto problému se hodi HEAPSORT implemen-
tovany pomoci d-regularnich hald, které jsou reprezentovany polem, v némz je ulozena
vstupni posloupnost. Pouzijeme algoritmus s jedinou zménou — budeme pozadovat dudlni
podminku na uspoiadani a nahradime operace MIN a DELETEMIN operacemi MAX
a DELETEMAX. V algoritmu vzdy umistime odebrané maximum na misto prvku v
poslednim listu haldy (tj. prvku, ktery ho pti operaci DELETEMAX nahradil) misto
toho, abychom ho vlozili do vystupni posloupnosti.

Nejstarsi z uvedenych algoritmi je MERGESORT a je starsi nez je pocitacova éra. Jeho
verze se pouzivaly uz pii mechanickém tiidéni. PopiSeme jednu jeho iteracni verzi.

MERGESORT (a1, as,...,ay):
Q) := prazdna fronta, i := 1
while ¢ <n do

ji=1
while 7 <n aa;+1 >a; doi:=1+1 enddo
posloupnost P = (aj,a;41,...,a;) vlozime do @
t:=1+1

enddo

while || > 1 do
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vezmeme P; a P, dvé posloupnosti z vrcholu @
odstranime P; a Py z
MERGE(P;, P,) vlozime na konec @

enddo

Vystup: posloupnost z ()

MERGE(Pl = (CLl,CLQ, .. .,O,n) ,PQ = (bl,bg,. . 7bm>)
P := prazdnd posloupnost, i :=1, j:=1, k:=1
while i <n a j <m do
if a; < b; then
ck :=ai, =1+ 1, k:=k+1
else
cri=bj,ji=7+1, k:=k+1
endif
enddo
while 7 < n do
ck:=ai, =1+ 1, k:=k+1
enddo
while 7 < m do
cki=bj,ji=j+1L k:=k+1
enddo
Vystup: P = (¢1,¢2,--,Cntm)

Vsimnéme si, ze viechny posloupnosti v @ jsou rostouci a ze mnozina {a; | i =1,2,...,n}
je sjednocenim vsech prvku z posloupnosti v @ vzdy na zacatku béhu cyklu while |Q| > 1.
Kazdy prubéh tohoto cyklu zmensi pocet posloupnosti v @ o 1. Protoze pocet posloupnosti
ve fronté @ je nejvyse délka vstupni posloupnosti, je algoritmus MERGESORT korektni.

Slozitost podprocedury MERGE. Urceni prvku ¢, vyzaduje cas O (1) (nejvyse jedno
porovnani) a maximalni hodnota k je n + m. Tedy podprocedura MERGE vyzaduje
cas O (n+m) (a provede nejvysSe n + m porovnani), kde n a m jsou délky vstupnich
posloupnosti.

Slozitost procedury MERGESORT. Prvni cyklus vyzaduje ¢as O (n), kde n je délka
vstupni posloupnosti. Pfed prvni béh cyklu while polozime na vrchol ) specialni znak f,
ktery se vzdy jen pienese z vrcholu ) na jeji konec. Protoze mezi dvéma pfenosy znaku
1 projde kazdy prvek podprocedurou MERGE préavé jednou, vyzaduji béhy cyklu while
mezi dvéma prenosy f§ ¢as O (n). VsSechny posloupnosti na poc¢dtku maji délku > 1, a
proto po i-tém pfenosu f maji délku > 2¢~1 a pocet pienosi f§ je nejvyse [logyn]. Tedy
algoritmus MERGESORT vyzaduje cas O (nlogn).

Nyni popiseme algoritmus QUICKSORT. Je to nejvice pouzivany algoritmus, protoze
pro obecné danou posloupnost mé nejlepsi ocekavany cas.

Quick(ai, Aid1y-- -, CLj)Z

if i = j then
Vystup: (a;)

else
zvolime k takové, ze i < k < j, a := ay,
vymeénime a; a ag, [ :=1+1,q:=7
while true do
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while a; <a dol:=1[1+ 1 enddo
while a, > a do ¢ := ¢ — 1 enddo

if [ > q then
ukoncit béh cyklu
else
vyménime a; a ag, l :==1+1,q:=q—1
endif
Komentéi: Situace, kdy | = ¢, nenastava.
enddo

ifi+1 =1 then
Vystup(a, Quick (ag+1,ag+2, .- -, a;))
else
if j = ¢ then
Vystup(Quick (aj41,...,a;-1),a)
else
Vystup(Quick (a;+1,...,a1-1),a, Quick (ag41,...,a;))
endif
endif
endif

QUICKSORT (ay, a9, ...,a,):
Vystup(Quick (a1, as, ..., ay))

Algoritmus Quick tiidi posloupnost (a;y1, ait2, ..., a;) tak, ze posloupnost (a;, a1, aj—1)
obsahuje vSechny prvky vstupni posloupnosti < a = a, a posloupnost (ag4+1,aq+2, - --,a;)
obsahuje vSechny prvky vstupni posloupnosti > a = ax. Na tyto posloupnosti pak za-
vola sam sebe a do vysledné posloupnosti ulozi settidénou prvni posloupnost, pak prvek
a a nakonec setiidénou druhou posloupnost. Korektnost procedury Quick i algoritmu
QUICKSORT je tedy ziejmé, protoze [ < j a1 < gq.

Procedura Quick bez rekurzivniho volani vyzaduje ¢as O (j —1i). Tedy kdyby ax byl
medidn posloupnosti (a;, @;11,...,a;) (tj. prostiedni prvek), pak by algoritmus QUICK-
SORT vyzadoval ¢as O (nlogn). Jak uvidime pozdéji, medidn lze nalézt v linedrnim case,
ale pouzit jakoukoliv znamou proceduru pro jeho nalezeni ma za dusledek, ze MERGE-
SORT a HEAPSORT budou rychlejsi (nikoliv asymptoticky). Proto je tfeba volit prvek
ay, (tento prvek se nazyva pivot) co nejrychleji. Puvodné se bral prvni nebo posledni prvek.
Pfi rovnomérném rozdéleni vstupu je pak ocekavany ¢as algoritmu O (nlogn) a algoritmus
je obvykle rychlejsi nez algoritmy MERGESORT a HEAPSORT. Nevyhoda je, ze pro
urc¢ité rozdéleni dat se takovy algoritmus chova $patné (to znamena, ze vyzaduje kvadra-
ticky ¢as). Proto tuto verzi algoritmu neni vhodné pouzit pro ilohy, kdy rozdéleni dat bude
pro takovou volbu nevyhodné. Lze to napravit tak, ze budeme volit £ ndhodné. Bohuzel,
pouziti pseudondhodného generatoru vyzaduje ¢as, a pak uz algoritmus zase nemusi byt
rychlejsi nez algoritmy MERGESORT a HEAPSORT (a navic ndhodné zvoleny prvek
neni skute¢né nahodny, ale to v tomto pfipadé nevadi). Dusledkem je ndvrh brat pivota
jako median tii nebo péti pevné zvolenych prvka posloupnosti. Praxe ukazala, ze tento

vvvvvv

Protoze pti kazdém volani ma Quick kratsi vstupni posloupnost, lze ukéazat, ze pti kazdé
volbé pivota je nejhorsi cas algoritmu QUICKSORT O (nz), a pokud je pivot vybran
jednoduchym a rychlym zptisobem, pak existuje konfigurace, ktera vyzaduje cas O (nQ)
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(kdyz se voli ndhodné, tak pro kazdou konfiguraci existuje takova volba). Nyni ukdzeme,
ze ocekavany cas je O (nlogn). Néslednad analyza je pro ndhodné zvoleného pivota (bez
dalsiho predpokladu na vstupni data) nebo pro piipad, kdy pivot je pevné zvolen a data
jsou rovnomérné rozdélena.

Ukazeme dva vypocty ocekdavaného casu. Jeden je zalozen na nékolika jednoduchych po-
zorovanich a druhy na rekurzivnim pocitani. Hlavni idea v obou vypoctech je zalozena na
pozorovani:

Ocekavany cas algoritmu QUICKSORT je

O (otekavany pocet porovnani v algoritmu QUICKSORT) .

Tento fakt plyne piimo z popisu algoritmu. Spoc¢itame ocekdvany pocet porovnani pro
algoritmus QUICKSORT.

Prvni vypocet.

Prvky a; a a; algoritmus QUICKSORT porovna pii tiidéni posloupnosti (a1, asg, .. ., ay)
nejvyse jednou. Kdyz algoritmus QUICKSORT porovnava prvky a; a a;, pak pro néjaky
béh podprocedury Quick je a; nebo a; pivot. Pfitom v pfedchozich bézich Quick a; ani
a; nebylo pivotem, protoze pivot se vzdy vyfadi z nasledujicich volani této podprocedury.

Necht (by,ba,...,by,) je vyslednd posloupnost. Ozna¢me X, ; boolskou proménou, kterd
md hodnotu 1, kdyz QUICKSORT provedl porovnani mezi prvky b; a b;, jinak ma
hodnotu 0. Pfedpokladejme, Ze je to ndhodna veli¢ina. Kdyz p; ; je pravdépodobnost, Ze
X j = 1, pak ocekavana hodnota X; ; je

E(Xi;) =001 —pi;)+ 1pij = pi;-

Protoze pocet porovnani pii béhu algoritmu QUICKSORT je

> > X

i=1 j=i+1

a protoze ocekavand hodnota souctu nahodnych proménnych je soucet ocekdavanych hod-
not, dostavame, ze ocekavany pocet porovnani v algoritmu QUICKSORT je

Y EXi)=> ) pij

i=1 j=i+1 i=1 j=i+1

Abychom spocitali p; ;, popiSeme chovani algoritmu QUICKSORT pomoci modifikace
stromu vypoctu. Bude to bindrni strom, v némz kazdy vrchol odpovidé jednomu béhu pod-
procedury Quick a vrchol v bude vnitini vrchol, kdyz odpovidajici podprocedura volila
pivota, ktery ohodnoti vrchol v. V podstromu levého syna vrcholu v budou pravé vsechna
nasledujici rekurzivni volani podprocedury Quick nad posloupnosti, ktera predchazi pi-
votu. Analogicky v podstromu pravého syna vrcholu v budou pravé vSechna nasledujici
rekurzivni volani procedury Quick nad posloupnosti, ktera néasleduje po pivotu. Listy
stromu jsou oznaceny prvky, které jsou v posloupnosti, s niz je volano odpovidajici Quick.
Kdyz vrchol v odpovida volani Quick s posloupnosti (a;, a1, . . ., a;), pak vrcholy v pod-
stromu levého syna v jsou ohodnoceny prvky z posloupnosti (a;41, @;t2, .. ., a;—1) a vrcholy
v podstromu pravého syna vrcholu v jsou ohodnoceny prvky z posloupnosti (ag+1, ..., a;)
(po ptrerovnani posloupnosti). Déle plati {a; | i <1 < j}={b|i <1< j}.
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Ocislujeme vrcholy tohoto stromu prohledavanim do §itky, za predpokladu, ze levy syn vr-
cholu pfedchéz{ pravému synu. Necht (cq,co, ..., ¢,) je posloupnost prvki {a; | 1 <i < n}
v pofadi daném timto ocislovanim. Pak plati, ze X;; = 1, prdvé kdyz prvni prvek v
posloupnosti (c1, ¢z, . .., ¢p) z mnoziny {b; | i <1< j} je bud b; nebo b;. Protoze posloup-
nost (¢, ca, ..., cy,) se chova jako ndhodnd s rovnomérnym rozlozenim vzhledem k posloup-
nosti (b1, ba,...,b,), tak pravdépodobnost tohoto jevu je j—?+1’ tedy p;; = J_% pro

1 <17 < j <n. Odtud ocekavany pocet porovnani algoritmu QUICKSORT je

n n n n 9 n n—i+1 9
DD o=, ) mzz > <
i=1 j=i+1 i=1 j=i+1 i=1 k=2
5 () cn [ L
2 —=2n — §2n/ —dx =
izlk:Qk =k 1T
2nlnn.

Druhy vypocet.
Oznacme QS (n) ocekdvany pocet porovnani provedeny algoritmem QUICKSORT pii
t¥idéni n-clenné posloupnosti. Pak plati

QS0)=0QS(1)=0a
QS(n)z% <Zn—1+QS(k)+QS(n—k—1)> -
k=0

7 toho dostavame, ze

n—1

nQS(n):n(n—1)+2iQS(k) a

k=0
(n+1)QS(n+1):(n+1)n+2iQS(l€)
k=0

a tedy
2n n+2

n+1+n+1

QS(n+1) = QS (n).

Protoze % < 1 pro kazdé ¢ > 1, dostaneme, ze

n n

QS(n):Z?illz(ii—l) <2(n+1) (ZZL) =

2 (n+1) (2%) gz(n+1>((/:1 %dm) _%> _

2nln(n+1)+2In(n+1) —n — 1.
Pro dostatecné velka n plati

2nln(n+1)+2In(n+1) —n < 2nlnn.
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Porovnani algoritmaii.

Nyni porovname slozitost algoritmi HEAPSORT, MERGESORT, QUICKSORT,
A-sort, SELECTIONSORT, INSERTIONSORT. Pripomenme, ze SELECTION-
SORT tridi posloupnost tak, ze jednim pruchodem nalezne jeji nejmensi prvek, ktery
vyfadi a vlozi do vysledné posloupnosti. Tento proces pak opakuje se zbytkem puvodni
posloupnosti (tato idea byla zdkladem algoritmu HEAPSORT). INSERTIONSORT
tTidi tak, ze do jiz settidéné casti posloupnosti vklada dalsi prvek, ktery pomoci vymén
zafadi na spravné misto, a tento proces opakuje.

QUICKSORT v nejhorsim piipadé vyzaduje ¢as © (n2), ocekavany cas je 9n logn, v nej-
horsim pripadé vyzaduje ”72 porovnani, ocekavany pocet porovnani je 1.44n logn, pouziva
n+log n+konstanta pameéti. Pouziva primy piistup k paméti a neni adaptivni na predtiidé-
né posloupnosti.

HEAPSORT v nejhorsim piipadé vyzaduje ¢as 20n logn, ocekdvany cas je < 20nlogn,
v nejhorsim i v ocekdvaném piipadé vyzaduje 2nlogn porovnani, pouziva n 4 konstanta
paméti. Pouziva primy piistup k paméti a neni adaptivni na predtiidéné posloupnosti.
MERGESORT v nejhorsim piipadé vyzaduje cas 12n log n, ocekavany cas je < 12nlogn,
v nejhorsim i v ocekavaném ptipadé vyzaduje nlogn porovnani, pouziva 2n + konstanta
paméti. Pouziva sekvencni pristup k paméti a verze, kterou jsme uvedli, je adaptivni na
predtiidéné posloupnosti, které se sklddaji z malého poc¢tu dlouhych setiidénych usek.
A-sort vyzaduje cas O (n log %) v nejhorsim i v ocekdvaném piipadé, kde F' je pocet
inverzi ve vstupni posloupnosti, stejné tak pocet porovnani je O (n log %) v nejhorsim i v
ocekdvaném piipadé, pouziva 5n + konstanta pameéti. Pouziva primy pristup k paméti a
je adaptivni na predtiidéné posloupnosti s malym poctem inverzi.

SELECTIONSORT v nejhorsim i v oéekdvaném piipadé potiebuje ¢as 2n?, pocet porov-
nani v nejhorsim i v ocekdvaném ptipadé je %2, pouziva n + konstanta paméti. Pouziva
primy pfristup k paméti a neni adaptivni na predtifidéné posloupnosti.
INSERTIONSORT v nejhorsim i v ocekdavaném piipadé vyzaduje ¢as O (n2), pocet
porovnani v nejhorsim pripadé je ”72, v ocekavaném piipadé %2, pouziva n + konstanta
paméti. Pouziva sekvencni piistup k paméti a ma verzi, kterd je adaptivni na predtiidéné
posloupnosti s malym poctem inverzi.

Cas prezentovany ve vysledcich byl spoéitan pro model RAM (viz Mehlhorn).

Ocekavany cas pro HEAPSORT je prakticky stejny jako nejhorsi ¢as. Byly navrzeny
verze, které optimalizuji pocet porovnani, ale vétSinou maji vétsi naroky na cas, a proto
az na vyjimky nejsou vhodné. Situace pro MERGESORT je komplikovanéjsi, hod-
né zavisi na konkrétni verzi algoritmu. Algoritmus MERGESORT je nejvhodnéjsi pro
externi paméti, protoze pouziva sekvenéni piistup, pro interni pamét kvili vetsi prostorové
narocnosti (napiiklad je dvojndsobné proti HEAQPSORTU) neni doporucovan. Také se
hodi pro navrh paralelnich algoritmt. Pro tiidéni kratkych posloupnosti je doporuceno
misto QUICKSORTU pro posloupnosti délky < 22 pouzit SELECTIONSORT a pro
posloupnosti délky < 15 pouzit INSERTIONSORT. To vede k navrhu algoritmu, ktery
pro dlouhé posloupnosti pracuje jako QUICKSORT, a kdyz vola rekurzivné sam sebe na
kratkou posloupnost, pak pouzije SELECTIONSORT nebo INSERTIONSORT. V
algoritmu A-sort se doporucuje pouzit (2,3)-strom. Pomér ¢asu v klasickych pocitacich
vyzadovanych algoritmy QUICKSORT, MERGESORT a HEAPSORT je 1 : 1.33 :
2.22 (viz Mehlhorn). To vSak nemusi byt pravda pro RISK-architekturu ani pro cache-
paméti apod.
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V algoritmu MERGESORT jsme pouzili frontu, ktera tidila slu¢ovani posloupnosti.
Tato metoda je uspokojujici a dava optimalni vysledek, pokud posloupnosti ve fronté
jsou stejné dlouhé. Pokud se jejich délky hodné lisi, nedosdéhneme optimalniho vysledku.
Budeme ftesit nasledujici problém, ktery se poprvné vyskytl pti navrhu Huffmanova kédu.

Vstup: Mnozina rostoucich navzajem disjunktnich posloupnosti.
Ukol: Pomoci operace MERGE co nejrychleji spojit vSechny tyto posloupnosti do jediné
rostouci posloupnosti.

Predpokladejme, ze mame postup, ktery vytvoii jedinou posloupnost. Tento postup urcuje
uplny bindrni strom 7' (tj. strom, kde kazdy vnitini vrchol mé dva syny) takovy, ze vstupni
posloupnosti ohodnocuji listy a kazda posloupnost vznikla slucovanim ohodnocuje néktery
vnitini vrchol tak, ze plati:

kdyz P (v) je posloupnost ohodnocujici vrchol v a v; a vy jsou synové v, pak
P (v) =MERGE(P (v1), P (v2)).
Pro posloupnost P ozna¢me [ (P) jeji délku. Pak soucet ¢asu, které v tomto procesu

vyzaduje podprocedura MERGE, je O (> {l (P (v)) | v je vnitin{ vrchol stromu T'}). In-
dukci lehce dostaneme, ze

Z {L(P (v)) | v vnitini vrchol stromu T} = Z dt)L(P(t)),

t list T

kde d (t) je hloubka listu ¢.

Kdyz T je uplny binarni strom takovy, ze listy jsou ohodnoceny rostoucimi navzajem
disjunktnimi posloupnostmi, pak algoritmus Slevani spoji tyto posloupnosti do jediné
rostouci posloupnosti a procedury MERGE vyzaduji cas

0( > d(t)l(P(t))) .

t list T'

Slevani(T,{P (1) | [ list T})
while P (kofen T") neni definovédno do
vezméme vrchol v takovy, ze P (v) neni definovdno a pro oba syny v; a ve vrcholu v jsou
P (v1) a P (vy) definovany, polozme P (v) :=MERGE(P (v1), P (v2))
enddo

Nyni muzeme preformulovat puvodni problém:

Vstup: n cisel 1, x9,..., 2,

Vystup: tuplny bindrni strom 7' s n listy a bijekce ¢ z mnoziny {1,2,...,n} do listu T’
takova, ze > 1, d (¢ (7)) z; je minimélni, kde d (¢ (7)) je hloubka listu ¢ (4).

Rekneme, ze dvojice (T, ¢) je optimélni strom vzhledem k xy,zs,...,x,, kdyz soucet
S d(¢ (i) z; je nejmensi mozny.

V preformulované tloze uz nepracujeme s posloupnostmi, ale jen s jejich délkami. To
znamend, kdyz pro puvodni tlohu byly vstupem posloupnosti Pi, Ps, ..., P,, pak pro
preformulovanou lohu jsou vstupem jen jejich délky I (Py),l(Pz),...,l(P,). Vytvoreny
strom je pak pouzit v algoritmu Slevani (kde posloupnost P; nahradi pfi ohodnoceni
svoji délku).
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Pro tplny bindrni strom 7' s n listy a bijekci ¢ z mnoziny {1,2,...,n} do listu stromu T’
definujme

Cont (T, ¢) = Z d (¢ (i) x4,

kde d (¢ (7)) je hloubka listu ¢ (i), tj. délka cesty z kotfene do listu ¢ (i) proi =1,2,...,n.
Chceme zkonstruovat uplny bindrni strom s n listy, ktery minimalizuje hodnotu Cont.
Zavedeme proto pojem kotenovy les — to je disjunktni sjednoceni kofenovych stromu.
Vrchol se nazyva list lesa, kdyz je listem nékterého stromu, jejichz sjednocenim les vznikl.
Velikost lesa V', znac¢ime ji |V, je pocet stromu, jejichz sjednocenim V' vznikl. Uvazujme
nasledujici algoritmus.

Optim(zq, za,...x,):
V' je kotenovy les vznikly disjunktnim sjednocenim n jednoprvkovych stromi,
¢ je bijekce mezi {1,2,...,n} a listy lesa V
for every v € V do c(v) := x4-1(,) enddo
while |V| > 1 do
vezmeme 7z V dva stromy T) a T, s nejmensim ohodnocenim, odstranime je z V,
vytvoiime strom 7' jako disjunktni sjednoceni 73, T5 a nového vrcholu v,
v je koten T a jeho dva synové jsou kotfeny stromu 77 a 1o,
c(T)=c(Th) + ¢ (1), T vlozime do V
enddo
Vystup: (V,¢).

Véta. Pro danou posloupnost ¢isel (x1,x2,...,x,) algoritmus Optim nalezne optimdlni
strom pro mnozZinu x1,Ta,. .., T, 6 pokud je posloupnost (xi,xsa,...,x,) neklesajici, pak
vyzaduge ¢as O (n).

Dikaz. Nejprve si vsimnéme, ze v kazdém okamziku je ¢ (7) list lesa V' pro kazdé i €
{1,2,...,n}. Algoritmus konéi, kdyz |V| = 1, tedy, kdyz V je strom. Kdyz v daném
okamziku V' vznikl disjunktnim sjednocenim stromu 73,75,...,T; a na stromy 17 a 15
pouzijeme popsany proces, pak dostaneme les V' vznikly ze stromu T,T3,..., T}k, tedy
|V’ 41 = |V|. Protoze na zacdtku V obsahoval jen n jednoprvkovych stromu, tak algorit-
mus po koneéném poctu kroktu skonéi. Ukézali jsme, ze kazdy béh cyklu while do zmensi
pocet stromu o jeden, ale nezméni mnozinu listi. Proto vysledny les V' je strom s n listy a ¢
je bijekce z {1,2,...,n} do mnoziny listu V. Zbyva ukazat, (V, ¢) je optimélni strom vzh-
ledem k 1, x2, ..., z,. Dokdzeme to indukci podle n. Kdyz n = 2, tak tvrzeni zfejmeé plati.
Ptedpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro kazdou posloupnost éisel (y1,¥s2,-..,Yn_1) a nechf
1 < a9 < -+ < x,, je posloupnost ¢isel. Bez 1jmy na obecnosti muzeme predpokladat,
ze v prvinim kroku algoritmus Optim zvolil stromy ¢ (1) a ¢(2). Uvazujme mnozinu
<y17y27 s 7yn—1>7 kde Yi = Tijy+2 PO 1= 1727 R 27 Yn—1 = T1 + T2. Necht V' je
strom ziskany ze stromu V odstranénim listt ¢ (1) a ¢ (2) a necht ¢ je bijekce z mnoziny
{1,2,...,n— 1} takova, ze ¥ (i) = ¢ (i +2) proi =1,2,...,n — 2 a 1h (n — 1) =otec listu
¢ (1). Pak muzeme ptredpoklidat, ze algoritmus Optim(yi,ys,...,yn—1) zkonstruoval
(T",4). Podle indukéniho piedpokladu je to optimélni strom pro (y1, 92, .- .,%n—_1). Necht
(U, 0) je optimélni strom vzhledem k (x1,x2,...,z,). Zvolme vnitini vrchol u ve stromé
U s nejvétsi hloubkou. Pak synové u; a us vrcholu u jsou listy. Necht 4,5 € {1,2,...,n}
takové, ze 0 (i) = uy, 0 (j) = uy. Muzeme predpokladat, ze kdyz i,j € {1,2}, paki =1 a
j = 2. Definujme n z {1,2,...,n} do listu U tak, ze n(1) = uy, n(2) = ug, n (i) = 6 (1),
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n(j) =60(2) an(k)=0(k) pro viechna k € {3,4,...,n}\ {i,j}. Pak n je bijekce a

Cont (U,n) — Cont (U, 0) =
(d(u1) = d (0 (1)) (1 — 2:) + (d (uz) — d(0(2))) (x2 — z;) -

Z volby u plyne, ze d(ui) > d (0 (1)), d(uz) >d(0(2)), z1 < x; a xo < x;. Odtud
(d(u1) = d(0(1))) (w1 — i) + (d (uz) = d(0(2))) (w2 — ;) <0

a protoze (U, 0) je optimalni strom pro (z1,x2,...,x,), dostavame, ze (U,n) je také op-
timaln{ strom pro (z1,z2,...,2,). Odstranénim listu u; a ug ze stromu U dostaneme
strom U’. Definujme 7z {1,2,...,n — 1} predpisem 7 (i) =n (i +2) proi =1,2,...,n—2
a7 (n—1)=u. Pak 7 je bijekce z {1,2,...,n — 1} do mnoziny listu U’ a protoze (1", )
je optimalni strom pro (y1,¥y2,...,Yn—1), dostavame, ze

Cont (T", ) < Cont (U’ 7).

Protoze plati

Cont (T, ¢) = Cont (T,¢) + 1 + x2 a
Cont (U,n) = Cont (U’, T) + x1 + 22

dostavame, ze (T, ¢) je optimdlni strom pro (x1,zs9,...,z,). Predpoklddejme, ze x; <
r9 < --- < x, a ze algoritmus postupné vytvari viceprvkové stromy 17,75, ..., T. Pak
indukei okamzité dostdvame, ze ¢ (T1) < ¢ (1) < -+ < ¢ (T}). Tedy staci, kdyz pouzijeme
nasledujici strukturu: rostouci posloupnost prvku z1, xo, ..., x,, ukazatel, ktery v kazdém
okamziku ukazuje na nejmensi prvek této posloupnosti, ktery je reprezentovan listem v
jednoprvkovém stromé (pak pied ukazatelem jsou prvky, které jsou reprezentovany lis-
tem ve viceprvkovém stromé a za ukazatelem jsou prvky reprezentované listem v jedno-
prvkovém stromé) a frontu viceprvkovych stromu (to znamend, ze stromy odebirame
zepredu a ukldadame je dozadu). Udrzovat tyto struktury vyzaduje ¢as O (1) stejné jako
nalezeni dvou stromu s nejmensim ohodnocenim. Tedy algoritmus Optim zkonstruuje
optimalni strom v ¢ase O (n). O

Pii aplikaci na nasi puvodni dlohu musime jesté setiidit vstupni posloupnost (délek) pro
preformulovanou ilohu. Tato posloupnost je tvofena pfirozenymi ¢isly a délku maximélni
posloupnosti nalezneme v ¢ase imérném souctu délek posloupnosti. Na jeji setfidéni pak
muzeme pouzit algoritmus BUCKETSORT (popiSeme si ho v néasledujici prednasce),
ktery vyzaduje ¢as O (n + m), kde n je pocet posloupnosti a m je maximélni délka posloup-
nosti.

Véta. Uvedeny algoritmus spoji disjunktni rostouct posloupnosti Py, Ps, ..., P, o délkdch
L(P),l(Py),...,l(P,) do jediné rostouct posloupnosti v case O (> 1(P;)).
ROZHODOVACI STROMY

Vétsina obecnych tiidicich algoritmu pouziva jedinou primitivni operaci mezi prvky vs-
tupni posloupnosti, a to jejich vzajemné porovnani, jiné operace nejsou pouzivany. To
znamena, ze praci takového algoritmu pro n-prvkové posloupnosti lze popsat binarnim
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stromem, jehoz vnitini vrcholy jsou ohodnoceny porovnanim dvou prvku vstupni posloup-
nosti (napf. a; < a;). Bez djmy na obecnosti predpokldddme, ze vstupni posloupnost je
permutace m mnoziny {1,2,...,n}, a tato permutace prochdzi stromem takto:
Zacina v kotreni stromu. Kdyz je ve vnitinim vrcholu v ohodnoceném porovnanim
a; < aj, pak m(i) < 7(j) znamend, ze pokracuje v levém synu vrcholu v, a
7 (j) < m (i) znamend pokrac¢ovani v pravém synu vrcholu v. Proces tiidéni konéi,
kdyz se dostane do listu.

Aby byl algoritmus korektni, musi platit, ze dvé ruzné permutace skon¢i v ruznych lis-
tech. To znamend, ze definovany strom pak musi mit alespon n! listi. Délka cesty z
kotene do listu, kde skoncila permutace m, dava dolni odhad na ¢as potiebny k setiidéni
posloupnosti 7. To ndm umoznuje ziskat dolni odhad ¢asu potiebného k setiidéni posloup-
nosti. Korektnost téchto tivah plyne z pozorovani, ze kdyz porovnani je jedind primitivni
operace, pak algoritmus neni zavisly na prvcich vstupni posloupnosti, ale jen na jejich
vzadjemném vztahu. Proto stac¢i uvazovat pouze permutace n-prvkové mnoziny, protoze
zachycuji vSechny mozné vztahy v n-prvkové posloupnosti. Déle je tfeba si uvédomit, ze
vztah mezi stromem pro n-prvkové posloupnosti a stromem pro (n + 1)-prvkové posloup-
nosti je dan konkrétnim algoritmem a nedé se popsat obecné.

V nevhodném algoritmu se muze stat, ze v nékterém listu neskonci zadna permutace. To
se stane, kdyz strom pro n-prvkové posloupnosti ma vice nez n! listu.

Nésledujici obrazek ilustruje nase ivahy na SELECTIONSORTu pro 3-prvkové posloup-
nosti. Listy jsou ohodnoceny permutacemi mnoziny {1, 2, 3}, které v nich skon¢i nebo jsou
prazdné.

a1 < ag

a1 < as as < as

N N

as < as a1 < ag a1 < as a1 < asg

/\

ai, @z, a3 “ ai,as, az “ as, ay, a2 ‘ O ‘GQ,CM,GS “ az, as, ay ‘ O ‘GS,GQ,CH

OBR. 1
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Definice. Méjme tiidici algoritmus A, ktery jako jedinou primitivni operaci pro prvky
vstupni posloupnosti pouzivé porovnani. Rekneme, ze bindrni strom 7', jehoz vnitini
vrcholy jsou ohodnoceny porovnanimi a; < a; proi,j =1,2,...,n,¢ # j, je rozhodovacim
stromem algoritmu A pro n-prvkové posloupnosti, kdyz pro kazdou permutaci m n-prvkové
mnoziny plati
posloupnost porovnani pfi tiidéni posloupnosti 7 algoritmem A je stejnd jako
posloupnost porovnani pti pruchodu posloupnosti 7 stromem 7.

Pak korektnost algoritmu zajistuje, Ze dvé rtizné permutace mnoziny {1,2,...,n} skonéf
v ruznych listech stromu 7. Dolnim odhadem pro ¢as algoritmu A v nejhorsim pripadé je
délka nejdelsi cesty z kofene do listu, protoze algoritmus A pii tiidéni permutace pouzije
tolik porovnani, jako je délka jeji cesty stromem 7. Proto pfi rovnomérném rozdéleni
vstupnich posloupnosti je ocekavany cas algoritmu A prumérna délka cesty z kotene do
listu. Tato fakta motivuji hledani nasledujicich veli¢in.

Definujme

S (n) jako minimum pies vSechny stromy 7' s alespon n! listy z délek nejdelsich cest z
kotene do listu 7" a

A (n) jako minimum pies vSechny stromy 7' s alespon n! listy z prumérnych délek cest z
kotene do listu v 7.

Nasim cilem je spocitat dolni odhad téchto velicin.

Kdyz nejdelsi cesta z kotene do listu v bindarnim stromé 7" mé délku k, pak T ma nejvyse
2F listit. Proto n! < 25, Odtud plyne S (n) > log, n!. Pfipomenme si Stirlingiiv vzorec

pro faktorial:
n\" 1 1
= Vo (2) (145 +0(-3)).
n (2 ( +12n+ (n2)>

Protoze pro n > 1 je ﬁ, n—12 > 0, muzeme predpokladat, ze (1 + ﬁ +0 (#)) > 1 pro
vSechna n > 1. Po zlogaritmovani vzorce dostavame

1 1
log, n! > 3 logo, n + n (logy n — log, €) + log, V21 > (n + 5) logo n — nlog, e.

Protoze plati
log, e
61 e 210g2 e (eln 2) 2 eln 2log, e’

dostavame, ze ﬁ = log, e, a tedy

n

1
> | > _ _—
S (n) log2 n (n + 2> 10g2 n no

Pro binarni strom 7" ozna¢me B (T") soucet vSech délek cest z kofene do né&jakého listu a
polozme
B (k) =min{B(T) | T je bindrni strom s k listy} .

Kdyz ukézeme, ze B (k) > klog, k, pak bude

B (n!) S n!logy n!

1
' = logy n! > (n—k—)loan—i.
n! n

A(n) > 5

n!
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Takze dokazme, ze B (T') > klog, k pro kazdy bindrni strom 7' s k listy. Kdyz ve stromé
T vynechame kazdy vrchol, ktery ma jen jednoho syna a tohoto syna spojime s jeho
predchudcem, dostaneme tplny bindrni strom 7”7 s k listy takovy, ze B(T') < B (T).
Proto se staci omezit na tuplné binarni stromy. Kdyz T je tplny binarni strom s jednim
vrcholem, pak B(T) = 0 = 1log, 1, kdyz T je tplny binarni strom s dvéma listy, pak
B(T) =2 = 2logy 2. Tedy plati B(1) > 1logy,1 a B(2) > 2log, 2. Pfedpoklddejme, ze
B (i) > ilogyi pro i < k, a necht T je tiplny binarni strom s k listy. Necht Ty a T5 jsou
podstromy uréené syny kofene T a necht T; ma k; listti pro i = 1,2. Pak 1 < ky,ks a
k1 + ko = k, tedy k1, ks < k, a podle indukéniho predpokladu B (k;) > k;log, k;. Odtud

B(T)=ki+B(Ty)+ke+ B(12) > k+ B (k1) + B (ke) >
k‘—f—k‘l 10g2 k‘l —f-k‘g 10g2 k2.

Tedy staci ukazat, ze
k + ki logs k1 + ko log, ko > klog, k

pro vSechna ki, ks > 0 takova, ze k = ki1 + ko. Toto je ekvivalentni s tvrzenim, Ze pro
k > 0 plati
f(z)=xlogyx+ (k—x)logy (k—z) +k — klogy k > 0,

kde z € (0,k). Abychom to dokézali, vSimnéme si, ze f (%) = 0. Nyni spoc¢itame derivaci

7.

X

[ (x) = logy x + logy e — log, (k — x) — log, e = log, -

Kdyz z € (0, g), pak f'(z) <0 a f je na tomto intervalu klesajici, kdyz = € (g, k), pak
f'(z) > 0 a f je na tomto intervalu rostouci. Odtud plyne, ze f(x) > 0 pro = € (0, k).

Tim jsme dokézali, ze A (n) > (n + %) log, n — 5. Shrneme nase vysledky.

Véta. Kazdy tridici algoritmus, jehoZ jedinou primitivni operaci s prvky vstupni posloup-
nosti je porovnani, vyZaduje v nejhorsim i v ocekdvaném pripadé alesporn cnlogn casu
pro neéjakou konstantu ¢ > 0. V nejhorsim pripadé pouzije alespon ((n + %) logy, n — %W
porovndni a ocekdvany pocet porovndni pri rovnomeérném rozdéleni vstupnich posloupnosti
je alespon (n + %) logon — 125
V tomto vysledku lze oslabit predpoklady. Véta plati i za predpokladu, ze tiidici algorit-
mus nepouziva nepfimé adresovani a celociselné déleni. Tato metoda pro nalezeni dolniho
odhadu se pouziva i pro vycislovani algebraickych funkci a pfi algoritmickém feSeni geo-
metrickych tloh. Na druhé strané klasicky algoritmus BUCKETSORT ukazuje, ze se
nelze predpokladi ve vété uplné zbavit. V nasledujicich algoritmech predpoklddame, ze
Q; jsou spojové seznamy, novy prvek se vklada na konec seznamu a konkatenace seznamu
zavisi na jejich poradi. V seznamech mame okamzity pfistup k prvnimu a poslednimu
prvku (pomoci ukazatelu na tyto prvky).

BUCKETSORT (ay,as,...,a,,m):

Komentéi: Vstup je pfirozené ¢islo m a posloupnost prirozenych ¢isel ayi,aq,...,a, 2
intervalu < 0, m >. Cilem je setiidit posloupnost ay,as, ..., ay.

for every i =0,1,...,m do Q; = 0 enddo

for every i =1,2,...,n do

a; vloz na konec seznamu @,

enddo
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i:=0,P:=0
while ¢ < m do
P :=konkatenace P a Q;,i: =1+ 1
enddo
P je neklesajici posloupnost prvkua ay,as, ..., ay,.

Algoritmus nevyzaduje, aby prvky ve vstupni posloupnosti byly ruzné. Ve vystupni
posloupnosti se dany prvek opakuje tolikrat, kolikrat se opakoval ve vstupni posloupnosti,
se zachovanim poradi (algoritmus je stabilni). Konkatenace dvou seznamu a vlozeni prvku
do seznamu vyzaduji ¢as O (1). Proto prvni a tfeti cyklus vyzaduji ¢as O (m) a druhy
cyklus cas O (n). Tedy algoritmus vyzaduje O (n + m) ¢asu a paméti. Kdyz m = O (n),
tak pro algoritmus neplati tvrzeni véty. Duvod je, Ze nejsou splnény predpoklady, protoze
druhy cyklus pouziva nepiimé adresovani.

Nyni uvedeme dveé sofistikovanéjsi verze tohoto algoritmu. V prvni predpokladédme, ze
ai,as,...,a, je posloupnost redlnych cisel z intervalu < 0,1 > a « je pevné zvolené
kladné realné cislo.

HYBRIDSORT (a1, as, .. ., an):

k:=an
for every i =0,1,...,k do Q; := () enddo
for every i =1,2,...,n do
a; vloz na konec seznamu Q[jq,]
enddo
1:=0, P:=0
while ¢ < k do
HEAPSORT(Q;)
P :=konkatenace P a Q;, i : =1+ 1
enddo
P je rostouci posloupnost prvku aq,as, ..., a,.

Veéta. Algoritmus HYBRIDSORT setridi posloupnost redlnyjch éisel z intervalu < 0,1 >
v nejhorsim pripadé v ¢ase O (nlogn). Kdyz prvky a; maji rovnomérné rozloZeni a jsou
na sobé nezavislé, pak ocekdvany cas algoritmu HYBRIDSORT je O (n).

Dukaz. Prvni dva cykly v algoritmu vyzaduji ¢as O (n), i-ty béh tfetiho cyklu vyzaduje
nejvyse cas O (1 + |Q;]log |Q;|). Proto tieti cyklus vyzaduje ¢as

O ( (1+ \Qi|10g|Qi|)> =0 ( 1+ \Qi\logn)> =

(2 7

0 (k’ + (Z |Q2|> logn> = O (nlogn)

a celkovy ¢as HY BRIDSORTwu je nejvyse O (nlogn).

Ozna¢me X; = |Q;|, pak muzeme predpokladat, ze X; je ndhodnd proménnd. Protoze
pravdépodobnost, ze x € Q);, je %, dostavame, ze

omisi=a= () () 0-1)
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Ocekavany cas vyzadovany tifetim cyklem se pak rovna
k k n n 1 q
E (Z 1+ X;log Xi) =k + Z Z qlogq(q) (E) (1 — fraclk)" 7 <

e () () (1) -

protoze k = an a

) RSO R et

(Jedna se vlastné o znamy vypocet druhého momentu binomického rozdéleni.) [

Nyni pouzijeme modifikaci BUCKETSORTu k setiidéni slov. Mame totalné usporada-
nou abecedu a chceme lexikograficky usporadat slova ai,as,...,a, nad touto abecedou.
Pripomenme, ze kdyz a = x125...2, a b= y1y2...ym jsou dvé slova nad totalné uspora-
danou abecedou ¥, pak a < b v lexikografickém usporadani, pravé kdyz existuje ¢ =
0,1,...,min{n, m} takové, ze z; = y; pro kazdé j = 1,2,...,i a bud n = i < m nebo
i <min{n,m} a xi11 < yiy1. Predpoklédejme, ze a; = ala2...d"" kde af € £ a1 (i) je
délka. i-tého slova a;.

WORDSORT (a3, asg, ..., ay):
for every i =1,2,...,n do [ (i) :=délka slova a; enddo
l:=max{l(i)|i=1,2,...,n}
for every i = 1,2,...,l do L; :== () enddo

for every i =1,2,...,n do
a; vlozime do L;)
enddo
Komentéi: Pro kazdé ¢ mnozina L; obsahuje vSechna slova z mnoziny {ai,as,...,an} o
délce 1.

P={(ja)|1<i<n1<j<I())
P, :=BUCKETSORT(P) podle druhé komponenty
P, :=BUCKETSORT(P;) podle prvni komponenty
for every i =1,2,...,1 do S; := () enddo
(i,z) :=prvni prvek P,
while (i,x) # NIL do
(1, 2) vlozime do S;
(i, ) :=néslednik (i,z) v Py
enddo
Komentar: V S; jsou vSechny dvojice (i,x) takové, ze x je i-tym pismenem abecedy a
kdyz x < y, pak (i, x) je pred (i,y).
for every s € ¥ do Ty := () enddo
T:=0,i:=1
while ¢ > 0 do
T := L; konkatenace s T', a :=prvni slovo v T’
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while a # NIL do
s := i-té pismeno a, vlozme a do T}
a :=naslednik a v T

enddo

(i,x) :=prvni prvek v S;, T :=0)

while (i,x) # NIL do
T := T konkatenace s T, T}, := ()
(i, ) :=naslednik (i,z) v 5;

enddo

1:=1—1

enddo

T je settidéna posloupnost slov aq,as, ..., a,.

Uvazujme béh posledniho cyklu pro dané i. Po jeho skonceni jsou v T' vSechna slova z
mnoziny ap, ag, ..., an, kterd maji délku alespon i, a kdyz slovo a, je pied a, v seznamu
T, pak existuje j = i — 1,4,...,[ takové, ze a¥ = alg pro kazdé k£ = 4,1 +1,...,7 a
bud I (r) = j < I(q) nebo j < min{l(r),l(q)} a ai™' < a™'. To dostédvame indukei
podle i (viz BUCKETSORT). Jediny a hlavni rozdil proti BUCKETSORTu je, ze
neprochdzime vsechny piihradky 7}, ale pouze neprazdné piihradky. To ndm zajistuje

mnozina S;, viz Komentar.

Ozna¢me L = >, 1(i). Prvni cyklus (spocitéani délek slov) vyzaduje ¢as O (L). Druhy
cyklus vyzaduje ¢as O () = O (L) a treti cyklus ¢as O (n) = O(L). Vytvofeni sez-
namu P; vyzaduje ¢as O (L) a jeho setiidéni ¢as O (L +1) = O (L), protoze P i P, maji
nejvyse L prvku. Dalsi cyklus (zalozeni seznamu S;) vyzaduje cas O (1) a nasledujici cyk-
lus vytvarejici seznamy S; ¢as O (L). Cyklus zakladajici seznamy T, vyzaduje cas O (|X]).
Béhy dalsiho cyklu jsou indexovany ¢ = 1,2,...,l. Pro kazdé i oznac¢me m; pocet slov z
mnoziny {ay,as,...,a,}, kterd maji délku alespon i. Pak L = 22:1 m; a prvni vnitinf
cyklus v i-tém béhu vnéjsiho cyklu vyzaduje ¢as O (m;) a druhy vnitini cyklus v i-tém béhu
vnéjsiho cyklu vyzaduje cas O (|S;|) = O (m;). Tedy celkovy ¢as algoritmu je O (L + m),
kde m = |X| a L je soucet délek vSech slov z mnoziny aq,as, ..., Gy,.

Hledani k-tého prvku.

Na zaveér popiSeme dva algoritmy pro hledani k-tého nejmensiho prvku v dané podmnoziné
totalné usporddaného univerza. Prvni z nich vyuziva stejny princip jako QUICKSORT.
Ptesné znéni problému:

Vstup: mnozina prvka M = {a1,as,...,a,} a ¢islo i takové, ze 1 <i < n.
Vystup: prvek ay takovy, ze |[{j |1 <j<n,a; <ag}|=1.
Kdyz ¢ = 4, pak ay se nazyva median.

Prakticky algoritmus.

FIND(M = (a1,as9,...,ay),1):
zvolme a € M, My :={be M |b<a}, My:={be M |b>a}
if |My| > i— 1 then

FIND (M, i)
else

if |M;| <i—1 then

FIND(M,,i — | M| — 1)
else
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a je hledany prvek
endif
endif

Korektnost algoritmu je zfejma. V nejhorsim piipadé voldame FIND i¢-krat a jedno volani
vyzaduje ¢as O (|[M|). Tedy FIND v nejhorsim pripadé vyzaduje ¢as O (n?). Dobré volby
prvku a mohou algoritmus zna¢né zrychlit. Zde plati stejnd diskuse jako pro QUICK-
SORT. Spocitame ocekavany cas, kdyz prvek a byl vybran ndhodné. Pak pravdépodob-
nost, ze je k-tym nejmensim prvkem, je %, kde n = |M|. Ozna¢me T (n,i) otekdvany ¢as
algoritmu FIND pro nalezeni i-tého nejmensiho prvku v n-prvkové mnoziné M. Plati

T (n,1) :n+% (iT(n—k,i—k)+ i T(k:,i)),
k=1

k=i+1

protoze procedura FIND bez rekurzivniho volani sama sebe vyzaduje ¢as O (n). Pfedpok-
ladejme, ze T (m, 1) < 4m pro kazdé m < n a kazdé i takové, ze 1 < i < m. Pak

T(n,i)zn—i—l T(n—Fki—k)+ i T(k:,i))g

k=i+1

3
N
-~ TT T

1 n

n+5< 4(n—k)+Z4k;):
k=1 k=i+1

n+é((2n—i)(i—1) N (n+i+1)(n—i)> _

n 2 2

4 (n2+2m'—n—2i2)
n-+ — .

n 2

Vyraz v Citateli zlomku nabyvéa svého maxima pro ¢ = 5 a jeho maximalni hodnota je

3,2 . _ 3n%-2n
on® —n = == Tedy

T 1) < -
(n,z)_n+n 1

4 (3n?2 -2
<u):n+3n—2:4n—2<4n

Protoze tento odhad plati také pro n = 1 a n = 2, ukdzali jsme, ze T (n,i) < 4n pro
vSechna n a vSechna ¢ takovd, ze 1 < ¢ < n. Shrneme ziskané vysledky o algoritmu FIND.

Veéta. Algoritmus FIND nalezne i-ty nejmensi prvek v n prvkové totdlné usporddané
mnoziné. V nejhorsim pripadé vyZaduje cas O (nz), ale kdyz se pivot voli nahodné nebo
kdyz vsechny vstupni mnoziny maji stejnou pravdépodobnost, pak ocekdvany cas je O (n).
Pro velmi mald ¢ nebo pro ¢ velmi blizka n pracuje rychleji ptimy piirozeny algoritmus
(udrzuje si posloupnost ¢ nejmensich nebo n — i nejvétsich prvku a k ni priddava dalsi tak,
ze ten prvek, ktery prekrocil danou hranici, je zapomenut). Tento algoritmus vsak neni
efektivni pro obecna 1.

Teoreticky algoritmus.

Nésledujici algoritmus nalezne i-ty nejmensi prvek v linedrnim ¢ase. Vstup je podmnozina
M totélné uspofadaného univerza U a pfirozené ¢islo i takové, ze 1 <i < |M].
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SELECT (M, 1):
= |M]
if n <100 then
setfidime mnozinu M a najdeme -ty nejmensi prvek m

else
rozdélime M do (%W navzajem disjunktnich pétiprvkovych podmnozin
Ay, As, .., A(ﬂ (posledni z podmnozin muze mit méné nez 5 prvka).
5

for every j =1,2,..., (%W do
najdeme medidn m; mnoziny A;
enddo
m :=SELECT ({m; | j =1,2,...,[%]
My ={meM|m<m}, Mo :={meM
if |My| > i —1 then
m :=SELECT (M, 1)
else
if [M,] <i—1 then
m :=SELECT (Ms,i — |M;| — 1)
else
m:=m
endif
endif
Vystup: m
endif

Korektnost algoritmu je ziejma, zbyva vysetiit slozitost. Nejprve ukazeme, ze
Lemma. Kdyzn > 100, pak |M|, | M| < 22

Diikaz. Pro j < | 2], kdyz m; < m, pak |A; N M| > 3, kdyz m; > m, pak |A; N My| > 3,
kdyz m; = m, pak [A; N M| = |A; N My| = 2. Protoze [{j = 0,1,...,[%] | m; <
m}, {7 =0,1,...,[%] | m; > m}| > |{], dostdvdme |M;|, [Ms| > [32] — 1. Protoze
plati My N My =0 a My UM, = M\ {m} a protoze 3% + [3%] —1 > L4132 — 2 > n kdyz

110
n > 100, dostavame pozadovany odhad. [J

Maximélni cas vyzadovany algoritmem SELECT (M, ¢) pro | M| = n oznacme T (n). Kdyz
n < 100, pak zfejmé existuje konstanta a takova, ze T'(n) < an. Kdyz n > 100, pak
(2] < 21 a protoze SELECT(M, i) pro \M\ > 100 bez rekurentnich volan{ vyzaduje

51 = T00°
cas O (|M]), dostdavame pro n > 100, ze T (n T (352) + T (3%) + bn pro néjakou
konstantu b. Zvolme ¢ > max {a, 1100b} Ukazeme ze T (n) < en. Kdyz n < 100, tak

21n
100

tvrzeni plati, protoze a < c. Kdyz n > 100, pak ( W (1—”} < n, a proto

21n 8n 1031c
T (n) < cloo+cll+bn (1100 +b)n_cn

Tedy
Veéta. Algoritmus SELECT nalezne i-ty nejmensi prvek v linedrnim case.

Algoritmus FIND je ve velké vétsiné pripadu rychlejsi nez algoritmus SELECT, proto se
v praxi doporu¢uje pouzivat FIND, i kdyz existuji ptipady (velmi fidké), kdy potiebuje
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kvadraticky c¢as. Je znamo, ze lze nalézt median n-prvkové mnoziny s méné nez 3n porov-
nanimi, a ze kazdy algoritmus hledajici median a pouzivajici porovnani jako jedinou primi-
tivni operaci mezi prvky mnoziny vyzaduje vice nez 2n porovnani.

Historické resume: Algoritmus HEAPSORT navrhl v roce 1964 Williams a vylepsil
Floyd (rovnéz 1964). Navrh na pouziti d-reguldrnich hald je folklor stejné tak jako al-
goritmus MERGESORT. Algoritmy QUICKSORT a FIND zavedl Hoare (1962).
Analyza operace MERGE a hleddni optimalniho stromu pochdzi od Huffmana (1952)
a linearni implementaci algoritmu navrhl van Leeuwen (1976). Analyza rozhodovacich
stromu je folklor. Algoritmus HYBRIDSORT navrhli Meijer a Akl (1980), vylepsena
verze BUCKETSORTu (nazvandi WORDSORT) pochazi od Aho, Hopcrofta a Ull-
mana (1974), algoritmus SELECT byl navrzen Blumem, Floydem, Prattem, Rivestem a
Tarjanem (1972).



