USPORADANA UNIVERZA

P1i préaci s daty z uspoiradaného univerza je casto tieba pracovat s dalsimi operacemi
zalozenymi na uspofadani. Pifkladem takovych tloh jsou grafové algoritmy. Céstecné to
umoznuji bindrni vyhleddvaci stromy nebo (a,b)-stromy a také haldy. Haldy jsou velmi
jednoduché, a proto jsou nékolikrat rychlejsi nez bindrni vyhleddvaci stromy nebo (a,b)-
stromy. Cena za to je, ze haldy nepodporuji operaci MEMBER. Dalsi nevyhodou hald,
které jsme probirali, je fakt, ze pracuji jen s minimem nebo maximem, probirané haldy
nepracovaly s obéma extrémy najednou. Cilem tohoto textu je se seznamit s datovymi
strukturami, které pracuje s vice operacemi zalozenymi na usporadani.

Nejprve si zadefinujeme nasi ilohu: Méame univerzum U, které se skldda z prirozenych ¢isel
{0,1,...,m—1} pro ngjaké pfirozené ¢islo m. Chceme nalézt datovou strukturu reprezen-
tujici mnoziny S C U a umoznujici operace MEMBER, MIN, MAX, DELETE, IN-
SERT, DELETEMIN, DELETEMAX, SUCCESSOR a PREDECESSOR.

Nejprve popiseme ptridané operace SUCCESSOR a PREDECESSOR. Pro reprezento-
vanou mnozinu S C U a prvek = € U definujeme, ze SUCCESSOR(z) = min{t € S |z <
t}, kdyz existuje t € S takové, ze z < t, nebo SUCCESSOR(z) = o0, kdyz takové ¢t € S
neexistuje. Zde oo formdlné znamena nejvétsi prvek univerza (vSimnéme si, ze formalné
plat{ min ) = c0). Ddle PREDECESSOR(z) = max{t € S | t < z}, kdyz existuje t € S
takové, ze t < x, v opa¢ném piipadé PREDECESSOR(z) = —o0, kde —co znamend
nejmensi prvek univerza (plati max () = —o0).

Emde Boasova struktura.

Popiseme si strukturu, ktera tesi tuto tlohu. Tato struktura na rozdil napi. od vy-
hleddvacich stromu dava omezeni na velikost univerza. Je zalozena na vlastnostech celoc¢i-
selnych operaci mod a +. Pripominame, ze kdyz m, n, p a g jsou prirozena ¢isla takova,
zZem =np+qaq<mn, pkm-=n=pagq=mmodn. Cisla p a g jednoznacné
reprezentuji ¢islo m vzhledem k pevné danému n. To vede k pozorovani, ze kdyz m = nl,
pak muzeme mnozinu S C U reprezentovat ve dvou univerzech, U’ velikosti [ a U” velikosti
n pomoci mnozin S’ = {s+n|se€ S} CU aS”" ={smodn|se S} CU" Tonim
umoznuje ¢inska véta o zbytcich. Bohuzel pro dany prvek ¢ € S bychom potiebovali spojit
jeho reprezentaci jak v U’ tak v U”. Navic tato reprezentace by poruSovala usporddani.
Klicem k feSeni problému je reprezentovat S C U pomoci mnoziny S’ ={s+n|se€ S} C
{0,1,...,1—1} vuniverzu U' = {0,1,...,l—1} amnozin S = {smod n | s € S, s+n =i}
proi=0,1,...,0 —1 v univerzu U” = {0,1,...,n — 1}.

Tuto reprezentaci chceme pouzit rekurzivné. Proto je ptirozené pozadovat, aby n a [ byla
priblizné stejné velka (tj. blizkd \/m, kde m je velikost univerza). Pak bude rekurzivnich
kroku piiblizné loglogm. Z tohoto diivodu budeme predpokladat, ze univerzum U je tvaru
{0,1,...,n — 1}, kde n = 2% pro né&jaké piirozené &islo k. Datové struktura je definovdna
rekurzivné a budeme ji fikat k-struktura (k je uréeno velikosti univerza). Pfedpoklddejme,
Ze méme reprezentovat S C U. Nejdifv polozme k' = [E] a K = [£].

Kdyz S C U je neprazdné, pak k-struktura reprezentujici mnozinu obsahuje

(1) eislo |S|;
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(2) rostouci dvousmérny seznam tg vSech prvku mnoziny S;
(3) kdyz |S| > 2, pak pole Ps[0, ..,n — 1] ukazatelu, kde

prvek ¢ v seznamu tg  kdyz i € S,

Ps(i) =
s(1) { NIL kdyZ i ¢ S;

(4) kdyz |S| > 2, pak k’-strukturu TOPg reprezentujici mnozinu {s + 28" | s € S} C

{0,1,...2" —1}
a pole ukazatelt BOTTOMg[0, .., 2% —1] na k”-struktury, kde struktura, na kterou
ukazuje BOTTOMj(i), reprezentuje mnozinu {s mod 2¥" | s € S, s + 2¥" = i},
kdyz je tato mnozina neprazdna, a BOTTOMg(i) = NIL, kdyz neexistuje s € S
takové, ze s + ok — .

To znamend, ze prazdnou mnozinu reprezentuje prazdny ukazatel “NIL”. Déle ukaza-

tel BOTTOMg(i) budeme ztotoziiovat s k’-strukturou, na kterou ukazuje. Pak S lze

povazovat za ukazatel na strukturu reprezentujici mnozinu S.

Algoritmy realizujici operace MEMBER, MIN a MAX jsou jednoduché. Operace
MEMBER vychézi z toho, ze s ¢ S, pravé kdyz Ps(s) = NIL, a operace MIN a
MAX vyuzivaji toho, ze tg je rostouci dvousmérny seznam vsSech prvku v S.

MEMBER(z)
if |S| > 1 then
if Pg(z) # NIL then
Vystup: z € S
else
Vystup: = ¢ S
endif
endif
if |S| =1 then
if x je prvek tg then
Vystup: z € S
else
Vystup: = ¢ S
endif
endif
if S = NIL then Vystup: x ¢ S endif

MIN
if |S| > 0 then

Vystup: prvni prvek v seznamu tg
else

Vystup: neexistuje
endif

MAX
if |S| > 0 then



Vystup: posledni prvek v seznamu tg
else

Vystup: neexistuje
endif

DELETEMIN
if |S| =1 then S := NIL, odstranit seznam tg endif
if |S| = 2 then

|S| := 1, DELETE(prvni prvek) v tg

odstranit Pg, TOPs a BOTTOMg

endif

if |S| > 2 then
x := prvni prvek v seznamu tg, |S|:=[S| -1
=z + 2" 2 =z mod 2%

DELETEMIN v BOTTOMg(z')
if BOTTOMs(2") = NIL then
DELETEMIN v TOPs, BOTTOMg(z') :== NIL
endif
DELETE(z) v seznamu tg, Ps(x) := NIL
endif

DELETEMAX
if |S| =1 then S := NIL, odstranit seznam tg endif
if |S| = 2 then

|S| := 1, DELETE(posledni prvek) v tg

odstranit Pg, TOPg a BOTTOMg

endif

if |S| > 2 then
x := posledni prvek v seznamu tg, |S|:=|S] -1
=z +2" 2 =z mod 2"

DELETEMAX v BOTTOMjs(z')
if BOTTOMs(2') = NIL then
DELETEMAX v (TOPs), BOTTOMs(z') := NIL
endif
DELETE(z) v seznamu tg (odzadu), Ps(z) := NIL
endif

Je lehce vidét, ze algoritmy pro operace MEMBER, MIN a MAX jsou korektni a ze
spotiebuji konstantni ¢as.

Algoritmy, které realizuji operace DELETEMIN a DELETEMAX jsou slozitéjsi, proto-
ze musi také upravit rekurzivni struktury.

Vsimnéme si, ze DELETE v seznamu tg vyzaduje vzdy O(1) ¢asu (protoze tg je dvousmeér-
ny seznam a odstranujeme prvni nebo posledni prvek). Pokud |S| < 2, pak celd operace
DELETEMIN a DELETEMAX bez rekurzivniho volani vyzaduje O(1) casu. Kdyz



algoritmus vola dvé rekurzivni voldni sebe sama, pak jedno je pouzito na piipad, ze
reprezentovand mnozina ma nejvyse jeden prvek, a proto vyzaduje ¢as O(1). Protoze
kdyz nepoc¢itdme rekursivni voldni sebe sama, tak algoritmus vyzaduje O(1) ¢asu, tedy
dostavame, ze celkovy cas algoritmu je umérny délce Tetézce rekurzivnich volani sebe
sama.

Korektnost algoritmu plyne z pozorovani, ze kdyz x = min(S) (x = max(S)), pak z’
je nejmensi (nejvétsi) prvek v mnoziné reprezentované TOPs a x” je nejmensi (nejvétsi)
prvek v mnoziné reprezentované v BOTTOMg(z').

Nyni popiSeme algoritmy realizujici operace INSERT a DELETE. Algoritmus DELETE
zjisti, zda x € S a kdyz ano, pak z odstrani z Ps, tg a ze struktury BOTTOMg(z +
2k”) odstrani prvek z mod 2¥". Kdyz potom BOTTOMg(z + 2k”) reprezentuje prazdnou
mnozinu, tj. BOTTOMg(z + 2%") = NIL, odstrani prvek a =+ 25" ze struktury TOPs.
Algoritmus INSERT je inverzni. Kdyz x ¢ S, pak z mod k" pridd do BOTTOMg(x +
2k”) a pokud tato struktura reprezentovala prazdnou mnozinu, tak pridd prvek x + ok

do struktury TOPs. Problém je, kam dat =z v seznamu tg. K tomu pouzijeme operaci
SUCCESSOR(x) a pak upravime Pg, tg a |S|.

INSERT(x)
if |S| = 0 then
vytvofme seznam tg = {z}, |S| = 1, stop
endif
if |S| =1 then
if x neni prvek tg then
vlozme x do seznamu tg a vytvoime pole ukazatelii Pg
for every u € tg do
Ps(u) je ukazatel na prvek u v tg
enddo
vytvoifme TOPg reprezentujici {s + 2¥" | s € S}
vytvoime pole ukazatelt BOTTOMg
for every u € tg do
INSERT (u mod 28") do BOTTOMg(u + 2F")

enddo
|S| =2
endif
else
if Ps(x) = NIL then
2 =2 =28 2" =z mod 2"

if SUCCESSOR(z) # oo then
y := SUCCESSOR(z)

endif

if BOTTOMgs(z') = () then
INSERT(z') do TOPs

endif



INSERT(z"") do BOTTOMs(z')
if SUCCESSOR(z) # oo then
INSERT(x) do seznamu tg pred y

else
INSERT(x) jako posledni prvek seznamu tg
endif
Pgs(x) := ukazuje na prvek = v seznamu tg, |S|:=|S|+1
endif
endif
DELETE(z)

if |S| =1 a = je v seznamu tg then
S := NIL, odstranit seznam tg
endif
if |S| =2 a = je v seznamu tg then
|S| := 1, DELETE(z) v seznamu tg
odstranit Pg, TOPgs a BOTTOMg
endif
if |S| > 2 a Ps(x) # NIL then
S| :=15| -1, 2’ := 2+ 2", 2" := 2 mod 2*"
DELETE(z") v BOTTOMs(z')
if BOTTOMs(z') = NIL then
DELETE(2') v TOPs
endif
DELETE(z) v seznamu tg pomoci Ps(x), Ps(z) := NIL
endif

Vsimnéme si, ze operace DELETE na nejvyse dvouprvkovou mnozinu a operace INSERT
na jednoprvkovou mnozinu vyzaduji ¢as O(1) a nevolaji samy sebe. Operace DELETE a
INSERT na seznam tg vyzaduji ¢as O(1), protoze zndme pozici x v seznamu tg pomoci
ukazatele Pg(z). Proto operace DELETE a INSERT, kdyZ nepocitame rekursivni volani
sebe sama, vyzaduji O(1) ¢asu. Kdyz DELETE pouzije dvé rekurzivni volani sebe sama,
pak jedno je pouzito na piipad, ze reprezentovand mnozina ma nejvyse dva prvky, kdyz
INSERT pouzije dvé rekurzivni volani sebe sama, pak jedno je pouzito na ptipad, ze
reprezentovand mnozina ma nejvyse jeden prvek, proto celkovy Cas algoritmu je imérny
délce maximalniho fetézcu rekurzivnich voldni sebe sama.

Nyni popiseme algoritmus pro operaci SUCCESSOR(xz). Algoritmus popiSeme jen pro
piipad, ze ¢ S, v opaéném piipadé je vysledek x a algoritmus je jasny. Vsimnéme si,
ze kdyz existuje s € S takové, ze s > z, pak bud existuje s € S takové, ze s > = a
s+ oF =g 2’“”, a v tom pripadé

min{s € S|s>a}=(z+2")2" + min{s €S |s>az s+ 2" =2+ 2"}

nebo neexistuje s € S takové, ze s > x a s+ ok — 7 = 28" a4 v tom pripadé existuje
s'e S ={s+2" | s€ S} takové, ze 2’ < s'. Pak pro ¢/ = min{s +2¥ |s€ S, s+2F >



Y
x <+ 2K} plati
min{s € S| s> a} =¢'2" + min{s mod 2¥" | s € 5, s+ 2¥" =4/}

Nésledujici algoritmus pravé realizuje tyto vypocty. Algoritmus pro operaci PREDE-
CESSOR(x) je zalozen na symetrickych vztazich.

SUCCESSOR(z)
if S = NIL then SUCCESSOR(z) := oo, stop endif
if |S| =1 then

nalezneme SUCCESSOR(z) pomoci prohledédni tg, stop
endif

if Ps(z) # NIL then
Vystup: SUCCESSOR(z) :=z
else
2 =2 =28 2" =z mod 28"
2 .= MAX v BOTTOMs(z')
if TOPs.P(2') = NIL nebo z” > 2’ then
if SUCCESSOR(z') # oo v TOPg then
y' := SUCCESSOR(z’) v TOPs
y" := MIN v BOTTOMs(y')
Vystup: SUCCESSOR(z) := y/2F" + 4"
else
Vystup: SUCCESSOR(z) := 00
endif
else
y"” := SUCCESSOR(z") v BOTTOMg(z')
Vystup: SUCCESSOR(z) := 2/2F" + y"
endif
endif

PREDECESSOR/(z)
if S = NIL then PREDECESSOR(z) := —o0, stop endif
if |S| =1 then

nalezneme PREDECESSOR(z) pomoci prohledani tg

stop
endif
if Pg(x) # NIL then

Vystup: PREDECESSOR(z) := =z
else

=z +2" 2 =z mod 2"

2 := MIN v BOTTOMg(z")

if TOPs.P(z') = NIL nebo 2" < 2’ then

if PREDECESSOR(z') # —oo v TOPg then
y' := PREDECESSOR(z') v TOPs



— MAX v BOTTOMjs(y')
Vystup: PREDECESSOR (z) := /2% + 4
else
Vystup: PREDECESSOR(z) := —o0
endif
else
" .= PREDECESSOR(z") v BOTTOMg(x')
Vystup: PREDECESSOR(z) := 2/2F" + ¢/
endif
endif

Korektnost algoritmu plyne z poznamky pted algoritmem. Daéle si v§imnéme, ze kazdy
béh algoritmu SUCCESSOR nebo PREDECESSOR vold sam sebe nejvyse jednou
a protoze operace MIN a MAX vyzaduji ¢as O(1), tak algoritmy SUCCESSOR a
PREDECESSOR, kdyz nepocitame rekursivni volani sebe sama, vyzaduji O(1) casu.
Proto celkovy ¢as algoritmu je imérny délce fetézce rekurzivnich voldni sebe sama.

Dale si vSimnéme, ze kdyz néktery algoritmus pracuje v k-struktufe a vola sam sebe, tak
rekurzivné voland verze algoritmu bude pracovat bud v k’-struktufe nebo v k”-struktufe.
Kdyz pouzije dvé volani sebe sama, tak jedno volani vyzadovalo totdlni cas O(1). To
znamend, ze délka fetézce rekuzivnich volani je nejvyse |logk|. Protoze k = logn, tak
algoritmy pro DELETEMIN, DELETEMAX, INSERT, DELETE, SUCCESSOR
a PREDECESSOR bézi v ¢ase O(loglogn).

Jesté odhadneme velikost reprezentace. Seznam tg a pole Pg vyzaduji velikost paméti
O(|U|). Z toho dostaneme, kdyz |U| = 2¥ a P(k) je velikost paméti, kterou potfebujeme
pro reprezentaci podmnoziny U, pak plati

P(k) = O(24) + (T5] + DP(TS).

2
Kdyz tuto rekurzi budeme postupné dosazovat do vzorecku, dostaneme

log k

P(k) +ZO +122z)

a odtud dostavdame, ze P(k) = O(2Flogk), a protoze k = log |U|, tak dostavdme

Véta. k-struktura reprezentuje podmnoziny univerza U, kdeU = {0,1,...,n—1}an = 2*
pro néjaké prirozené ¢islo k, a vyzaduje O(nloglogn) paméti. Operace MEMBER, MIN
a MAX vyzaduji ¢as O(1) a operace INSERT, DELETE, DELETEMIN, DELETE-
MAX, SUCCESSOR a PREDECESSOR vyzaduji ¢as O(loglogn).

To znamen4, ze tato implementace k-struktury se hodi jen pro reprezentaci malych univerz
(napf. kdyz U je nosnd mnozina grafu apod.).

Algoritmus pro operaci PREDECESSOR(z) lze realizovat jesté jinym zpusobem. Nej-
prve spo¢itdime SUCCESSOR/(z). Kdyz vysledek je z, pak i PREDECESSOR(z) =



x, jinak je to prvek v seznamu tg, ktery predchizi SUCCESSOR(z) (prvnimu prvku
predchazi —oo a oo predchézi nejvétsi prvek v S).

Tato struktura se s vyhodou pouziva pro grafové algoritmy. Tam se setkavame s ruznymi
modifikacemi této tlohy. Jedna z podstatnych modifikaci je nasledujici. Univerzum jsou
vSechna pfirozend ¢isla, ale reprezentovand mnozina S vzdy splituje podminku, ze max(S)—
min(S) < n pro fixované n. Pak misto S reprezentujeme mnozinu {s modn | s € S} v
univerzu {0,1,...,n — 1} a zndme prvek s nejmensim ohodnocenim, necht je to prvek t
a pamatujeme si jeho skute¢né ohodnoceni — oznac¢me si ho min. Pak muzeme pouzit
tuto strukturu pro feSeni dané ulohy (kde univerzum ma tvar U = {0,1,...,n —1}). Pole
Ps bude cyklus a my musime hlidat nejmensi prvek a jeho skutecnou velikost. Skutecné
ohodnoceni prvku s je

{ min +(ohodnoceni(s) — ohodnoceni(¢) mod n)  kdyz s > t,
min +n + ohodnoceni(s) kdyz s < t.

vvvvvv

struktury, které by mély mensi naroky na prostor i za cenu, Ze se zhorsi casova slozitost.
Prvni pozorovani bylo, ze naroky této datové struktury na prostor jsou zavinéné polem
Ps a seznamem tg. Tyto struktury jsou tam proto, aby operace MEMBER, MIN a
MAX vyzadovaly konstantni ¢as. Na druhou stranu je lehké najit algoritmy pro operace
MEMBER, MIN a MAX, které vyzaduji ¢as O(loglogm), kde m je velikost univerza,
a nepouzivaji pole Pg a seznam tg. Jsou to jednoduché modifikace algoritmu pro operaci
SUCCESSOR.

To vedlo k nésledujici modifikaci definice k-struktury. Méjme neprazdnou mnozinu S C U.
Pak modifikovana k-struktura reprezentujici S obsahuje
(1) ¢&islo |S;
(2) kdyz |S| =1, pak S je reprezentovana seznamem tg obsahujici jeji jediny prvek;
(3) kdyz |S| > 2, pak S je reprezentovana k’-strukturou 7O Pg reprezentujici mnozinu
{s+2"" |se€81C{0,1,...28 —1} a
polem ukazatelt BOTTOMS;|0,..,2F — 1] na k”-struktury, kde BOTTOMs(i)

ukazuje na k”-struktura reprezentujici mnozinu {s mod ok |ses, s+ ok = i},
kdyz je tato mnozina neprazdnd a BOTTOMg(i) = NIL, kdyz je tato mnozina
prazdna.

Nyni operace MEMBER, MIN a MAX vyuzivaji nasledujicich faktu:

x € S, pravé kdyz prvek x + k" je ve struktute TOPs a prvek x mod k" je ve
strukture BOTTOMg(z + k"),

minimalni prvek v S je
2¥" (MIN(TOPs)) + MIN(BOTTOMg(MIN(TOPs)))
a maximalni prvek v S je

¥ (MAX(TOPs)) + MAX(BOTTOMg(MAX(TOPs))).



MEMBER(z)
if |S| = 0 then Vystup: = ¢ S, stop endif
if |S| =1 then
if x je v seznamu tg then
Vystup: = € 5, stop

else
Vystup: x ¢ S, stop
endif
endif
=z +2" 2" =z mod 2"

if 2’ v TOPg then
if 2" v BOTTOMg(z") then
Vystup: z € S
else
Vystup: = ¢ S
endif
else
Vystup: =z ¢ S
endif

MIN
if | S| = 0 then neexistuje, stop endif
if |S| = 1 then prvek v tg, stop endif
y' := MIN(TOPs), y" := MIN(BOTTOMg(y'))
y = y/Qk” + y//

MAX
if |S| = 0 then neexistuje, stop endif
if |S| = 1 then prvek v tg, stop endif
y' = MAX(TOPs), y" := MAX(BOTTOMs(y'))
y = y/Qk” + y//

Algoritmy pro operace DELETEMIN a DELETEMAX se vlastné zjednodussi.

DELETEMIN
if |S| = 1 then odstranime tg a |S|, stop endif
y := MIN(TOPs), DELETEMIN v BOTTOMjs(y)
if BOTTOMs(y) = NIL then
DELETEMIN(TOPx)
endif
|S]:=1]5]—1
if |S| =1 then
vytvoime seznam tg obsahujici prvek MIN(S)
zru$§ TOPg a BOTTOMg
endif



DELETEMAX
if |S| = 1 then odstranime tg a |S|, stop endif
y := MAX(TOPs), DELETEMAX v BOTTOMj(y)
if BOTTOMg(y) = NIL then
DELETEMAX(TOPs)
endif
|S]:=1]5]—1
if |S| =1 then
vytvoime seznam tg obsahujici prvek MIN(S)
zru§ TOPs a BOTTOMg
endif

Pii operaci INSERT se méni instrukce pro |S| = 1, vytvoii se jen seznam tg pro mnozinu
S a vynechaji se piikazy pro Pg a kdyz |S| > 1 tak se vynechaji piikazy pro tg a Ps. V
pripadé, ze po uspésné operaci INSERT je |S| = 2, tak se zrusi seznam tg. Algoritmus
pro operaci DELETE, kdyz mé odstranit prvek x € S, tak kdyz |S| > 1, odstrani prvek
z mod 28" ze struktury BOTTO Mg (:1;%2’“”), a pak postupuje stejné jako v algoritmech pro
DELETEMIN a DELETEMAX. Algoritmy pro SUCCESSOR a PREDECESSOR
se neméni. Stejny argument jako pro klasickou k-strukturu zajisti, ze délka rekurzivnich
volani sama sebe je [logk] = O(loglog |U|).

Tedy zbyva spoéitat naroky na pamét. Zde mé rekurze jiny tvar. Oznacme o(n) pros-
tor potfebny pro vytvoieni modifikované k-struktury, kdyz velikost univerza je n = 2F.

Oznacme k' = [£] a k" = |£]. Pak plati:

o(n) =o(28) = o (@) + 2 0 (2*") + k

protoze zapis velikosti |S| vyzaduje nejvyse k biti. Kdyz budeme predpoklddat, ze b a ¢
jsou kladné konstanty takové, ze b+1 < ca o(|U|) < bJU|—c pro |U| = 2. Pak dostaneme,
ze (¢ —b)2¥ > 2¥ > k a tedy bude platit

o(n) ZO'(Qk/) + 2]“/0(2]““) +k<
B2F — ¢4 b2" 2F — 2V 4k =
bn+(b—c)2" +k—c<bn—-c
Ted se jednd o splnén{ inicidlnich podminek. Kdyz |U| = 2, pak reprezentace S C U

vyzaduje nejvyse 8 bitu a tedy staci polozit b =9 a ¢ = 10, pak 2b — ¢ > 8. Tedy muzeme
shrnout

Véta. Modifikovand k-struktura reprezentuje podmnoziny univerza U = {0,1,...,n—1},
kden = 2% pro néjaké prirozené éislo k, a vyzaduje O(n) paméti. Pak operace MEMBER,
MIN, MAX, INSERT, DELETE, DELETEMIN, DELETEMAX, SUCCESSOR
a PREDECESSOR vyzaduji ¢as O(loglogn).

Dulezité otdzka je, zda lze tuto strukturu modifikovat tak, aby vyzadovala O(|S|) prostoru
misto O(|U|). Odpovéd je ze to lze, ale ¢asova slozitost bude horsi. Zakladni idea je, ze se
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nahradi struktury TOPs a BOTTO Mg hasovaci tabulkou (kterd odkazuje na neprazdné
struktury BOTTOMG(i)), ale to se jesté musi kompresovat. Vysledek pak je struktura,
ktera sice vyzaduje O(n) prostoru a operace MIN, MAX vyzaduji O(loglog|U]) ¢asu, ale
operace MEMBER, SUCCESSOR a PREDECESSOR maji jen ocekavanou slozitost
rovnou O(loglog |U|) a operace INSERT a DELETE maji jen o¢ekdvanou amortizovanou
slozitost O(loglog|U]).

Tuto datovou strukturu navrhl van Emde Boas v roce 1977. Modifikovanou verzi navrhli
van Emde Boas, Kaas a Zijlstra také v roce 1977.

DVOUKONCOVE HALDY

Hodné casto pouzivanou strukturou jsou haldy. V zimnim semestru jsme si ukéazali ‘jed-
nokoncové’ haldy, mohli jsme pracovat bud s minimem nebo maximem. Ukézeme si ted
‘dvoukoncové’ haldy, které jsou zobecnénim d-regularnich hald (takto lze zobecnit i jiny
typ hald nez reguldrni haldy). Tyto haldy budou podporovat nésledujici operace:

MIN, MAX, DELETEMIN, DELETEMAX, DECREASEKEY, INCREASE-
KEY, INSERT, DELETE.

Pti operacich DECREASEKEY, INCREASEKEY a DELETE zadavatel ulohy dava
adresu prvku, s nimz mame pracovat. Pti operaci INSERT predpoklddame, ze zadavatel
zajistil, aby vkladany prvek v haldé nebyl reprezentovan.

Déle budeme uvazovat jen haldy, které jsou bud strom nebo soubor stromii. Rekneme,
ze halda je min-halda (resp. max-halda) kdyz vrchol reprezentuje vzdy prvek vétsi (resp.
mensi) nebo roven nez je prvek reprezentovany otcem. Budeme pfedpokladat, ze min-
halda podporuje operace spojené s minimem a nikoliv operace spojené s maximem, kdezto
max-halda podporuje operace spojené s maximem a nikoliv s minimem. Nasim cilem bude
zkonstruovat haldu podporujici operace jak s minimem tak s maximem. Dale predpokladé-
me, ze haldy podporuji operace INSERT, INCREASEKEY, DECREASEKEY, a
DELETE.

Dvoukoncové regularni haldy.

Mame univerzum U, podmnozinu S C U a hodnotici funkci f z S do linedarné uspotadané
mnoziny. PopiSeme min-max-haldu reprezentujici S a funkci f. Bude tvofena d-regulérni
min-haldou a stejné velkou d-regularni max-haldou a proménnou free.

Kdyz |S| je sudé, pak free je prazdné, kdyz |S| je liché, pak free obsahuje prvek z mnoziny
S takovy, ze minS = min S \ {free} a max S = max S \ {free}. Déle mame disjunktni
mnoziny S a So takové, ze S\ {free} = S; U Sy. Tedy |S1| = |S2| = L‘—g'J, Necht T}
je d-regularni min-halda reprezentujici S; a 75 je d-reguldrni max-halda reprezentujici Ss
takové, ze:
() pro kazdé i je prvek s € S reprezentovany i-tym listem v haldé 77 mensi nez prvek
s’ € Sy reprezentovany i-tym listem v haldé T5.

Predpokladame, ze listy jsou ocislovany v lexikografickém usporadani binarni haldy.

Nyni popiSeme operace v této haldé. Budeme pouzivat operace definované v zimnim
semestru pro bindrni haldu, jen budeme rozliSovat, jestli jsou pro min-haldu (to je halda



T1) nebo max-haldu (to je 7). Rozdil je v pomocné operaci D-DOWN, ktera muze projit
obéma haldami. V algoritmu pro operaci DELETE pouzijeme tuto proceduru D-DOWN
misto procedury DOWN pro jednokoncové haldy.

Algoritmy UP a DOWN pro max-haldu budeme nazyvat M-UP a M-DOWN. Proce-
dura M-UP vyménuje prvky reprezentované vrcholem a jeho otcem, kdyz otec reprezen-
tuje mensi prvek a proceduru M-DOWN vyménuje prvek reprezentovany vrcholem s
nejvétsim prvkem reprezentovany jeho syny, pokud tento prvek je mensi. Procedura D-
DOWN(x) se lisi podle toho, zda x je v min-haldé nebo max-haldé. Kdyz z je v min-haldé,
tak provede DOWN(z) a kdyz skonéi v i-tém listé, tak porovnd prvky reprezentované v
i-tém listé min-haldy a v ¢-tém listé max-haldy. Pokud v min-haldé i-ty list reprezentuje
vétsi prvek, tak je vymeéni a provede na -ty list max-haldy proceduru M-UP. Kdyz x je
v max-haldé tak provede M-DOWN(z). Kdyz skonéi v i-tém listé, tak porovnd prvky
reprezentované v ¢-tém listé max-haldy a v i-tém listé min-haldy. Pokud v min-haldé -ty
list reprezentuje vétsi prvek, tak je vymeéni a provede na i-ty list min-haldy proceduru UP.
Dalsi operace jsou stejné jako v d-regularnich haldéch.

D-DOWN(x)
if x je prvek v T then
DOWN(.CB, T1>
if x je reprezentovan i-tym listem 7; then
y je reprezentovan i-tym listem 75
if f(z) > f(y) then
-ty list T reprezentuje y, i-ty list 15 reprezentuje x
M-UP(z,T3)
endif
endif
else
M-DOWN(z, T3)
if x je reprezentovan i-tym listem 75 then
y je reprezentovan i-tym listem 77
if f(z) < f(y) then
-ty list T reprezentuje x, i-ty list T reprezentuje y
UP(z,Ty)
endif
endif
endif

DELETEMIN
if free # () then
key(kofen T1) := free, D-DOWN (koten T}), free : =0
else
DELETEMIN(T))
free := prvek reprezentovany poslednim listem 75
DELETE (posledni list T5)
endif
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DELETEMAX
if free # () then
key(kofen Ty) := free, D-DOWN (kofen Ty), free := ()
else
DELETEMAX(T5)
free := prvek reprezentovany poslednim listem T}
DELETE(posledni list 77)
endif

MIN
Vystup: prvek reprezentovany kotrenem T}

MAX
Vystup: prvek reprezentovany korenem 715

INSERT(x)
y := key(koten T1), z := key(koten T5)
if z < y then
vymeénime x a y
endif
if 2 < x then
vymeénime x a 2

endif

if free = () then
free:==x

else

a := min{z, free}, b := max{x, free}
INSERT(a, ), INSERT (b, T>)
free:=10

endif

DECREASEKEY (z,a)
f(z):=a
if x € T7 then
UP(ZI]’, T1>
else
D-DOWN(z, T3)
endif

INCREASEKEY (z,a)
f(z):=a
if x € Ty then

UP(ZI]’, TQ)
else



D-DOWN(z, T1)
endif

DELETE(x)
x je reprezentovan v T;, j :=3 — 1
DELETE(z, T;)
if free # () then
y := prvek reprezentovany poslednim listem T}
DELETE(posledni listT})
ifi=1a free <yneboi=2ay< free bf then
INSERT(free, T;)

else
INSERT (y, T;), Insert(free, T})
endif
free:=10
else

free := prvek reprezentovany poslednim listem 7j
DELETE((posledni list T})
endif

Je lehké vidét, ze tuto strukturu lze reprezentovat pomoci dvou stejné velkych poli repre-
zentujicich d-regularni haldy 77 a T5 a proménnou free. Algoritmy vyuziji znalosti umisténi
synu a otce v tomto poli.

Shrneme ziskané vysledky.

Véta. V navrhnuté min-max haldé operace MIN a MAX vyzaduji ¢as O(1), operace
DELETEMIN, DELETEMAX, INSERT, DECREASEKEY, INCREASEKEY,
DELETE vyzaduji ¢as O(logn), kde n je velikost reprezentované mnoziny. Tuto haldu
Ize reprezentovat pomoci dvou poli.

Lze ukazat, ze otekavany cas operace INSERT je O(1) (stejné jako v regularnich haldéch).

v e

Algoritmus pro vytvoreni haldy popiseme neformalné. Predpoklddejme, Zze vstup je pos-
loupnost prvkia aq,as,...,a, spolu s hodnotici funkci f. Kdyz n je liché, pak nalezneme
prostiedni prvek mezi prvky ai, as a az. Tento prostfedni prvek vyménime s prvkem a,, a
vlozime ho do proménné free a prvek a,, odstranime. Tedy muzeme piredpoklddat, ze n =
2m je sudé. Nyni prvky aq,as,...,a,, vlozime do pole Min a prvky @41, am+2,--.,0n
vlozime do pole Max. Pak polozime k := LmT_2J +laproi=k,k+1,...,m porovhame
prvky Min(i) a Maxz(i) a pokud f(Maz(i)) < f(Min(i)) tak je vyménime. D4l budeme
proi=k,k—1,...,1 v klesajicim pofadi provadét modifikaci operaci D-DOWN (M in(i))
a D-DOWN(Mazx(i)). Tato operace skonéi, kdyz se aplikuje ve struktuie 77 a pii
provadéni operace M-UP se dostala do prvku umisténého v poli Max(l) pro I < i
nebo kdyz se aplikuje ve struktuie 7, a pri provadéni operace UP se dostala do prvku
umisténého v poli Min(l) pro I < i.
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Tento postup zajisti, ze kdyz se provadi tyto operace pro ¢, pak pro kazdé j > i plati,
ze f(Min(j)) je mensi nez hodnota f od synu vrcholu Min(j) v haldé Ty a f(Max(j))
je vetsi nez hodnota f od synu vrcholu Max(j) v haldé T,. Proto po skonéeni pole Min
reprezentuje min-haldu a pole Max reprezentuje max-haldu, které reprezentuji disjunktni
podmnoziny mnoziny S o velikosti | 5| a pfipadné zbvajici prvek je v proménné free.
Navic, kdyz vrchol i je ve vysce h, pak tato operace vyzaduje ¢as O(h). Podle stejného
vypoctu jako pro d-reguldrni haldy dostaneme, Ze tato operace vyzaduje ¢as O(n).

Tuto strukturu (pro bindrni haldy) navrhl Williams v roce 1964, kdyz definoval bindrni
haldy. Podrobné jsou spocitané Knuthem v jeho monografii Art of Programming III.

Symetricka min-max halda.
Nyni popiseme tzv. symetrickou min-max haldu. Binarni halda 7" ohodnocena prvky z
mnoziny S je symetrickou min-max haldou reprezentujici mnozinu S, kdyz plati:

(1) ruzné prvky mnoziny S ohodnocuji ruzné vrcholy haldy a kofen haldy neni ohod-
nocen zadnym prvkem z 5

(2) pro kazdy wvnitini vrchol v, kdyz s je ohodnoceni levého syna vrcholu v a t je
ohodnoceni pravého syna vrcholu v, pak plati s < u < t pro kazdy prvek u z S,
ktery ohodnocuje néktery vrchol w v podstromu uréeném vrcholem v a v # w.

Tedy pro kazdy vrchol v stromu T plati: kdyz .S, je mnozina prvka z S reprezentovanych
néjakym vrcholem w v podstromu 7T uréeném vrcholem v, v # w, pak levy syn vrcholu
v reprezentuje minimum mnoziny S, a pravy syn v reprezentuje maximum mnoziny S,.
Proto minimum mnoziny S je reprezentovano levym synem kofene a maximum je reprezen-
tovano pravym synem Kofene.

Operace jsou prakticky stejné jako v bindrni haldé, jen operace UP(x) a DOWN(x) jsou
operace konci. V opacném pripadé, kdyz x je mensi nez prvek reprezentovany levym synem
déda vrcholu reprezentujiciho z, pak si x s timto prvkem vyméni misto. Kdyz = je vétsi
nez prvek reprezentovany pravym synem déda vrcholu reprezentujictho x, pak si x s timto
prvkem vymeéni misto. Kdyz si x nevyménilo misto s zadnym prvkem, pak operace konci,
v opacném piipadé se akce zopakuje s x.

Nyni popisme operaci DOWN(z). Predpoklddejme, Ze x je reprezentovan vrcholem wv.
Kdyz v je list, operace kon¢i. Kdyz v neni list, pak setiidi mnozinu obsahujici x a prvky
reprezentované syny vrcholu v. Nyni upravime reprezentaci prvku v této mnoziné tak, aby
platilo:

(o) kdyz v je levym synem svého otce, pak reprezentuje nejmensi prvek z této mnoziny,
levy syn v reprezentuje prostiedni prvek mnoziny a pravy syn v reprezentuje
nejvétsi prvek mnoziny;

(o) kdyz v je pravym synem svého otce, pak levy syn v reprezentuje nejmensi prvek
mnoziny, pravy syn v reprezentuje prostiedni prvek mmnoziny a v reprezentuje
nejveétsi prvek mnoziny.

Kdyz vrchol v nereprezentuje x, pak provedeme stejnou akci na vrchol reprezentujici prvek
x. Operace konci, kdyz v reprezentuje x.



Formalni popis téchto pomocnych procedur:

UP(x)
v := vrchol reprezentujici x
if otec(v) je kofen then stop endif
y := key(levy(ded(v)))
if x <y then
key(levy(ded(v))) := x, key(v) := y, UP(x)
endif
z 1= key(pravy(ded(v)))
if z < z then
key(pravy(ded(v))) := x, key(v) := z, UP(x)
endif

DOWN(x)
v := vrchol reprezentujici x
if v je list then stop endif
s := key(levy(v)), t := key(pravy(v))
if v je levy syn svého otce then
key(v) := min{s, z,t}, key(pravy(v)) := max{s,z,t}
key(levy(v)) := median z mnoziny {s, z,t}
if key(v) # x then DOWN(z) endif

else
key(v) := max{s, z,t}, key(levy(v)) := min{s, z, t}
key(pravy(v)) := median z mnoziny {s,z,t}
if key(v) # x then DOWN(z) endif

endif

Algoritmy pro ostatni operace jsou stejné jako pro bindrni haldy.

Reflex-halda.

Na zaveér si ukazeme metodu, jak zobecnit jednokoncovou haldu, ktera pfipousti jen ope-
race MIN, DELETEMIN, INSERT, MERGE, DECREASEKEY a INCREASE-
KEY a nikoliv MAX a DELETEMAX, na dvoukoncovou haldu (tj. haldu, jez ma
také operace MAX a DELETEMAX). Predpoklddejme, ze mame ‘stromovou’ min-
haldu Quin (tj. provadi operace MIN, DELETEMIN, INSERT, MERGE, DEC-
REASEKEY a INCREASEKEY) a halda pouZivd jen ukazatele na syny a otce. Necht
(Qmax je dudlni halda, tj. reprezentuje operace MAX, DELETEMAX, INSERT, MER-
GE, DECREASEKEY a INCREASEKEY. Budeme predpokldadat kvuli jednodusimu
popisu, ze pouzivame jen binarni haldu, tj. ukazatelé jsou levy a pravy.

Reflex-halda je zobecnénim min-max-haldy definované Williamsem. Reflex-halda reprezen-

tujici mnozinu S, kterou tady chceme ukazat, pouziva jednu Qi o velikosti L'—‘;‘j jednu

Qmax 0 velikosti L@j a proménnou free. Kdyz |S| je sudé, pak free je prazdné, kdyz
|S| je liché pak free obsahuje prvek z S takovy, ze minS = minS \ {free} a maxS =
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max S \ {free}. Déle Qmin & Qmax reprezentuji disjunktni mnoziny S; a So takové, ze
|S1] = |S2| = L%J a S1USy =8\ {free}. Navic pro kazdy vrchol v haldy Quin je dédn
ukazatel v, na vrchol haldy Qua.x a pro kazdy vrchol u haldy Quna.x je dan ukazatel uy
na vrchol haldy Qumin takovy, ze pro kazdy vrchol v haldy Quin plati (vy), = v a prvek

reprezentovany vrcholem v je mensi nez prvek reprezentovany vrcholem wy.

Operace INSERT(z) je velmi podobnd operaci INSERT v haldé navrzené Williamsem.
Nejprve se zkontroluje, zda x neni mensi nez nejmensi prvek nebo vétsi nez nejvétsi. Pokud
toto nastane, tak se x s prisluSnym prvkem vyméni. Pak kdyz free je prazdné, tak se x
vlozi do free, kdyz free neni prazdné, tak se v min-haldé i max-haldé vytvoti novy vrchol,
tyto prvky budou sparovény ukazateli a vlozi se na né hodnoty = a free (tim se free
vyprazdni) a operaci UP se prvky piesunou na spravné misto. Operace DELETE(x),
kdyz free je prazdné, tak presune kli¢ sparovaného vrcholu do free a upravi tvar haldy,
kdyz free je neprazdné, tak hodnota free nahradi odstranény prvek a zase se operacemi
DOWN a UP zajisti spravny tvar haldy. Pfti operacich UP a DOWN se ukazatelé
mezi prvky pohybuji soucasné s prvky (nikoliv s vrcholy). To zajistuje splnéni podminky,
ze vrchol min-haldy v reprezentuje prvek mensi nez vrchol v,. Ostatni operace se provedou
pomoci téchto operaci.

Vyznam této metody je, ze kdyz mame haldu, kterd provede INSERT v konstantnim
case, tak i tato halda bude vyzadovat konstantni cas a ze analogicky lze provést operaci
MERGE. To znamena

Véta. Existuje-li min-halda, na kterou lze aplikovat tuto metodu a spliuje pozadavky,
pak vytvorena reflex-halda provede v nejhorsim pripadé operace MIN, MAX, INSERT
a MERGE v c¢ase O(1) a operace DELETE, DELETEMIN, DELETEMAX, DEC-

REASEKEY, INCREASEKEY v case O(logn), kde n je velikost reprezentované mno-
Ziny.

Metoda konstrukce reflex-haldy lze zobecnit i na haldy tvofené souborem stromu. V tomto
zobecnéni neni nutné, aby kazdy vrchol min-haldy byl spojen s vrcholem max-haldy. Staci
jen, aby kazdy list min-haldy byl spojen s nékterym vrcholem max-haldy a kazdy list
max-haldy byl spojen s nékterym vrcholem min-haldy, a aby platilo, ze kdyz vrchol v v
min-haldé je spojen s vrcholem w v max-haldé, tak f(key(v)) < f(key(w)). Zde se muze
misto procedur UP a DOWN miuze pouzit metoda odtrhavani podstromu.

Symetrickou min-max haldu navrhli Arvind a Pandu Rangan v roce 1999, reflected min-
max haldu navrhli Makris, Tsakalidis a Tsichlas v roce 2003.

MODIFIKACE FIBONACCIHO HALD

P1i standardni implementaci Fibonacciho haldy mé kazdy vrchol, alespon ¢tyti ukazatele.
Také se ukazalo, ze operace DECREASEKEY ma sice amortizovanou slozitost O(1), ale
v nejhorsim piipadé mé slozitost ©(n). Proto multiplikativni konstanta schovand v notaci
O je velka, takze se nedoporucuji pro praktické pouziti. To vedlo ke snaze nalézt haldy,



které jsou rychlejsi, vyzaduji méné paméti (presnéji, pouzivaji méné ukazateli) a asymp-
toticky maji stejné chovani jako Fibonacciho haldy. Tady ukazu modifikace Fibonacciho
hald splnujici tyto pozadavky.

Tenka halda.

Tenké halda bude soubor kofenovych stromu, kde kazdy vrchol v mé definovany rank(v)
(rank(v) zde neni pocet synu vrcholu v, i kdyz souvisi s timto poc¢tem). Je déna bijekce z
vrcholu téchto stromu na reprezentovanou mnozinu takova, ze pro kazdy vrchol v ruzny od
kotene plati f(v) > f(otec(v)). Tedy kofen stromu méa nejmensi ohodnoceni mezi prvky
reprezentované timto stromem. Stromy jsou v jednosmérném seznamu a nazev haldy ma
ukazatel na prvni a posledni strom v tomto seznamu (aby $la dobfe provadét konkatenace
seznamu) a ukazatel na kofen stromu, ktery ma nejmensi ohodnoceni (aby operace MIN
vyzadovala konstantni ¢as). Tedy se jednd o min-haldu.

Stromy budou reprezentovany pomoci seznamu syni jednotlivych vrcholu. Struktura vr-
cholu stromu tenké haldy:

() ukazatel levy(v) mé hodnotu NTL, kdyz v je koten, ukazuje na otce v, kdyz v je
prvni prvek v seznamu synu otce v, na predchudce v v seznamu synu otce v, kdyz
v neni ani kofen ani neni prvni prvek v seznamu synu otce v;

() ukazatel pravy(v) ukazuje na kofen nésledujiciho stromu v seznamu stromu, kdyz
v je koren, ale neni posledni prvek v seznamu stromu, na prvek nasledujici za
vrcholem v v seznamu synu otce vrcholu v, kdyz v neni posledni prvek v seznamu
synu otce v, a ma hodnotu NIL, kdyz v je posledni kofen v seznamu stromii nebo
posledni prvek v seznamu synu otce v;

(e) ukazatel prvni(v) ukazuje na prvni prvek v seznamu synu vrcholu v, pokud v neni
list a ma hodnotu NIL, kdyz v je list;

(e) proménnou key(v) dévajici prvek reprezentovany vrcholem v;

(e) proménnou rank(v) obsahujici hodnotu ranku vrcholu v.

Vrcholy stromt budou splnovat nasledujici podminky:

(h1) kdyz vrchol v ma k synt, pak synové budou mit hodnotu ranku k — 1,k —2,...,0
a syn vrcholu v s rankem 4 bude (k — i)-tym prvkem seznamu synu vrcholu v (tj.
rank(prvni(v)) = k — 1, a kdyz w je syn vrcholu v, pak
rank(levy(w)) = rank(w) + 1 kdyz w neni prvni prvek v seznamu synu vrcholu v,
rank(w) = rank(pravy(w))+1, kdyz w neni posledni prvek v seznamu synu vrcholu
v,
rank(w) = 0 kdyz w je posledni prvek v seznamu synu v);

(h2) kdyz vrchol v ma k synu, pak bude mit rank k nebo k + 1, v prvnim piipadé to
bude normélni vrchol v druhém ptipadé to bude tenky vrchol;

(h3) kofen kazdého stromu bude normalni vrchol.

Tedy kazdy vrchol stromu v ma nejvyse tii ukazatelé. Tato struktura umozinuje v kons-
tantnim case testovat, zda vrchol je kofen stromu (tj. zda levy(v) = NIL), zda je prvnim
synem svého otce (tj. zda prvni(levy(v)) = v) a zda je tenky (tj. zda rank(v) = 1 a
prvni(v) = NIL nebo rank(v) = rank(prvni(v)) + 2).
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Rank stromu je rank jeho kotfene. Pro dva stromy 717 a T o stejném ranku je definovana
operace LINK(77,T5), kterd je spoji do jednoho stromu. Vezme strom, jehoz kofen mé
vétsi ohodnoceni a jeho kofen udéla prvnim synem druhého stromu a rank kofene druhého
stromu zveétsi o 1 (viz analogické operace u binomidlnich hald a Fibonacciho hald). Tato
operace vyzaduje O(1) ¢asu stejné jako pro binomialni nebo Fibonacciho haldy. Vsimnéme
si, ze kdyz strom ma rank ¢ a vSechny jeho vrcholy jsou normalni, pak je izomorfni s
binomidlnim stromem H;. Proto tenky vrchol, ma podobny semanticky vyznam jako
oznaceny vrchol ve Fibonacciho haldé.

Lemma. Kdyz v je vrchol stromu v tenkém haldé a ma ¢ synil, pak jeho podstrom ma
alespon F; .o vrcholil, kde F; je i-té Fibonacciho cislo.

Dukaz. Tvrzeni dokdzeme indukci podle poc¢tu synu. Kdyz vrchol nemé syna, pak jeho
podstrom ma jeden vrchol a F, = 1. Kdyz m&a jednoho syna, pak jeho podstrom ma
alespon dva vrcholy a F3 = 2. Dale si stac¢i uvédomit, kdyz vrchol ma k synu, pak jeho
synové maji rank od £ — 1 do 0 a vrchol s rankem ¢ mé nejvyse ¢ a alespon ¢ — 1 synu.
Tedy z indukce dostavame, Ze podstrom mé alespon 1 + Zi':ol Fiio = Zf:ll F; = Fyo
vrchola. [

Nyni popiSeme operace v tenkych haldach. Méjme dvé tenké haldy H, a Hs, které reprezen-
tuji disjunktni mnoziny. Operace MERGE(H, Hs) provede konkatenci seznamu stromu
a aktualizuje ukazatele nové vytvorené haldy. Operace INSERT (z) vytvoii novou haldu
reprezentujici {z} a pak provede na obé haldy operaci MERGE. Operace MIN ziskd
vysledek pouzitim ukazatele na kofen stromu reprezentujictho prvek s nejmensim ohod-
nocenim. Operace DELETEMIN stejné jako operace MIN nalezne prvek, ktery ma
odstranit a po jeho odstranéni provede konzolidaci seznamu stromu a seznamu podstromu
urcenych syny odstranéného vrcholu.

Popiseme konzolidaci. Z Lemmatu plyne, ze rank nemuze byt vétsi nez 1+1.441logn. Tedy
vytvorme pole O o velikosti 1 + [1.441logn]. Prochdzejme pole stromu a strom s rankem
k se pokusme vlozit na misto O(k). Pak prochdzime pole synu odstranéného vrcholu z.
Kdyz syn je tenky tak zmensime jeho rank o 1 a pak se ho pokusime vlozit na misto O(k),
kde k je jeho aktualizovany rank. Pokus o vlozeni vrcholu v s rankem k£ je nasledujici akce:
Kdyz je misto O(k) volné, pak tam v vlozime, v opatném piipadé provedeme operaci
LINK na podstrom ur¢eny vrcholem v a na podstrom uré¢enym vrcholem v O(k), nové
ziskany strom zkusime vlozit na misto O(k+ 1) a misto O(k) se uprazdni. Toto opakujeme
dokud se nam nepodaii strom vlozit do pole O.

Nyni popiseme algoritmy pro operace DECREASEKEY a INCREASEKEY, které se
vyrazné lisi od algoritmu pro Fibonacciho haldy. Nejprve popiseme zakladni télo obou
algoritmu. Uvazujme algoritmus pro DECREASEKEY (v, d), tj. chceme zmensit ohod-
noceni prvku reprezentovaného vrcholem v o hodnotu d.

(1) vrchol v neni kofen a f(otec(v)) < f(v) — d, pak zmensime ohodnoceni prvku
reprezentovaného vrcholem v a skonc¢ime;

(2) vrchol v je kofen, pak zmensime ohodnoceni vrcholu v a pokud po f(v) —d < f(w),
kde na w je kofen stromu s nejmensim ohodnocenim, mame na néj ukazatel, pak
zménime tento ukazatel, aby ukazoval na vrchol v a skoné¢ime;



(3) vrchol v nenf koten a f(otec(v)) > f(v) — d, a necht y = levy(v), pak odstranfme
vrchol v ze seznamu, pokud byl tenky vrchol zmensime jeho rank a vlozime ho
do seznamu stromu v haldé a aktualizujeme ukazatel haldy na kofen stromu s
nejmensim ohodnocenim, pozadavky na vrcholy v tenké haldé mohou byt poruseny
jen ve vrcholu y, proto na vrchol y provedeme vyvazovaci operace.

Ted popiseme algoritmus pro INCREASEKEY (v, d).

(1) pokud f(v) +d < min{f(w) | w je syn v}, pak zvétsime f(v) o d a skonéime;

(2) kdyz f(v)+d > min{ f(w) | w je syn v}, pak polozime y := levy(v), kazdého syna w
vrcholu v testujeme, zda je tenky, pokud ano provedeme rank(w) := rank(w)—1, a
odtrhneme jeho podstrom a vlozime ho do seznamu strom1, pak odtrhneme i vrchol
v, zvétsime jeho ohodnoceni, polozime rank(v) := 0 a vlozime ho jako jednoprvkovy
strom do seznamu stromu; protoze podminka na vrcholy v tenké haldé muze byt
porusena jen ve vrcholu y, tak provedeme na vrchol y vyvazovaci operace.

Nyni popiSeme vyvazovaci operaci, ktera je stejna jak pro operaci DECREASEKEY tak
pro operaci INCREASKEY. Kdyz je porusena podminka (hl) z definice tenké haldy,
pak bud z = pravy(y) # NIL a plati rank(y) — 2 = rank(z) nebo pravy(y) = NIL
a rank(y) = 1. Kdyz y je normélni vrchol, pak prvniho syna vrcholu y odstranime ze
seznamu synu vrcholu y a vlozime ho do seznamu synu otce vrcholu y hned za vrchol y.
Ted vsechny vrcholy spliiuji podminky na tenkou haldu (y je ted tenky vrchol), a proto
konéime. Kdyz y je tenky, pak zmensime jeho rank o 1. Nyni y splituje podminku (h1)
na tenkou haldu, ale vrchol levy(y) ji nemusi spliiovat. Proto polozime y := levy(v) a
opakujeme vyvazovaci operaci na vrchol y.

Kdyz je porusena podminka (h2) z definice tenké haldy, pak bud prvni(y) # NIL a
rank(y) = rank(prvni(y)) + 3 nebo prvni(y) = NIL a rank(y) = 2. Pak y neni kofen

stromu. Polozme z := levy(y), rank(y) := rank(y) — 2 a odtrhneme y ze seznamu synu
otce y a vlozime ho do seznamu stromu. Nyni podminky na tenkou haldu mohou byt
poruSeny jen ve vrcholu z, proto polozime y := z a opakujeme vyvazovaci operaci na
vrchol y.

Kdyz je porusena podminka (h3) z definice tenké haldy, pak y je kofen stromu, ale je
tenky. Nyni staci polozit rank(y) := rank(y) — 1 a skongit.

Polozme potencialni funkci rovnou poc¢tu stromu plus dvojnasobku poctu tenkych vrcholi.
Pak stejnou analyzou jako pro Fibonacciho haldy dostaneme, Ze amortizovana slozitost
operaci MERGE, INSERT, DECREASEKEY a MIN je O(1) a amortizovana slozitost
operaci DELETEMIN INCREASEKEY a DELETE je O(logn), (protoze pocet synu
vrcholu v v néjaké stromu tenké haldy, je podle Lemmatu nejvyse |1.441ogn ), kde operace
DELETE(z) se provede tak, ze pomoci operace DECREASEKEY zmensime ohodno-
ceni x na —oo a pak provedeme DELETEMIN.

Protoze pti testovani, zda jsou splnéné podminky pro tenkou haldu, rank vrcholu y roste,
tak operace DECREASEKEY v nejhorsim piipadé vyzaduje ¢as O(logn) — z Lemmatu
plyne, ze rank je O(logn) (u Fibonacciho hald vyzaduje ¢as ©(n)). To ukazuje, ze tato
modifikace asi bude rychlejsi nez Fibonacciho haldy.
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Kdyz nenf splnéna podminka (h2), to znamend, ze v tom pifpadé plati bud prvni(y) # NIL
a rank(y) = rank(prvni(y)) + 3 nebo prvni(y) = NIL a rank(y) = 2, pak opravu tenké
haldy 1ze provést jesté jinym zptsobem, protoze pravy(y) = z # NIL. Kdyz z je normalni
vrchol, pak polozime rank(y) := rank(y) — 1, rank(z) := rank(z) + 1 a vrcholy y a z
vymeénime v seznamu synu otce y a konéime (nyni jsou oba vrcholy y a z tenké). Kdyz z
je tenky vrchol, pak polozime u := levy(y), rank(y) := rank(y) — 2, rank(z) := rank(z) — 1
a provedeme operaci LINK na podstromy vrcholu y a z. Kofen vzniklého stromu pak
vlozime do seznamu syntu otce y misto vrcholu y a z. Podminky na tenkou haldu mohou
byt poruSeny jen ve vrcholu u, proto provedeme vyvazovaci operaci na vrchol wu.

Kdyz ted polozime potencidlovou funkei rovnou soucétu poétu stromt a poctu tenkych
vrcholl, pak dostaneme, ze tato verze tenké haldy ma stejnou amortizovanou slozitost
jako puvodni verze.

Tlusta halda.

Obecné se veéri, ze kdyz stromy budou mit mensi vysku, tak datové struktury budou
efektivnéjsi. To vedlo k modifikaci podminek na haldy, aby pocet nasledovniku vrcholu
rostl rychleji nez pocet synu. Dusledkem bylo, Zze podminka (2) v tenkych halddch byla
nahrazena podminkou

(h2a) kdyz vrchol v méa k synu, pak rank(v) € {k — 1, k}.

Lemma. Kdyz korfenovy strom spliuje podminky (hl), (h2a) a (h3), pak podstrom
kazdého jeho vrcholu v, ktery ma k syni, ma alespori 2 vrcholi.

Dukaz. Tvrzeni dokdzeme indukci podle ranku. Tvrzeni plati pro kazdy list a pro kazdy
vrchol, ktery ma jen jednoho syna. Tedy pokud rank(v) = 1, pak pro vrchol v tvrzeni
plati. Pfedpokladejme, ze kdyz strom spliiuje podminky (hl), (h2a) a (h3), pak tvrzeni
plati pro vrcholy v, takové, ze rank(v) < k nebo rank(v) = k a vyska v je mensi nez [, pro
k>1al>1 Meéme strom T, ktery spliuje (hl), (h2a) a (h3) a v ném vrchol v takovy,
7e rank(v) = k a vyska v je I. Necht u je prvn{ syn vrcholu v, pak u m4 alespoii k — 1
syni. Necht T, je podstrom stromu 7' uréeny vrcholem u. Pak k — 1 < rank(u) < k a
vyska u je mensi nez [ (v obou stromech T'i T},). Tedy u spliuje indukéni predpoklady, a
proto T, m4 alespoti 2°~! vrcholii. Ve stromu T\ T,, snizime rank(v) o 1, pak strom 7'\ T,
také spliuje podminky (hl), (h2a) a (h3) a vrchol v ve stromé 7'\ T, spliiuje indukéni
hypotézu. Tedy podstrom stromu 7'\ 7T, uréeny vrcholem v mé alespoii 2¥~! vrcholi.
Protoze 2% = 2F—1 4 2k=1 podstrom stromu 7" uréeny vrcholem v mé alespoii 2¥ vrcholii.
Tedy tvrzeni je dokdzano. [

Proto definujeme tlustou haldu jako jednosmérny seznam stromu spliujicich podminky
(h1), (h2a) a (h3) a podminku, ze f(v) > f(otce v) pro kazdy vrchol v. Rekneme, Ze v
je tlusty vrchol, kdyz rank(v) = rank(prvni(v)), jinak v je normélni vrchol. Reprezentace
stromu je stejna jako pro tenké haldy.

Operace INSERT, MERGE, MIN a DELETEMIN jsou stejné jako pro tenké haldy,
algoritmus pro operaci DECREASEKEY kopiruje druhy algoritmus pro tenké haldy.



Popiseme vyvazujici operaci.

(1) Vrchol y porusuje podminku (hl). Pak bud rank(y) = rank(pravy(y)) + 2 nebo
rank(y) = 1 a pravy(y) = NIL.

(1A) Kdyz y je tlusty vrchol, pak vrchol prvni(y) odstranime ze seznamu synt vrcholu
y a vlozime ho do seznamu synu otce y pred vrchol y a rank(y) snizime o 1 a
skoné¢ime.

(1B) KdyZz y je normélni vrchol, pak snizime rank(y) o 1 a polozime y := levy(y) a
provedeme vyvazovaci operace na vrchol y.

(2) Vrchol y porusuje podminku (h2a). Tedy rank(y) = rank(prvni(y)) + 2 nebo
rank(y) = 1 a prvni(y) = NIL. Pak y je bud kofen nebo pravy(y) # NIL.

(2A) Kdyz y je kofen stromu, pak snizime rank(y) o 1 a konéime.

(2B) Kdyz y neni kofen a w := pravy(y) je tlusty. Pak snizime rank(y) o 1, zvétsime
rank(w) o 1, vyménime y a w v seznamu synu otce vrcholu y a konéime.

(2C) Kdyz y neni kofen a w := pravy(y) je normalni. Pak polozime z := levy(y),
snizime rank(y) o 1 a provedeme LINK na podstromy urcené vrcholy y a w
a kofen vzniklého stromu nahradi v seznamu synu otce y vrcholy y a w a pak
polozime y := 2z a provedeme test na vrchol y.

(3) Vrchol y porusuje podminku (h3). Zvétsime rank(y) o 1 a konéime.

Zde hlavni rozdil je v definici potencidlové funkce. Ohodnoceni je pocet stromu plus
dvakrat pocet normélnich vrcholu, které nejsou kotenem stromu. Pak se uiplné stejné jako
pro tenké haldy dostane

Véta. V tlusté haldé popsané algoritmy maji amortizovany c¢as O(1) pro operace MIN,
INSERT, MERGE, DECREASEKEY, amortizovany ¢as O(log(n) pro operace DE-
LETEMIN a DELETE. Cas v nejhorsim piipadé je O(1) pro operace MIN, INSERT,
MERGE a c¢as O(logn) pro operaci DECREASEKEY.

Operace DELETE(x) provedeme piikazy
DELETEMIN (z, —c0), DELETEMIN

Operace DELETEMIN a DELETE vyzaduji v nejhorsim piipadé ¢as O(n). To lze
vylepsit tak, ze budeme mit zaznamenan pocet stromu a pii kazdé operaci, kdyz pocet
stromu prevysi logn provedeme konsolidaci. Pak vSechny operace, kromé operace MIN
vyzaduji v nejhorsim piipadé ¢as O(logn) a amortizovand slozitost se neméni. To lze
jeste vylepsit tak, ze i operace INSERT bude v nejhorsim piipadé vyzadovat ¢as O(1).
Staci, kdyz seznam stromu rozdélime podle ranku stromu a stromy se stejnym rankem
budou tvorit disjunktni dvojice s vyjimkou posledniho “lichého” stromu. Nyni pii operaci
INSERT pridavany strom zarfadime do seznamu (bua ho sparujeme s lichym stromem
nebo ho pfiddme jako lichy strom). Pokud stromu bude vice nez logn, provedeme na
jednu dvojici LINK a vznikly strom vratime do seznamu (bua jako lichy strom nebo ho
sparujeme s lichym stromem). Tedy plati

Véta. V prezentovanych haldach operace MIN a INSERT v nejhorsim pripadé pracuji v
case O(1), operace MERGE, DECREASEKEY, DELETEMIN a DELETE vyzaduji



v nejhorsim pripadé c¢as O(logn) a navic operace DECREASEKEY a MERGE maji
amortizovanou slozitost O(1).

Operaci INCREASEKEY lze provést stejné jako v tenkych haldach. Bude mit amor-
tizovanou slozitost i ¢asovou slozitost v nejhorsim ptipadé O(logn) a pii rovnomérném
rozdéleni vstupt lze ukédzat, ze otekavand amortizovand slozitost je O(1).

Tuto modifikaci Fibonacciho hald navrhli Kaplan a Tarjan v roce 2008.



