9. TRIE

Tato ¢ast je vénovana jedné z nejstarSich datovych struktur. Jeji linearni verzi jsou
klasické slovniky, ale my se zde seznamime s jeji stromovou podobou, kterd je vhodnéjsi pro
pocitacové pouziti. Aby se odlisila od bindrnich vyhleddvacich stromt a (a, b)-stromu, byl
pro ni vymyslen novy nézev trie. Je to nové slovo odvozené od slova tree — strom, a tim se
autori snazili vystihnout strukturu reprezentace.

Nejprve popiseme problém. Méjme konecnou abecedu ¥ o k pismenech a univerzum U,
které je tvoreno vSemi slovy nad ¥ o délce . Nasim cilem bude reprezentovat mnozinu
S C U a realizovat operace MEMBER, INSERT a DELETE. Trie je konetny strom
takovy, ze kazdy vnitini vrchol ma pravé k synu a ty jsou v jednoznac¢né korespondenci
s pismeny abecedy. Kazdému vrcholu v muzeme pritadit proménnou slovo(v) definovanou
rekurzivneé:

kdyz v je kofen stromu, pak slovo(v) = A (prézdné slovo);

kdyz v je a-ty syn vrcholu w pro a € 3, pak slovo(v) = slovo(w)a.
Pak pro kazdy vnitini vrchol v trie musi platit, ze slovo(v) je prefixem néjakého slova v
S. Pro kazdy list v je definovdna boolska funkce rep tak, ze rep(v) = true, pravé kdyz
slovo(v) € S. Nyni popiseme jednoduché algoritmy realizujici operace MEMBER, IN-
SERT a DELETE v datové struktufe trie.

MEMBER(«)
t :=kofen stromu, 7 :=1
while t neni list do
a := 1-té pismeno «, t :=a-ty syn t, i := i+ 1
enddo
if rep(t) = true then a € S else a ¢ S endif

INSERT(«)
t :=koten stromu, 7 :=1
while ¢ neni list do

a := 1-té pismeno «, t :=a-ty synt, i := i+ 1
enddo
while 7 <[ do

t zmén na vnitini vrchol stromu

for every a € ¥ do

vytvor list ¢, = a-ty syn vrcholu ¢, rep(t,) := false

enddo

a := 1-té pismeno slova o, t ;== a-ty synt, ¢ :=1+ 1
enddo
rep(t) :=true

DELETE(«)
t :=koten stromu, 7 :=1
while ¢ neni list do
a := 1-té pismeno «, t :=a-ty synt, i := i+ 1
enddo
1



rep(t) := false, t := otec(t)

while vsichni synové v vrcholu t jsou listy a rep(v) = false do
odstran vSechny syny vrcholu ¢
t zmén na list, rep(t) := false, t := otec(t)

enddo

Protoze vsechna slova v S maji délku [, je vyska trie reprezentujictho S rovna [ (kdyz S
je neprazdnd), a tedy vyhleddni listu vyzaduje ¢as O(l). Zména statusu vrcholu vyzaduje
¢as O(k), protoze |X| = k. Kazdy vrchol vyzaduje pamét velikosti k,listu je alespon |S| a
kazda cesta v kofene do listu reprezentujiciho prvek z S ma délku [, tedy vnit¥nich vrcholi
muze byt az O(l|S|). Shriime tato pozorovéni.

Véta 9.1. Algoritmus realizujici operaci MEMBER v trie vyZaduje ¢as O(l), algoritmy
realizujici operace INSERT o DELETE v trie vyZaduji éas O(kl). Datovd struktura trie
vyzaduge Q(Kl|S|) paméti.

Necht ¥ = {0,1,2}, 1 =3 a S = {102,120, 121,210, 211, 212}. Pak na obr. 4 je zobrazen
trie reprezentujici mnozinu S.

[102][120[121]  [210]211]212]

OBR. 4. Trie reprezentujici S

Poznamka. Piedpoklad, Zze univerzum je tvoreno slovy stejné délky, neni omezujici. Neni-li
splnén, lze to TeSit dvéma zpusoby. Muzeme pfidat do abecedy pismeno ‘mezera’ a jim
doplnit vSechna slova na maximalni délku. Druha alternativa je, Ze rozsitfime proménnou
rep na vSechny vrcholy stromu a test pfi vyhledavani a pri doplinovani trie v INSERTu pak
nebude Tizen podminkou, ze t neni list, ale testem, zda i je mensi nebo rovno délce slova a.

Pozndmka. Vsimnéme si, ze proménnd slovo(v) pro vrchol v sice byla pouzita pti definici
trie, ale neni potfeba pii jeho implementaci, proto ani neni uvedena ve struktufe vrcholi
trie.

Takto popsané trie maji malou ¢asovou slozitost, ale velky ndrok na pamét. Je to zptisobe-
no vrcholy v takovymi, ze slovo(v) je prefixem stejného poctu slov v .S jako slovo(otec(v)).
V takovém piipadé vrchol v pfindsi jen mélo nové informace (pouze to, ze jsme vysSetfili
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dalsi pismeno slova «). Analyza tohoto faktu vedla ke kompresi trie, kterou nyni popiseme.
Nejprve rozsitime deklarace vrcholu stromu. Pro kazdy vrchol v oznaéime x(v) jeho hloubku
v puvodnim trie a pro kazdy list v budeme predpokladat, ze je deklarovdna proménnd
slovo(v). Pak, pokud je to mozné, budeme na vrcholy trie aplikovat nasledujici proces

(k) kdyz existuje presné jeden syn u vrcholu v takovy, ze bud w nenf list nebo rep(u) =
true (tedy vSechny ostni synové u'jsou listy s rep(u’) = false), pak odstranime
vrchol v a vSechny jeho syny ruzné od u a vrcholem u nahradime vrchol v.

Na obr. 5 je vidét komprese trie z obr. 4 (éislo u jména vnitiniho vrcholu v je k(v) — jeho
hloubka v puvodnim trie, symbol u hrany odpovida tomu, do kterého syna hrana vede, a u
listu jsou pfislusné hodnoty funkce slovo).

r,0

OBR. 5. Komprimovany trie z Obr. 4

Algoritmy pro operace MEMBER, INSERT a DELETE pro komprimované trie je
nutno modifikovat nasledujicim zpusobem:

MEMBER-KT(«)
t :=kofen stromu
while ¢ neni list do
a := (k(t) + 1)-ni pismeno slova «, t := a-ty syn ¢
enddo
if rep(t) = true a slovo(t) = a then a € S else a ¢ S endif

INSERT-KT(q)
t := koten stromu
while ¢ neni list do
a := (k(t) + 1)-ni pismeno slova «, t := a-ty syn ¢
enddo
if slovo(t) neni prefix « then
B := nejdelsi spole¢ny prefix a a slovo(t)
najdi a,b € ¥ takové, ze fa je prefix a, (b je prefix slovo(t)



vi=t
while k(v) > délka slova 5 do v := otec(v) enddo
¢:= (k(v) + 1)-ni pismeno £, u := c-ty syn v
Komentai: Vrchol u je takovy, ze § je vlastni prefix slova slovo(u).
vytvor vrchol w, k(w) := délka
for every z € ¥\ {b} do
vytvor novy list z = -ty syn w
k(z) := délka B + 1, slovo(z) := Bz, rep(z) := false
enddo
c-ty syn v := w, b-ty syn w := u, t := a-ty syn w
endif
slovo(t) := «, rep(t) := true

DELETE-KT(«)
t :=kofen stromu
while ¢ neni list do
a := (k(t) + 1)-ni pismeno slova «a, t := a-ty syn ¢
enddo
if slovo(t) = a then
rep(t) := false, u := otec(t), k(t) := k(u) + 1, slovo(t) :=prefix slovo(t) o délce k(t)
if existuje pravé jeden syn w vrcholu u, Ze w neni list nebo rep(w) = true then
odstran vsSechny syny vrcholu u rizné od w
U= w
endif
endif

Vsimnéme si, ze vyhleddvani slova « skonéi v listu ¢, pravé kdyz se shoduji (k(u) + 1)-nf
pismena ve slovech « a slovo(t) pro vSechny vrcholy u na cesté z kotene do listu ¢. Proto
kdyz o € S, algoritmus nalezne list ¢ takovy, ze o = slovo(t), ale kdyz o ¢ S, pak skonéi
v listu ¢ takovém, ze bud slovo(t) # a, nebo slovo(t) = a a rep(t) = false. Tim je
zajisténa korektnost téchto algoritmu. Navic pro kazdy list ¢ plati, ze délka slovo(t) je k(t).
Komprimovany trie mé nejvyse |S| — 1 vnitinich vrcholu, protoze kazdy vnitini vrchol mé
alespon dva syny, které nejsou listy nebo jsou listy reprezentujici prvky z S.

Nyni vypocteme ocekavanou vysku komprimovaného trie reprezentujictho n-prvkovou
mnozinu za predpokladu, ze vS§echny n-prvkové mnoziny jsou stejné pravdépodobné. Oznac-
me qq pravdépodobnost, ze komprimovany trie ma vysku alesponi d. Pak ocekdvand vyska

Je
o0 oo
> d(ga = qay1) = Y da-
d=1 =1

Proto budeme odhadovat velikost g4. VSimnéme si, ze kdyz
n = |S| = [{a | a je prefix o délce d néjakého slova v S}/,

pak vyska komprimovaného trie reprezentujictho S je mensi nebo rovna d. Protoze n-
d
prvkovych mnozin slov délky d nad abecedou X je (lfl ) a protoze n-tic slov o délce | —
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d (nemusi byt riznd) je (K'=9)" = k"U=9)  existuje (k:)k”(l_d) mnozin S slov o délce [
takovych, ze

n = |S| = |{a | a je prefix o délce d néjakého slova v S}|.
Odtud dostavame, ze

qgq =1 — P(vyska je mensi nez d) <

(kdn_l)kn(l—dﬂ) - (H?:—Ol(k,dq _ i))k,n(l—d—H) n=ld-1_;
¢ T B =

n

1 —

n—1 ; n—1 i+l . n .
1= edoio M=) < 200, L In(l— oy )de _ 4 efo In(1— £ )de _

R G o e P -

Vysvétleni: Zde prvni nerovnost plyne z monotonie pravdépodobnosti, druhd je (po rozepsa-
ni kombinaénich éisel) ziejmd, tteti je disledkem toho, ze funkce In(1 — 7% ) je klesajici,
a proto In(1 — =) > fZH In(1 — £ )dz. K vypoctu integrélu [i' In(1 — 5 )dz jsme
pouzili substituci 1 — 7= =t a snadno ovéfitelny vzorec [Intdt = ¢tInt — ¢. Predposledn{
nerovnost jsme obdrzeli ze vztahu (n — k% 1) (Inl — ) —n > —kf}—:, ktery je dusledkem
toho, 7ze n < k%! a ze x > In(1+x) v intervalu (—1, 00), a posledni nerovnost plyne z toho,
ze e —1>x (pak 1 —e® < —x).

Polozme ¢ = 2[log, n], pak n <. Tedy ocekavand vyska stromu je

o C (o @) C (@) ”)’L2 ”)’L2 [oe) 1 1
Doda=) at Y w<D 1+ Y gy =ct (Y ) < 2Mogn] +
d=1 d=1 d=c+1 d=1 d=c+1 d=0 ( _E>

Shrneme uvedené vysledky:

Veéta 9.2. Algoritmus realizujici operaci MEMBER v komprimovaném trie vyZaduje v
nejhorsim pripadé ¢as O(l) a v ocekdvaném pripadé (pri rovnomérném rozloZend vstupnich
dat) éas O(logy |S]). Algoritmy realizujici operace INSERT a DELETE vyZaduji v nej-
horsim pripadé ¢as O(l + k) a v oéekdvaném pripadé c¢as O(logy, |S| + k). Komprimovany
trie md oc¢ekdvanou vysku O(logy |S|) a vyzaduje O(k|S| + 1|S|) prostoru. O

Budeme-li uvazovat pouze operaci MEMBER, muzeme jesté dale a pomérné drasticky
snizit naroky na pamét. Oznac¢me V(T') mnoZinu vnitinich vrcholtt komprimovaného trie
a ztotoznéme list v se slovem slovo(v), kdyz rep(v) = true, a se specidlnim znakem NIL,
kdyz rep(v) = false (vS8imnéme si, ze pro list v takovy, ze rep(v) = false, potiebujeme
znat slovo(v) jen v operacich INSERT a DELETE). Pak trie lze reprezentovat pomoci
funkce k (hloubka v puvodnim trie) z V(T") do pfirozenych ¢isel a matice M typu V(T') x 3,
kde M (v,a) je a-ty syn vrcholu v. Trie z Obr. 5 muzeme piepsat takto (algoritmus pro
vyhledavéani v této reprezentaci je ziejmy):



vrcholv  k(v) M 0 1 2
r 0 r NIL a b
a 1 a 102 NIL ¢
b 2 b 210 211 212
c 2 c 120 121 NIL

Pti podrobnéjsi analyze uvidime, ze mista, kde je NIL, nepfinaseji zadnou novou in-
formaci (pfi vyhleddvani mohou byt nahrazena testem, zda prechod na dalsi vrchol zvétsi
hodnotu funkce k — pokud ne, pak a ¢ S). To znamend, ze problém usporné reprezentace
trie mizeme redukovat na nasledujici problém:

Je dana parcidlni matice M typu r X s (to znamend, ze pro néktera mista neni hodnota
prvku M (i, j) definovdna a neni ani podstatné, ze neni definovédna). Chceme matici M
reprezentovat s co nejmensimi ndroky na pamét tak, aby platilo, ze kdyz prvek M(i,j) je
definovan, pak muzeme urcit jeho hodnotu.

Pro zjednoduseni popisu feseni budeme pouzivat konvenci (pokud nebude feceno jinak),
ze kdyz vektor v ma dimenzi k, pak jeho slozky jsou v(0), v(1), az v(k — 1). Proto matice
M v zadani dlohy bude mit radky ¢islované 0,1,...,r —1 a sloupce ¢islované 0,1,...,s—1.
Pouzijeme nésledujici reprezentaci: matici M reprezentujeme vektorem ZAC dimenze r a
vektorem val tak, ze

kdyz M (i, 7) je definovéno, pak M (i,5) = val(ZAC(i) + j);

kdyz M(i,7) a M(i',j") jsou definovany a (i,5) # (i',j’), pak ZAC(i) + 5 #

ZAC()+ 4"
V tom ptipadé muzeme matici M popisujici komprimovany trie z Obr. 5 reprezentovat
témito vektory (pro lepsi pochopeni souvislosti indexujeme slozky vektoru ZAC' vnitinimi
vrcholy trie, které piseme do jeho horniho fadku):

r a b c

ZAC:(4 70 3

> val = (210 211 212 120 121 a b 102 NIL c¢).

Je vidét, ze tato reprezentace spliiuje pozadované podminky a ze dvé hodnoty NIL byly
odstranény. Problém je nalezeni vektoru val s co nejmensi velikosti. Neformalné popiSseme
algoritmus pro nalezeni takové reprezentace.

KOMP-RAD(M)
1) V kazdém tddku i matice M spocteme pocet mist (i,7), kde M (i, j) je definovéno, a
setfidime fadky podle této hodnoty.
2) Prochazime fadky v klesajicim pofadi podle poc¢tu definovanych mist. Pro kazdy tadek
i nalezneme nejmensi ¢islo ZAC(i) (v rozsahu 0,1,...) takové, ze pro kazdy tadek ¢’
predchazejici fadku i a pro kazdé j a j' takové, ze M (i,j) a M(i',j’) jsou definovany,
plati, ze ZAC(i)+j # ZAC(i') + j'.

Je videét, ze vektor ZAC (a tim i vektor val) nemusi byt pro dany komprimovany trie
urcen jednoznac¢né. Zalezi na tom, v jakém poiradi prochazime tfadky se stejnym poctem
definovanych mist. V nasem piikladé to bylo poradi b, ¢, 7, a.
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Ozna¢me m pocet dvojic (i, j) takovych, ze M (i, j) je definovéno, a pro kazdé [ oznaéme
m; pocet dvojic (i, j) takovych, ze M(i,j) je definovano a v fadku i existuje alespon [ + 1
definovanych mist.

Véta 9.3. Kdyz pro kazdél platim; < 775, pak ZAC(i) < m pro kazdy rddek i a algoritmus

vyzaduje éas O(rs+ m?).
Dukaz. Pro kazdy Féadek i uréime &islo r; jako pocet mist j takovych, ze M (i, j) je definovéno,
a nalezneme seznam téchto mist. To vyzaduje ¢as O(rs). K setiidéni fadku podle poctu
definovanych mist pouzijeme algoritmus BUCKETSORT. Ten vyzaduje ¢as O(r+m), tedy
krok 1) algoritmu vyzaduje ¢as O(rs), protoze m < rs. Pro kazdy tadek i potiebujeme ke
zjisténi, ze ZAC(i) = k je zakdzand hodnota, ¢as O(r;). Tedy kdyz bude ZAC(i) < m pro
kazdy Fadek, tak krok 2) bude vyzadovat as O(3 1y mr;) = O(m?), protoze S.'— r; = m,
a ¢as celého algoritmu bude O(rs + m?).

Zbyva dokazat, ze ZAC(i) < m pro kazdy tadek i. Kdyz aplikujeme krok 2) na fadek
i takovy, ze r; = [, pak vektor val obsahuje méné nez m;_; definovanych mist (val(k) je
definovano, pravé kdyz existuje dvojice (i, j’) takovd, ze M(i',5') je definovano, fadek i’
predchézi tadku i a k = ZAC(i") + j', pak val(k) = M(i,j")). Aby hodnota ZAC(i) = a
byla zakdzana, musi existovat (i,7) a (', ;') takové, ze M (i,j) a M (i, ;") jsou definovany,
fadek i’ predchazi fadek i a a+ j = ZAC(i') 4+ j'. V tom piipadé fekneme, ze dvojice (i, j)
a (i',7") zakdzaly hodnotu ZAC(i) = a. Tyto dvé dvojice v8ak uz zaddnou jinou hodnotu
ZAC(i) nezakazou. Protoze téchto dvojic je méné nez lm;_1, dostdvame z podminky na
matici M, ze lm;_1 < m, a proto ZAC(i) <m. O

Podminka na matice ve Vété 9.3 je prilis piisnd, existuje jen mélo matic, které ji spliuji.
Zda se proto, ze Véta 9.3 neméa prakticky vyznam. Nasledujici algoritmus nas presvédci
o opaku. Jeho zékladni ideou je posunout sloupce v matici M tak, aby byly splnény
predpoklady Véty 9.3. Uvazujme matici M, kterd vznikla z komprimovaného trie z Obr. 5,
a posunime posledni sloupec (odpovidajici pismenu 2) o dva fadky. Tak vytvofime matici

/

M NIL a NIL
102 NIL NIL
210 211 b
120 121 c
NIL NIL 212
NIL NIL NIL

a tu uz muzeme kédovat predchozim algoritmem. Kdyz posunuti sloupcti bude zaznamenano
ve vektoru cd, pak matici M kédujeme do nasledujicich tii vektoru:

ecd=(0 0 2) ZAC=(6 6 0 3 6 0)
val = (210 211 b 120 121 ¢ 102 a 212).

V tomto piipadé plati, ze kdyz M (i, j) je definovéano, pak M (i, j) = val(ZAC(cd(j)+1i)+7),
a kdyz M(i,j) a M(i',j") jsou definovany pro ruzné (i,5) a (i, j’), pak ZAC(cd(j) + 1) +
j # ZAC(cd(j") + ') + j'. Vidime, ze jsme se takto zbavili NIL ve vektoru wval, ale
prodlouzil se vektor ZAC. Je ziejmé, ze kdybychom posunuli j-ty sloupec o r(j — 1)
radktu, budou splnény predpoklady Veéty 9.3, ale vektor ZAC bude mit dimenzi rs a to



znamend, ze bychom neusetiili prostor. Takze nasim cilem bude nalézt co nejmensi po-
sunuti sloupcu, aby byly splnény predpoklady algoritmu KOMP-RAD. Tento krok bude
prvnim krokem vysledného algoritmu, druhym krokem bude KOMP-RAD. K popisu

prvniho kroku budeme pouzivat funkci f(—, —) dvou proménnych, kterou budeme speci-
fikovat pozdéji, a zavedeme nésledujici oznaceni: Pro j =0,1,...,s — 1 bude B; oznacovat
matici, kterd se skladd ze sloupcu 0,1,...,7), které vsak pro k = 0,1,...,7 zacinaji az na

cd(k)-tém tadku této matice (ostatni mista v matici B; nejsou definovdna). Déle necht
m(j) je pocet definovanych mist v matici B; a m(j); pocet definovanych mist v téch fadcich
matice B;, které maji alespoil [ + 1 definovanych mist. Pak prvni krok provede

Krokl
Postupné pro j =0,1,...,s — 1 nalezneme nejmensi ¢islo cd(j) takové, ze

m

m(j) < —— pro kazdé [ =0,1,....
U< 50 m()

Protoze m(j) = m(j)o, musime predpokladat, ze f(0,m(j)) < % pro kazdé j =
1,2,...,s, jinak neni v Kroku 1 splnéna podminka pro [ = 0. D4le kdyz pro kazdé [ plati
f(l,m) > 1+ 1, pak matice Bs_1 splituje predpoklady Véty 9.3, a to chceme. To znamen4,
ze budeme pozadovat, aby funkce f(—,—) spliovala tyto okrajové podminky:

£(0,m(j)) < % prokazdé j =1,2,...,s a f(,m)>1+1 prokazdéi=0,1,....
m\J

Nyni budeme analyzovat situaci, kdy pri zpracovani j-tého sloupce, je zakidzana hodnota

cd(j) = a. Vime, ze v predchazejicim kroku byl splnén pozadavek

m(j—1) pro kazdé 1 =0,1,....

< m
1S
f(l,m(j—1))
Dale m(j) je pocet definovanych mist v sloupcich 0,1, ..., j matice M, a to je pocet defino-
vanych mist matice B; pii kazdé volbé (i zakdzané) cd(j). Predpokladejme, ze cd(j) = a,
a spocitejme m(j); pro tuto matici. Protoze hodnota cd(j) = a je zakézand, musi existovat
[ tak, ze m(j); > W Kdyz od této nerovnosti odecteme nerovnost pro [ a 7 — 1,

dostaneme
m m

mli=mG = D> s T Flml = 1)

Tato nerovnost nam fika, kolik muselo piibyt definovanych mist v fadcich s alespon [ + 1
definovany mi misty v matici Bj; proti matici B;_1, aby podminka pro [ zakdzala hodnotu
cd(j) = a. Protoze pridani sloupce j jen zvétsi pocet definovanych mist, plati m(j); >
m(j — 1);—1, a proto je vhodné ptredpokladat, ze funkce f je klesajici v druhé proménné.
Vsimnéme si, ze m(j); se miize zvétsit jen tak, ze bud k fddku matice B;_; s alespon [ + 1
definovanymi misty pfida sloupec j dalsi definované misto — pak se m(j); zvétsi o 1, nebo
k faddku matice B;_; s piesné [ definovanymi misty pfida sloupec j definované misto — pak
se m(j); zvétsi o [ + 1. Tedy aby hodnota cd(j) = a byla zakdzana, musi cd(j) = a vést k
alespon

Ftm(@G) — Flym(-1))
[+1
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dvojicim, kterymi jsou fadek matice B;_; s alespoil | definovanymi misty a definované misto
v sloupci j. Z predpokladi na matici B;_; plyne, Zze B;_1 méa nejvyse

m(j— 1)1 m
l Slf(l—l,m(j—l))

radku s alespon [ definovanymi misty, a sloupec j matice M ma m(j)—m(j—1) definovanych
mist. Protoze pro ruzné hodnoty cd(j) se definovand mista ve sloupci j matice M setkaji s
ruznymi fadky matice Bj_; (jinak fe¢eno pro rtuzné zakazan  hodnoty cd(j), jsou dvojice,
které zavinily zvétseni m(j); disjunktni), dostdvdme, Ze splnéni podminky pro [ zakaze
nejvyse

(m(j)=m(j—=1))m

FU-TmG=1)  _ (+ 1) (m(G) —m(j —1))m _
TTmG) l_+f1(l,M(j—1)) I =1,m0 = D)) Gomay — Fome—0))

I+1 flm(G=1) m@)—m(-1)

l 1—1 i— 1)) fUmG-1))
fFl=1,m{—1)) Lemi=) 1

hodnot cd(j). Polozme ly = min{l | Tty < [}. Pak pro kazdé | > [y plati, ze
m(j—1); < m < I, a tedy neexistuje fadek v matici B;_; s vice nez [+1 definovanymi

misty. Proto [y je posledni podminka, kterd muze zakazat néjakou hodnotu cd(j), a odtud
plyne, ze zakdzanych hodnot cd(j) je nejvyse

! . . .
20: [+1m(j) —m(j —1) f(l,m(j—1))
fUm(G-1) _ I—1,m(j—1))

— L= — 1 f=1,m(5 - 1))
Piedpoklddejme, ze f(z,y) = 2*C~=). Pak f(0,m(j)) =20 =1 < iy Pro kazdé j =
0,1,...,5s — 1. Déale f(Il,m) = 2! > 1 +1 pro kazdé | = 0,1,..., f je klesajici v druhé
proménné, a tedy okrajové podminky jsou splnény. Dosadime hodnotu f do vysSe uvedeného
souctu. Plati

IN

lo . _ lo . .
Z ﬂlLl m(j) —m(j —1) 2(2_%><Zl+1m(‘7)—m(1—1)22

2[((2 m(j— 1)) (2— m(J))) 1 — — l 2lm(j)7’::(j71) 1

. !
Z4l+1m m(j—1) 4mzol+1<

m m 1 2 —
l G)— (J )ln2 1n2l:1 l

2
ln2 Z le = lnl0—|—1—|— G ) < 4dmlogy lp + 15.3m,

protoze 2% — 1 = ™2 — 1 > zIn2. Z < [ plyne, ze lp < logym, a proto

(2 m(J D)

zakézanych hodnot ¢d(j) je nejvyse 4m log2 log, m + 15.3m. Tedy muzeme shrnout:
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Veéta 9.4. Uvedeny algoritmus reprezentuje parcidlni matici M typu rx s s m definovanymi
misty pomoci vektoru cd, ZAC a val tak, Ze

(1) kdyz M(i, ) je definovdno, pak M (i, j) = val(ZAC(cd(j) + 1) + 7),

(2) kdyz M(i,7) a M(i',j") jsou definoviny pro rizné hodnoty (i,7) a (i, j"), pak

ZAC(cd(j) +i) + j # ZAC(cd(§') +1i") + §,

vektor cd md dimenzi s a hodnoty nejvyse rovné 4mloglogm + 15.3m, vektor ZAC md
dimenzi mensi nez 4mloglogm+15.3m-+r a hodnoty mensi neZ m a vektor val md dimenzi
mensi nez m + s. Algoritmus vyZaduje ¢as O(s(r +mloglogm)?).

Dikaz. Zbyva odhadnout ¢as procedury Krokl. Kdyz jsou uchovany hodnoty m(j —
1) a m(j — 1);, pak pro dané cd(j) = a je na nalezeni novych hodnot m(j); tieba cas
O(r + mloglogm). Tedy na ovéfeni, zda je moznd hodnota cd(j) = a, je zapotiebi
O((r+mloglogm)+1ly) = O((r+mloglogm)+logm) ¢asu. Protoze zakazanych hodnot je
nejvyse 4m log log m+15.3m, dostavame pozadovany odhad na dobu vypoctu algoritmu. [

Protoze M mé jen m definovanych mist, dostdvame z algoritmu KOMP-RAD, ze
nejvyse m hodnot vektoru ZAC je ruznych od nuly. Tohoto faktu vyuzijeme pro dalsi
kompresi vektoru ZAC. Budeme fesit nasledujici problém:

Predpokladejme, ze mame reprezentovat vektor v o dimenzi nd, kde n a d jsou prirozena
¢isla, takovy, ze ig < i1 < --- < is_1 je rostouci posloupnost vSech indexu j, kde v(j) # 0.
Vytvoime tedy vektor cv o dimenzi s takovy, ze cv(j) = v(i;) pro kazdé j =0,1,...,s — 1.
Problém je, jak pro danné i spocitat v(i). K tomu pouzijeme dalsi dva vektory. Nejprve
Vytvofl'me vektor base o dimenzi n tak, ze base(i) = —1, kdyz i; + d # i pro kazdé j =
0,1,...,5 — 1, a jinak base(i) je nejmensi [ takové, ze i; +~ d = i. (Piipomindme, ze + je
celociselné delenl, coz znamena, ze je definovano jen pro Cela ¢isla a, b, vysledek c je také
celé ¢islo a a = b = ¢, pravé kdyz existuje prirozené ¢islo ¢ takové, ze ¢ < |b] a a = bc + ¢,
tedy a = gmod |b| a ¢ je urceno jednozna¢né.) Dale vytvoime vektor offset(i,j), kde
i=0,1,....n—1aj=0,1,...,d — 1, takovy, ze offset(i,j) = —1, kdyz v(id + j) = 0,
a offset(i,j) = | — base(i), kdyz id + j = 4;. Pfi vypoctu v(i) pak postupujeme takto:
spocitame k = ¢ = d, | = it mod d a polozime v(i) = 0, kdyz offset(k,l) = —1, a jinak
v(i) = cv(offset(k,l) + base(k)). Pak hodnoty offset(k,l) jsou v rozmezi od —1 do d — 1
pro kazdé k =0,1,...,n—1al=0,1,...,d — 1. Toho vyuzijeme a definujeme vektor off

dimenze n tak, ze
d—1

off (k) = (offset(k,1) + 1)(d + 1)".
=0

Pak offset(k,l) = ((off(k) = (d + 1)) mod (d + 1)) — 1 a off(k) < (d + 1)? pro kazdé
k=0,1,...,n—1. Tedy dostavame

Veéta 9.5. Kdyz reprezentujeme vektor v tremi vektory cv, base a off, pak base a off maji
dimenzi n, hodnoty base jsou od —1 do s a hodnoty off jsou od 0 do (d+1)% — 1. Hodnota
v(i) se spocitd v ¢ase O(1).
Poznamka. Je-li vétsina hodnot vektoru v rovna néjaké konstanté ¢, pak ulozime tuto hod-
notu ¢ a nalezneme rostouci posloupnost vsech indext j takovych, ze v(j) # c. Zbytek uz
je stejny.

Viimnéme si, ze kdyz d < [loglogn], pak (d + 1)¢ < n, a tedy dostavame:
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Dausledek 9.6. Trie reprezentugjici mnozinu S lze uloZit pomoci 5 vektoru o dimenzi |S| s
hodnotami mensimi nez 4|5 loglog(|S]) + 15.3|.5].

Reprezentace trie z Dusledku 9.6 nepodporuje operace INSERT a DELETE. Vektory
by se po kazdém uspésném provedeni operace musely znovu prepocitat. Nalézt optimalni
ulozeni trie je As-uplny problém.

Trie zavedl a poprvé vysetioval Fredkin 1960. Komprimované trie a jejich vztah k fidkym
maticim poprvé formuloval Ziegler. Vysledky o reprezentaci parcialnich matic vektoru
pochazeji od Tarjana a Yao 1979.

10. DYNAMIZACE

V pribéhu naseho dosavadniho pojednani o datovych strukturach jsme si mohli vSimnout,
ze ne vSechny umoznuji stejné efektivni provedeni vSech zakladnich operaci. Napi. datova
struktura uspotfadané pole ma sice fadu algoritmu pro operaci MEMBER, ale s efektivni
realizaci operaci INSERT a DELETE jsou potize a teprve az jeji zobecnéni na binarni vy-
hledavaci stromy (napf. AVL-stromy, ¢erveno-cerné stromy atd.) umoznilo nalézt efektivni
algoritmy pro tyto operace. Nejsou vSak znamé zadnd pfirozend a jednoduchd zobecnéni pro
perfektni hasovani nebo pro reprezentaci komprimovanych trie pomoci matic. Lze se do-
hadovat, zZe je to zpusobeno tim, ze nalézt vhodnou reprezentaci v téchto strukturach je samo
o sobé velmi slozité. Ale tato situace je bézna v datovych strukturach pro vicedimenzionalni
vyhleddvani nebo ve vypocetni geometrii. To vedlo k hledani obecnych metod pro konstrukei
algoritmu realizujicich operace INSERT a DELETE. Prvnim krokem timto smérem je
obecna definice vyhledavaciho problému.

Méjme tii univerza Uy, Us a Us. Pak funkce f : U; x 2V2 — Us se nazyvé vyhleddvaci
problém. Rekneme, 7ze S je statickd datova struktura fesici vyhleddvaci problém f, kdyz
je dan algoritmus, ktery pro mnozinu A C Us zkonstruuje datovou strukturu S(A), a al-
goritmus zavisly na A, ktery pro x € U; a S(A) vycisli f(z, A). Struktura se nazyva
semidynamickd, kdyz navic existuje algoritmus, ktery pro = € Us a pro S(A) zkonstruuje
S-strukturu S(AU{x}), a algoritmus vyéislujici f(y, AU{z}) pro kazdé y € Uy (tato operace
se nazyva INSERT (z)). Kdyz jesté navic existuje algoritmus, ktery pro z € Us a S(A)
zkonstruuje S(A \ {z}), a algoritmus vyéislujicif(y, A\ {z}) pro kazdé y € Uy (tato ope-
race je DELETE(z)), pak se struktura nazyva dynamickd. Nasim cilem je nalézt metody,
které zmeéni statickou strukturu fesici vyhledavaci problém f na semidynamickou nebo dyna-
mickou strukturu fesici f a pochopitelné chceme, aby tyto struktury byly efektivni.

Nejprve nékolik piikladi:

(e) Polozme U; = Uy = U, U3 = {0,1}, f(z,A) =1, kdyz x € A, a f(z,A) =0, kdyz
x ¢ A. Pak operace MEMBER je vyhledavaci problém.

(o) Necht U; = Uy = Euklidovsky prostor, Us = mnozina nezdpornych realnych éfsel,
f(x, A) je vzdélenost = od A. Pak urceni vzdalenosti v Euklidovskych prostorech je
vyhledavaci problém.

(o) Necht U; = Uy = Euklidovskd rovina, Us = {0,1}, f(x, A) = 0, kdyZ = nepatii
do konvexniho obalu mnoziny A, f(z,A) = 1, kdyz x je prvek konvexniho obalu
mnoziny A. Pak pfislusnost ke konvexnimu obalu v roviné je vyhledavaci problém.

(o) Necht U3y = Uy = Us = U, kde U je konetné totdlné uspoiddané univerzum s
nejmensim prvkem, f(z, A) = max{a € A|a <z} (kdyz x < min A, pak f(z,A) je
nejmensi prvek v U). Pak nalezeni predchudce v mnoziné je vyhledavaci problém.
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N&s navrh obecné metody na semidynamizaci je zalozen na paradigmatu rozdél a panuj,
presnéji na ideach, které vedly k binomialnim haldam. Proto nasi metodu nelze pouzit na
kazdy vyhledavaci problém. Rekneme, ze vyhledavaci problém je rozlozitelny, kdyz existuje
bindrni operace ® na univerzu Us takova, ze pro disjunktni mnoziny A, B C Us a pro z € U,
plati

f(z, A)© f(z, B) = f(z, AU B).

Ziejmé operace MEMBER, problém nalezeni vzdalenosti v Euklidovskych prostorech a
problém nalezeni pfedchudce jsou rozlozitelné problémy. V prvnim pfipadé ® =V, v druhém
® = min a ve tfetim ©® = max. Piislusnost ke konvexnimu obalu neni rozlozitelny problém.

V nasledujicim textu predpokladame, ze f je rozlozitelny vyhleddvaci problém a S je
staticka struktura fesici f. Aby nas navrh byl efektivni, predpokladame, ze operace © je
vycislitelnd v ¢ase O(1). Abychom mohli posoudit efektivnost ndvrhu, ozna¢ime Qs ¢as na
vycisleni f(x, A) (to znamend, ze Cas pro vycisleni f(x, A), kde |A| < n, je nejvyse Qs(n)),
Ss paméfovou naroénost S (tj. pamét potiebna k ulozeni S(A), kde |A] < n, je nejvyse
Ss(n)) a Ps ¢as na konstrukci S(A) (tj. ¢as potfebny na konstrukci S(A) pro |A| < n je

Ss(n) a Ps(n)

jsou neklesajici.
n

nejvyse Ps(n)). Budeme ptredpokliadat, ze funkce Qs(n),
Funkce SST(n) davéa odhad na velikost paméti, kterd je potiebnd na jeden prvek v S(A), a

funkce PST(H) dava vhodny dolni odhad ¢asu potiebného pro operaci INSERT. Proto je
prirozené (nikoliv nutné) predpokladat neklesajicnost téchto funkei.

Nejprve navrhneme semidynamickou strukturu fesici vyhledavaci problém f a ukazeme,
ze amortizovana slozitost operace INSERT je blizka funkci PSTW (zde odhad na amortizo-
vanou slozitost tika, ze pro dostatecné velké m je ¢as na provedeni posloupnosti m operaci

INSERT mensi nez m—nasobek odhadu amortizované slozitosti).

Konstrukce 10.1. Mé&jme danou mnozinu A C Uy. Necht je zvolen soubor disjunktnich
mnozin {4; | i =0,1,...} takovy, ze 4; C A, A= J;2,A; abud A; = 0 nebo |4;| = 2°
pro kazdé ¢« = 0,1,.... Z binarniho zapisu ¢isla plyne, Ze takova posloupnost mnozin
existuje a navic A; = 0 pro kazdé i > 1+ log, |A|. Struktura P(A) se bude sklddat ze
seznamu S-struktur {S(4;) | ¢ = 0,1,...,1 + [log|A||, A; # 0}, ze seznamu {s(A4;) |
i=0,1,...,1+ [log|A|], A; # 0} prostych dvousmérnych spojovych seznamu s(4;) prvka
mnozin A; a ze struktury 7 reprezentujici A (napf. ¢erveno-¢erny strom, (a, b)-strom apod.).
Popiseme algoritmy pro strukturu P. Nejprve algoritmus pro vyéisleni f(z, A).

VYCIS(z)

zvol ip € {0,1,...,1+ [log|A||} takové, ze A;, # 0

Vyp()étl f('r7Ai0>7 f('r7A> = f(muAi())

for every i =0,1,...,14 |log|A|| takové, ze A; # 0 a i # iy do
vypocti f(z, A;), f(z, A) == f(z,A) © f(z, A;)

enddo

Korektnost algoritmu pro vyéisleni f(z, A) plyne okamzité z predpokladu.
Nésledujici algoritmus implementuje operaci INSERT ().

INSERT ()

if x neni reprezentovan v T' then
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INSERT(z,T) (Komentéai: vkldddme x do pomocné struktury 7')

najdi nejmensi i takové, ze A; = ()

s(4;) :={x}

for every j < i do

s(A;) = konkatenace s(A4;) a s(4;), zrus s(A4;) a S(4,)

enddo

vytvor strukturu S(A;) pro mnozinu 4; = {z} U
(Komentéi: po skon¢eni vypoctu 4; = {z} UJ
endif

i<i Aj pomoci seznamu s(4;)

i< A;j se pro j < ¢ mnoziny A, vyprazdni)

Protoze 2¢ =1 + Z =0 b 20 , dostavame, ze algoritmus pro INSERT je korektni.

Pozndmka. Vsimnéme si, ze stejné jako u binomidlnich hald | A| jednoznaéné urcuje i takové,
ze A; # 0. Je to misto v bindrnim rozvoji ¢isla | A|, kde je 1.

Véta 10.2. Struktura P je semidynamickd struktura resici f. Algoritmus na vycisleni
f wvyzaduge c¢as O(Qs(n)log(n)), struktura P potrebuje O(Ss(n)) paméti a amortizovand
slozitost algoritmu tmplementujiciho operaci INSERT je O(M).

Kdyz Qs(n) = n® pro néjaké e > 0, pak algoritmus na vycéislent f ve strukture P vyZadugje
¢as O(n®).

Kdyz Ps(n) = n® pro néjaké € > 1, pak amortizovand sloZitost algoritmu pro operaci

INSERT ve strukture P je O(n°1).
Dukaz. 7 Konstrukce 10.1 plyne, ze P je korektné definovana semidynamicka struktura
fesici f. Zbyva odhadnout jejf slozitost.

Cas na vypocet f(x, A), kdyz |A| = n, je

1+|logn]|

logyn + Y {Qs(|4il) | Ai # 0} <logon+ > Qs(n) =

1=0

(Qs(n) +1)(1 + [logn]) = O(Q@s(n)logn),

protoze vypocet f(x, A;) vyzaduje O(Qs(|A;|]) = O(Qs(n)) ¢asu, vyéisleni ® vyzaduje ¢as
O(1) a je nejvyse logn ¢isel i takovych, ze A; # (. Kdyz Qs(n) = |S|° pro € > 0, pak

1+|logn| . 2(2+ logn|)e _ 1
o+ S (Qs(1AI) | 400} S logant 3 () =ogan+ T = 00
Odhad pameéti:
1+|logn]| g ( ) 1+|logn]| g ( )
cn—{—Z{Ss (|A;]) | As # 0} <en + Z S oot < en 4+ Z S gi
=0
1+LlognJ
(n) S (n)
2! < 2n = 28, —
Z 2 cn + 2Ss(n)
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532(12i) S SS(”) pro ’l = 071,...,1 +

5 v e Ss(n)
protoze z predpokladu, ze == m

llog |A|| a také, ze Ss(n) > n.

Amortizovana slozitost operace INSERT: Pro vypocet amortizované slozitosti pouzijeme
potencidlovou metodu. Test, zda z € A, a ptipadné pfidani x do mnoziny reprezentované
T vyzaduje ¢as O(logn). Protoze konkatenace dvou seznamu vyzaduje ¢as O(1) a protoze
konkatenujeme nejvyse 1+logn seznamu, tak vytvotreni s(A;) a zruseni prebytecnych struk-
tur vyzaduje ¢as O(logn). Aby se vytvorila S-struktura pro A;, musi pred operaci INSERT
platit, ze |A;| = 27 pro kazdé j = 0,1,...,i—1 a A; = 0, a po provedeni operace INSERT
plati, ze A; = () pro viechna j < i a |4;] = 2"

Zavedeme potencialovou funkci ®. Pro mnozinu A C Us a pro piirozené ¢islo definujme

funkci
{ 0 kdyz Az 7é @,

je neklesajici, plyne

D;(A) = . ;
) ST B4 kdyz A; = 0.

j=0 " 27

Potencial je ®(A) = Y21 F 1ol g, (4).

V operaci INSERT(z) nejprve pomoci struktury 7" testujeme, zda x € A. Pokud z € A,
operace kon¢i a strukturu nemeéni a tedy amortizovana slozitost je stejné jako casova slozitost
(tj. O(log|A|)). Kdyz z ¢ A nalezneme nejmensi i takové, ze A; = (), spojenim vsech
seznamu pro A;, j < 4 a pridanim z vytvofime i-ty seznam pro novou mnozinu, kterou
budeme znacit B. To vyzaduje ¢as O(log |A| + Ps(2")). Tedy B; = U;_y Ai U {z}, B; =0
pro j <t a Bj = A; pro j > 4. Proto

0 kdyz k < i,
Buld) = { Ps)(9i 1) kdyz k=i
o.(5) = { 0 k kdyz k < i nebo By, # 0,
O (A) + F5Z) Kdyz k> ia By =0,

Pryni vztah plyne z toho, ze Ay # () pro k < i, druhy vztah plyne z toho, Ze Z;;E |A;| =
Z;;E 27 = 2! — 1, tiet{ vztah plyne z toho, ze B; = () pro j < i a étvrty vztah plyne z toho,
ze pro k > i plati Y00 |Bj| = 1+ Y5 |A;]. Odtud plyne, ze
1+|log |A[] k ;
Ps(2%)  Ps(2') .
®(B)-0(4) < > T (2.
k=i+1

Tedy amortizovanou slozitost muzeme odhadnout

jog(A) + Ps(2)- L2 i1y 3 B
j>i,A;=0

1+ log |A]] :
Ps(27)
og(l 4+ Y. <

J=0

(]} + (1-+ Log ) 220 =
Ps(|A)

O(log |A] Al ),
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kde jsme pouzili, ze PST(”)

Tim jsme dokéazali pozadovany odhad slozitosti struktury P.
Kdyz Ps(n) = n® pro € > 1, pak

je neklesajici funkce (tedy PSQ(Z-T) < PS&'AD pro i < 1+ |log|Al]).

14 |logn| . 14 |logn| .
P 2Z 2Z g
clogn + g 52(1. ) < clogn + E (22 = O(n 1.
i=0 =0

Tim jsme dokéazali pozadovany odhad slozitosti struktury P. [

Neformalné feceno, kdyz vytvarime S-strukturu pro mnozinu A;, tak pred operaci byly
A; # 0 pro j <ia A; =0 a po skonceni operace jsou A; = 0 pro j < i a A; # 0. Proto
abychom piisté vytvareli S-strukturu pro mnozinu A;, musime pied touto operaci provést
2¢ — 1 uspésnych operaci INSERT (tj. operaci které piiddvaly prvek), aby se naplnily
mnoziny A; pro j < ¢, pak dalsi uspésnou operaci INSERT, po jejimz provedeni budou
mnoziny A; = @ pro j < i, a pak znovu 2* — 1 tspésnych operaciINSERT, aby A, # ()
pro j < i, a teprve nasledujici uspésna operace INSERT vytvaii znovu S-strukturu pro
A;. Tedy neformélné feceno, S-strukturu pro A; vytvaif jen jedna z 2¢+! vispésnych operaci
INSERT. Tento fakt formalné popisuje tento potencial.

Protoze amortizovana slozitost neni vzdy uspokojujici (odhad amortizované slozitosti je
vhodny pro déavkové zpracovani pozadavku, zatimco pro interaktivni zpracovani je dulezity
odhad v nejhorsim piipadé), hledaly se dalsi metody, které by vedly k algoritmu pro operaci
INSERT, ktery by mél dobry odhad slozitosti v nejhorsim ptipadé. Zakladniidea je rozlozit
budovani S-struktury pro mnozinu velikosti 2¢ do 2¢ po sobé jdoucich INSERT. Problém
je, ze S-struktury musi pokryvat celou mnozinu A, jinak nejsme schopni vyfesit vyhledavaci
problém f. Reseni spo¢ivd v tom, ze budeme mit vice mnozin velikosti 27, pro které je
vybudovana S-struktura. Pak, kdyz mdme vybudované S-struktury pro dvé mnoziny A; g
a A;1 velikosti 2°, zatneme budovat S-strukturu pro mnozinu A; o U A; 1 velikosti 271 a
teprve az tuto S-strukturu vytvoiime, zrusime S-struktury pro mnoziny A; o a A; ;. Nyni
popiSeme formalné navrh semidynamické struktury P;.

Konstrukce 10.3. Méjme mnozinu A C Us, pro kterou chceme vytvorit Pp-strukturu.
Predpoklddejme, ze mdme mnoziny A; ; pro ¢ = 0,1,...1+ [log|A]], j = 0,1,...,k;, kde
pro kazdé i je k; € {—1,0,1,2,3} a plati
(a) kdyz k‘z > O, pak @ 7é Ai,j - Aa |Ai,j| = 21 pro kazdé j = O, 1, ey k‘z (tedy kl = —1,
prave kdyz A; ; = 0 pro kazdé j, a to je prave kdyz A; r, = 0);
b
( ) {AO,j |j=0,1,...,k‘0}U{Ai7j ‘ k; >O,j:0,1,...,k‘i—1}

je rozklad mnoziny A;

(C) kdyZ kz > 0 pro 1> 0, pak ki—l > 1la Ai,ki = Ai—l,O U Ai—l,l;

(d) pro kazdé j =0,1,...,ko je pro mnozinu Ay ; vytvofena S-struktura S(Aop ;);

(e) pro kazdé i > 0 takové, ze k; > 0, a pro kazdé j =0,1,...,k; —1 je pro mnozinu A; ;
vytvofena S-struktura S(A; ;) a pro mnozinu A; , je Castecné vytvorena S-struktura
S(Aik,), ale ta neni dokoncena (fikame, ze S-struktura S(A; ;) je rozpracovand).

Struktura P; je pak tvofena seznamem S-struktur a rozpracovanych S-struktur

(S(Ai) [ ki > 0,5 =0,1,.... k),
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ddle seznamem prostych dvousmérnych spojovych seznamiu prvki mnozin A, ;
{s(Ao0;)17=0,1,...,ko} U{s(A;;) | k; >0,j=0,1,...,k — 1}

a datovou strukturou 7" reprezentujici mnozinu A. Nésledujici algoritmus vy¢cisli f(x, A).

VYCIS(z)
Vyp()étl f('ra AO,ko)u f(mu A) = f(mu Ao,ko)
for every i takové, ze k; > 0 do
for every j =0,1,...,k; — 1 do
VypOétl f(mqu,j)7 f(.’L’,A) = f(.’L’,A) © f(muA’L,])
enddo
enddo

Korektnost algoritmu pro vyéisleni f(z, A) plyne okamzité z predpokladu (c), (d) a (e).
Nasledujici algoritmus implementuje operaci INSERT (x).

INSERT(z)
if x neni reprezentovan datovou strukturou 7" then
INSERT (z,T) (Komentéaf: vkldddme z do pomocné struktury 7T')
AO,k0+1 = {ZC}, ko = k'o +1
vytvol S-strukturu S(Ao ,) a spojovy seznam s(Ag x,) pro mnozinu Ag g,
1:=1
while k; > 0 do .
proved dalsich % kroku v konstrukeci S-struktury S(A; ;)
if konstrukce S-struktury S(A; ;) je skoncena then
s(A; k,) := konkatenace s(A4;_1,0) a s(4i—1.1)
zru§ S-struktury S(A4;—1,0), S(A;—1,1) a spojové seznamy s(A;_10), s(4Ai—1.1)
for every j =2,3,...,k;_1 do
S(Aic1j-2) = 8(Ai1), s(Ai1j-2) = 5(Ai1)
enddo
ki—l = ki—l - 2, k‘z = kz +1
proved prvni krok konstrukce S (Aik;) pro A, = Aic1oUAi—11
(Komentai: prvky A; k, se berou ze seznamu s(A4;-1,0) a s(4i—1,1))
endif
ti=1+1
enddo
if ki—l =1 then
ki=0
proved prvni krok konstrukce S(Aio) pro Ajo=A;_10UA;_11
(Komentaf: prvky A; o se berou ze seznamii s(A;_10) a s(A4;-1,1))
endif
endif

Korektnost algoritmu plyne z predpokladiu. Vsimnéme si, ze kdyz skoncila konstrukce S-
struktury S(A; , ), pak béh cyklu pro i —1 skonéil také konstrukei S-struktury S(A4;—1.%,_,)-



17

V tomto okamziku muze platit k; = 4, ale dalsi béh cyklu (pro i + 1) zmensi k; na 2. Proto
je algoritmus korektni.

Korektnost struktury P; je ukdzana v Konstrukei 10.3. Protoze ¢ je v rozmezi od 0 do
logn a j € {0,1,2,3}, dostdvdme, ze odhady na dobu vypoctu f a na pamétovou naroénost
se od odhadu pro strukturu P lis{ jen o multiplikativni konstantu. ProtoZe pfi tspésné
operaci INSERT se provede jen O(%) kroku pro vybudovani S-struktury S(A;x,),
tak cas operace INSERT pro strukturu P; v nejhorsim piipadé odpovidd amortizované
slozitosti pro strukturu P. Tedy muzeme shrnout

Véta 10.4. Struktura Pi je semidynamickd struktura tesici f. Algoritmus na vycisleni f
vyZaduge ¢as O(Qs(n)log(n)), struktura Py potrebuje O(Ss(n)) paméti a ¢asovd sloZitost v
nejhorsim pripadé algoritmu implementujiciho operact INSERT je O(M).

Kdyz Qs(n) = n® pro néjaké ¢ > 0, pak algoritmus na vycislent f ve strukture P vyZaduje
¢as O(n®).

Kdyz Ps(n) = n® pro néjaké € > 1, pak algoritmus pro operaci INSERT wve strukture P
vyZaduge v nejhorsim pripadé éas O(nf1).

Chceme-li ptidat operaci DELETE, tak potfebujeme, aby pro S-strukturu existovala
operace, které se iikd FaleSsny DELETE (algoritmus, ktery ji implementuje, budeme
nazyvat Oznaéeni(z,7), to znamend vynechani x ve S-struktufe reprezentujici mnozinu
Z). Kdyz aplikujeme Oznaceni(z) na strukturu S(A), nastane jedna z nésledujicich dvou
moznosti:

x ¢ A a pak se struktura S(A) nezmeéni;

r € A a pak se vytvoii struktura S(A), kterd vyzaduje stejnou pamét jako S(A), a

algoritmus, ktery pro vstup y € Uy spocitd f(y, A\ {z}) (misto f(y, A)) ve stejném

case jako algoritmus pro strukturu S(A) a vstup y.
Tuto operaci lze opakovat. Formalné, kdyz na strukturu S(A) aplikujeme posloupnost
operaci Oznaceni(z,), Oznaceni(zs),..., Oznaceni(zy), pak vysledkem bude struktura
S(A\{z; | i =1,2,...,k}), kterd vyzaduje stejnou pamét jako S(A), a algoritmus, ktery
pro kazdy vstup y € Uy vyéisli hodnotu f(y, A\ {z; | ¢« = 1,2,...,k}). Protoze tento
postup nezmensuje naroky na pamét (jsou Ss(|A|), nikoliv Ss(|A\ {z; | i = 1,2,...,k}))
ani casové naroky na vypocet f, ale poc¢ita hodnotu f jako pti DELETE, iika se mu
Falesny DELETE. Napiiklad v datové struktufe usporadané pole probéhne tak, ze se
prvek = pouze oznaci, ale nasledujici prvky se neposouvaji (odtud ndzev Oznaéeni). Pro
jednodussi komunikaci oznaéime B = A\ {z; | i = 1,2,...,k} a S(B) vzniklou strukturu
a fekneme, 7e S(A) je pivodcem S(B). Pak S(B) vyzaduje Ss(|A|) paméti, pro y € Uy
vypocteme f(y, B) v ¢ase Qs(|A|) a pro z € U, zkonstruujeme strukturu S(B \ {z}) v
case Ds(]Al). Budeme predpokladat, ze funkce Dg je neklesajici. Za téchto predpokladu
nasledujici konstrukce vytvaii dynamickou strukturu pro vycisleni f.

Konstrukce 10.5. Méjme danu mnozinu A C U,. Struktura D(A) se skladd ze souboru
struktur {S(4;) |i=0,1,...,4+ |log(|]A| — 1)} a souboru spojovych seznamti {s(4;) | i =
0,1,...,4+ [log(|]A| —1)]} a z datové struktury T reprezentujici mnozinu A (umoziujici
operace MEMBER(z), INSERT(z) a DELETE(x) v ¢ase O(log|Al)), a jsou splnéné
nasledujici podminky:

(d1) A; N A; =0 pro ruzna i,j a A =, As;
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(d2) bud A; = 0 nebo 273 < |A;| < 2* pro kazdé i;

(d3) kdyz A; # 0, pak S(A;) je struktura pro mnozinu A;, jejimz ptivodcem je S(B;),

(d4) s(A;) je prosty seznam prvku z A; a kazdy prvek v A; je propojen oboustrannymi

ukazateli s jeho reprezentaci ve strukture 7T

(d5) s kazdym prvkem v seznamu A; je spojen index i a velikost mnoziny A;.

Vsimnéte si, ze kdyz A; # 0, pak podle (d2) plati 2073 < |A], tedy i—3 < 1+log(|A4|—1)],
a proto i <4+ [log(|A| —1)]|. To vysvétluje podivné meze pro i.

Nyni popiseme algoritmy pro D-strukturu.

VYCIS(z)

zvol ip € {0,1,...,4+ [log(|A] — 1)]} takové, ze A;, # 0

vypocti f(x, A;,), f(x, A) = f(x, A;,)

for every i =0,1,...,4+ |log(|A| — 1)] takové, ze A; # 0 a i # iy do
vypocti f(z, 4;), f(z,A) = f(z, A) © f(z, 4;)

enddo

Korektnost algoritmu plyne z vlastnosti souboru mnozin {4; |i =0,1,...,4+ [log(|A| —
1)]} a struktury S(A4;).

INSERT(z)
if z ¢ A then
INSERT (z,T) (Komentéaf: vkldddme z do pomocné struktury 7T')
najdi nejmens{ j takové, ze 14+ Y 7_ |A4;| <27
s(4;) == s(A;) U{z}
ukazateli spoj x v seznamu s(A;) s x ve struktufe T’
for every i < j do
s(A;) :=konkatenace s(A;) a s(A;), zrus s(4;) a S(A;) (Komentar: A; = 0)
enddo _
vypocti délku seznamu s(A;) (tj. velikost mnoziny A; = {z} UUI_, 4;)
pomoci seznamu s(A;) vytvor strukturu S(A4;)
pritom oprav u prvka v tomto seznamu odkazy na jméno mnoziny

endif

DELETE(z)
if x je reprezentovan v T' then
najdi ¢ takové, ze = je v seznamu s(A4;)
odstran x ze seznamu s(A;)
(Komentaf: je splnéna préavé jedna z nésledujicich podminek a podle toho se provede akce)
case
if |4;| =1 do zrus S(4;) a s(4;); (Komentai: A; =0)
if max{2,2'73 4+ 2} <|A;| do Oznageni(z, S(4;));
if 1 <2734+ 1=|4;/a(Ai—1 =0 nebo |4;_1] >2"2+1) do
vyméﬁ S(Ai_1> a S(Ai), S(Az) = S(Az_1>
pruchodem s(A;_1) vytvof novou S-strukturu S(A4;_1);
if1 <2073 4+1=|4;]a0<|4;,_1] <272 do
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s(B) := konkatenace s(A;_1) a s(A;)
zru$ seznamy s(A;—1) a s(4;) a struktury S(A4;-1) a S(4;)
pruchodem seznamu s(B) vytvol S-strukturu S(B)
if |B| < 272 then
S(A;-1) :=8(B), s(A;—1) := s(B) (Komentai: A; =0)
else
S(4;) :=8(B), s(4;) := s(B) (Komentai: A;_1 = 0)
endif
endcase
DELETE(T, z)
(Komentaf: odstranime x z pomocné struktury 7'

endif

Oveéreni korektnosti algoritmiu INSERT a DELETE je piimocaré (v zépise algoritmu
jsme pro jednoduchost vynechali oznac¢ovani struktur pruhy).

Pozndmka. Vsimnéme si, ze kdyz INSERT vytvaii S-strukturu S(A;), pak 2071 < |4;] <
2!, kdyz DELETE vytvai{ S-strukturu S(4;), pak 272 < |A4;| < 201

Abychom spocitali amortizovanou slozitost operaci, pouzijeme stejné jako pro semidy-
namizaci metodu potencidlu. Zde vSak potencidlova funkce bude komplikovanéjsi. Pro
jednodussi zapis oznacme A\(n) = 1+ [log,n| a u(n) = 4 + [logy(n — 1)|. Pak bindrni
zapis prirozeného ¢isla n mé pravé A(n) cifer. Predpoklddejme, ze jsme pomoci struktury
D reprezentovali mnozinu A a necht A; pro i =0,1,..., u(|A|) jsou podmnoziny z definice
struktury D. Z definice D-struktury vime, ze kdyz A; # 0, pak j < p(|A|) a existuje j
takové, ze A(|A]) < j a A; # 0. Oznac¢me v(D(A)) = max{max{j | A; # 0},1+ A(|A])}.
Pro piirozené ¢fslo i definujme funkce ¢! a ¢P predpisem

- - B

A . 0 kdyz ¢ < 3 nebo A; = 0,

o) = Zi=elpoty 0 Py - { e
sz P(2")  kdyzi>3aA; #0.
a pak potencial je funkce
v(D(A))
S(A) = D (20](A)+¢]).
i=0

(n)

V odhadu amortizované slozitosti budeme vyuzivat, ze funkce Psn je neklesajici, a proto
pro n < m plati

Pg(n) < Pg(m) < Pg(m)

n
m

Nejprve odhadneme amortizovanou slozitost pro operaci INSERT(x). Kdyz aplikujeme
operaci INSERT (), tak nejdiiv pomoci struktury 7" testujeme, zda = € A. Kdyz = € A,
pak operace konéi a D-struktura reprezentujici A se neméni a ani potencidl se neméni.
Pak amortizovand slozitost operace INSERT(z) je stejna jako jeji casova slozitost a z
predpodkladi na strukturu 7" je to O(log |A|). Kdyz = ¢ A, pak operace nalezne nejmensi
i takové, ze 1 + Z;:o |A;| < 27. Pak nutné plati i < A(|A]). Operace vytvoii D-strukturu

pro mnozinu B = AU {z} takovou, ze B; = () pro j < i, B; = {z} U U;:o Aja Bj = A, pro
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J > i. Pak upravi seznamy mnozin B; (pomoci seznamt mnozin A;), vytoii S-strukturu pro
mnozinu B;, upravi strukturu 7', aby reprezentovala mnozinu B a upravi ukazatele spojené
s prvkem x. Na to operaci staci ¢as O(Ps(2%) + log |A|).

Nyni musime odhadnout ¢(B)—¢(A) a pak srovnat s Casem potifebnym pro vykonani ope-
race. Tim dostaneme odhad amortizované slozitosti operace INSERT|(z) pro tento piipad.
Proj > iplati A = Bj, proj <ije B; = (D aB; = {x}+U o Ai, tedy | B;| = 1+Z;:OA
Proto dostdvame, ze pro j > i plati . VIBkl =1+ P |Ak| Tedy pro j takové, ze
i <j<v(D(A)) plati

Ps(279)
Y,

¢ (B) — ¢j(A) = a ¢f (B)— ¢} (A) =0

Pro j takové, ze 0 < j < i plati (v odhadu pro ¢f’ predpokldaddme, ze j > 3)

I I Z |Ak| D D 2 - ‘A| j
61(B) — 61(4) = Ps(¥) <0, 6P(B)~6P(4) = 5L Ps(2) <.
Odtud pro j € {0,1,..., V(D(A))} takové, ze j # i, dostavame

Ps(27)

2(65(B) = ¢j(A)) + (7 (B) — ¢7(A)) < 2

Nakonec pro i dostavame vztahy

(b,{(B) — (b{(A) = 2@ | k‘ (2z> S; )
¢D(B) ¢D(A) 1+221: i |3Ak|P (2") < —% kdyz A; # 0
¢ R - i 4 Nt . -~ )
P e M pg(an) < 250 gz 4, =0,

protoze 1 + ZZ L'> 2i-1 Protoze % = %, tak dostaneme

261(B) - 61(A)) + (9P (B) ~ 0P (4)) < 2 Ps(2).

Protoze ¢p(A) = ZV(D(A))@gbI( A) + ¢P(A)) tak dostavame

v(D(A))
B(B)—d(A) = > (265(B) = ¢(A)) + (67 (B) — 67 (4))) <
5=0
v(D(A)) 7 _
( PS;E))_%PS(ZL)S
=0

8|4

Protoze muzeme volit ¢asovou jednotku, tak dana funkce urcuje spotieby ¢asu az na multi-
plikativni konstantu. Proto mtuzeme predpokladat, ze konstrukce S-struktury pro n-prvko-
vou mnozinu spotiebuje nejvyse %Pg(n) casu a tedy dostavame
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Lemma 10.6. Amortizovany ¢as operace INSERT (x) pro reprezentovanou mnozinu A, je
O(% log|Al|). O

Nyni odhadneme amortizovanou slozitost operace DELETE(z). Operace za¢ne stejné
jako operace INSERT (z) testem, zda = € A, ke kterému pouzije strukturu 7. Kdyz « ¢ A,
tak operace kon¢i a protoze se struktura nemeéni, tak ani jeji potencial se neméni. Tedy
amortizovana slozitost je stejnd jako casovd slozitost a muzeme predpokadat, ze je O(log |A]).
Kdyz = € A, pak nalezne i takové, ze x € A; zjisti velikosti |A;| a |A;_1|, tyto idaje nalezne
pomoci ukazatelu v ¢ase O(1). Kdyz |A;| = 1, pak smaze A; a idaje s tim spojené (vyzaduje
to cas O(log|A4])). Kdyz A; > 273 +1 (a zdroven |A;| # 1), pak zavold pomocnou proceduru
Oznaceni(z, A;), odstrani = ze struktury 7" a také ukazatele spojené s = a upravi udaje o
mnoziné A;. To vyzaduje ¢as O(log|A|+Ds(A;)) = O(log|A|+Ds(]A])). V obou piipadech
se D-struktura se zméni tak, ze B; = A; \ {z} a B; = A; pro j # i. To znamend, ze kdyz

j < i, pak ¢/(B) = ¢1(A), akdyz j > i, pak ¢} (B) —pl(A) = — 252 < 0. Déle kdyz j # i,

pak ¢ (B) = @7 (A) a nakonee 9P (B) —¢P (4) = 57255 = O(F47), protoze § 5ty =
7 n _ 7 n

7 7 _n C 1 s o J— . .
S @133 — s7@-3) — 3¢ PO kazdé cislo n a prirozené c¢islo i. Tedy amortizovanou

slozitost v tomto piipadé lze odhadnout vyrazem O(log |A| + Ds(|A]) + %).

Zb}’fVéJ poslednl' pf‘l’pad, kdyz ‘A7,| = 2i_3 + 1. Kdyz ‘Ai—B‘ < 2i_3, pak Bi—l = (Az U
A;_1)\{z}, B;=0and B; = A; pro j # i,i— 1. Algoritmus vytvoi{ S-strukturu pro B;_1,
aktualizuje velikosti mnozin B; a B;_1 a upravi ukazatele a hodnoty prvku v B;_;. Kdyz
2i_3 < |Ai_1‘ S 21_2, pak Bz = (Az U Ai—l) \ {.CC}, Bi—l = @ a B] = AJ pro j # Z,’L — 1.
Algoritmus vytvotri S-strukturu pro B;, aktualizuje velikosti mnozin B; a B;_; a upravi
ukazatele a hodnoty prvku v B;. V téchto pripadech operace vyzaduje cas

O(log |A| 4+ Ps(|As] 4+ |Ai—1| — 1)) = O(log |A| + Ps(3(2°73)).

Kdyz |A;—1| > 272, pak B;—1 = A;\{z}, Bi= A;_1 a B; = A pro j # i,i—1. Algoritmus
vytvoii S-strukturu pro B;_1, aktualizuje velikosti mnozin B; a B;_; a upravi ukazatele a
hodnoty prvkia v B;_1 a B;. To vyzaduje ¢as O(log|A| + Ps(2°73)).

Nyni opét odhadneme rozdil ¢(B) — ¢(A) a srovndnim s ¢asem potiebnym pro vykonani
operace dostaneme odhad amortizované slozitosti operace. Vime, ze A; = B pro j # 4,i+1
a [Ai_1| +|Ai| = |Bi—1| + |Bi| + 1, proto ¢ (B) = ¢f(A) pro j < i a ¢}(B) — ¢j(A) =
—;f(;jj_)g, <Oproj>tia ¢jD(B) = ¢]-D (A) pro j # i — 1,i. Dalsi postup rozdélime do ctyf
pfipadﬁ — |Ai_1| =0,0 75 |Ai_1| < 21_3, 2i—3 < |Ai_1| < 202 5 202 < |Ai_1|.

(1) |Ai_1| =0. Nyni Bi—l = Az \ {.’L’} a Bz = @ a tedy plati

2i—3 ; PS(2Z)
2i—1 o 2i—3 o 6 i 3 ;
$1(B) = o1 (A) =5 Ps(2'71) = - Ps(2'7") < S Ps(2'),
2i-1 20 7 7
(kde jsme vyuzili monotonii funkce PST(”))
20 — 2173 1 ; 6 ;
o7 (B) = 67 (4) = = =; Ps(2') < = Ps(2),
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kde jsme pouzili, ze pro ¢ > 3 plati ﬁ —1< —g. Tedy muzeme shrnout dosazené
odhady
v(D(A))
$(B) —d(A) = > (26](B) = ¢j(A) + (67 (B) — ¢7(A))) <
j=0
7T+12-24 : 5 .
——— Ps(2") = ——Ps(2°).
o Ps(2) =~ Ps(2)
(11) 0 7é |Ai_1| S 2i_3. Pak Bz‘—l = (Ai—l U Az> \ {.’L’}, BZ = @ a tedy
21’—3 ) P 21
61(B) — ol(4) =2 po(aty = T2
D D 29 i—1 2 i—1
¢;—1(B) — ¢;=1(A) = — WPS@ ) = _§PS(2 ) <0,
20— 2073 1 , 6

o7 (B) — ¢ (A) = — WPS(T) < —§PS(2i)~

Takze dostavame

v(D(A))
$(B) = p(A) = > (26](B) = ¢[(A) + (#7(B) — 67 (A)))
§=0
724 1T
< g Ps(2) =50 Ps(2).
(iil) 272 < |A;—1| < 2'72. Pak B;_y =0 a B; = (A;—1 U A;) \ {z} a dostaneme
51(B) — ol (4) = - il py(aiy < P
A;_q| — 211 i —20~2 i 4 e
2yB) — o2y () = ey < LB P2 = I Rs(@ ),
—|A;— ; 203 ; Ps(2")
o7 (B) — ¢7 (A) =ﬁps<2 ) S —grgra Ps(2) = -2,
Shrnutim téchto odhadu dostavame
v(D(A))
$(B) = p(A) = > (26](B) = ¢[(A) + (#7(B) — 67 (A)))
§=0
N
< 53 P(2") = —%P(2 ).

<1V) 2i_2 < |Ai_1|. Protoze Bi—l = Az \ {.CE} a Bz = Ai—h tak platl'

51(B) — ol (a) =M =Lt pony,
Al =1 A A — A 1
¢£1(B)_¢£1(A):_| 2|i—1_2|i—4 1|P5(2 1)§| 21z'|_2|i—Il

Al — |A;_ ,
6P(B) - 6P () =~ il pyan,

Ps(2%),
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kde jsme vyuzili, ze |A;_1| > 2072 > 2073 = |A;| — 1 = |B;,_1| a Ps(2071) < PSTQ Shrneme

¥(D(4))
G(B) —¢(A) = > (2(6](B) — ¢}(A)) + (¢ (B) — 67 (4)))
5=0
< A _zlA—i_ﬂps(?i) <2 5 - Ps(2") = _P‘?T)'

Tedy existuje ¢ > 0 takové, Ze viech &tyfech ptipadech ¢(B) — ¢(A) > —cPs(2Y).
Kdyz pouzijeme stejny argument o volbé ¢asové jednotky jako pro operaci INSERT, tak
dostaneme

Lemma 10.7. Amortizovany ¢as operace DELETE(x) pro reprezentovanou mnoZinu A,
je O(log |A| + Ds(8]A]) + Z=EAL) - O

Neformalné teceno, kdyz operace DELETE vytvari S-strukturu pro A;, pak aby se
znovu vytvarela S-struktura pro A; musime oznaéit asponn 2°~3 prvki v mnoziné A; neboli
vytvaifme novou S-strukturu pro A; nejvyse jednou béhem 2°~3 1spésnych DELETE v
mnoziné A;. Bohuzel stejny neformalni argument nelze ptimo pouzit pro operaci INSERT,
protoze pti vytvareni S-struktury pro A; se miseji operace INSERT a DELETE. Proto je
potencidlova funkce pro dynamickou verzi tak slozita. Takze shrneme dosazené vysledky

Veéta 10.8. Struktura D je dynamickd struktura resici problém f pro mnoZinu o velikosti
n, kterd na vypocet f vyZaduje ¢as O(Qs(8n)logn) a potrebuje O(Ss(8n)) paméti. Amor-
tizovand sloZitost operace INSERT je O(W) a operace DELETE je O(Ds(n) +
logn + 2oy

Kdyz fz?nkce Qs(n) (respektive Ss(n)) je omezena polynomem, pak vypocet f vyZadugje
¢as O(Qs(n)logn) (respektive D-struktura vyzaduje O(Ss(n) paméti).

Kdyz Qs(n) = n® pro néjaké € > 0, pak vycisleni f vyZaduje c¢as O(nc).

Kdyz P(n) = n® pro néjaké ¢ > 1, pak amortizovand sloZitost operace INSERT je
O(n*™Y) a operace DELETE je O(D(n) +n°™1).

Diikaz. Staci si uvédomit, ze 23+1°8" = 8n a ze kdyz Qs(n) (respektive Ss(n)) je super-
polynomidlni, pak Qs(8n) £ cQs(n) (respektive Ss(8n) £ ¢Ss(n)) pro kazdou konstantu
c. Zbytek je piimé aplikace predchozich argumentu. [

Véta 10.8 ma dvé vyznamnd zobecnéni, jejichz dukaz je technicky narocny a presahuje
ramec této prednasky. Prvni zobecnéni iikd, ze i metodu dynamizace lze modifikovat tak,
ze casova slozitost v nejhorsim pripadé je stejnd jako amortizovana slozitost ve Vété 10.8.
Zde je problém, jak rozdélit vytvareni S-struktur a pfitom umoznit vypocet f (a zbytecné
nemichat operace INSERT a DELETE dohromady). Druhé zobecnéni se tyka vztahu
slozitosti jednotlivych operaci a ukazuje, Zze zrychleni aktualiza¢nich operaci je kompen-
zovano zhorsenim slozitosti vy¢isleni f a naopak. Tyto konstrukce jsou zalozeny na ruznych
rozvojich prirozenych ¢isel (dukazy zde prezentovanych vét pouzivaly bindrni rozvoj). Lze
pouzit libovolny ¢iselny rozvoj prirozenych cisel, ale znalosti rozvoje piirozenych ¢isel vyza-
duji podrobnéjsi znalosti z teorie ¢isel.
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Véta 10.9. Méjme rozloZitelnsj vyhleddvact problém f a necht S je statickd struktura vesici
f, kterd umoznuje Falesny DELETE. Pak pro hladkou funkci ¢ (md vSechny derivace,
které jsou spojité) existuje dynamickd struktura D Tesici f takovd, Ze

vycislent f v nejhorsim pripadé vyZaduje ¢as O(dp(n)Qs(n));

operace DELETE v nejhorsim pripadé vyzaduje ¢as O(logn + Ds(n) + ===

operace INSERT v nejhorsim pripadé vyZaduje ¢as O<11?+<T’L”) Psén) ), kdyz ¢(n) =
O8\iogn

Q(log(n)), a O(¢(n)n™ L) kdyz ¢(n) = O(logn).

Dikaz neuvadime.

Metody dynamizace zavedl Bentley 1979. Vétu o semidynamizaci dokazali Bentley a Saxe
1980. Véty o dynamizaci dokazali Overmars a Leeuwen 1981, zobecnéni pro jiné rozvoje
ukazali Mehlhorn a Overmars 1981. Pouzity vypocet amortizované slozitosti navrhnul stu-
dent Martin Babka.

11. ProBLEM UNION-FIND

Tato cast se zabyva jednou specialni tlohou, ktera se vyskytuje v mnoha problémech.
Nejprve popiseme jeji zadani.

Uloha UNION-FIND.
Je dan rozklad S univerza U = {1,2,...,n} o velikosti n (predpokldddme, ze v pocitaci lze
pole o velikosti n realizovat). Pfipomindme, ze rozklad je soubor nepréazdnych navzijem
disjunktnich mnozin, jejichz sjednocenim je univerzum U. Kazda mnozina v rozkladu mé
své jméno. Na pocatku ilohy jsou vSechny mnoziny v S jednoprvkové. Nasim tkolem je
provést posloupnost 3 néasledujicich dvou operaci

UNION(A, B, ()

kde A, B € S, vysledkem operace je odstranéni mnozin A a B z rozkladu S a jejich
nahrazeni mnozinou C' = A U B;

FIND(x)

kde = € U, vysledkem operace je jméno mnoziny A € S takové, ze x € A.

Tato tloha je podproblémem napt. ptipraci s EQUIVALENCE and COMMON tvrzenimi
ve Fortranu, v algoritmu konstruujicim minimalni kostru grafu, v algoritmu pocitajicim
dominator v orientovaném grafu, pii kontrole flow-grafu pii reducibilité, v algoritmech na
vypocet hloubky ve stromech nebo pii hledani naslednikti ve stromech, pii konstrukci re-
dukovaného automatu, v algoritmech fesicich minimalni problémy, atd. To ukazuje na
vyznam této ulohy, a proto byla jejimu feSeni vénovana velkd pozornost. Existuji dvé
hlavni strategie feseni podle toho, kterou operaci preferuji. Nejprve popiSeme struktury
preferujici operaci FIND.

Nejjednodusi datova struktura pro tuto tlohu je pole R[1,...,n| takové, ze pro x € U je
R(x) = A, pravé kdyz x € A € §. Pak operace FIND vyzaduje cas O(1), ale ¢as operace
UNION je O(n) (musime projit vSechny prvky =z € U a pokud R(z) € {A, B}, zménit
R(z) na C). Kdyz je ale navic pro kazdou mnozinu A € S dén prosty spojovy seznam
s(A) jejich prvku, pak operace UNION provede konkatenaci spojovych seznamu s(A) a
s(B), vysledny seznam nazve s(C) a zméni hodnotu R(z) jen u prvku v seznamu s(C). To
vyzaduje ¢as O(|A| + |B|).
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Avsak podstatnym vylepsenim je az rozliSeni vnitini a vnéjsi reprezentace nazvi mnozin.
Pak staci zménit hodnoty pole R jen u prvku z mensi mnoziny. Tato reprezentace kromé
pole R a seznamu s(A) pro kazdé A € S m4 dalsi tii pole: MAPIN, MAPOUT a SIZE. Pole
MAPIN prifazuje nazvu mnoziny jeho vnitini reprezentaci, pole SIZE udava jeji velikost a
MAPOUT pro vnitini kéd mnoziny uchovava jeji skuteény (vnéjsi) nazev. Algoritmy maji
tvar:

FIND(z)
i:= R(x)
Vystup: MAPOUT (i)

UNION(A, B, ()
if SIZE(A) < SIZE(B) then
i:=MAPIN(A), j:= MAPIN(B), X := A
else
i:=MAPIN(B),j:=MAPIN(A), X :==B
endif
for every = € s(X) do R(z) := j enddo
SIZE(C):=SIZE(A)+ SIZE(B)
v polich MAPIN a SIZE zrus polozky pro A a B a vytvor polozku pro C'
MAPIN(C) :=j, MAPOUT(j):=C, MAPOUT(i):= NIL

Pak plati

Véta 11.1. Popsand datova struktura realizuje posloupnost m operaci FIND an—1 operact
UNION v ¢ase O(m + nlogn).

Dukaz. Je ziejmé, ze operace FIND vyzaduje ¢as O(1). Tedy m operaci FIND vyzaduje
¢as O(m). Pro prvek z € U necht p(x) udava, kolikrdt byla zménéna hodnota R(z).
Po provedeni celé posloupnosti operaci je celkovy cas spotifebovany operacemi UNION
n—1+43% cop(r). Kdyz ukdzeme, ze pro kazdé x € U plati p(xr) < logyn, pak cas
vyzadovany vsemi operacemi UNION je O(nlogn) a véta bude dokézéana.
Nejprve dokazeme, ze plati nésledujici invariant:

pro kazdy prvek x € U plati, ze kdyz x € A a p(z) = i, pak |A| > 2.
Na zacdtku kazdy prvek = € U lezi v jednoprvkové mnoziné a p(x) = 0, tedy invariant je
splnén. Predpoklddejme, Ze invariant je splnén po k operacich. Kdyz (k + 1)-ni operace je
FIND, pak tato operace neméni hodnoty R(z) pro zddné x € U ani mnoziny v rozkladu
S. Proto invariant po této operaci plati. Kdyz (k + 1)-ni operace je UNION(A, B, C),
muzeme bez Ujmy na obecnosti pfedpoklddat, ze |A| < |B|. Pak pro kazdé x € A se zméni
hodnota R(x), a proto vzroste p(x) o 1, a pro z € U \ A se p(x) nezméni. Protoze pro kazdé
x € U se velikost mnoziny obsahujici £ muze jenom zvétsit, tak invariant ziejmé plati pro
x € U\ A. Dale |A| < |B| implikuje, ze |C| > 2|A|. Kdyz pro x € A bylo pfed provedenim
operace p(x) = i, tak po jejim provedeni je p(x) = i + 1 a plati |C] > 2|A| > 22¢ = 2iF1,
a tedy invariant je opét splnén. Protoze pro rozklad S vzdy plati, ze |A| < n pro kazdou
mnozinu A € S, dostavame, ze p(z) < log, n pro kazdé x € U, a tvrzeni je dokdzéno. O

Nyni popiSeme strucné vyvoj druhé struktury preferujici operaci UNTON.
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V této struktufe je kazdd mnozina A € S reprezentovana stromem, takze je zde bijekce
mezi vrcholy stromu a prvky reprezentované mnoziny. Strom je reprezentovan tak, ze kazdy
vrchol mé ukazatel na svého otce (jeho hodnota pro kofen je NIL). Navic v kofeni stromu
je uvedeno jméno mnoziny, piipadné i jeji velikost.

Pro kazdy prvek = € U je dan ukazatel vrchol(x) na ten vrchol stromu, ktery reprezentuje
x. Realizace operace FIND(z) pouzije tento ukazatel, pak pomoci ukazateli na otce
vyhleda kofen a tam nalezne pozadované jméno mnoziny. Operace UNION(A, B, () se
provede tak, ze koten stromu reprezentujiciho jednu mnozinu se stane synem kofene stromu
reprezentujictho druhou mnozinu a jméno mnoziny v koteni vysledného stromu se ptrepise na
C. Jak bylo vidét v predchozi reprezentaci, je vyhodné, aby se kofen mensiho stromu stal
synem kotene vétsiho stromu. Abychom tohoto pozorovani mohli vyuzit, budeme uchovavat
a aktualizovat i velikost reprezentované mnoziny. PopiSeme formalné algoritmy pro tyto
operace.

UNION(4, B, 0)

if size(A) < size(B) then
otec(kofen A) := kofen B, nazev(B) := C, size(C') := size(B) + size(A)
zru$ nazev(A), size(A) a size(B)

else
otec(kofen B) := kofen A, nazev(A) := C, size(C) := size(B) + size(A)
zru§ nazev(B), size(A) a size(B)

endif

FIND ()
v := vrchol(z)
while otec(v) # NIL do v := otec(v) enddo
Vystup: nazev(v)

Nejprve dokazeme slozitost algoritmu v této struktufe a pak navrhneme jeji vylepseni.

Véta 11.2. KdyZ se posloupnost operaci obsahujici m operaci FIND a n — 1 operact
UNION realizuje ve strukture preferujici operaci UNION, pak tato jeji realizace vyZaduje
¢as O(n+ mlogn).

Dukaz. Je ziejmé, ze operace UNION vyzaduje ¢as O(1) a operace FIND(z) vyzaduje
cas O(h(vrchol(x)), kde h(x) je hloubka vrcholu x. Musime tedy najit odhad hloubky
vrcholu v této strukture. Odvozeni odhadu je jednoduchou modifikaci dikazu ptedchozi
véty. Dokazeme, ze plati nasledujici invariant:
pro kazdy vrchol z € U plati, Zze kdyz hloubka vrchol(x) je i, pak |A| > 2¢, kde
reAeS.

Na pocatku jsou vSechny prvky v jednoprvkovych mnozindch a k nim piislusné vrcholy
maji hloubku 0. Tedy invariant je splnén na pocatku béhu algoritmu. Pfedpokladejme, ze
invariant plati po provedeni k-té operace. Protoze operace FIND neméni ani stromy ani
mnoZiny, tak pokud (k+1)-nf operace je FIND, tak invariant plat{ i po této operaci. Necht
nyni (k + 1)-ni operace je UNION(A, B, () a bez djmy na obecnosti predpoklddejme, ze
|A| < |B|. Pak pro x € A se hloubka vrchol(x) zvétsi o 1 a pro prvky = € U \ A se hloubka
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vrchol(z) nezméni. Déle pro kazdy prvek x € U se velikost mnoziny v S obsahujici x muze
jen zvétsit, a proto po provedeni operace UNION(A, B, (') invariant plati pro vSechna
x € U\ A. Uvazujme, ze x € A, a predpokladejme, ze hloubka vrchol(z) pfed provedenim
operace je i. Protoze |A| < |B]|, tak z popisu operace a z indukéniho piedpokladu plyne
|C| = |A| + |B| > 2|A] > 22¢ = 2¢*1 a invariant je opét splnén. Z invariantu déle plyne, Ze
hloubka kazdého vrcholu je nejvyse log, n. Protoze cas spotfebovany operaci FIND(z) je
umérny hloubce vrchol(z), dostdvame, ze operace FIND spotiebuje O(logn) ¢asu, a tedy
m operaci FIND spotiebuje O(mlogn) casu a véta je dokdzédna. O

Pfirozeny zpusob, jak zeefektivnit algoritmus pro operaci FIND(x), je modifikovat tento
algoritmus tak, ze vSechny vrcholy na cesté z vrchol(z) do kofene se stanou syny kofene
stromu. Pak nékterd operace FIND(z) sice vyzaduje vice ¢asu (zvétsi se multiplikativni
konstanta), ale dusledkem je, ze fada ndsledujicich operaci FIND bude naopak rychlejsi
(kdyz vrchol(y) bude synem kotene stromu, pak operace FIND(y) bude vyzadovat jen
O(1) ¢asu). Formélni popis algoritmu FIND je nasledujict:

FIND(z)
v := vrchol(z), V := {v}
while otec(v) # NIL do V := V U {v}, v := otec(v) enddo
for every u € V do otec(u) := v enddo
Vystup: nazev(v)

Nasim cilem bude ukazat, ze tato modifikace je efektivni a poskytuje prakticky linedrni
algoritmus. Pro tento tcel zadefinujme jednu verzi Ackermannovy funkce A a jeji pseudoin-
verzi a.

Definujme

A(i,0) =0, A(i,1)=2 pro vSechna ¢ > 0,

A(0,z) =2z pro vsechna x > 0,

A+ 1, z+1) =A@, A+ 1, 7)) pro vSechna i,z > 0,
a(m,n) =min{z > 1| A(z,4[7]) > logy n}.

Ackermannova funkce A je velmi rychle rostouci funkce, ktera neni primitivné rekurzivni.
Nasledujici tabulka ukazuje jeji hodnoty pro mald ¢isla ¢ a x.

A 1 2 3 4 50 ... x

0 p 2 4 6 8 0 ... 2

1 p 2 4 8 16 32 .. P

2 0 2 4 16 65536 205536 27 gz krat
2

3 0 2 4 65536 2 65536 — krdt

Odtud je vidét, ze kdyz logn < A(3,4), pak a(m,n) < 3, coz znamend, ze pro viechna
predstavitelna ¢isla m a n je a(m,n) < 3. Jak uvidime z nésledujici véty, modifikovany
algoritmus ma tedy v realnych situacich prakticky linearni slozitost.

Véta 11.3. Realizace posloupnosti obsahujici m operaci FIND a n — 1 operaci UNION,
kde m > n, v modifikované datové strukture vyZaduje ¢as O(ma(m,n)).
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Dukaz. Pro jednoduchost budeme ztotoznovat vrchol stromu s prvkem, ktery reprezentuje.
Abychom dokézali nase tvrzeni, budeme nejprve modifikovat nasi posloupnost operaci .
Pfedpoklddejme, Ze argumentem k-té operace FIND v posloupnosti B je prvek xj, a necht
yr je prvek reprezentovany v koteni toho stromu, ktery v okamziku provadéni k-té operace
FIND obsahuje zy.

Zavedeme nésledujici modifikaci operace FIND. Kdyz prvky z,y € U jsou reprezen-
tovany ve stromé T tak, ze plati, ze y lezi na cesté z x do kofene stromu, pak definujme
operaci pFIND(x,y). Tato operace projde (vySetii) vSechny hrany na cesté z vrcholu x do
vrcholu y (v pofadi od vrcholu z k vrcholu y) a v8echny vrcholy na této cesté predchazejici
vrcholu y pfeméni na syny y. Predpoklddame, ze tato operace vyzaduje ¢as rovny poctu
vrcholi na této cesté.

Nasim cilem bude ukézat, ze posloupnost P vyzaduje stejny ¢as a vytvoii stejny strom
jako posloupnost ', kterou ziskdme tak, ze vezmeme podposloupnost By posloupnosti B
tvotenou vsemi operacemi UNION v posloupnosti P (tedy vynechdme vSechny operace
FIND) a vezmeme posloupnost PBr tvorenou vsemi operacemi FIND v posloupnosti B
(tedy vynechdme vsechny operace UNION). Vytvoiime posloupnost P’% z posloupnosti
P tak, ze k-tou operaci FIND(z;) nahradime operaci pFIND (zy, yx). Posloupnost P’ je
pak konkatenace posloupnosti Py a posloupnosti PB’.

Abychom to dokazali, provedme posloupnost ¢ a oznaéme {7} | i € I;;} soubor stromu
reprezentujici nasi strukturu pied provedenim k-té operace FIND (z) a {V; | ¢ € I} soubor
stromu po provedeni operace FIND(x). Nyni na tyto soubory aplikujme posloupnost By,
kterou ziskdme z posloupnosti 8 vynechanim vsSech operaci UNION pied k-tou operaci
FIND(xj) a vsech operaci FIND. Kdyz provedeme % na soubor {T; | i € I}, dostaneme
strom Tj_1, a kdyz provedeme Py, na soubor {V; | i € I}, dostaneme strom T},. Je lehce
vidét, ze operaci pFIND (zy, yi) lze provést na strom T _; (tj. vrchol yj ve stromé Tj_q lezi
na cesté z vrcholu z do kofene) a tato operace vyzaduje stejny ¢as jako operace FIND (zy)
aplikované na soubor {7T; | i € I.}. Vysledkem operace pFIND(xg, yx) pak je strom T.

Z definice plyne, ze provedenim operace Py na inicidlni strukturu dostaneme strom 7j.
Indukci z predchoziho pozorovéani plyne, ze kdyz T} je strom po provedeni k operaci v
posloupnosti P%, pak tento strom dostaneme tak, ze provedeme posloupnost B az do k-té
operace FIND (z) véetné této operace, a pak aplikujeme posloupnost . Z toho plyne,
ze obé posloupnosti B a P’ ddvaji stejny strom a vyzaduji stejny cas.

Ozna¢me F mnozinu vSech hran, které byly vySetfovany béhem realizace posloupnosti
{PFIND(zy,yx)}" 1, a u kazdé hrany (u,v) € F (pfedpoklddame otec(u) = v) oznatme
v(u,v) pocet operaci, které tuto hranu vysetfovaly. Pak ¢as na realizaci posloupnosti
{PFIND (zy, yx)}jL; ve stromé Tp je dmeérny 3, ycpv(u,v). Nasim cilem bude odhad-
nout tento soucet. VsSimnéme si, ze kazda hrana, kterd byla vysetfovana v néjaké operaci
pFIND a nebyla posledni vySetfovanou hranou, piestala byt hranou stromu, a tedy uz
zadné nasledujici operace pFIND ji nemuze vySetfovat. Odhad souctu Z(u,v)e rv(u,)
vyzaduje preformulovani tohoto problému pomoci nasledujicich pojmu. Oznacme vys(v)
vysku vrcholu v ve stromeé Ty (tj. délku nejdelsi cesty z vrcholu v do listu v podstromu T
ur¢eném vrcholem v). Déle definujme

Gij ={ul| A(i,5) <vys(u) < A(3,j + 1)}.

Nejprve odhadneme velikost G; ;
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Lemma 11.4. |G, ;| < 2n/243),

Dukaz. Podle predpokladu maji stromy jen n vrcholu. Uvazujme [ takové, ze A(i,j) <1 <
A(i,j + 1). Odhadneme pocet vrcholu u takovych, ze vys(u) = I. Vezméme takovy vrchol
u a uvazujme situaci, ze u je kofen néjakého stromu, ale po provedeni nésledujici operace
UNION uz neni kofenem zadného stromu. Kdyz vrchol neni kofen, tak zadnd operace
UNION neptidava nic do jeho podstromu, a proto uz v tomto okamziku musel mit vysku
[, a tedy v jeho podstromu existoval vrchol v, ktery mél hloubku [. Protoze se operace
UNION v modifikované struktufe nezménila, musi platit invariant z dukazu Véty 11.2, a
tedy strom, jehoz kofenem byl vrchol u, musel mit alesponn 2! vrcholi. Kazdé dva rizné
vrcholy u a v’ takové, ze vys(u) = vys(u'), maji disjunktni podstromy. Odtud plyne, Ze je
nejvyse gy vrcholi u takovych, ze vys(u) = [. Tedy dostavame

A, j+1)—1 5
n n
Gials D 3= g
I1=A(i,j)

Protoze A(i,0) = 0 a A(i,j) < A(i,j + 1) pro kazdé i = 0,1,... a kazdé j = 0,1,...,
dostavame, Ze pro kazdé ¢ = 0,1,... jsou mnoziny G, ,G; 1, ... navzajem disjunktni a
jejich sjednocenim je celé U.

Mejme parametr z, ktery budeme specifikovat pozdéji, a definujme

Ne={(x,y) € F | k=min{i| 3, 2,y € G;;}}  pro0<k <=

a N.y1 = F\ Uj_oNk. Vsimnéme si, ze pro {z,y} € Ni, k < z existuje j takové, ze
vys(x) < A(k —1,j) <vys(y). Déale pro k =0,1,...,m oznatme

My = {((z,y),7) | (z,y) € Ni,operace pFIND(z;,y;) prochdzela hranu (z,y)}.

Protoze operace pFIND prochazi kazdou hranu nejvyse jednou, plati Z(m D)EF v(z,y) =

4! |My|. Necht Ly je mnozina vsech prvki ((z,y),4) € My takovych, ze (z,v) je posledni

hrana v Ny, kterou prochézi operace pFIND(x;, y;). Nyni odhadneme velikosti mnozin Ly
a My \ Li. Ozna¢me a(z,n) = min{i | A(z,i) > logn}. Pak

Lemma 11.5. Plat?

(1) |Lk| < m pro kazdé k takové, ze 0 < k < z+1;
(2) [Mo\ Lo| < n;

(3) [My\ Li| < 3 pro kazdé k takové, e 1 < k < z;
(4) [Me41\ Loga| < na(z,n).

Diikaz. (1) plyne z faktu, ze pro kazdé ¢« = 1,2,...,m plati, ze kdyz ((z,y),17), ((«’,y),1) €
Ly, pak (xhy) = (xlvy,>'

Dokézeme (2). Méjme prvek ((u,v),i) € My \ Lo. Pak existuje j takové, ze A(0,j) =
27 < wvys(u) < vys(v) < 2j +2 = A(0,j + 1). Z definice Ly plyne existence ((s,t),7) € L.
Pak plati vys(v) < vys(s) < vys(t) < vys(y;). Odtud dostavame, ze vys(y;) > A(0,7 + 1),
a proto uz pro zadné i’ > i neexistuje prvek ((u,w),i’) € My. Tedy pro kazdy vrchol u
existuje nejvyse jeden prvek ((u,v’),d") v My \ Lo a (2) je dokdzano.
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Nyni za¢neme dokazovat (3) a (4). Méjme k € {1,2,...,z + 1} a uvazujme vrchol u
takovy, ze A(k,j) < vys(u) < A(k,j + 1). Predpokladejme, ze

((u7 Ul)? il)? ((u7 UQ)? iQ)? SRR ((u7 UQ>7 iQ)

jsou vSechny prvky v My \ Ly, jejichz prvni komponenta je u a plati vys(vy) < vys(vg) <

- < vys(vy) (nutné plati vys(u) < vys(vy). Zvolme [ € {1,2,...,q}. Z definice Lj plyne
existence ((si,1;),4) € Lg, a proto plati vys(v;) < vys(s;) < vys(t;) < vys(y;, ). Z popisu
operace pak plyne, ze vys(y;,) < vys(viy1). Protoze (si,t;) ¢ Ni_1, dostavame existenci jj
takového, ze

vys(u) < vys(vi) < vys(v) < vys(s)) < Ak —1,7;) < vys(t;) < vys(ys,)-

Odtud vys(v;) < A(k—1,7;) < vys(viy1) atedy j; < ji41. Odtud plyne j; < j1+q—1 < jz_1.
Daéle (u,v1) ¢ Ni_1 a tedy existuje j' takové, ze

vys(u) < A(k —1,5') < vys(v1) < A(k = 1, j1),

a proto j; > 1.

V tomto okamziku rozdélime dukazy (3) a (4). Nejprve dokonéime dukaz (3). Protoze
(u,vq) € Ni a u € Gy j, dostavame, ze v, € Gy j, a odtud plyne, ze vys(y,) < A(k,j+1) =
A(k—1,A(k,j)). Proto A(k—1,j1+q—1) < A(k—1,A(k,j)), atedy j1 +q¢—1 < A(k, j)
a odtud g < A(k, j) (protoze j1 > 1). Z A(0,0) = A(l,0) a A(0,1) = A(l,1) pro vSechna [
plyne k£ > 1 a j > 2. Pak z kazdého vrcholu u € Gy ; vychazi nejvyse A(k,j) hran (u,v)
v Nj takovych, ze ((u,v),7) € My \ Li pro néjaké i € {1,2,...,m}. Protoze pro kazdou
hranu (u,v) € Nj, existuje nejvyse jedno i € {1,2,...,m} takové, ze ((u,v),i) € My \ L,
tak z Lemmatu 11.4 plyne

2nA(k, 7) . 2n27  bBn
|Mk\Lk|<Z|ij|Akj <Z 2A(k‘,j) —Z

Vysvétleni: Druha nerovnost plyne z Lemmatu 11.4 a tfeti nerovnost plyne z faktu, ze
za uvedenych podminek plati A(¢,7) > 27 a funkce & je klesajici v intervalu (2,-+00)
(pouzijeme pro z = A(k,j)). Abychom dostali ¢tvrtou nerovnost, uvédomme si, ze 2j + 2 —
27 < 0 pro j > 3. Proto pro j > 3 plati

. 2542 i+10j+1
| g2i+2-21 _ 9225+ 9i+19j+

227 227
] 2
a odtud 22]% < 2]% Nyni pouzijeme Z; —4 2] = % a % = %, abychom dostali, ze
2(27 J+1 ,
Z;iz ;2]-) = Z;‘;Q 222]- < g. Tim je dukaz (3) kompletni.

Nyni se vratime k dikazu (4). V dikazu Lemmatu 11.4 jsme ukazali, ze vys(v,) < logn.
Proto A(z,j1+q—1) <logn. Vime, ze k—1 = z (pfedpokldddame k = z+1), a tak z definice
a(z,n) plyne j1+q—1 < a(z,n) (protoze j1 > 1) aodtud q < a(z,n). Tedy z kazdého vrcholu
v u € G,y1,; vychazi nejvyse a(z,n) hran (u,v) € N,y;. Z faktu, ze pro kazdou hranu
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(u,v) € N,41 existuje nejvyse jedno i € {1,2,...,m} takové, ze ((u,v),i) € M 41 \ L.41,
dostavame |M, 41 \ L,4+1| < na(zn), a tim je (4) dokdzano. O

7 téchto vysledku okamzité plyne

z+1 z+1

Z v(u,v) = Z\LJ +Z |IM; \ Li] <m(z+2)+n+ %Z—Fna(z,n).

(u,v)EF =0 i=0
Kdyz zvolime z = min{i > 1 | A(4,4[7*]) > logn} = a(m,n) a kdyz si uvédomime, ze

a(z,n) = a(a(m,n),n) = min{z | A(a(m,n),z) >logn} < 4(%} < sm

)
n

dostaneme, ze

Z v(u,v) <m(z+2)+n+ %z—kna(z,n) < (m+ 5gn)oz(m,n)+n+10m = O(ma(m,n)),
(u,v)EF

protoze m > n, a Véta 11.3 je dokazéna. [J

Vysledky Vét 11.1 a 11.2 jsou dusledkem ideji, které prezentovali Aho, Hopcroft a Ullman
v roce 1973. Vétu 11.3 dokazal v roce 1975 Tarjan. Tarjan také ukazal, ze témér kazdy
algoritmus fesici UNION-FIND problém potiebuje alespon Q(ma(m,n)) ¢asu. Tedy za
jistych velmi rozumnych predpokladu je prezentovany algoritmus az na multiplikativni kon-
stantu optimalni (neboli problém UNION-FIND sice nelze fesit v linedrnim case, ale pro
prakticky pouzitelné vstupy je algoritmus linedrni).

12. VOLBA ZE DVOU

V prvni pfednésce zimniho semestru jsme hledali horni odhad na ocekdvanou délku
maximalniho fetézce pro hasovéani se separovanymi tetézci, kdyz rozdéleni vstupnich dat
bylo rovnomérné. Tento problém lze pireformulovat nasledujicim zpusobem:

Méame m ptihradek a n micku, kde n < m, a vSechny micky chceme umistit do
téchto piihrddek (neni omezen pocet micku v jedné piihradce). Micky umistujeme
postupné a kdyz chceme micek umistit do prihradek tak nahodné, s rovnomérnym
rozdélenim, volime pfihradku, kam micek vlozime. N&s kol byl nalézt odhad na
oc¢ekdvany maximalni poc¢et micku v jedné prihradce.

V zimnim semestru jsme si ukazali, ze oCekdavany maximalni poc¢et micku v jedné prihrad-
ce je O( 1olg01go gn) V této prednédsce budeme studovat modifikaci tohoto problému a jeho dius-
ledky pro datové struktury. Pti vkladani micku do prihradky nevolime jednu ptihradku, ale
zvolime ndhodné s rovnomérnym rozdélenim a nezavisle d piihradek, kde d > 2 je fixované
¢islo. 7 téchto zvolenych prihrddek vezme ty, které obsahuji nejméné micku a do prvni z
téchto prihradek micek vlozime. Nas kol je stejny jako v puvodnim problému, tj. nalézt
ocekavany maximalni pocet micku v jedné prihradce.

Nejprve si uvedeme dvé pomocné tvrzeni. Prvni je specifickd verze Chernoffovy nerovnos-
ti.
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Lemma 12.1. KdyzZ Z je binomickd ndhodnd promeénnd s parametry n a p, pak

np

Prob(Z > 2np) <e 3.

O

Nez uvedeme druhé tvrzeni pfipomeneme si nékolik pojmu a faktu z teorie pravdépodob-
nosti. Bernoulliho proces je posloupnost nezavislych ndhodnych proménnych X, Xo, ..., X,
jejichz obor hodnot je {0, 1} a maji stejnou distribuci. To znamend, ze Bernoulliho proces
je urc¢en poctem proménnych n a pravdépodobnosti p = Prob(X; = 1) (protozé proménné
maji stejnou distribuci, tak p neni zavislé na 7). Soucet téchto proménnych dédvd ndhodnou
proménnou s binomialnim rozdélenim urécenym n a p. Proménnou nazveme bindrni kdyz
obor jejich hodnot je {0,1}

Lemma 12.2. Kdyz X1, Xo, ..., X, je posloupnost nahodnych promennych a Y1, Yo, ..., Y,
je posloupnost ndhodnijch bindrnich proménnygch takovych, zZe Y; = Y;(X1, Xo,..., X;) a

PI‘Ob(Y;; =1 ‘ Xl,XQ, .. ~7Xi—1) S P

pro kazdé i, pak
Prob() _Y; > k) < Prob(Z > k),

=1

kde Z je binomickd ndhodnd promeéennd s parametry n a p.

Diikaz. Vezméme Bernoulliho proces Iy, I5, ..., I, s n proménnymi a s pravdépodobnosti p.
Pak pro kazdé ¢ plati
Prob(Y; = 1) < Prob(l; = 1)

a jednoduchou indukci dostaneme

Prob() "Y; > k) < Prob() I > k).

i=1 =1

Ted si staci pfipomenout, ze soucet n proménnych v Bernoulliho procesu s pravdépodobnosti
p dava ndhodnou proménnou s binomickym rozdélenim uréenym parametry n a p a dostane-
me pozadované tvrzeni. [

V nésledujici analyze budeme piedpokladat, ze n = m a pfihradky tvoii zdsobnik (bez
operace pop). To znamend, ze i-ty vlozeny micek do k-té prihrddky bude v ni na i-
té pozici. Predpoklddejme, ze mame posloupnost i, fo,..., 3, Cisel takovou, ze (; je s
“velkou pravdépodobnostni” horni odhad na pocet prihradek, které po vlozeni vsech micku
do ptihrddek, obsahuji alespon i micku. Déle oznacme v;(t) pocet ptihrddek po vlozeni t
micku obsahuji alespon ¢ micku, u;(t) pocet viech micku, které jsou po vlozeni ¢t micku ve své
prihradce na j-té pozici pro j > i a h(t) oznacme pozici t-tého micku (tj. micku vklddaného,
jako t-ty) v jeho ptihradce. Misto v;(n) a p;(n) budeme psat jen v; a p;. VSimnéme si, ze
vi(t) < p;(t) a s “velkou pravdépodobnosti” bude platit v; < ;.

Nejprve uvazujme, ze pro dané i je ; skutecné horni odhad na v;. Pak pravdépodobnost,

ze libovolna fixovana pirihradka méa alespon ¢ micki, je nejvyse % Tedy pravdépodobnost, ze
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Bi

d d
h(t) > i je nejvyse (%) . Proto ocekdvana hodnota p;11 je nejvyse n <g> a z Markovovy

Bi

d
7) s pravdépodobnosti vétsi nez % Tato uvaha néas vede

d
pro 4 <1 < 4%, kde ¢* budeme specifikovat pozdéji.

nerovnosti plyne, ze ;11 < 2n (

Bi

k tomu, ze polozime ;11 = 2n (7

Déle, kdyz polozime 84 = 7, pak s pravdépodobnosti 1 plati, ze vy < 4. Proto budeme
muzeme piedpokladat, ze s velkou pravdépodobnosti plati v; = v;(n) < B; pro vsechna
i <i*. Oznac¢me &; udalost, ze v;(n) < B;. Tedy &, plati s pravdépodobnosti 1 a ukdzeme,
ze s velkou pravdépodobnosti z platnosti & plyne platnost &1 pro 4 < i <™.

Zafixujme 7 z daného definiéniho intervalu a definujme bindrni proménnou Y; tak, ze
Y; =1 prave, kdyz h(t) >i+1av(t —1) < f;. Tedy Y; = 1, kdyz se t-ty micek vklada do
prihradky na pozici aspon ¢ + 1 a po vlozeni ¢t — 1 micku ma nejvyse (5; prihradek alespon i
micku. Tedy

P i | (@-)d
rob(Y; = 1] (n(t—1) < B) < (=)

n

Tento odhad podminéné pravdépodobnosti vyuziva faktu, ze Y; = 0, kdyz vice nez (3;

prihradek ma alespon ¢ micku. Déle, protoze micky jsou vkladany nezavisle, tak proménné
Y; budou nezavislé a tedy jsou splnéné predpoklady Lemmatu 12.2.

Polozme p; = (%) , a necht Z; je binomickd ndhodnd proménnd s parametry n a p;.

Pak podle Lemmatu 12.2 dostavame

t=1

Prob (ZY; > k) < Prob(Z; > k).

Vzhledem k nasi definici Y; toto plati nezavisle na udalosti &;. Protoze v;+1 < p;41 a pii
udalosti & plati > ") | Y3 = p;41, tak dostdvéme

Prob(v;11 > k| &) <Prob(uir1 > k| &) =

Prob(ZYt>k|&- <

t=1
Prob (>0, Y: > k)
Prob(&;)
Prob(Z; > k)
Prob(&;)

<

Nyni pouzijeme Lemma 12.1 pro k = ;11 = 2np; a dostaneme

Prob(Z; > 2np;) < 1

Prob(v;y1 > k| &) < < = .
( +1 | ) PI‘Ob(Si) e 3 Prob(&-)

Protoze v;y1 > k znamend, ze nenastala udalost &1, tak pokud plati p;,n > 61Inn, tak
dostavame, ze

1
Prob(—¢; i) S SoaTe
rob(~€it1 | &) n? Prob(&;)
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Nyni odstranime podminénou pravdépodobnost standardnim postupem

Prob(—| 2’+1> :PI'Ob(_' i+1 | 52) PI‘Ob(52>+
PI‘Ob(_' i+1 | —|8,L) PI‘Ob(_'EZ') S
PI‘Ob(_' i+1 | (C/’Z) PI‘Ob((%) + PI‘Ob(_'gZ'>.

Odtud plyne, ze
1
PI‘Ob(_' i—|—1) S PI‘Ob(_'gZ'> + 5
n

kdyz p;n > 61nn. Tedy kdyz p;n > 61Inn a s velkou pravdépodobnosti plati &;, pak s velkou
pravdépodobnosti plati také &4 1.

Abychom dokon¢ili dikaz, ukdzeme, ze kdyz ¢* je nejmensi ¢ takové, ze p;n < 61Inn, pak
i je h}f&” + O(1). Nejprve si vsimnéme, ze pro kazdé i < ¢* plati p;n > 61lnn a tedy z
predchoziho odhadu dostaneme indukci podle i, ze

1t =4
2 )

Prob(—&) <
rob(=&;+) < -

protoze Prob(—=&,) = 0. Nésledujici odhad S;14, ktery dokdzeme indukei podle 4, ndm d&

odhad na 7*
n

Bita = W-

j=0

Tvrzeni zrejmé plati pro ¢ = 0. Déle plati

d
2814 <22dlzj=fl’ v ) _

Bit1)+4 = = =
(i+1)+ nd—1 nd—1
2n n
it1_\ ¢ i it1_\ ¢ i)
22d ijl d 22d ZFO d

kde prvni rovnost je definice B(;41)44, druha rovnost vyuzivd indukéniho predpokladu.

, ‘oz . n . i d—1 __ i—1 44 .
Z tohoto vyrazu dostavame, ze [;14 < 247+ brotoze d > 4= = ijo d’?. Protoze
d
p; = % tak dostavame, ze
TLd
d i\d
B ()L
DPi+a = nd = pd - odiTL

Kdyz 20”% < 61Inn, pak p;14n < 61lnn a tedy i* < i+4. Vztah le% < 61nn je ekvivalentni

h 2di+1 n 1 . . 5 d ‘o .
se vztahem > 5oy & logaritmovanim postupneé dostavame, ze

d'In2 >Inn—In6—Inlnn
(t+1)Ind+Inln2 > In(Inn —In6 — Inlnn).
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Z toho plyne, ze pro i+ 1 > h}rll“d” plati p;14n < 6Inn, a proto i* = h}fl“d” +O(1).
Nyni vysSetiime ptipad p;n < 61nn. Podle Lemmatu 12.1 dostaneme, ze

Prob(vj«y1 > 12Inn | £+) <Prob(pi«41 > 12Inn | ) <
Prob(Z < 12Inn)
Prob(&;+) -
1
n? Prob(&;+)’

kde Z je binomickd ndhodnd proménna s parametry n a 61%.
Nyni odstranime stejné jako v predchozim piipadé podminénou pravdépodobnost, kdyz
pouzijeme pfedchozi odhad a fakt, ze posloupnost {p;}°, je klesajici

1 1t =3
Prob(v;41 > 12Inn) < Prob(—=&;+) + 3 < —
Ziejmé plati

PI'Ob(Vi*+3 2 1) S PI'Ob(/,Li*+3 Z 1) S PrOb(/,Li*+2 2 2)

Dale plati

Prob(Z' > 2)
Prob(pue o > 2 | vierq < 12Inn) < — =
rob(pix42 = 2 | vi41 nn) Prob(vi«41 < 121Inn)

(3) ()

Prob(v;«y1 < 12Inn)’

. . L1y S d , s 1z
kde Z’ je binomickd proménnd s parametry n a (121%) a posledni nerovnost ziskdme
hrubou silou, protoze je (g) dvojic micku a pr?i kazdou dvojici, pravdépodobnost, ze ve své
. . 2
ptrihradce maji pozici aspon ¢* + 2 je (121%) .
Spojenim téchto odhadi dostaneme

PI‘Ob(Vi*_Hg Z 1) S Prob(,ui*+2 Z 2) S
Prob(m*_,_z 2 2 | Vix 41 S 12 lnn) PI'Ob(Vi*+1 S 12lnn)—i—

Prob(v;«41 > 12Inn) <

(12Inn)%¢  §* -3
n2d—2

Y

n2

kde jsme pouzili, ze (g) < n?. Odtud plyne, Ze Prob(v;«;3 > 1) je 0(%) pro d > 2 a z toho
plyne, ze maximélni pocet mickt v jedné piihradce je vétsf nez i* + 3 = Bt 4 (1) m4

Ind
pravdépodobnost o % ).

Veéta 12.3. Predpokladejme, Ze mdame n prihrddek a n micku a Ze d > 2 je prirozené éislo.
Vkladdme postupné micky do prihrddek tak, Ze zvolime nahodné s rovnomérnym rozdeélenim
a nezdvisle d prihradek a micek vlioZime do nejméné zaplnéné prihrddky. Po vloZeni vsech
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micku je maximdlni pocet micku v jedné prihrddce nejuijse h}fl“d” + O(1) s pravdépodobnosti

aspori 1 —o(+). O
Podobnou technikou lze ukéazat, ze tento vysledek nelze vylepsit. Uvedeme schema

dukazu. Deﬁnujme v tak, ze o = n a vip1 = i (%)d a necht F; je uddlost, ze
vi(n(l — (%)Z)) > ;. Polozme p; = % (%)d a necht i* je dolni mez pro &fsla i, pro které

plati 5% > 17lnn. Pak podobnym pocetnim postupem jako pro horni odhad dostaneme,

ze
1 1
Prob(F;«) > (1 — ﬁ)’ =1- 0(5))
Lze ukazat podobnym postupem jako pro ;, ze

n
T 22;_:1()(i+2—k)dk

Y

a tedy v; > 210(1% 7 toho dostaneme, Zze pro dostatecné velkd n a pro ¢ takové, ze
d—1 < % Inn plati v; > 17Inn a z toho dostaneme, ze i* = lnhll—lzl” —0(1) a tim je dokazéno,

ze je mala pravdépodobnost, aby platil mensi odhad na maximélni pocet micku v jedné
ptihradce.

Kdyz bychom chtéli pouzit tento vysledek piimo pro hasovani potfebovali bychom d
funkei, které prvkum univerza pritazuji d-tice ¢isel z mnoziny {1,2,...,m} tak, ze kdyz
vybereme n prvku pro n < m, pak ziskdme d-tice s rovhomérnym rozdélenim a prvky v d-
tice jsou navzdjem nezavislé. Ptitom funkce musime umét rychlé vy¢islit. Toto je problém
zajistit. Univerzalni haSovani nam vsSak dava moznost jak vysledek pouzit.

Musfme modifikovat pojem univerzélniho soubor funkci. Rekneme, ze soubor funkci
H ={h; |i€ I} z univerza U do ¢isel {0,1,...,m — 1} je silné k-univerzalni soubor funkci
pro piirozené ¢islo k > 1, kdyz pro kazdou prostou posloupnost prvku {:ci}f:l Z univerza a
kazdou posloupnost prvka {y;}¥_; z mnoziny {0,1,...,m — 1} plat{

. . 1]
Toto je ekvivaletn{ s tvrzenim, Ze pro kazdou prostou posloupnost {z;}X_, prvki z univerza
a pro kazdou posloupnost {y;}*_, prvkii z mnoziny {0, 1,...,m — 1} plat{

Probrew (f(x1) = y1, f(@2) = y2, ..., f(zr) = y) = %

Pouzijeme silné 1-univerzdlni systém H. Nejprve si vSak vSimnéme, Ze neni Uplné jasna
souvislost mezi silné 1-univerzalnimi systémy a l-univerzalnimi systémy. Daéle, kdyz méame
systém funkei H = {f; | ¢ € I} takovy, ze pro kazdé x € U ay € {0,1,...,m — 1} plati
Hiell filx) =y} < %, pak H je silné l-univerzalni. Skute¢né, kdyz existuje z € U a
ge{0,1,...,m—1} takové, ze |{i € I | fi(2) = 9} < &

m

, pak

m

. 1]
1IIUl =) i€ I| filx) =y} <|Um— =|U||1],
m7y
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kdex €e U aye€ {0,1,...,m — 1} — to je spor.
Nyni vybereme ndhodné s rovnomérnym rozdélenim a na sobé nezavislych d funkci
f1, f2, ..., fa a pouzijeme nasledujici operace.

Operace INSERT(z) nalezne nejmensi i takové, ze fetézec f;(x) je nejkratsi mezi fetézci

fi(z), fo(z), ..., falz)

a do tohoto Tetézce pridame x.
Operace MEMBER(z) prohleddva fetézce

fi(z), fo(), .., fa(z)

dokud nenalezne x. Pokud neuspéje, pak x neni v reprezentované mnoziné.

Pokud vstupni mnozina je nadhodnéa s rovnomérnym rozdélenim, pak podle predchoziho
vysledku je délka vsech Fetézct mensi nez 12 +(O(1) s pravdépodobnost{ vétsi nez 1—o(1),
kde n je velikost reprezentované mnoziny.

Je znamo, ze predpoklad, ze vstup ma rovnomérné rozdéleni lze nahradit predpokladem,
ze budeme vybirat ze silné [log n]-univerzalniho souboru. To by vsak napt. znamenalo, ze
bychom museli dopiedu, pied vlozenim prvniho prvku museli znat velikost vstupu.

Navic silné d-univerzalni systémy lze zkonstruovat zkonstruovat pomoci grafovych ex-
pandert, ale konstrukce je dost komplikovana. Druhd moznost je jako systém vzit poly-
nomy stupné |[U| — 1 pro |U| = m, ale to neni vhodné pro praktické pouziti. V dalsim
textu navrhneme pouzitelnou konstrukci silné 1-univerzalniho systému, ale diiv jesté budeme
diskutovat o vyuzitelnosti uvedeného vysledku.

Zde se pravdépodobnost bere jak pies vSechny vstupy (aby byl splnén pozadavek, ze vs-
tupy jsou ndhodné), tak pfes vybér funkei (aby byl splnén pozadavek, ze d adres pfirazenych
vstupu z je navzdjem nezavislych). Zde bohuzel vybér funkci neni schopen nahradit ndhod-
nost vstupu, jak je vidét z nasledujictho piikladu. Vezméme systém H = { fop(x) = ((az +
b) mod N) mod m | a,b € {0,1,..., N—1}, kde universum je mnozina ¢isel {0,1,...,n—1} a
m je velikost tabulky. Kdyz vezmeme posloupnost vstupu a; = z, a2 = 2x, a3 = 3x, a4 = 4z,
pak at volime jakoukoliv funkci f € H, tak bude vzdy platit f(a3z) = 2f(az) — f(a1),
flag) = f(as)+ f(a2) — f(a1). Tedy nebudou splnény predpoklady na rovnomérné rozdéleni
adres prifazenych k riznym vstupum.

Necht p je prvoéislo, k > 1 je pfirozené éfslo. Popiseme konstrukei silné 1-univerzalniho
systému pro tabulku velikosti p a univerzu U = {1,2,...,p* — 1}. Pak existuje bijekce ¢
mezi prvky u € U a k-ticema ¢isel (ug, uq, ..., ux—_1) z mnoziny {0,1,...,p— 1} ruznych od
(0,0,...,0) takova, ze u = Zf:_ol u;p* pro ¢p(u) = (ug,u1,...,up_1). Proj € {0,1,..., k—1}
definujme, ze ¢(u) = (Po(u), d1(u), ..., ¢k—1(w)). Pro agp,ai,...,ax—1 € {0,1,...,p — 1}
definujme zobrazeni hgya,.....a,_, 2 U do mnoziny {0,1,...,p — 1} takto

k—1

k—1
hao,al,,,,,ak_l(u> - (Z a/z(bz(u)) InOd p.
=0

Polozme
H=A{ha.ay,..an, Vi=0,1,... . k—1,

a; €{0,1,...,p—1} € {0,1,...,p— 1}}.
Pak plati
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Véta 12.4. ‘H je silne 1-univerzdlni systém.

Diikaz. 7 definice H plyne, ze velikost mnoziny indexti je p*. Vezméme libovolné u € U a
k€ {0,1,...,p— 1}. Bez 4jmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze ¢r_1(u) # 0.
Zvolme
ag, @1, ...0x—92 € {0,1,...,])— 1},

pak rovnice
k—2

> di(w)ai + zdr_1(u) = k mod p

i=0
ma prave jedno feseni, protoze celd ¢isla modulo prvocislo p tvori téleso. Tedy pro u existuje
pravé p*~! funkei z f € H (funkce z riznymi indexy povazujeme za riizné) takovych, ze
f(u) = k. Protoze ¢(u) # (0,0,...,0), existuje i, ze ¢;(u) # 0 a tedy staci zaménit i a k—1,
takze H je silné 1-univerzalni, protoze p = %. 0

Tedy predchozi vysledek lze pouzit pro libovolné d, kdyz tabulka bude mit velikost p pro
néjaké prvoéislo p a univerzum bude mit velikost p* — 1, kde k& > 0 je néjaké piirozené &islo.

Kukacéi hasovani.

Kukacci hasovanti je jiné vyuziti predchozi ideje. Autofi polozili duraz na rychlou realizaci
operace MEMBER i v nejhorsim piipadé a uvolnili pozadavky na operaci INSERT. Je to
varianta k perfektnimu hasovani. Pti pouziti perfektniho hasovani je problém s operaci IN-
SERT. To tesila dynamicka verze perfektniho hasovani, kde operace INSERT a DELETE
vyzadovaly konstantni ocekdvany amortizovany cas. Pouziti ideje z predchoziho vysledku
umozni prirozenéjsi realizaci operace INSERT, i kdyz dosazena slozitost je podobna.

Kukacél hasovani pracuje s dvéma tabulkami Ty a 77 o velikosti m a s dvéma ruznymi
hagovacimi funkcemi hg a hi. Rekneme, ze mnozina S je reprezentovéna funkcemi hg a h1,
kdyz

S = {s | s je ulozené na néjakém radku tabulky Ty nebo 77}

a pro kazdé s € S plati, ze s je ulozené bud v T na Fadku ho(s) nebo v T na fadku hy (s), ale
nikoliv na obou fadcich. Pak operace MEMBER(x) se provede jednoduse, prohlédneme
fadek ho(z) v tabulce Ty a fadek hi(z) v tabulce 77 a = € S, pravé kdyz jsme na nékterém
radku prvek z nasli.

Operace DELETE(x) je také jednoduchd. Prohlédneme, zda fadek hg(x) v tabulce Tj
nebo fadek hi(z) v tabulce T7 neobsahuje z. Pokud ano, tak ho z této tabulky odstranime
a skoncime, pokud ne, tak hned konc¢ime.

Problém je, kdy existuje reprezentace S. Zakladni vysledek autoru této metody iika, ze
kdyz S mé jen o malo méné nez m prvki, tak pro rozumné funkce je velka pravdépodobnost,
ze takova dvojice funkci existuje. Co to jsou rozumné funkce? Zde se opét obratime k
univerzalnim systémim funkci. Rekneme, 7e systém funkci H = {h; | i € I} je c-téméf
silné k-univerzdlni, kde h; pro ¢ € I jsou funkce z univerza U do {0, 1,...,m — 1}, kdyz pro
kazdou prostou posloupnost prvkiu xi,xo, ...,z z univerza U a kazdou posloupnost prvku
Y1,Y2, -, Yr z mnoziny {0,1,...,m — 1} plati

' s c
Prob{i € I | hj(x;) =y; pro kazdé j =1,2,...,k} < E
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Kdyz U ={0,1,..., N — 1}, kde N je prvocislo a m = N, pak polynomy stupné k + 1 tvoti
1-téméf silné k-univerzalni systém. Déle existuji konstanty ¢, ¢ > 0 takové, ze kdyz | S| = n,
m > (1+¢e)n a H je (1, [clogn])-univerzalni, pak kdyz zvolime hg,h; € H ndhodné a
nezavisle, pak pravdépodobnost, ze S neni reprezentovatelnd pomoci hg a hy, je mensi nez
%. Kukacéi hasovani je zalozeno na tomto vysledku.

Popiseme operaci INSERT () za predpokladu, ze S je reprezentovédna pomoci funkei hg
a hy. Kdyz mame vlozit prvek a fadek hg(z) v tabulce Ty je obsazen prvkem yo # z, pak
nahradime prvek gy prvkem x a zkusime vlozit yo do tabulky 7. Navic si oznacime fadek
v tabulce Ty. Pak spocitdme hi(yo). Pokud Fadek hq(yo) je volny, pak do ného vlozime
prvek yo a skon¢ime. V opa¢ném piipadé je obsazen prvkem y; # yo. Kdyz rfadek hq(yo)
neni oznacen, pak yo nahradi y; na fadku hq(yo) v tabulce 77 a my pokracujeme tak, ze
oznacime tadek hi(yg) v tabulce T7 a pokusime se vlozit y; do tabulky 7y. Kdyz je tadek
oznacen, tak konc¢ime s informaci, ze x nelze vlozit do tabulky T;. Tento proces cyklicky
opakujeme.

Duvod, ze jsme mohli fict, ze x nelze vlozit, je ten, ze jsme nalezli posloupnost prvku

Yo, Y1, - - -, Y takovou, ze
(1) yo je na ho(x)-tém tadku v tabulce Tp;
(2) kdyz 2i + 1 < k, pak ya;4+1 je na hi(ys;)-tém Fadku v tabulce T7;
(3) kdyz 2i 4+ 2 < k, pak ya;+2 je na hg(y2i+1)-nim fadku v tabulce Tp;
(4) kdyz k je liché, pak pro néjaké 2i + 1 < k plati ho(yx) = ho(y2i+1), kdyz k je sudé,
pak pro néjaké 2i < k plati ho(yx) = ho(ya2i)-
To znamena, zZe jsme nalezli posloupnost prvku, kterd se zacyklila a operace INSERT by ji
jen posunovala v cyklu. Dusledkem je, ze v této reprezentaci nelze x vlozit do tabulky Ty. V
tom piipadé vratime tabulky do puvodniho stavu. Stejny postup lze provést i s vkladanim
prvku x do tabulky T7.

Na zacatku predpokladame, Ze neni oznacen zadny fadek. Tuto akci realizuje nasleduji
procedura, kterd ma za parametry ¢ a k, kde ¢« nabyva hodnot 0 a 1, a fika, v které tabulce
zac¢indme a k k4, na kterém fadku v tabulce T; za¢indme (pfedpokladame, ze k-ty fadek
v tabulce T; je obsazen).

Vloz(i, k)
y :=prvek na k-tém tadku tabulky T;, ) :=prazdna fronta
vloz y do @ a x na k-ty tadek v tabulce T; a ozna¢ ho
ji=id,i:=1—14,1:=k, k:=h;(y)
while k-ty tadek tabulky T; je obsazen a neni oznacen do
z :=prvek na k-tém tadku tabulky T;
y vloz na k-ty fadek tabulky 7; a ozna¢ ho
i:=1—14,y:=2z, k:= h;i(y), vloz y do @ enddo
if k-ty radek tabulky 7T; neni obsazen then
y vloz na k-ty radek tabulky T;
zru$ oznaceni v8ech fadku, vyprazdni frontu @) else
while () neni prazdna do
zru$ oznaceni [-tého fddku v tabulce T3, z :=vrchol fronty @
odstran z z @, z vloz na [-ty fadek tabulky 7}, j :=1—j, l := hj(u)
enddo Vystup: vlozeni se nepovedlo
endif



40

Bohuzel prvni cyklus, ktery hledd volny fadek se muze az |S|-krét opakovat, kde S je
reprezentovand mnozina. Aby toto nemohlo nastat (i kdyz tento jev neni moc pravdépodob-
ny), tak je stanovena hodnota ¢ zdvisla na velikosti reprezentované mnoziny, kterda omezuje
pocet opakovéani tohoto cyklu a tedy podprocedura vyzaduje ¢as O(q).

Nyni popiseme vlastni algoritmus INSERT (x). Spocitame ho(z) a hq(x). Pokud ho(x)-
ty tadek tabulky Ty nebo hq(x)-ty fadek tabulky 77 obsahuje z, tak kon¢ime. Pokud hg(x)-
ty tabulky T} je prazdny, tak tam vlozime x a kon¢ime. Kdyz neni prazdny, tak testujeme,
zda hq (x)-ty tadek tabulky T} je prazdny, v tom piipadé tam vlozime x a kon¢ime. Kdyz oba
fadky jsou nepréazdné a neobsahuji x, pak zavolame podproceduru V1oz(0, ho(x)), a kdyz
uspésné prerovnd prvky, tak koncime. Kdyz dostaneme zpravu “vlozeni se nepovedlo”, tak
zavolame podproceduru Vl1oz(1, hi(x)). Kdyz se ji povede prerovnat prvky, tak konéime.
Kdyz obé volani podprocedury Vloz konci hlaskou, “vlozeni se nepovedlo”, tak oznamime,
ze INSERT (x) nelze provést, reprezentace vlozené mnoziny nelze rozsitit o prvek x. Tady
je formalni zapis algoritmu.

INSERT (x)
Spocitej ko := ho(x) a k1 := hy(x)
if x je na ko-tém tadku tabulky Ty nebo na ki-nim fadku tabulky 77 then stop endif
if ko-ty tadek tabulky Ty je prazdny then
vloz x na ko-ty radek tabulky Tp, stop endif
if k1-ni fadek tabulky T} je prazdny then
vloz x na ki-ni fadek tabulky 77, stop
endif Vloz(0, k)
if podprocedura Vloz hlasi, ze vnoteni se nepovedlo then
VlOi(l, kl)
if podprocedura Vloz hlasi, ze vnoreni se nepovedlo then
Vystup: prvek x nelze do této struktury vlozit
endif endif

Pokud dostaneme hlaseni, ze soucasnd reprezentace reprezentované mnoziny neumoziuje
jeji rozsiteni o prvek x, pak provedeme prehasovani. To znamend, ze zvolime nahodné a
nezavisle dveé funkce v systému H a hleddme reprezentaci SU{z} pomoci novych dvou funkeci
tak, ze opakujeme algoritmus operace INSERT(y) pro y € S U {z} (S je reprezentovand
mnozina).

Vsimnéme si, ze nalezeni navstiveného vrcholu znamend, ze prvky ulozené pomoci hy a
hy se “zacyklily”. Pokud se to stane pro tabulku T i T, tak to znamend, ze reprezentace
S U {x} pomoci hy a hy neexistuje.

Je ttfeba jesté hlidat velikosti reprezentovanych mnozin. Kdyz po INSERT(x) je v
mnoziné S mnoho prvku nebo po operaci DELETE(x) je mélo prvku, tak se tabulky
zdvojnasobi nebo se stanou poloviéni.

Autofi ukézali, ze kdyz H je 1-téméf silné [log n]-univerzalni systém, pak operace IN-
SERT a DELETE maji ocekdvany amortizovany ¢as konstantni.

Kukaccéi hasovani navrhli a analyzovali R. Pagh a F. F. Rodler v publikaci z roku 2004.



