DATOVE STRUKTURY II
Text doplnénych prednasek.

Binarni vyvazené vyhledavaci stromy.

V minulém semestru jsme si ukazovali vztah ¢erveno-cernych stromu a (2, 4)-stromu
a jejich mozné zobecnéni pro (a,b)-stromy. Nyni uvedeme jinou kombinatorickou
charakteristiku cerveno-cernych stromti. Pomoci ni ukazeme vztah c¢erveno-cernych
stromu a AVL-stromu. (Pfedpokladdme definici ¢erveno-cernych stromu, kde listy
reprezentuji intervaly).

Megjme tplny binarni strom 7', pak funkce f z vrcholi iplného binarniho stromu T
do prirozenych ¢isel splnujici podminky
(rl) kdyz x je list, pak f(z) =0 a f(otec(x)) = 1;
(r2) pro kazdy vnitini vrchol v ruzny od kofene plati f(v) < f(otec(v)) < f(v)+
L
(r3) pro kazdy vnitini vrchol v takovy, ze v i otec(v) jsou ruzné od kofene, plati

f(ded(v)) > f(v)

se nazyva hodnostni funkce 7' (anglicky rank of T').

Véta 1. Uplng binarni strom T je ¢erveno-cerny strom, prdavé kdyzZ mda hodnostni
funkci.

Dikaz. Predpokladejme, ze T' je cerveno-cerny strom. Definujme funkci f na vrcho-
lech stromu T tak, ze pro kazdy vrchol v je f(v) pocet ¢ernych vrcholu na nékteré
cesté z nekterého syna vrcholu v do listu. Ukazeme, ze f je korektné definovana
hodnostni funkce. Podstrom urceny vrcholem v je ¢erveno-cerny strom, a tedy
vSechny cesty z vrcholu v do listu maji stejny pocet cernych vrcholu. Proto maji
vSechny cesty z nékterého syna vrcholu v do listu stejny pocet cernych vrcholu.
Odtud plyne korektnost definice f, protoze nezavisi ani na volbé syna ani na volbé
cesty.

Dokézeme, ze f je hodnostni funkce. Z definice f okamzité plyne, ze f splauje (rl).
Protoze cesta z vrcholu v do listu ma nejvyse o jeden ¢erny vrchol vic nez cesta z
jeho syna, dostdvdame, ze f(v) < f(otec(v)) < f(v)+1, a tedy je splnéna podminka
(r2). Navic f(v) < f(otec(v)), pravé kdyz v je obarven ¢erné. Nyni podminka
(r3) plyne z toho, Ze ¢ervené obarveny vrchol je bud kofen nebo jeho otec je cerné
obarveny, a tedy f je hodnostni funkce T'.

Nyni predpokladejme, ze tuplny binarni strom 7" ma hodnostni funkci f. Vrchol
v stromu T ruzny od kofene obarvime ¢erné, kdyz f(v) < f(otec(v)), a obarvime
ho ¢ervené, kdyz f(v) = f(otec(v)). Kdyz f(r) = f(v) pro kofen r stromu T a
nékterého jeho syna v, pak obarvime r ¢erné, jinak obarvime r libovolné. Ziejmé
kazdy vrchol je obarven prévé jednou barvou. Z podminky (rl) okamzité plyne,
ze listy jsou obarveny cerné. Méjme cervené obarveny vrchol v stromu 7', ktery
neni koren. Pak f(v) = f(otec(v)). Kdyz otec(v) neni kofen, pak podle (r2)
f(ded(v)) > f(v) = f(otec(v)), a tedy otec(v) je obarven ¢erné. Kdyz otec(v)
je koten, pak podle definice je otec(v) obarven ¢erné a tedy plati podminka pro
cervené obarvené vrcholy.

Protoze f je funkce do pfirozenych cisel takova, ze
f(v) = 0 pro kazdy list v;
vrchol v razny od kotene je obarven cerné, prave kdyz f(v)+1 = f(otec(v));
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vrchol v ruzny od kotene je obarven ¢ervené, prave kdyz f(v) = f(otec(v)),

dostavame, ze kazda cesta z vrcholu v ruzného od kofene do nékterého listu ob-
sahuje f(otec(v)) ¢ernych vrcholu. Specidlné, kazda cesta z kazdého syna kofene
do nékterého listu obsahuje f(kofen stromu) ¢ernych vrcholia. Z tohoto plyne, ze
vSechny cesty z kotfene do listu maji stejny pocet cern ych vrcholu. Tedy T je
¢erveno-cerny strom. [

Snaha nalézt lepsi algoritmy pro operaci DELETE vedla k zavedeni polovyvaze-
nych stromu. Autor téchto stromu (Olivié, 1980) popsal algoritmy pro operace
INSERT a DELETE, které vyzadovaly konstantni pocet rotaci a dvojitych rotaci.
Na tento vysledek navazal Tarjan 1983, ktery nalezl algoritmus pro Cerveno-cerné
stromy vyzadujici nejvySe jednu rotaci a jednu dvojitou rotaci nebo dvé rotace
(byl ukdzdn v minulém semestru). Také ukézal, Zze strom je ¢erveno-cerny, praveée
kdy# je polovyvéazeny. Rekneme, ze tiplny bindrni strom T je polo-vyvazeny, kdyz
v(v) < 2s(v) pro kazdy vrchol v stromu T', kde

v(v) je délka nejdelsi cesty z vrcholu v do listu v podstromu vrcholu v — tj. v(v) je
vyska vrcholu v;

s(v) je délka nejkratsi cesty z vrcholu v do listu v podstromu vrcholu v.

Veéta 2. Strom T je cerveno-cerny, pravé kdyz je polovyvdZeny.

Diikaz. Necht T je éerveno-éerny strom. Vezméme hodnostni funkci f stromu T
definovanou ve Vété 1. Pak f(v) je pocet ¢ernych vrcholu na nékteré cesté z
nékterého syna vrcholu v do listu v podstromu tohoto syna. Méjme cestu P z
vrcholu v do do listu v jeho podstromu a necht & je poéet éernych vrcholl na cesté
P\ {v}. Pak délka cesty P je alespon k a nejvyse 2k. Tedy pro kazdy vrchol v
stromu T plati

flv) —1<s(w) <v(v) <2f(v) —1.
Proto T je polovyvazeny.

Necht naopak T je polovyvézeny strom. Budeme definovat indukei funkci f z
vrcholu stromu 1" do prirozenych ¢isel tak, aby pro kazdy vrchol v stromu T platilo
(@W < f(v) < s(v) (z v(v) < 2s(v) plyne (@} < s(v)). Zateneme u kofene.
Kdyz r je kotfen, zvolme f(r) jako pFirozené ¢islo takové, ze [@1 < f(r) < s(r).
Méjme definovanou funkci f(v) pro vnitini vrchol v stromu 7' tak, ze plati (@W <
f(v) < s(v), a necht w je syn vrcholu v. Polozme f(w) = max{f(v) — 1, [”(;)1}.
Pak (@} < f(w). Z f(v) < s(v) < s(w) + 1 dostavame, ze f(v) — 1 < s(w).
Protoze (@1 < s(w), plati f@} < f(w) < s(w). Navic muzeme fict, ze f(v) <
f(w) 4+ 1. Protoze v(w) + 1 < v(v) a (@W < f(v), dostdvdame (@W < f(v), a
proto f(w) < f(v). Tedy f(w) < f(v) < f(w) + 1. Protoze w byl libovolny syn
vrcholu v, je f definovdna pro oba syny vrcholu v a indukci dostavame, ze f je
definovana pro v8echny vrcholy stromu 7" a spliiuje podminku (r2).

Protoze pro list | stromu T plati v(l) = s(l) = 0, dostavame, ze f(I) = 0. Kdyz
v je otec listu, pak s(v) = 1 < v(v) < 2s(v) = 2, a proto (@} =1= f(v) a
f spliiuje (rl). Méjme vrchol v stromu T takovy, ze v ani otec(v) nejsou kofeny
stromu 7. Oznacme t = otec(v) a u = ded(v). Z (r2) plyne f(v) < f(t) < f(u).
Protoze f(v) = max{f(t) — 1, (U;)}}, tak plati bud f(v) < f(t) < f(u) nebo

(207 > (1) — 1> [2487] — 1. Predpokladejme, 7e [222] > (1) — 1 > [2807] — 1.




Pak [Y7 11 > (207 a4 u(t) > v(v) + 1 pak plyne [22] > (207 4 tedy
el = 19407 Proto w(t) = w(v) + 1 je sudé a f(v) = f(t) = [42]. Pak
v(u) > v(t) + 1 implikuje, ze f(v) = f(t) = [U2] < 247 < f(u). Tedy f
spliiuje podminku (r3), takze je to hodnostni funkce pro T a podle Véty 1 T je
¢erveno-cerny strom. [

Déle ukazeme vztah mezi AVL-stromy a ¢erveno-cernymi stromy.

Veéta 3. KazZdy AVL-strom je cerveno-cerny strom.

Diikaz. Necht T je AVL-strom. Pak pro kazdy vnitini vrchol v stromu T plati,
ze |v(u) — v(w)| < 1, kde u je levy syn vrcholu v a w pravy syn vrcholu v.
Dokézeme, ze kdyz v(u) < 2s(u) a v(w) < 2s(w), pak v(v) < 2s(v). Plati
s(v) = 14 min{s(u), s(w)} a v(v) =1 + max{v(u),v(w)}. Pak

2s(v) = 24 2min{s(u), s(w)} > 2 4+ min{v(u),v(w)}.
Z |v(u) — v(w)| <1 plyne, ze

max{v(u),v(w)} — min{v(u), v(w)} < 1,

a proto 2s(v) > 2 + min{v(u),v(w)} > 1 + max{v(u),v(w)} = v(v). Protoze pro
kazdy list I stromu 7" plati 0 = v(l) = 2s(l), dostavame indukei, ze pro kazdy vrchol
v stromu T plati v(v) < 2s(v), a tedy T je polovyvazeny strom a z Véty 2 plyne
pozadované tvrzeni. [

Obecné vyvazené binarni vyhledavaci stromy.

Tyto vztahy a vysledky a zjisténi, ze fada velkych softwarovych firem se nedostala
dal nez ke spojovym seznamum, a pouziti vyvazenych stromu by znacné zrychlilo je-
jich produkty, vedly Anderssona k definici obecné vyvazenych binarnich vyhledava-
cich stromu. Zjistil, ze ¢erveno-cerné stromy a AVL-stromy jsou prilis slozité pro
programatory téchto firem (efektivni programy pro tyto struktury lze nalézt na
Internetu). Proto navrhl nasledujici strukturu.

Mnozina S C U je reprezentovana binarnim vyhleddvacim stromem a navic jsou
dény horni hranice pro hloubku stromu a pocet operaci DELETE provedenych od
posledniho vyvazovani. Hloubka stromu je vzdy shora omezena hodnotou clog |S|
pro vhodné ¢ > 1 (to je podminka obecné vyvéazenosti). Autor experimentalné
ovéfoval chovani datové struktury pro ¢ ~ 1.3 (pak hloubka téchto stromu v nej-
horsim pripadé je mensi nez hloubka v nejhorsim ptipadé u ¢erveno-cernych stromu
a u AVL-stromu).

Operace MEMBER(z) a DELETE(z) se provedou stejnym zpusobem jako v
klasickych (nevyvazenych) bindrnich vyhledavacich stromech. Po tispésném prove-
deni operace DELETE se pocet operaci DELETE zvétsi o 1 a kdyz ptrekroci
stanovenou hranici, provede se vyvazeni celého stromu reprezentujictho mnozi-
nu S. Operace INSERT (z) se také provede jako v klasickych bindrnich vy-
hledavacich stromech, ale navic pfi ni poc¢itame délku cesty z kotene do listu, ktery
bude reprezentovat x. Po pfidani z ji zvétsime o 1 a kdyz piekroc¢i vysku stromu,
zveétsime vysku stromu. Pokud vyska prekroci stanovené omezeni na vysku stromu
(toto omezeni zavisi na velikosti reprezentované mnoziny), pak se provede vyvéazeni
stromu.



Vyvazovani stromu se provadi tak, ze se najde vrchol v, jehoz podstrom se ma
vyvazit, a tento podstrom se nahradi podstromem reprezentujicim stejnou mnozinu,
ale s nejmensi vyskou. Pii operaci INSERT(z) vrcholem v bude vrchol s nej-
mensi vyskou takovy, ze jeho podstrom neni vyvazeny (tj. nespliuje omezeni na
svou vysku vzhledem k velikosti jim reprezentované mnoziny). Nahrazenim tohoto
podstromu podstromem s nejmensi vyskou se zmensi vyska celého stromu a ten pak
bude splhovat omezeni dané na vysku stromu (protoze pied operaci toto omezeni
spliioval). Pii vyvazovéani po operaci DELETE provedeme vyvazovani pro kofen
stromu, tj. nahradime puvodni strom novym bindrnim vyhleddavacim stromem,
ktery reprezentuje stejnou mnozinu, ale ma nejmensi vysku.

Abychom mohli realizovat tuto operaci, je potieba znat v kazdém vrcholu velikost
mnoziny reprezentované podstromem tohoto vrcholu. Proto je potfeba po tspésné
operaci INSERT nebo DELETE (tj. kdyz se pfidal nebo odebral prvek) projit
cestu od upravovaného vrcholu nazpét ke kofeni a aktualizovat velikost mnozin
reprezentovanych podstromy na této cesteé.

Anderssonem navrhované vyvazovani nejprve prevede nevyvazeny podstrom po-
moci rotaci a dvojitych rotaci do tplné zdegenerovaného tvaru (tj. je to jedind
cesta z kofene, k niz jsou pridény listy) a pak opét pomoci rotaci a dvojitych rotaci
vytvorit bindrni vyhledavaci strom s nejmensi vyskou. V literatuie lze nalézt celou
fadu efektivnéjsich zpusobu pro konstrukci binarniho vyhleddvaciho stromu s nej-
mensi vyskou, ale nikde jsem nenasel vzajemné porovnani jejich efektivity. Proto lze
fict, ze obecné vyvazené binarni vyhledavaci stromy oteviraji celou fadu problému,
které by bylo dobré vytesit.

Relaxované stromy.

Nyni popiSeme jinou strategii pro praci s vyvazenou stromovou datovou struk-
turou. Tato strategie umoznuje soucasnou praci vice uzivatelii a je vhodné i pro
praci v davkovém rezimu. S ideou, na které je zalozena, jsme se poprvé setkali
pfi liné implementaci binomidlnich hald. Je zalozena na myslence, ze odlozeni
vyvazovani na pozdéjsi dobu vede k vzajemnému vyruseni nékterych vyvazovacich
pozadavku. Nevyhodou této ideje je fakt, ze ztratou vyvazenosti se muze vyrazné
prodlouzit ¢as potiebny k vyhleddvéni (logaritmicky vyhleddvaci cas muze vzrust
az na linedrn{). Na druhé strané vime, ze pfi rovnomérném rozdéleni dat je tento
narust nepravdépodobny. V praxi se sice s rovnomérnym rozdélenim dat setkdvame
malokdy, ale muze to platit i pro rozdéleni, kterd jsou mu blizkd, coz jsou mnoha
rozdéleni z praxe.

Metoda od sebe oddéluje vyhleddavaci a vyvazovaci operace. Misto toho, aby
se provedlo vyvazovani, se jen zaznamend pozadavek na vyvazovani do fronty
pozadavku. Vyhoda této metody se zvlasté projevuje v casovych Spickach, kdy
prichdzi mnoho pozadavku od uzivatelu a nelze stihnout vyvazovani, nebo pfi
praci v davkovém rezimu (napt. kdyz administrator odeslal davku pozadavku, aby
odstranil ¢ast datové struktury poskozenou vypadkem proudu). Dalsi vyhoda této
metody spociva ve faktu, ze ji 1ze snadno modifikovat pro vSechny bézné pouzivané
vyvazené stromy. Pouziti vyzaduje osetfeni dvou problému. O prvnim jsme se
jiz zminili, je to mozny néarust ¢asu pro vyhledavani zptusobeny degeneraci datové
struktury. Druhy problém je, zda lze jednoduse vyvazit binarni strom, ktery vznikl
nekolika aktualizacnimi operacemi (bez nasledného vyvazovéni) z vyvézeného bi-
narniho vyhleddvaciho stromu (bez nového budovani celého vyvézeného vyhledava-



ctho stromu, jen na zdkladé reprezentovanych dat). S nim je spojena otdzka strate-
gie feSeni vyvazovacich pozadavki.

Stromy vzniklé touto metodou se nazyvaji relaxované. Pritom konkrétnich realizaci
této zakladni ideje je pro kazdy typ vyvazenych stromu nékolik (zélezi na tom,
ktery parametr je preferovéan). PopiSeme jeden relaxovany model pro ¢erveno-cerné
stromy.

Uvazovany model mé data ulozend v bindrnim vyhledavacim stromu, jehoz vnitini
vrcholy jsou obarveny bud ¢ervené nebo cerné (obarveni obéma barvami neni pii-
pustné) a listy jsou obarveny ¢erné. Navic je ddn soubor vyvazovacich pozadavku
(budeme ho nazyvat fronta vyvazovacich pozadavku) a pokud je tento soubor
prazdny, pak strom reprezentujici data je vyvazeny cerveno-cerny strom. Nad
daty pracuje souCasné vice procesu, které jsou dvou typu:

uzivatelsky — provadi pouze vyhledavani, pridavani a ubirani prvku a kdyz po
aktualizaci vznikne pozadavek na vyvazovani (vyznam i formu upfesnime pozdéji),
da tento pozadavek do fronty vyvazovacich pozadavku.

spravcovsky — bere vhodné pozadavky z fronty vyvazovacich pozadavku a provadi
je. Muze se stét, ze bud dany pozadavek tplné oSeti{ nebo ho transformuje v
jiny pozadavek blizsi ke kofeni stromu. Tim se postupné odstranuje nevyvazenost
stromu.

Idedlem je v jistych periodach vyprazdnit frontu pozadavku a tim vytvorit klasicky
cerveno-cerny strom. Pocet pracujicich spravcovskych procesu neni fixni a zavisi
na délce fronty vyvazovacich pozadavku.

Nyni popiseme sémantiku a formu pozadavku. Budeme mit pozadavky dvou typu
—b av. Kdyz je s vrcholem v svdzan pozadavek b, pak s nim uz neni svazan zadny
dalsi pozadavek (tj. pozadavek b je neslucitelny s kazdym dalsim pozadavkem,
zatimco pozadavku typu v na vrchol v muze byt vic). Pokud je s vrcholem svézan
néjaky pozadavek, pak vrchol ma ukazatel na tento pozadavek ve fronté vyvazova-
cich pozadavku. Pozadavek b na vrchol v znamena, Ze v je ¢erveny a ma ¢erveného
otce (to plati v okamziku vzneseni pozadavku, tato situace se pozdéji muze zménit).
Pozadavek v na vrchol v znamena, ze v je cerny a v cestach z kofene stromu do
listi prochézejicich vrcholem v chybi jeden ¢erny vrchol (proti idedlni cesté). Z
toho plyne, ze kdyz je na vrchol v vlozeno k pozadavku v, pak v cestach z kofene
do listi prochazejicich vrcholem v chybi k ¢ernych vrcholu, tj. kdyby kazdy vrchol
v s k pozadavky v predstavoval k 4+ 1 ¢ernych vrcholi, pak vSechny cesty z kotene
do listu by mély stejny pocet éernych vrcholu).

Ve fronté vyvazovacich pozadavkiu je kazdy pozadavek specifikovan svym typem a
ukazatelem na vrchol, kde vznikl.

Neformalné popiseme praci jednotlivych procesu. Uzivatelsky proces provadi jednu
ze ti1 operaci: MEMBER, INSERT a DELETE.

Operace MEMBER () klasickym vyhleddavanim zjisti, zda x pati{ do reprezento-
vané mnoziny, a oznami to uzivateli (pokud patii, oznami také adresu dat spojenych
s prvkem x).

Operace INSERT (z) klasickym vyhledavanim zjisti, zda z pati{ do reprezentované
mnoziny. Kdyz patii, operace konéi (zde je nékolik pfirozenych alternativ — napf.
oznami neuspésné vlozeni prvku nebo oznami adresu dat spojenych s prvkem x



atd.) Kdyz x nepatii do reprezentované mnoziny, tak vyhleddvani skoncilo v listu
t (ktery reprezentuje interval obsahujici x). Nyni zméni list ¢ na vnitini vrchol,
vytvoii dva ¢erné syny vrcholu t, které budou listy, ulozi data spojenda s x a jejich
adresu spolu s prvkem x spoji s vrcholem t. Kdyz vrchol ¢ vznasel pozadavek v,
pak smaze jeden pozadavek v vzneseny vrcholem t a neché vrchol t cerny, kdyz
vrchol t nevznasel zadny pozadavek v, tak zméni jeho barvu na cervenou a kdyz
otec vrcholu t je Cerveny, vytvoii pro vrchol ¢t pozadavek b a vlozi ho do fronty
vyvazovacich pozadavku (propoji vrchol ¢ a tento pozadavek ukazateli).

Operace DELETE(z) klasickym zpusobem zjisti, zda = patii do reprezentované
mnoziny. Kdyz nepatii, operace koné¢i (piipadné ozndmi neuspéch). V opacném
ptripadé nalezne vrchol ¢t a jeho syna [, které maji byt odstranény, uvolni data
spojena s prvkem z. Kdyz t nereprezentoval x, pak data spojend s t presune na
vrchol reprezentujici z. Pak odstrani vrchol ¢ a list [ a na misto vrcholu ¢ da bratra
listu [, kterého obarvi na ¢erno. Kdyz t i bratr [ byly obarveny cerné, vytvori
pozadavek v spojeny s bratrem [ a vlozi ho do fronty vyvazovacich pozadavku (a
propoji ukazateli bratra [ s timto pozadavkem). Pozadavky b spojené s vrcholy ¢ a
bratrem [ se rusi a odstrani se z fronty vyvazovacich pozadavku (kdyz ¢t nebo bratr
mély pozadavek b, pak jejich odstranénim zadny novy pozadavek nevznika). Navic
bratr [ dédi vSechny pozadavky v spojené s vrcholem ¢ (tim se mohou hromadit
pozadavky v spojené s jednim vrcholem).

Nyni neformalné popiseme praci spravcovského procesu. Proces provede jednu z
nasledujicich akei:

Zrusi (a odstrani z fronty) jakykoliv pozadavek na koten stromu.

Zrusi (a odstrani z fronty) pozadavek b na vrchol v, kdyz otec vrcholu v je ¢erny.

Kdyz je na vrchol v vlozeno i pozadavku v a na bratra vrcholu v je vlozeno j
pozadavku v, pak zrusi min(i, j) pozadavka v na vrcholy v a bratr(v). Kdyz otec
vrcholu v je ¢erny, pak vlozi novych min(i, j) pozadavku v na otce vrcholu v.
Kdyz otec vrcholu v je cerveny, pak zmeéni jeho barvu na ¢ernou a vlozi na ného
min(é, j) — 1 pozadavku v.

Kdyz je na vrchol v vlozen pozadavek b a jeho otec je ¢erveny a je kofen stromu,
pak obarvime otce vrcholu v na ¢erno a pozadavek zrusime.

Kdyz je na vrchol v vlozen pozadavek b, otec vrcholu v je ¢erveny, déd vrcholu v
je cerny, bratr u otce vrcholu v je ¢erveny, pak obarvime otce vrcholu v a vrchol
u na Cerno a zruSime pozadavek na vrchol v. Kdyz na déda vrcholu v je vlozeno
i pozadavku v pro i > 0, pak odstranime jeden pozadavek v na déda vrcholu v.
Pokud na déda vrcholu v neni vlozen ziadny pozadavek v (pozadavek b na ného
nemuze byt vlozen, protoze je ¢erny), obarvime ho na cerveno a pokud otec déda
vrcholu v je také Cerveny, pak vlozime na déda vrcholu v pozadavek b. Kdyz na
vrchol u je vlozen pozadavek b, tak ho zrusime.

Kdyz na vrchol v je vlozen pozadavek b, otec z vrcholu v je ¢erveny, déd w vrcholu
v je ¢erny, bratr otce vrcholu v je ¢erny a v neni lomeny, pak provedeme rotaci
vrcholi z a w, w obarvime cervené, z obarvime ¢erné, vrchol z zdédi vSechny
pozadavky v vrcholu w a zrusime pozadavek b na vrchol v.

Kdyz na vrchol v je vlozen pozadavek b, otec z vrcholu v je ¢erveny, déd w vrcholu
v je ¢erny, bratr otce vrcholu v je ¢erny a v je lomeny, pak provedeme dvojitou
rotaci vrcholi v, z a w, w obarvime ¢ervené, v obarvime cerné, zrusime pozadavek
b na vrchol v a vrchol v zdédi vSechny pozadavky v na vrchol w.



Srovnejte tyto tfi akce s vyvazovanim po operaci INSERT v klasickém cerveno-
¢erném stromu.

Kdyz na vrchol v je vlozeno j pozadavku v pro j > 0, bratr u vrcholu v je ¢erny a
neni na ného vlozen zadny pozadavek, synové vrcholu u jsou Cerni, pak obarvime
vrchol u Cervené, zrusime jeden pozadavek v na vrchol v a kdyz byl otec vrcholu v
cerveny, tak ho obarvime na ¢erno, a pokud byl ¢erny, tak vytvorime pozadavek v
na otce vrcholu v a vlozime ho do fronty vyvazovacich pozadavku.

Kdyz na vrchol v je vlozeno j pozadavku v pro j > 0, bratr u vrcholu v je ¢erny a
neni na ného vlozen zadny pozadavek, syn w vrcholu u, ktery je lomeny, je cerveny,
pak provedeme dvojitou rotaci na vrcholy w, u a otec(v), obarvime vrchol otec(v)
¢erné, zrusime jeden pozadavek v na vrchol v a vrchol w zdédi barvu i pozadavky
spojené s vrcholem otec(v). Zrusime také piipadny pozadavek b na vrchol w.

Kdyz na vrchol v je vlozeno j pozadavku v pro j > 0, bratr u vrcholu v je ¢erny
a neni na ného vlozen zadny pozadavek, syn w vrcholu w, ktery neni lomeny, je
cerveny, pak provedeme rotaci na vrcholy u a otec(v), obarvime vrcholy otec(v) a
w ¢erné, zrusSime jeden pozadavek v na vrchol v a vrchol u zdédi barvu i pozadavky
spojené s vrcholem otec(v). Zrusime také pripadny pozadavek b na vrchol w.

Kdyz na vrchol v je vlozeno j pozadavka v pro 7 > 0, a bratr u vrcholu v je
cerveny a neni na ného vlozen zadny pozadavek, pak provedeme rotaci na vrcholy
u a otec(v)z, obarvime otec(v) na ¢erveno (a nebude na ném zadny pozadavek),
vrchol u obarvime na ¢erno a zdédi vSechny pozadavky vrcholu otec(v).

Predchozi akce srovnejte s operaci DELETE pro klasické ¢erveno-cerné stromy.

Nyni struéné popiSeme praci s frontou vyvazovacich pozadavkia. Spravcovsky pro-
ces se nahodné rozhodne, zda chce odstranit pozadavky na kofen, nebo zda chce
odstranit pozadavek typu b, nebo zda chce odstranit pozadavek typu v.

Kdyz chce odstranit pozadavek na kofen, pak prohledanim fronty vyvazovacich
pozadavku nalezne pozadavek na kofen. Zablokuje kofen. Béhem této akce nesmi
byt kofen argumentem zidné rotace nebo dvojité rotace (pak by prestal byt kofe-
nem a pozadavek nejde odstranit). Pozadavek odstrani a kofen uvolni. Misto
prohledavani fronty je rychlejsi zac¢it u kotene, zjistit, zda je na néj polozen pozada-
vek, a nalézt tento pozadavek pomoci ukazatele.

Kdyz chce odstranit pozadavek typu b, pak nejprve nalezne vrchol v, ktery neni
koten, je na ného polozen pozadavek b a na otce vrcholu v neni polozen pozadavek
b. Zablokuje vrchol v a testuje, zda otec vrcholu neni ¢erny nebo neni kofen stromu.
Kdyz otec vrcholu v je ¢erny nebo je kofen stromu, pak zablokuje otce vrcholu v
a provede akci. Po jejim provedeni uvolni oba vrcholy. Kdyz otec vrcholu v je
cerveny a neni kofen stromu a déd vrcholu v je ¢erny, tak zablokuje otce vrcholu
v, bratra otce vrcholu v a déda vrcholu v a podle vlastnosti bratra otce vrcholu v
provede akci a vrcholy uvolni.

Kdyz chce odstranit pozadavek v, nalezne vrchol v, na kterého je vlozen pozadavek
v a neni kofen a na jeho bratru je také vlozen pozadavek v, pak tyto pozadavky
posune smérem ke kofeni tak, ze na vrchol v nebo na jeho bratra nenivlozen zadny
pozadavek v.

Kdyz chce odstranit pozadavek v, tak nalezne vrchol v, na ktery je vlozen pozadavek
v a neni kofen a na bratra vrcholu v neni vlozen pozadavek b. Pak zablokuje otce



vrcholu v, bratra vrcholu v i vrchol v. Podle vlastnosti bratra vrcholu v provede
akci. V piipadé, ze bratr vrcholu v je cerny a neni na ného vlozen zadny pozadavek,
tak zablokuje i syny bratra vrcholu v. Po provedeni akce uvolni vrcholy. Pokud
bratr vrcholu v byl obarven ¢ervené, tak provede dvé akce na v rchol v, a pak teprve
uvolni vrcholy.

P1i volbé, jaky pozadavek bude oSetfovat spravcovsky server, by nejvétsi prioritu
mélo mit oSetfovani korene, pak oSetfeni pozadavku b a pak pozadavku v. To by
se mélo odrazit pti volbé akce spravcovského procesu. Vhodny pomeér priorit neni
znam. Zda se, ze je také vyhodné zacit hledat pozadavky ve stromé a pak prejit
do fronty vyvazovacich pozadavku pomoci ukazatele. Zablokovany vrchol znamena,
ze neni pristupny jinému spravcovskému procesu. Jen pii provadéni rotace nebo
dvojité rotace jsou jeji argumenty zablokovany i pro uzivatelské procesy.

Nasledujici tvrzeni se ovéii piimo (viz klasické ¢erveno-cerné stromy).

Véta 4. Kdyz fronta vyvaZovacich poZadavki je neprdzdnd, tak v ni vidy exis-
tuje pozadavek, ktery muze obslouZit sprdvcovsky proces. Kdyz vrchol v bindrniho
vyhledavaciho stromu reprezentujictho data je cerveny a jeho otec je také cerveny,
pak na vrchol v byl vloZen poZadavek b. V kaZdém okamziku plati, Ze kdyzZ kaZdy
vrchol bindrniho vyhleddvaciho stromu reprezentujiciho data, na ktery je vioZeno i@
pozadavki v pro i > 0, je nahrazen i+1 ¢ernymi vrcholy, pak vsechny cesty z korene
do listu maji stejny pocet ¢ernych vrcholi.

7 této véty plyne, ze kdyz je fronta pozadavku prazdna, pak binarni vyhledavaci
strom reprezentujici data je cerveno-cerny. Vznika vSak otazka, zda kazda posloup-
nost akci spravcovskych procesu vede k vyprazdnéni fronty pozadavki. Ukazeme to
pomoci amortizované slozitosti. Pozadavek b na vrchol v v hloubce i a pozadavek v
na vrchol v v hloubce ¢, jehoz otec je ¢erveny, ohodnotime 7, pozadavek v na vrchol
v v hloubce 7, jehoz otec je ¢erny, ohodnotime 7 + 2, a ocenéni fronty pozadavku je
soucet ohodnoceni jednotlivych pozadavku. Pak plati

Tvrzeni 5. Ohodnoceni kaZdé fronty vyvaZovacich poZadavki je nezdporné a je 0,
prdveé kdyz je fronta prdazdnd. KazZdd akce sprdvcovského procesu snizuje ocenént
fronty vyvaZovacich poZadavkii.

Predchozi tvrzeni ukazuje, ze kazda posloupnost akci spravcovského procesu vede
k vyprazdnéni fronty vyvazovacich pozadavku, a je zfejmé, ze posloupnost operaci
v klasickych ¢erveno-cernych stromech vyzaduje vice vyvazovacich akci. Jsou zde
oteviené otazky:

Lze najit optimalni strategii pro spravcovské procesy? S jakou pravdépodobnosti
je binarni strom v zavislosti na délce fronty jesté blizky pravidelnému uplnému
binarnimu stromu?

Podobné modely jsou studovany i pro AVL-stromy a (a, b)-stromy.
Dvé volby.

V prvni pfednasce zimniho semestru jsme hledali horni odhad na oc¢ekdvanou délku
maximalniho fetézce pro hasovani se separovanymi fetézci, kdyz rozdéleni vstupnich
dat bylo rovnomeérné. Tento problém lze preformulovat nésledujicim zpusobem:

Mame m piihradek a n micka, kde n < m, a vSechny micky chceme umistit do
téchto pfihrddek (nenf omezen pocet mickt v jedné piihradce). Micky umistujeme



postupné a kdyz chceme micek umistit do prihradek tak nahodné, s rovnomérnym
rozdélenim, volime pfihradku, kam micek vlozime. NA&$ kol je nalézt odhad na
ocekavany maximalni pocet mickt v jedné ptrihradce.

V zimnim semestru jsme si ukazali, ze ocekdvany maximalni pocet micku v jedné
prihradce je O(lolgoign). V této prednasce budeme studovat modifikaci tohoto
problému a jeho dusledky pro datové struktury. Pii vkladani micku do prihradky
nevolime jednu ptihradku, ale zvolime nahodné s rovhomérnym rozdélenim a neza-
visle d piihradek, kde d > 2 je fixované ¢islo. Z téchto zvolenych piihradek vezme
ty, které obsahuji nejméné micku a do prvni z téchto prihradek micek vlozime. Nas
ukol je stejny jako v puvodnim problému, tj. nalézt ocekdvany maximalni pocet
micku v jedné prihradce.

Nejprve si uvedeme dvé pomocné tvrzeni. Prvni je specifickd verze Chernoffovy
nerovnosti.

Lemma 6. Kdyz Z je binomickda nahodnd proménnd s parametry n a p, pak

np

Prob(Z > 2np) <e 3.

Lemma 7. Méyme posloupnost nahodnych proménnych X1, Xo, ..., X, a bindrnich
ndhodnyjch proménnych Y1,Ys, ..., Y, takovych, Ze Y; = Y;(X1, Xo,...,X;) a

PI‘Ob(Y;' =1 ’ Xl,XQ, ce 7Xi—1> < P

pro kazdé i, pak
Prob() " Y; > k) < Prob(Z > k),

i=1
kde Z je binomickd nahodnda proménnd s parametry n a p.

Proof. Pro kazdé ¢ uvazujme indikator I; takovy, ze I; = 1 pravé kdyz Y; = 1.
Pak tento indikator I; je Bernoulliovsky pokus s pravdépodobnosti p a plati, ze
Prob(I; = 1) majorizuje Prob(Y; = 1). Tedy jednoduchou indukeci dostaneme

Prob() _Y; > k) < Prob(> _I; > k).

i=1 =1

Ted si staci uvédomit, ze soucet n Bernoulliovskych pokust s pravdépodobnosti p
dava binomickou ndhodnou proménnou s parametry n a p a dostaneme pozadované
tvrzeni. [

V nasledujici analyze budeme ptredpokladat, ze n = m a pfihradky tvoii zasobnik
(bez operace pop). To znamend, ze i-ty vlozeny micek do k-té pitihradky bude v ni
na i-té pozici. Predpokladejme, ze mame posloupnost (1, (o, ..., 3, ¢isel takovou,
ze (3; je s “velkou pravdépodobnosti” horni odhad na pocet ptrihradek, které po
vlozeni vsech micku do ptihrddek, obsahuji alesponi ¢ micki. Déle ozna¢me v;(t)
pocet prihradek po vlozeni ¢t micku obsahuji alespon i micku a pu;(t) pocet vsech
micku, které jsou po vlozeni ¢ micku ve své piihradce na j-té pozici pro j > i a h(t)
ozna¢me pozici t-tého micku (tj. micku vklddaného, jako t-ty) v jeho ptihrédce.
Misto v;(n) a p;(n) budeme pséat jen v; a p,;. Vsimnéme si, ze v;(t) < p;(t).
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Kdyz 3; je skutecné horni odhad na v;, pak pravdépodobnost, ze libovolné fixo-
vana prihradka ma alespon i micku, je nejvyse % Tedy pravdépodobnost, ze

d
h(t) > i je nejvyse (%) . Proto jiz z Markovovy nerovnosti plyne, ze ;11 <

2n (%)d s pravdépodobnosti vétsi nez % Proto polozime 3,11 = 2n <%)d pro
4 <1 < %, kde 7* budeme specifikovat pozdéji. Déle, kdyz polozime 8y = 7,
pak s pravdépodobnosti 1 plati, ze vy, < (4. Proto budeme moc predpokladat,
ze s velkou pravdépodobnosti plati v; = v;(n) < (; pro vSechna i. Ozna¢me &;
udélost, ze v;(n) < B;. Tedy &4 plati s pravdépodobnosti 1 a ukdzeme, ze s velkou

pravdépodobnosti z platnosti & plyne platnost &1 pro 4 <7 <*.

Zafixujme i z daného defini¢niho intervalu a definujme binarni proménnou Y; tak,
ze Yy = 1 prave, kdyz h(t) > i+ 1 av;(t—1) < §;. Tedy Y; = 1, kdyz se t-ty micek
vklada do ptfihradky na pozici aspon 7 4+ 1 a po vlozeni ¢ — 1 micku ma nejvyse [3;
prihradek alespon ¢ micku. Tedy

n

d

Tento odhad podminéné pravdépodobnosti vyuziva faktu, ze Y; = 0, kdyz vice nez
(3; prihradek ma alespon i micku.

d ~
Polozme p; = <%) , a necht Z; je binomickd ndhodné proménna s parametry n a

pi.- Pak podle Lemmatu 7 dostavame

Prob (Z Y; > k) < Prob(Z; > k).

t=1

Vzhledem k nasi definici Y; toto plati nezavisle na udalosti &£;. Protoze Z?Zl Y, =
Hi+1 & Vigq S Hit1, tak dostavame

PI‘Ob(l/H_l >k ’ 82) SPI‘Ob([LH_l >k ’ 82> =

Prob(ZYt>kl&~ <

t=1
Prob (3"}, Y; > k)
Prob(&;)
Prob(Z; > k)
Prob(&;)

<

Nyni pouzijeme Lemma 6 pro k = 3,11 = 2np; a dostaneme

Prob(Z; > 2np;) - 1
Prob(&;) T 5 Prob(&)

PI“Ob(VZ'+1 >k | EZ) <
Pokud plati p;n > 61Inn, tak dostavame, ze

1
P C4 7 S 2 Prob(&:)
rob(=&;11 | &) n2 Prob(&;)
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Nyni odstranime podminénou pravdépodobnost standardnim postupem

PI‘Ob(—\ i+1) :PI'Ob(_\ i+1 ’ (%) PI’Ob(SO—}-
PI‘Ob(_\ i+1 ‘ _\80 PI’Ob(‘M%) S
Prob(—| i+1 | gz) PI‘Ob(gZ) + PI‘Ob(_'gi).

Odtud plyne, ze
1
Prob(—| i+1) S PI‘Ob(_'gi) + 5
n

kdyz p;n > 6Ilnn. Tedy kdyz p;n > 6Ilnn a s velkou pravdépodobnosti plati &;,
pak s velkou pravdépodobnosti plati také &; 1.

Abychom dokon¢éili diukaz, ukdzeme, ze kdyz i* je nejmensi ¢ takové, ze p;n < 61nn,
Inlnn

pak i* je “%" 4+ O(1). Nejprve si vSimnéme, Ze pro kazdé i < i* plati p;n > 6Inn
a tedy z predchoziho odhadu dostaneme indukci podle i, ze

/I:*
Prob(—&) < —,
rob( )_n

protoze Prob(—&4) = 0.

Dale indukci podle i ukazeme, ze
3 n
i+4 = . [
2di — i
920" =3

Jj=0

Tvrzeni ziejmé plati pro ¢+ = 0. Déle plati

d
2 zd+4 . 9 72;':0 “ _

Bli+1)+4 = = =
(i+1)+ nd—1 nd—1

n

22di+1fzj:0 di

kde prvni rovnost je definice (3(;41)44 druhd rovnost vyuzivd indukéniho predpokla-
du.

d
Z tohoto vyrazu dostavame, ze 3,14 < 2% 7 definice p; = % plyne, ze
d

n
d i\d

o Bia ()L

Pi+a = nd ~ nd _2di+1'

n

Kdyz garrt < 61Inn, pak p;yan < 6lnn a tedy i* < i+ 4. Vztah 2&% < 6lnn je

n
6lnn

. , i+1 . , y (. .
ekvivalentnf se vztahem 2¢ " > a logaritmovanim postupné dostavame, ze

d1In2>1Inn —In6 —Inlnn
(t+1)Ind+Inln2 > In(Inn —In6 — Inlnn).

Inlnn
Ind

plati p;14n < 61nn, a proto ¢* = BB 1 (1),

Z toho plyne, ze proi+1 > Ind
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Nyni vySettime piipad p;n < 6 Inn. Podle Lemmatu 6 dostaneme, Ze

Prob(v«y1 > 12Inn | £+) <Prob(p«y1 > 12Inn | &) <
Prob(Z < 121lnn)
Prob(&;+) -
1
n? Prob(&;+)’

kde Z je binomickd ndhodnd proménna s parametry n a 61%.
Nyni odstranime stejné jako v predchozim piipadé podminénou pravdépodobnost,
kdyz pouzijeme piedchozi odhad a fakt, ze posloupnost {p;}32, je klesajici, dostane-
me . _—
i
Prob(v;«41 > 12Inn) < Prob(—=&;+) + — < 7—;

n? n

Ziejmé plati
Prob(vi«y3 > 1) < Prob(p13 > 1) < Prob(ui«yo > 2).

Dale plati

Prob(Z’ > 2)
rob(pis42 2 2 [ Vi=41 < nn) ~ Prob(vs=41 < 12Inn) —

(22

Prob(vsx 41 < 12Inn’

. . . ’ ~ 7 d /
kde Z’ je binomickd proménnd s parametry n a (121%) a posledni nerovnost
ziskame hrubou silou, protoze je (g) dvojic micku a pro kazdou dvojici, pravdépo-
s . - .. . 2d
dobnost, ze ve své pti hradce maji pozici aspon ¢* + 2 je (121%) .

Spojenim téchto odhadiu dostaneme

Prob(v;«43 > 1) < Prob(p42 > 2) <
Prob(pi«y2 > 2 | =41 < 121nn) Prob(v«y1 < 121nn)+
Prob(v;«31 > 121Inn) <

(12lnn)?d  * +1
n2d—2 n2 ’

Odtud plyne, ze Prob(vj«43 > 1) je o(+) pro d > 2 a z toho plyne, Ze maximéln{
pocet micku v jedné piihradce je i* + 3 = lrirll“d” + O(1) m4 pravdépodobnost 0(%).

Véta 8. Predpoklidejme, Ze mame n prihrddek a n micku a Ze d > 2 je prirozené
cislo. Vkladdme postupné micky do prihrddek tak, Ze zvolime ndhodné s rovnomeér-
nym rozdélenim a nezavisle d prihradek a micek vloZime do nejméné zaplnené
prihrdadky. Po vloZeni vsech micki je maximdlni pocet micki v jedné prihrddce
nejogse M2 + O(1) s pravdépodobnosti aspori 1 — o(L). O

n

Podobnou technikou lze ukazat, ze tento vysledek nelze vylepsit. Uvedeme schema
dukazu. Definujme ~; tak, ze 7o = n a vip1 = 5543 (%)d a necht F; je uddlost,
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7 . _ (1 ‘ . > = 1 (7 d I % ¢ > .
ze vi(n(1 (2) )) = 7vi. Polozme p; = 3 (n) a necht ¢* je dolni mez pro ¢isla i
pro které plati 24+ > 17Inn. Pak podobnym pocetnim postupem jako pro horni
odhad dostaneme, ze

Prob(Fi<) > (1 — —)" =1—0o(=)).

Lze ukazat podobnym postupem jako pro ;, ze

n

h= 9D g (i+2-k)d

a tedy v; > 210[1% 7 toho dostaneme, ze pro dostateéné velka n a pro ¢ takové, ze
d'~' < JInn plati 4; > 17Inn a z toho dostaneme, ze i* = 22 — O(1) a tim je

dokazano, ze je mala pravdépodobnost, aby platil mensi odhad na maximalni pocet
micku v jedné ptrihradce.

Kdyz bychom chtéli pouzit tento vysledek pfimo pro hasovani potiebovali bychom
d funkei, které prvkum univerza pfifazuji d-tice ¢isel z mnoziny {0,1,...,m — 1}
tak, ze kdyz vybereme n prvku pro n < m, pak ziskame nezavislé d-tice s rovnomeér-
nym rozdélenim a prvky v d-tice jsou navzajem nezavislé. Navic musime umét tyto
funkce rychle vycislit. Toto splnit je obtizné, ale vysledek mimo jiné motivoval
definici kukac¢céiho hasovani, které spojilo tuto ideu s perfektnim hasovanim.
Abychom ziskali d-tice navzajem nezavislych ¢isel budeme modifikovat definici uni-
verzalniho hasovani. Druhy problém, aby byly d-tice s rovhomérnym rozlozenim
neumime vyfesit jinak nez predpokladem ndhodného vybéru prvku.

Rekneme, ze soubor funkef H = {h; | i € I'} z univerza U do &isel {0,1,...,m — 1}
je nezéavisly k-univerzalni soubor funkci pro piirozené ¢islo £ > 1, kdyz pro kazdou
posloupnost prvki {y;}¥_, z mnoziny {0,1,...,m — 1} a kazdé z € U plat{

1]

‘{il,ig,...,ik}‘ijl,Q,...,k‘, ij G], hz](x)zyj}\ = W

a navic pro kazdé x € U ay € {0,1,...,m — 1} plati

: 1]
1el| filx) = = —.
el fit) =)= 1
Pokud méame nezavisly k-univerzalni soubor funkci H z univerza do mnoziny
{0,1,...,m— 1} a ndhodné a nezavisle vybereme k funkei f1, fo,..., fx ze souboru
H, pak pro kazdé x € U a kazdou k-tici prvki {y; }X_,z mnoziny {0,1,...,m — 1}

plati
1

Prob{fi(z) =vy; |Vi=1,2,...,k} = "
(za predpokladu, ze funkce je urcéena indexem). Protoze pro kazdé = € U a kazdé
ye{0,1,...,m— 1} je
. 1
Prob{i e I'| fi(z) =y} = —
m
tak dostavame, ze prvky v k-tici jsou nezavislé. Tedy muzeme pouzit nasledujici
postup.



14

Na zacatku vybereme nahodné s rovnomérnym rozdélenim a na sobé nezavisle
k funkci fi, fo,..., fr z nezavislého k-univerzalniho systému. Pro reprezentaci
pouzijeme nasledujici algoritmy.

Operace INSERT (z) nalezne nejmensi i takové, ze Fetézec f;(x) je nejkratsi mezi
Fetézci

fi(z), f2(x), .., fr(z)

a do tohoto fetézce pridame x.

Operace MEMBER(z) prohledavé fetézce

f1(@), fa(z), ..., fu(z)

dokud nenalezne x. Pokud neuspéje, pak x neni v reprezentované mnoziné.
Pokud je mnozina vstupu rovnomeérné rozdélena a nezavisla pak muzeme pouzit
predchozi vysledku a dostaneme, ze délka vSech fetézcu je mens$i nez 1rir11r}€n +0(1)

s pravdépodobnosti vétsi nez 1 — 0(%), kde n je velikost reprezentované mnoziny.

Popigeme pouzitelnou konstrukci nezdvislého 2-univerzalniho systému. Necht p
je prvocislo ¢ > 1 je pfirozené ¢islo a univerzum je U = {1,...,p? — 1}. Pak
existuje bijekce ¢ mezi prvky u € U a g¢-ticema ¢isel (ug,uq,...,uq—1) z mnoziny
{0,1,...,p — 1} takova, ze

q—1
u = Zuip’ < P(u) = (ug, U1, ..., Ug—1).
i=0

Pro j € {0,1,...,q — 1} necht ¢; : U — {0,1,...,p — 1} je zobrazeni takové, ze

plati ¢p(u) = (Po(u), p1(u),. .., ¢q—1(u)). Pro ag,ai,...,aq—1 € {0,1,...,p — 1}

definujme zobrazeni hgyq,....a,, 2 U do mnoziny {0,1,...,p— 1} takto

q—1
hao,al,...,aq_l(u) — (Z a/@(ﬁ@(U)) mOd p.
=0

Polozme

H = {hao,al,...,aq_l ‘V'L = 0, 1, e, q — 1,
a; € {0,1,...,]9—1}}.

Tedy velikost ‘H je p?. Pak plati
Véta. H je nezdvisle 2-univerzalni systém.

Dukaz. 7 definice 'H plyne, ze velikost mnoziny indext je p?. Vezméme libovolné
ueUacde{0,1,...,p—1}. Bez ijmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze
Pg—1(u) # 0.
Zvolme

ao,al,...aq,Q,bo,bl,...,bqu S {0,1,...,]?— 1},
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pak rovnice

Q
|
N

di(u)a; + xpg—1(u) = c mod p

Qe
|
N O

¢i(u)b; + ypg—1(u) = d mod p

o

1=

ma pravé jedno feSeni, protoze cela ¢isla modulo prvocislo p tvoii téleso. Tedy pro
u existuje prave p2@—1 funkef z fo, fi € H (funkce z riznymi indexy povazujeme
za ruzné) takovych, ze fo(u) = c a fi(u) = d. Protoze ¢(u) # (0,0,...,0), existuje
i, ze ¢;(u) # 0 a tedy staci zameénit i a ¢ — 1, takze H je nezdvislé 2-univerzélni,
protoze %q =p2a-b. O

Tedy predchozi vysledek lze pouzit pro k = 2, kdyz tabulka bude mit velikost p pro
néjaké prvocislo p a univerzum bude mit velikost p? — 1 pro néjaké piirozené c¢islo
q > 0. Vysledek je mozné zobecnit z k = 2 na libovolné prirozené ¢islo £ > 1.

Srovnejme tento vysledek s vysledkem ze zimniho semestru. Tam jsme ukézali, ze
kdyz funkce h : U — {0,1,...,m—1} spliuje |h~1(y) € {(%L Lmj} pro kazdé y €

m

{0,1,...,m—1} akdyz vstupy jsou ndhodné a rovnomeérné rozlozené, pak oc¢ekdvana
délka nejdelsiho Fetézce je O(lololg “ ). Tady jsme si ukdzali, ze kdyz vybereme
glogn

nahodné s rovnomérnym rozdélenim k funkci z nezavislého k-univerzalniho systému
a vstupy budou ndhodné s rovnomérnym rozdéleni, pak o¢ekavana délka nejdelsiho
Fetézce je O(lrirllr}g” + O(1)). Tedy za pouziti nezavislého d-univerzalniho systému
ziskavame podstatné lepsi vysledek.

Kukacééi haSovani..

Kukacéi hasovani je varianta perfektniho hasovani, kde aktualiza¢ni operace vyuzi-
vaji vysledku a ideji z predchoziho paragrafu. Duvodem je, ze perfektni hasovani
zarucuje rychlou realizaci operace MEMBER. (vyzaduje ¢as O(1) i v nejhorsim
pripadé). Za toto vsak platime obtiznou realizaci operace INSERT. V minulém
semestru jsme se setkali s dynamickou verzi perfektniho hasovani, kde operace
INSERT a DELETE vyzadovaly konstantni ocekdvany amortizovany cas. Aktu-
aliza¢ni operace byly zalozeny na obecnych dynamiza¢nich technikédch, které déli
reprezentovanou mnozinu na mensi ¢asti, viz paragraf Dynamizace. Aktualiza¢ni
operace pro kukacci hasovani jsou zalozené na jiné ideji, ale maji podobné charak-
teristiky slozitosti jako dynamizacni techniky pro perfektni hasovani.

Kukaccéi hasovani pracuje s dvéma tabulkami Ty a 77 o velikosti m a s dvéma
ruznymi hasovacimi funkcemi hg a hy. Rekneme, Zze mnozina S je reprezentovana
funkcemi hg a hq, kdyz

S = {s| s je ulozené na néjakém réadku tabulky T nebo 77}

a pro kazdé s € S plati, ze s je ulozené bud v Ty na Fadku ho(s) nebo v T; na
fadku hq(s), ale nikoliv na obou fadcich. Pak operace MEMBER(z) se provede
jednoduse, prohlédneme fadek hg(z) v tabulce Ty a hi(z) v tabulce T} a x € S,
pravé kdyz jsme na nékterém fadku prvek z nasli.
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Operace DELETE(x) je také jednoducha. Prohlédneme, zda fadek ho(x) v tabulce
To nebo Fadek hq(x) v tabulce T neobsahuje x. Pokud ano, tak ho z této tabulky
odstranime a skon¢ime, pokud ne, tak hned konc¢ime.

Problém je, kdy existuje reprezentace S. Zakladni vysledek autoru této metody
iika, ze kdyz S ma jen o mdalo méné nez m prvku, tak pro rozumné funkce je
velkd pravdépodobnost, ze takova dvojice funkei existuje. Co to jsou rozumné
funkce? Zde se obratime k univerzalnim systémitm funkci. Rekneme, Ze systém
funkel H = {h; | i € I} je c-téméf silné k-univerzalni, kde h; pro i € I jsou funkce
z univerza U do {0,1,...,m — 1}, kdyz pro kazdou prostou posloupnost prvku
r1,T3,..., T z univerza U a kazdou posloupnost prvka yi,¥ys,...,Yx z mnoziny
{0,1,...,m —1} je

Prob{i € I | hi(z;) =y, pro kazdé j = 1,2,....k} < #

Kdyz U = {0,1,...,N — 1}, kde N je prvocislo a m = N, pak polynomy stupné
k tvori 1-témeér silné k-univerzalni systém. Daéle existuji konstanty €, c > 0 takové,
ze kdyz |S| =n, m > (1 +¢e)n a H je (1, [clogn])-univerzalni, pak kdyz zvolime
ho, h1 € H ndhodné a nezavisle, pak pravdépodobnost, ze S neni reprezentovatelna
pomoci hg a hy, je mensi nez % Kukacéi hasovani je zalozené na tomto vysledku.

Popiseme operaci INSERT (z) za piedpokladu, ze mnozina S je reprezentovana
pomoci funkei hg a hy. Kdyz mame vlozit prvek a fadek ho(xz) v tabulce Tj je
obsazen prvkem gy # x, pak nahradime prvek yo prvkem z a zkusime vlozit yo do
tabulky T;. Navic si ozna¢ime Fddek v tabulce Ty. Pak spocitdme hq(yg). Pokud
fadek hi(yo) je volny pak na tento fadek vlozime prvek gy a skonéime. V opacném
pripadé je hi(yo)-ty tadek tabulky T; obsazen prvkem y; # yo. Kdyz fadek hi(yo)
neni oznacen, pak yo nahradi y; na fadku hi(yo) v tabulce 77 a my pokrac¢ujeme
tak, ze oznac¢ime tadek hq(yg) v tabulce 77 a pokusime se vlozit y; do tabulky Tj.
Kdyz je fadek oznacen, tak kon¢ime s informaci, Zze x nelze vlozit do tabulky Tj.
Tento proces opakujeme stiidavé pro tabulky Ty a T7.

Duvodem informace, ze x nelze vlozit je fakt, ze jsme nalezli posloupnost prvku
Yo, Y1, - - - » Y takovou, ze

(1) yo je na ho(z)-tém tadku v tabulce Tp;

(2) kdyz 2i + 1 < k, pak ya;4+1 je na hi(y;)-tém Fadku v tabulce T7;

(3) kdyz 2i + 2 < k, pak ya;+2 je na ho(y2i+1)-nim fadku v tabulce Tp;

(4) kdyz k je liché, pak ho(yr) = ho(y2i+1) pro néjaké 2i + 1 < k, kdyz k je
sudé, pak ho(yr) = ho(y2i) pro néjaké 2i < k.

To znamena, ze jsme nalezli posloupnost prvku, ktera se zacyklila a tato operaci by

ji jen posunovala v tomto cyklu. To znamena, ze v této reprezentaci nelze x vlozit

do tabulky Ty. V tom ptipadé vratime tabulky do puvodniho stavu a stejny postup

provedeme s tabulkou T (pokusime se vlozit prvek z do tabulky 7). Na zacatku

této procedury predpokladdame, ze neni oznacen zadny fadek. Tuto akci realizuje

nasleduji podprocedura, kterda ma za parametry ¢ a k, kde ¢ nabyva hodnot 0 a 1 a

fika, v které tabulce zaciname, a k fika, na kterém radku v tabulce T; mame zacit

(predpokladame, ze k-ty fadek v tabulce T; je obsazen).

Vloz(i, k)
y :=prvek na k-tém radku tabulky T;
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() :=prazdna fronta, vloz y do @
vloz x na k-ty fadek v tabulce T; a oznaé¢ ho
ji=id,i:=1—4,1:=k, k:=h;(y)
while k-ty tadek tabulky T; je obsazen a neni oznac¢en do
z :=prvek na k-tém tadku tabulky T;
y vloz na k-ty tadek tabulky 7; a oznac¢ ho
i:=1—14,y:=2z2, k:=hi(y), vloz y do Q
enddo
if k-ty radek tabulky 7T; neni obsazen then
y vloz na k-ty tadek tabulky T;
zru$ oznaceni vSech radku
vyprazdni frontu )
else
while () neni prazdna do
zrus oznaceni [-tého fadku v tabulce Tj
z :=vrchol fronty @, odstran z z @)
z vloz na [-ty fadek tabulky Tj
jgi=1—73,1:=h;(u)
enddo
Vystup: vlozeni se nepovedlo
endif

Bohuzel prvni cyklus, ktery hleda volny tadek se muze az |S|-krat opakovat, kde
S je reprezentovand mnozina. Aby toto nemohlo nastat (i kdyz tento jev neni
moc pravdépodobny), tak je stanovena hodnota ¢ zavisla na velikosti reprezento-
vané mnoziny, kterd omezuje pocet opakovani tohoto cyklu a tedy podprocedura
vyzaduje ¢as O(q).

Nyni popiseme vlastni algoritmus INSERT (z). Nejprve spoc¢itdme hg(z) a hq(x).
Pokud ho(x)-ty Fadek tabulky Ty nebo hq(x)-ty Fadek tabulky 77 obsahuje x, tak
konéime. Pokud ho(x)-ty tabulky Ty je prazdny, tak tam vlozime z a konéime.
Kdyz neni prazdny, tak testujeme, zda hy(x)-ty tddek tabulky T} je prazdny, v tom
ptripadé tam vlozime x a konc¢ime. Kdyz oba radky jsou neprazdné a neobsahuji
x, pak zavolame podproceduru V1oz(0, ho(z)). Kdyz tspésné pierovna prvky, tak
konéime. V opaéném piipadé zavoldme podproceduru Vl1ez(1,hi(z)). Kdyz se
ji povede prerovnat prvky, tak konc¢ime. Kdyz obé volani podprocedury Vloz
konéi hlaskou, “vlozeni se nepovedlo”, tak oznamime, ze INSERT(x) nelze provést,
reprezentace vlozené mnoziny nelze rozsitit o prvek x. Tady je formalni zapis
algoritmu.

INSERT(x)
Spocitej ko := ho(z) a ki := hy(x)
if x je na kp-tém tadku tabulky Ty nebo na ki-nim fadku tabulky 77 then stop
endif
if ko-ty radek tabulky Tq je prazdny then
vloz x na ko-ty tadek tabulky T}, stop
endif
if k1-ni fadek tabulky T} je prazdny then
vloz x na ki-ni fadek tabulky T, stop
endif
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VlOi(O, ]{30)
if podprocedura Vloz hlasi, ze vnofeni se nevedlo then
VIOZ(L kl)
if podprocedura Vloz hlasi, ze vnoteni se nevedlo then
Vystup: prvek z nelze do této struktury vlozit
endif
endif

Kdyz procedura INSERT hlasi, Ze nelze prvek x vlozit do této struktury, pak
provedeme piehaSovani. To znamend, zZe zvolime nahodné a nezavisle dvé funkce
v systému H a hleddme reprezentaci S U {x} pomoci novych dvou funkei tak, ze
opakujeme algoritmus pro operaci INSERT (y) pro y € S U {z}.

Vsimnéme si, ze nalezeni navstiveného vrcholu znamena, ze prvky ulozené pomoci
ho a hy se zacyklily. Pokud se to stane pro tabulku 7j a 77, tak to znamena, ze
reprezentace S U {x} pomoci hy a hi neexistuje.

Je tieba jesté hlidat velikosti reprezentovanych mnozin. Kdyz po INSERT (z) je v
mnoziné S mnoho prvku nebo po operaci DELETE(x) mélo prvku, tak se tabulky
zdvojnasobi nebo se zmensi na poloviéni.

Autofi ukazali, ze kdyz H je (1,q)-univerzalni systém, pak operace INSERT a
DELETE maji ocekdvany amortizovany cas konstantni.

Tuto metodu navrhli a analyzovali R. Pagh a F. F. Rodler v publikaci z roku 2004.



