KUKACCT HASOVANT

Nyni popiseme kukacéi hasovani, to je alternativni metoda k perfektnimu hasovani.
Autofi polozili duraz na rychlou realizaci operace MEMBER i v nejhorsim ptipadé
a uvolnili pozadavky na operaci INSERT. P#i pouziti perfektniho hasovani je
problém s operaci INSERT. To tesila dynamickd verze perfektniho hasovani, kde
operace INSERT a DELETE vyzadovaly konstantni ocekavany amortizovany cas.
Kukacéi hasovani tesi tento problém jinou metodou.

Kukaccéi hasovani pracuje s dvéma tabulkami Ty a 77 o velikosti m a s dvéma
riznymi hasovacimi funkcemi ho a h;. Rekneme, ze mnozina S je reprezentovana
funkcemi hg a hq, kdyz

S = {s| s je ulozené na néjakém réadku tabulky T nebo 77}

a pro kazdé s € S plati, ze s je ulozené bud v Ty na Fadku ho(s) nebo v T; na
fadku hi(s), ale nikoliv na obou fadcich. Pak operace MEMBER(x) se provede
jednoduse, prohlédneme fadek hg(x) v tabulce Ty a fadek hi(z) v tabulce T) a
x € S, pravé kdyz jsme na nékterém z téchto radku prvek x nasli.

Operace DELETE(x) je také jednoducha. Prohlédneme, zda fadek ho(x) v tabulce
Ty nebo Fadek hq(x) v tabulce T7 neobsahuje x. Pokud ano, tak ho z této tabulky
odstranime a skon¢ime, pokud ne, tak hned konc¢ime.

Problém je, kdy existuje reprezentace S. Zakladni vysledek autoru této metody
iika, ze kdyz S ma jen o méalo méné nez m prvku, tak pro rozumné funkce je
velka pravdépodobnost, ze takova dvojice funkci existuje. Co to jsou rozumné
funkce? Zde se obratime k univerzalnim systémtm funkci. Rekneme, Ze systém
funkei H = {h; | i € I} je c-téméf silné k-univerzdlni, kde h; pro i € I jsou funkce
z univerza U do {0,1,...,m — 1}, kdyz pro kazdou prostou posloupnost prvku
r1,Ts,..., T z univerza U a kazdou posloupnost prvka yi,¥ys,...,Yx z mnoziny
{0,1,...,m—1} je

Prob{i € I | hi(z;) =y, pro kazdé j = 1,2,....k} < #

Kdyz U = {0,1,..., N—1}, kde N je prvocislo a m = N, pak polynomy stupné k+1
tvori 1-témér silné k-univerzalni systém. Daéle existuji konstanty e,¢ > 0 takové,
ze kdyz |S| =n, m > (1 +¢e)n a H je (1, [clogn])-univerzalni, pak kdyz zvolime
ho, h1 € H ndhodné a nezavisle, tak pravdépodobnost, ze S neni reprezentovatelna
pomoci hg a hy, je mensi nez % Kukacéi hasovani je zalozeno na tomto vysledku.
Popiseme operaci INSERT (z) za pfedpokladu, ze S je reprezentovdna pomoci
funkci hg a hy. Kdyz méme vlozit prvek = a fddek hg(z) v tabulce Ty je obsazen
prvkem yo # x, pak nahradime prvek yo prvkem z a zkusime vlozit yo do tabulky
T;. Navic si oznacime Fadek v tabulce Ty. Pak spocitdme hi(yo). Pokud réadek
hi(yo) je volny, pak do ného vlozime prvek yy a skoné¢ime. V opaéném piipadé je
obsazen prvkem y; # yo. Kdyz fadek hi(yp) neni oznacen, pak yo nahradi y; na
fadku hq (yo) v tabulce T1 a my pokracujeme tak, ze oznac¢ime tadek hi(yo) v tabulce
Ty a pokusime se vlozit y; do tabulky T,. Kdyz je fadek oznacen, tak konc¢ime s
informaci, ze x nelze vlozit do tabulky Tj. Tento proces cyklicky opakujeme.
Duvod, Ze jsme mohli Tict, ze x nelze vlozit, je ten, Ze jsme nalezli posloupnost
prvka yo, y1, - . ., yx takovou, ze

(1) yo je na ho(z)-tém tadku v tabulce Tp;
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(2) kdyz 2i + 1 < k, pak ya;+1 je na hy(yz;)-tém fadku v tabulce T7;

(3) kdyz 2i + 2 < k, pak ya;+2 je na ho(y2i+1)-nim fadku v tabulce Tp;

(4) kdyz k je liché, pak pro néjaké 2i + 1 < k plati ho(yx) = ho(y2i+1), kdyz k
je sudé, pak pro néjaké 2i < k plati hy(yx) = h1(y2i).

To znamenad, ze jsme nalezli posloupnost prvku, kterd se zacyklila a operace IN-
SERT by ji jen posunovala v cyklu. Dusledkem je, ze v této reprezentaci nelze x
vlozit do tabulky Tj. V tom piipadé vratime tabulky do puvodniho stavu. Stejny
postup lze provést i s vkladanim prvku x do tabulky T7.

Na zacatku predpokladame, ze neni oznacen zadny rfadek. Pokus o vlozeni prvku
x na k-ty tadek tabulky 7; pro ¢« = 0,1 realizuje nésleduji procedura, ktera méa
za parametry ¢ a k. Navic predpokldadame, ze k-ty fadek v tabulce T; je obsazen
prvkem riznym od x.

Vloz(i, k)
y :=prvek na k-tém tadku tabulky T}, Q) :=prazdnd fronta
vloz y do @, x na k-ty fadek v tabulce T; a oznac¢ ho
ji=id,i:=1—14,1:=k, k:= h;(y)
while k-ty tadek tabulky T; je obsazen a neni oznac¢en do
z :=prvek na k-tém tadku tabulky T;
y vloz na k-ty tadek tabulky 7T; a ozna¢ ho
i:=1—14,y:= 2z, k:= hi(y), vloz y do Q
enddo
if k-ty tadek tabulky 7T; neni obsazen then
y vloz na k-ty tadek tabulky T;
zru$ oznaceni vSech tadku, vyprazdni frontu @
else
while () neni prazdna do
zru$ oznaceni [-tého Ffadku v tabulce T}, z :=vrchol fronty @
odstran z z @, z vloz na I-ty fadek tabulky T}, j :=1—j, | := h;(u)
enddo
Vystup: vlozeni se nepovedlo
endif

Bohuzel prvni cyklus, ktery hleda volny tadek se muze az |S|-krat opakovat, kde
S je reprezentovand mnozina. Aby toto nemohlo nastat (i kdyz tento jev neni
moc pravdépodobny), tak je stanovend hodnota ¢ zavisla na velikosti reprezento-
vané mnoziny, kterd omezuje pocet opakovani tohoto cyklu a tedy podprocedura
vyzaduje ¢as O(q).

Nyni popiseme vlastni algoritmus INSERT(x). Spoc¢itame ho(x) a hi(z). Pokud
ho(x)-ty fadek tabulky Ty nebo hq (x)-ty fddek tabulky 77 obsahuje z, tak konc¢ime.
Pokud hg(x)-ty tabulky Ty je prazdny, tak tam vlozime x a kon¢ime. Kdyz neni
prazdny, tak testujeme, zda hp(x)-ty tddek tabulky T3 je prazdny, v tom piipadé
tam vlozime z a konc¢ime.

Kdyz oba tadky jsou neprazdné ale neobsahuji x, pak zkusime vlozit x, tak, Ze nej-
prve zavolame podproceduru V1oz(0, ho(x)), a kdyz dspésné prerovné prvky, tak
koné¢ime. Kdyz dostaneme zpravu “vlozeni se nepovedlo”, tak zavolame podproce-
duru Vloz(1, hq(z)). Kdyz se ji povede pferovnat prvky, tak konc¢ime. Kdyz obé
volani podprocedury Vloz koné¢i hlaskou, “vlozeni se nepovedlo”, tak oznamime,



ze INSERT (x) nelze provést, reprezentace vlozené mnoziny nelze rozsifit o prvek
x. Tady je formélni zapis algoritmu.

INSERT(x)

Spocitej ko := ho(z) a ki := hy(x)

if Ty(ko) = = nebo T3 (k1) = = then stop endif

if Ty (ko) = empty then Ty(ko) := x, stop endif

if T1 (k1) = empty then Ti(k;) := x, stop endif

VIOZ(O, ]{30)

if podprocedura Vloz hlasi, ze vnoteni se nepovedlo then
VIOZ(L kl)
if podprocedura Vloz hlasi, ze vnoreni se nepovedlo then

Vystup: prvek z nelze do této struktury vlozit

endif

endif

Pokud dostaneme hlasSeni, Ze soucasnd reprezentace mnoziny S neumoznuje jeji
rozsiteni o prvek x, pak provedeme prehasovani. To znamend, ze zvolime ndhodné
a nezavisle dvé funkce v systému H a hleddme reprezentaci S U{z} pomoci novych
dvou funkef tak, ze opakujeme algoritmus operace INSERT(y) pro y € SU{z} (S
je reprezentovand mnozina).

Vsimnéme si, ze nalezeni navstiveného vrcholu znamena, ze prvky ulozené pomoci
ho a hy se “zacyklily”. Pokud se to stane pro tabulku T i T3, tak to znamend, ze
reprezentace S U {x} pomoci hy a h; neexistuje.

Je tieba jesté hlidat velikosti reprezentovanych mnozin. Kdyz po INSERT (z) je v
mnoziné S mnoho prvku nebo po operaci DELETE(z) mélo prvku, tak se tabulky
zdvojnasobi nebo se stanou poloviéni.

Autoti ukazali, ze kdyz H je 1-témér silné [logn]|-univerzalni systém, pak operace
INSERT a DELETE maji ocekdvany amortizovany c¢as konstantni.

Analyzu kukacciho hasovani si ukdzeme v letnim semestru.

Kukaccéi hasovani navrhli a analyzovali R. Pagh a F. F. Rodler v publikaci z roku
2004.

ANALYZA OPERACE MEMBER. V BINARNICH VYHLEDAVACICH STROMECH

Z, minulych prednasek vime, ze klasické algoritmy pro vyhleddvani v binarnich
vyhledavacich stromech vyzaduji ¢as imérny hloubce vrcholu reprezentujiciho ar-
gument operace. Ukazeme si vztah, ktery spojuje bindrni vyhleddvaci stromy
(bez vyvazovani) s QUICKSORTem. Tento vztah ndm umozni analyzovat cas
vyzadovany operacemi MEMBER a INSERT. Budeme pracovat s verzi algo-
ritmu, kde pivot je volen jako prvni ¢len vstupni posloupnosti. Vstupni posloup-
nosti algoritmu QUICKSORT budou prosté nahodné vybrané posloupnosti P =
{z1,22,...,2,} 2z totdlné usporddaného univerza. Ddéle vytvofime bindrni vy-
hledavaci strom 7' reprezentujici mnozinu {x1,zs,...,x,} tak, ze aplikujeme po-
sloupnost operaci

INSERT(z), INSERT (z5), ..., INSERT (z,,)



na bindrni vyhledavaci strom reprezentujici prazdnou mnozinu (pouzijeme algorit-
mus INSERT bez vyvazovacich operaci).

Mnozina reprezentovand podstromem uréenym levym synem kotene T je {z; | i €
{2,3,...,n}, x; < x1} a mnozina reprezentovand podstromem uréenym pravym
synem kofene T' je mnozina {z; | i € {2,3,...,n}, x; > x1}. Pfitom tyto stromy
vznikly aplikacemi posloupnosti

{INSERT (x;) |i=1,2,...,n,2; < x1} a
{INSERT (x;) |i=1,2,...,n, z; > x1}.

Kdyz predpokldadame, ze QUICK vytvaii nové posloupnosti, ale neméni poradi
prvku v téchto posloupnostech, tak QUICK je rekurzivné volan pravé na posloup-
nosti (pivot byl prvek x;)

{z;]i=2,3,...,n,x;, <x1} a
{z;i=2,3,...,n, x; > x1}.

Protoze tyto posloupnosti zpracovavda QUICK v rostoucim pofadi vzhledem k
posloupnosti P, dostavame indukci podle n:

podstrom urceny levym synem kofene T' je izomorfni s podstromem rekur-

zivnich volani QUICKu na posloupnost {z; | i =1,2,...,n, | ; < z1};

podstrom uréeny pravym synem kofene T je izomorfni s podstromem rekur-

zivnich voldni QUICKu na posloupnost {z; | i =1,2,...,n, z; > x1}
(pivot je reprezentovan ve vrcholu, ktery odpovida rekurzivnimu volani QUICKu,
kdyz byl zvolen pivotem). Z toho plyne, Ze strom T je izomorfni se stromem
rekurzivnich volani procedury QUICK v algoritmu QUICKSORT na vstupni
posloupnost P.
Jak jsme si ukézali pti analyze QUICKSORTu, pocet porovnani provedenych al-
goritmem QUICKSORT (tj. porovnani ve vSech volani podprocedury QUICK)
je > {|Tv| | v € T}, kde T, je podstrom urc¢eny vrcholem v (pfipomindm, ze kazdé
volani procedury QUICK porovnana pivot s kazdym ¢lenem vySetifované posloup-
nosti, ale jiné porovnéni neprovadi). Za predpokladu, ze vstupni posloupnosti jsou
vybirany ndhodné s rovnomérnym rozdélenim, tak jsme si ukazali, Zze ocekavana
hodnota souctu Y {|T,| | v € T} je nejvyse 2nlnn.
Nyni vySetfime soucet ¢asu pro provedeni posloupnosti operaci

MEMBER(z;),MEMBER(z5),... MEMBER(z,,)
v bindrnim vyhledavacim stromé T'. Kdyz oznac¢ime p; délku cesty z kofene stromu
T do vrcholu reprezentujiciho z; pro ¢ = 1,2,...,n, pak muzeme psat, ze tento
soucet je Y I | (p; +1) (predpokldddme, ze porovnéni argumentu operace s prvkem
reprezentovanym ve vysSetfovaném vrcholu a posun na dalsi vrchol vyzaduje jed-
notku ¢asu). Vsimnéme si, ze pro vrchol v € T je |T,| pravé pocet i takovych, ze
v lezi na cesté z kofene do vrcholu reprezentujiciho x;. Tedy pfispévek x; do T,
je 1 pro kazdy vrchol v na cesté z kofene do vrcholu reprezentujiciho vrchol z; a
takovych vrcholu je pravée p; + 1. Dostavame, ze
n
ST =D (i + D).
veT i=1

Kdyz pouzijeme odhad nalezeny pii analyze QUICKSORTu a fakt, ze vSechny
vrcholy jsou argumentem operace se stejnou pravdépodobnosti, tak dostavame
nasledujici vysledek



Véta. Za predpokladu rovnomérného rozdéleni dat, je ocekdvand hloubka vrcholu
reprezentujiciho nahodny prvek x v bindrnim vyhleddvacim stromé reprezentugiciho
n-prvkovou mnozZinu nejvyse 2Inn. Tedy ocekdvany cas operaci MEMBER a
INSERT je O(logn). O

Tuto analyzu nemuzeme pouzit na posloupnosti operaci, které obsahuji DELETE,
protoze operace DELETE porusuje rovnomérné rozdéleni dat.

HUFFMANUV KOD

Dalsi dulezitym problémem je komprese velkych dat. Nejde jen o uSetfeni paméti,
ale napr. kdyz se data prenasi po pomalé lince, tak je vyhodné, aby prenasend data
byla co moznéa nejmensi. Zakladni idea je pouzit kédy, kde zakdédovani symbolu
nema stejnou délku. Ukézeme si ideu zakdédovani do slov z 0 a 1.

Necht C' je mnozina symbolii, které chceme zakédovat. Pak kdd je reprezentovan
uplnym bindrnim stromem T (tj. kazdy vnitini vrchol ma dva syny) a bijekci mezi
listy stromu 7" a prvky mnoziny C'. Kdyz pro kazdy symbol ¢ € C' je ddna ¢etnost
d(c) symbolu ¢ v daném textu, ktery méa byt zakédovan, pak velikost kédu je
H(T) = > d(c)h(c), kde h(c) je hloubka listu reprezentujictho symbol ¢. Problém
je nalézt pro danou mnozinu C' s ¢etnostmi d(c), kéd T, ktery m& minimdlni velikost
H(T). Ten se nazyvé optimélni. Postup pro feseni problému navrhnul v roce 1952
Huffman.

Kdyz T je kéd mnoziny C', pak pro kazdy vnitini vrchol v € T oznac¢ime syny
vrcholu v ¢islicemi 0 a 1. Kazdy list [ je jednoznacné urcen cestou z kotene do [ a
ta jednozna¢né odpovidd néjakému slovu z {0, 1}. Toto slovo je pak kédem symbolu
reprezentovaného listem [. Je vidét, ze text zakédovany néjakym kédem lze snadno
dekédovat a pokud jsou znamé cetnosti, tak optimalni kod dava nejuspornéjsi zapis
textu.

Algoritmus pro nalezeni optimalniho kédu pouziva ideje MERGESORTu. Nej-
prve nékolik pojmu. Kofenovy les je mnozina kofenovych stromii. Vrchol se nazyva
list lesa, kdyz je listem nékterého stromu z lesa V. Velikost lesa V', zna¢ime ji |V, je
pocet stromtu ve V. Predpokladejme, ze ¢ je zobrazeni z mnoziny listti kofenového
lesa V' do realnych ¢isel.

Pak
Cont(V,¢) = Y d()g(l),

ljelist V

kde d(l) je hloubka listu [, tj. délka cesty ve V z kofene stromu ve V' obsahujictho
[ do vrcholu . Vsimnéme si, ze muzeme mluvit o Cont(V’, ¢) i pro podmnozinu
stromu V' C V.

Nyni sformulujeme nés problém:

Vstup: Mnozina L a zobrazeni ¢ z L do redlnych ¢isel.

Vystup: tuplny bindrni strom 7' s mnozinou listu L takovy, ze Cont (7T, ¢) je minimal-
ni.

Rekneme, ze T je optimélni strom vzhledem k L a ¢, kdyz L je mnozina lista T' a
Cont(T, ¢) je nejmensi mozny.

Uvazujme nasledujici algoritmus (verze hladového algoritmu), kde s kazdym stro-
mem 7' vySetfovaného kofenového lesa jsou spojené dvé proménné, Cont(7') a
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co(T)=>{o(l) | I € TN L}. Algoritmus se vold s dvéma parametry — funkci ¢ a
mnozinou L listu kofenového lesa. Na pocatku se bude kotenovy les sklddat z jedno-
prvkovych stromu T' = {t} pro t € L. Tedy L je mnozina listi tohoto kofenového
lesa. Kdyz kotenovy les neni strom, tak algoritmus vezme z tohoto lesa dva stromy
Ty a T, takové, ze maji minimdlni soucet Cont(7}) + Cont(T5) + ¢(T1) +¢(T3). Pak
stromy 717 a T, v kofenovym lesem nahradi stromem 7', ktery zkonstruuje tak, ze
vezme novy vrchol v, ten bude kofenem T a jeho synové budou koreny 717 a T5.
Pak plati ¢(T') = ¢(T1) + ¢(T>) a

Cont(T") = Cont(T1) + Cont(T) + ¢(T1) + ¢(T3).

Ziejmé se mnozina listu kofenového stromu nezménila a pokud kotfenovy les bude
strom, tak algoritmus kon¢i a tento strom je vysledek.

Optim(L, ¢):
V' je kotenovy les skladajici se z jednoprvkovych stromu takovych, ze mnozina listu
VijelL
for every strom 7' = {t} z V do ¢(T) := ¢(t) enddo
while [V| > 1 do
vezmeme z V dva stromy 77 a T, s nejmensim souctem
COIlt(Tl) + CODt(TQ) + C(Tl) + C(Tg)
odstranime T} a 1o z V'
vezmeme novy vrchol v, synové v jsou koteny stromu 717 a 15
v je kofen nového stromu T'
Cont(T') = Cont(T1) + Cont(T3) + ¢(T1) + ¢(T3)
co(T) = c(Th) + ¢(T), T vlozime do V
enddo
Vystup: (V,¢).

Véta. Pro danou mnoZinu L o velikosti n a funkci ¢ z L do redlnych ¢isel algorit-
mus Optim nalezne optimdlni strom T pro L a ¢. KdyZ L je zaddna jako seznam
takovy, zZe ¢(a) < ¢(ndslednik a) pro kazdy prvek L (kromé posledniho prvku), pak
Optim wvyZaduge ¢as O(n).

Dikaz. Nejprve si vSimnéme, ze v prubéhu algoritmu se neméni mnozina listu lesa.
Algoritmus konéi, kdyz |V| = 1, tedy kdyz V je strom. Kdyz v daném okamziku
V' je mnozina stromu 17,75, ..., T, a stromy 77 a T, nahradime stromem 7', pak
dostaneme les V' slozeny ze stromu T, T3, ..., Tk, tedy |V'| + 1 = |V|. Protoze na
zacatku V obsahoval jen n jednoprvkovych stromi, tak algoritmus po kone¢ném
poctu kroku skonci. Ukazali jsme, ze kazdy béh cyklu while do zmensi pocet stro-
mu o jeden, ale nezméni mnozinu listi. Proto vysledny les V' je strom s n listy a ¢
je bijekce z mnoziny listu V' do éisel {1,2,...,n}.

Zbyva ukazat, ze V je optimalni strom vzhledem k L a ¢. Tvrzeni dokazeme indukci
podle velikosti. Kdyz |L| < 2, pak tvrzeni zfejmé plati. Predpoklddejme, Ze tvrzeni
plat{ pro kazdou mnozinu M a funkei v, kdyz |M| < |L|. Necht L = {x1,x2,...,2,}
a ¢(x;) < ¢(wiy1) pro kazdé i = 1,2,...,n — 1. Bez Gjmy na obecnosti muzeme
predpokladat, ze v prvnim kroku algoritmus Optim zvolil jednoprvkové stromy
Ty = {x1} a Ty, = {x2}. Uvazujme mnozinu M = (L \ {z1,22}) U {y}, kde y je
novy prvek ¢(y) = ¢(z1) + ¢(x2). Kdyz vytvoiime strom V' ze stromu V' tak, ze
odstranime listy 21 a x9 a vrchol y ztotoznime s jejich otcem, pak V’ je vysledkem



algoritmu Optim na vstup M a ¢, a protoze |M| < |L|, tak podle indukéniho
predpokladu V' je optimélni vzhledem k M a ¢. Protoze L je konecna, tak existuje
optimaln{ strom U vzhledem k L a ¢. Necht U optimélni strom vzhledem k L a ¢.
Vsimnéme si, ze kdyz u je vnitini vrchol U s nejvétsi hloubkou, pak jeho synové
jsou listy. Predpoklddejme, ze u € U je vnitini vrchol s nejvétsi hloubkou a s
nejmensim souctem > {¢p(v') | v’ je syn u}. Necht u; a us jsou synové u takové, ze
d(ur) < P(ug). Z vlastnosti L pak plati ¢p(x1) < ¢(uq) a ¢(z2) < ¢(uz). Dokdzeme
d(ur) = ¢(z1) a ¢(uz) = ¢(x3). Vytvoime strom U’ tak, ze vyménime u; a x; pro
i =1,2. Pro strom U’ pak plat{

Cont(U’, ¢) — Cont(U, ¢) =
(d(z1) — d(u1))d(u1) + (d(z2) — d(uz))p(uz)+
(d(u1) — d(z1))d(x1) + (d(uz) — d(z2))(z2)
d

(d(u1) — d(21))(¢(21) — P(u1))+
(d(uz) — d(x2))(¢(22) — P(uz)).

Protoze d(u1) = d(ug) > d(x1),d(z2) (z definice u) tak, kdyby nékterd z nerovnosti
d(x1) < P(ur) a ¢(xa) < ¢(ug) byla ostrd, tak bychom dostali Cont(U’, ¢) —
Cont(U,¢) < 0 a to je spor s optimalitou U. Tedy muzeme predpoklidat, ze
synové u jsou x1 a xo. Vytvorme strom T” ze stromu U tak, ze vynechdme listy x1
a xg a otce vrcholu x1 ztotoznime s y. Pak mnozina listu 7”7 je M a tedy plati

Cont(V', ¢) = Cont(V, @) — ¢(z1) — ¢(x2) < Cont(T”, ¢)
= COI’It(U, (b) - (b(xl) - ¢($2>7

protoze ¢(y) = ¢(x1) + ¢(x2) a hloubka y je v obou piipadech o 1 mensi nez
hloubka z; a x5. Odtud plyne, ze Cont(V,¢) < Cont(U, ¢) a tedy V je optimélni
strom vzhledem k L a ¢.

Piedpokladejme, ze L je dan seznamem x1, xa, . .., T, takovym, ze ¢(x;) < d(x;41)
prokazdéi=1,2,...,n—1. Algoritmus Optim postupné tvoii viceprvkové stromy
11,75, ..., k. Pak indukci okamzité dostavame, ze

Cont(T7) < Cont(T3) < --- < Cont(Ty).

Tedy staci, kdyz pouzijeme nésledujici strukturu:

dany seznam L a v ném ukazatel na prvni prvek, ktery je jednoprvkovy strom
v kotenovym lese V' (pak ptred ukazatelem jsou listy, které jsou ve viceprvkovych
stromech ve V a za ukazatelem jsou prvky tvorici jesté jednoprvkovy stromy ve V);
a frontu viceprvkovych stromiu (to znamend, ze stromy odebirdme zepiedu a uklddé-
me je dozadu). Udrzovat tyto struktury vyzaduje ¢as O(1) stejné jako nalezeni dvou
stromu s nejmensim ohodnocenim. Tedy algoritmus Optim zkonstruuje optimalni
strom v case O(n). O

Pti aplikaci na nasi puvodni tlohu musime jesté settidit vstupni mnozinu symbolu
podle ¢etnosti (které budou listy). Tato ¢etnost je vyjadiena pfirozenymi ¢isly a
na jeji setfidéni pak muzeme pouzit algoritmus BUCKETSORT (minuld pfed-
naska). Pro urceni Cetnosti musime projit vstupni text.

V mnoha tlohach v praxi se setkdvame s ruznymi verzemi tohoto problému, napt

pfi optimalizaci nasobeni matic, které nejsou ¢tvercové. Proto je vhodné znat toto
feseni.



OBECNE VYVAZENE STROMY

Na zavér uvedeme dalsi verzi vyvazenych binarnich vyhledavacich stromu. Je-
jich vynik byl motivovan zjisténim z konce minulého stoleti, Ze pro programatory
velkych firem jsou ¢erveno-cerné nebo AVL-stromy pfilis slozité (efektivni programy
pro tyto struktury lze nyni nalézt na Internetu). Pfitom pouziti vyvazenych stromu
by znacéné zrychlilo jejich produkty. Proto byla navrzena nésledujici datova struk-
tura.

Mnozina S C U je reprezentovana binarnim vyhleddavacim stromem a navic jsou
dény horni hranice pro hloubku stromu a pocet ispésnych operaci DELETE prove-
denych od posledniho vyvazovani. Hloubka stromu je vzdy shora omezena hodnotou
[clog|S|] pro vhodné ¢ > 1 (to je podminka obecné vyvéazenosti). Autor experi-
mentélné ovéroval chovani datové struktury pro ¢ &~ 1.3 (to je lepsi nez jsou odhady
na nejvétsi hloubku éerveno-cernych stromu a AVL-stromu).

Operace MEMBER(z) a DELETE(z) se provedou stejnym zpusobem jako v
klasickych (nevyvazenych) bindrnich vyhledavacich stromech. Po tispésném prove-
deni operace DELETE se pocet operaci DELETE zvétsi o 1 a kdyz prekroci
stanovenou hranici, provede se vyvazeni celého stromu reprezentujictho mnozi-
nu S. Operace INSERT (z) se také provede jako v klasickych bindrnich vy-
hledavacich stromech, ale navic pfi ni poc¢itame délku cesty z kotene do listu, ktery
bude reprezentovat x. Po piidani x ji zvétsime o 1 a kdyz prekroci vysku stromu,
zveétsime vysku stromu. Pokud vyska prekroci stanovené omezeni na vysku stromu
(toto omezeni zavisi na velikosti reprezentované mnoziny), pak se provede vyvéazeni
stromu.

Vyvazovani stromu se provadi tak, ze se najde vrchol v, jehoz podstrom se ma
vyvazit, a tento podstrom se nahradi podstromem reprezentujicim stejnou mnozinu,
ale s nejmensi vyskou. Pii operaci INSERT (x) vrcholem v bude vrchol s nejmensi
vyskou takovy, ze jeho podstrom neni vyvazeny. Nahrazenim tohoto podstromu
podstromem s nejmensi vyskou se zmensi vyska celého stromu a ten pak bude
spliiovat omezeni dané na vysku stromu (protoze pfed operaci toto omezeni spl-
nioval). Pii vyvazovéni po operaci DELETE provedeme vyvazovani pro kofen
stromu, tj. nahradime puvodni strom novym bindrnim vyhleddavacim stromem,
ktery reprezentuje stejnou mnozinu, ale ma nejmensi vysku.

Abychom mohli realizovat tuto operaci, je potieba znat v kazdém vrcholu velikost
mnoziny reprezentované podstromem tohoto vrcholu. Proto je potfeba po tspésné
operaci INSERT nebo DELETE (tj. kdyz se ptidal nebo odebral prvek) projit
cestu od upravovaného vrcholu nazpét ke koreni a aktualizovat velikost mnozin
reprezentovanych podstromy na této cesté.

Autor navrhl nevyvazeny podstrom prevést pomoci rotaci a dvojitych rotaci do
uplné zdegenerovaného tvaru (tj. je to jedind cesta z kofene, k niz jsou pfidany
listy) a pak opét pomoci rotaci a dvojitych rotaci vytvofit bindrni vyhleddvaci
strom s nejmensi vyskou. V literatufe lze nalézt celou fadu efektivnéjsich zpusobu
pro konstrukci bindrniho vyhleddvaciho stromu s nejmensi vyskou, ale nikde jsem
nenasel vzajemné porovnani jejich efektivity. Proto lze Tict, ze obecné vyvéazené
bindrni vyhledavaci stromy oteviraji celou fadu (praktickych) problému, které by
bylo dobré vyftesit.



V soucasné dobé, kdy je datova struktura ulozena na serveru a ma k ni pristup
vice uzivatelu, zacal hrat dulezitou roli problém aktualizace. Kdyz se strom aktu-
alizuje, tak se muze znehodnotit prace jiného uzivatele, ktera je vykonana ve stejné
dobé. To vedlo k navrhu paralelni implementace datovych struktur (nebo také
vyvazovani shora dolu) — byla uvedena pro (a, b)-stromy. Podobné lze také modi-
fikovat algoritmy pro cerveno-cerné stromy (pro AVL-stromy nevim, jestli existuji
takové algoritmy). Na konci minulého stoleti byla navrzena jind strategie Fesici
tento problém, kterd je pouzitelnd pro témér vSechny vyvazené struktury.

RELAXOVANE STROMY

Idea této strategie je oddeélit vyvazovani od prace s daty. S touto ideou jsme se
setkali uz pfti liné implementaci binomialnich hald. Vedle zamezeni konflikttu, které
mohou vzniknout kvuli vyvazovani muzeme i usSetfit ¢as, kdyz dojde k vyruseni
konflikti. Nevyhodou této ideje je fakt, ze ztratou vyvazenosti se muze vyrazné pro-
dlouzit cas potfebny k vyhledavéni (logaritmicky vyhledavaci ¢as muze vzrust az na
linedrn{). Na druhé strané vime, ze pfi rovhomérném rozdéleni dat je tento narust
nepravdépodobny. V praxi se sice s rovnomérnym rozdélenim dat nesetkdvame,
ale velky narust vyhledavaciho ¢asu je nepravdépodobny i pro rozdéleni, které jsou
blizkd rovnomérnému rozdéleni, coz jsou mnohda rozdéleni z praxe.

Metoda od sebe oddéluje vyhleddvaci a vyvazovaci operace. Misto toho, aby
se provedlo vyvazovani, se jen zaznamend pozadavek na vyvazovani do fronty
pozadavku. Vyhoda této metody se zvlasté projevuje v ¢asovych Spickach, kdy
prichazi mnoho pozadavku od uzivatel a nelze stihnout vyvazovani, nebo pri
praci v ddvkovém rezimu (napt. kdyz administrator odeslal davku pozadavku, aby
odstranil ¢ast datové struktury poskozenou vypadkem proudu). Dalsi vyhoda této
metody spociva ve faktu, ze ji 1ze snadno modifikovat pro vSechny bézné pouzivané
vyvazené stromy.

Pouziti vyzaduje oSetfeni dvou problému. O prvnim jsme se jiz zminili, je to
mozny narust ¢asu pro vyhledavani zpusobeny degeneraci datové struktury. Druhy
problém je, zda lze jednoduSe vyvazit datovou strukturu, ktera vznikla nékolika
aktualiza¢nimi operacemi bez nasledného vyvazovani bez nového budovani celé da-
tové struktury z reprezentovanych dat. S tim je spojena otazka strategie TeSeni
vyvazovacich pozadavki.

Stromy vzniklé touto metodou se nazyvaji relaxované. Pfitom konkrétnich realizaci
této zakladni ideje je pro kazdy typ vyvazenych stromu nékolik (zélezi na tom,
ktery parametr je preferovéan). PopiSeme jeden relaxovany model pro ¢erveno-cerné
stromy.

Uvazovany model mé data ulozend v binarnim vyhledavacim stromu, jehoz vnitini
vrcholy jsou obarveny bud ¢ervené nebo ¢erné (obarveni obéma barvami neni pii-
pustné) a listy jsou obarveny ¢erné. Navic je dan soubor vyvazovacich pozadavku
(budeme ho nazyvat fronta vyvazovacich pozadavki) a pokud je tento soubor
prazdny, pak strom reprezentujici data je vyvazeny cerveno-cerny strom. Nad
daty pracuje soucasné vice procesu, které jsou dvou typu:

uzivatelsky — provadi pouze vyhledavani, pridavani a ubirani prvku a kdyz po
aktualizaci vznikne pozadavek na vyvazovani (vyznam i formu upfesnime pozdéji),
da tento pozadavek do fronty vyvazovacich pozadavku.
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spravcovsky — bere vhodné pozadavky z fronty vyvazovacich pozadavku a provadi
je. Muze se stat, ze bud dany pozadavek tuplné oSetii nebo ho transformuje v
jiny pozadavek blizsi ke kofeni stromu. Tim se postupné odstranuje nevyvazenost
stromu.

Dulezité je, ze kdyz ¢innosti nékterého procesu (uzivatelského nebo spravcovského)
se v daném vrcholu porusila podminka Cerveno-cernych stromu v tomto vrcholu,
tak vznikl pozadavek spojeny s timto vrcholem. Tento pozadavek zanikl, kdyz to
opravil néktery spravcovsky proces (pfitom mohl porusit podminky na ¢erveno-
cerné stromy v jiném vrcholu, a proto musi vznést pozadavek spojeny s timto
vrcholem).

Idedlem je v jistych periodach vyprazdnit frontu pozadavku a tim vytvorit klasicky
¢erveno-cerny strom. Pocet pracujicich spravcovskych procesu neni fixni a zavisi
na délce fronty vyvazovacich pozadavku.

Popiseme sémantiku a formu pozadavku. Mame pozadavky dvou typu — b a v.
Kdyz je s vrcholem v svazan pozadavek b, pak s nim uz neni svazan zadny dalsi
pozadavek (tj. pozadavek b je neslucitelny s kazdym dalsim pozadavkem, zatimco
pozadavku typu v na vrchol v muze byt vic). Pokud je s vrcholem svézan néjaky
pozadavek, pak vrchol a pozadavek s nim svazany ve fronté vyvazovacich pozadavku
jsou spojeny ukazateli. Pozadavek b na vrchol v znamena, Ze v je ¢erveny a v
okamziku vzneseni pozadavku ma ¢erveného otce (toto se pozdéji muze zménit).
Pozadavek v na vrchol v znamena, ze v je cerny a v cestach z kofene stromu do
listt1 prochéazejicich vrcholem v chybi jeden ¢erny vrchol. Z toho plyne, ze kdyz je na
vrchol v vlozeno k pozadavku v, pak v cestach z kotene do listu prochéazejicich vr-
cholem v chybi k ¢ernych vrcholu, tj. kdyz kazdy vrchol s k pozadavky v nahradime
k41 cernymi vrcholy, pak vSechny cesty z korene do listii maji stejny pocet cernych
vrcholu. Tento invariant bude vzdy splnén.

Ve fronté vyvazovacich pozadavku je kazdy pozadavek specifikovan svym typem a
ukazatelem na vrchol, kde vznikl.

Neformalné popiseme praci jednotlivych procesu. Uzivatelsky proces provadi jednu
ze ti1 operaci: MEMBER, INSERT a DELETE.

Operace MEMBER(x) klasickym vyhleddvanim zjisti, zda x pati{ do reprezento-
vané mnoziny, a ozndmi to uzivateli (pokud patii, ozndmi také adresu dat spojenych
s prvkem z).

Operace INSERT (z) klasickym vyhledavanim zjisti, zda = patii do reprezentované
mnoziny. Kdyz patii, operace konéi (zde je nékolik pfirozenych alternativ — napf.
oznami neuspésné vlozeni prvku nebo oznami adresu dat spojenych s prvkem x
atd.) Kdyz x nepatii do reprezentované mnoziny, tak vyhleddvani skoncilo v listu
t (ktery reprezentuje interval obsahujici x). Nyni zméni list ¢ na vnitini vrchol,
vytvoii dva ¢erné syny vrcholu t, které budou listy, ulozi data spojenda s x a jejich
adresu spolu s prvkem x spoji s vrcholem t. Kdyz vrchol ¢ vznasel pozadavek v,
pak smaze jeden pozadavek v vzneseny vrcholem t a nechd vrchol t cerny, kdyz
vrchol ¢t nevznasel zadny pozadavek v, tak zméni jeho barvu na cervenou a kdyz
otec vrcholu t je Cerveny, vytvoii pro vrchol ¢t pozadavek b a vlozi ho do fronty
vyvazovacich pozadavku (propoji vrchol ¢ a tento pozadavek ukazateli).

Operace DELETE(z) klasickym zptsobem zjisti, zda = patii do reprezentované
mnoziny. KdyZz nepatii, operace koné¢i (piipadné ozndmi neuspéch). V opacném
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ptripadé nalezne vrchol ¢t a jeho syna [, které maji byt odstranény, uvolni data
spojena s prvkem z. Kdyz t nereprezentoval x, pak data spojend s t presune na
vrchol reprezentujici . Pak odstrani vrchol ¢ a list [ a na misto vrcholu ¢ da bratra
listu I, kterého obarvi na ¢erno. Kdyz t i bratr [ byly obarveny c¢erné, vytvori
pozadavek v spojeny s bratrem [ a vlozi ho do fronty vyvazovacich pozadavku (a
propoji ukazateli bratra [ s timto pozadavkem). Pozadavky b spojené s vrcholy t a
bratrem [ se rusi a odstrani se z fronty vyvazovacich pozadavku (kdyz ¢t nebo bratr
mély pozadavek b, pak jejich odstranénim zadny novy pozadavek nevznikd). Navic
bratr [ dédi vSechny pozadavky v spojené s vrcholem ¢ (tim se mohou hromadit
pozadavky v spojené s jednim vrcholem).

Nyni neformélné popiSeme praci spravcovského procesu. Proces provede jednu z
nasledujicich akei:

Zrusi (a odstrani z fronty) jakykoliv pozadavek na kotfen stromu.

Zrusi (a odstrani z fronty) pozadavek b na vrchol v, kdyz otec vrcholu v je ¢erny.

Kdyz je na vrchol v vlozeno i pozadavku v a na bratra vrcholu v je vlozeno j
pozadavku v, pak zrusi min(i, j) pozadavku v na vrcholy v a bratr(v). Kdyz otec
vrcholu v je éerny, pak vlozi novych min(i, j) pozadavku v na otce vrcholu v.
Kdyz otec vrcholu v je cerveny, pak zméni jeho barvu na ¢ernou a vlozi na ného
min(, j) — 1 pozadavku v.

Kdyz je na vrchol v vlozen pozadavek b a jeho otec je ¢erveny a je kofen stromu,
pak obarvime otce vrcholu v na ¢erno a pozadavek zrusime.

Kdyz je na vrchol v vlozen pozadavek b, otec vrcholu v je ¢erveny, déd vrcholu v
je cerny, bratr u otce vrcholu v je cerveny, pak obarvime otce vrcholu v a vrchol
u na ¢erno a zrusime pozadavek na vrchol v. Kdyz na déda vrcholu v je vlozeno
i pozadavku v pro i > 0, pak odstranime jeden pozadavek v na déda vrcholu v.
Pokud na déda vrcholu v neni vlozen zaddny pozadavek v (pozadavek b na ného
nemuze byt vlozen, protoze je ¢erny), obarvime ho na ¢erveno a pokud otec déda
vrcholu v je také cerveny, pak vlozime na déda vrcholu v pozadavek b. Kdyz na
vrchol u je vlozen pozadavek b, tak ho zrusime.

Kdyz na vrchol v je vlozen pozadavek b, otec z vrcholu v je ¢erveny, déd w vrcholu
v je Cerny, bratr vrcholu z je ¢erny a v neni lomeny, pak provedeme rotaci vrcholu
z a w, w obarvime Cervené, z obarvime ¢erné, vrchol z zdédi vSechny pozadavky v
vrcholu w a zrusime pozadavek b na vrchol v.

Kdyz na vrchol v je vlozen pozadavek b, otec z vrcholu v je ¢erveny, déd w vrcholu
v je ¢erny, bratr otce vrcholu v je ¢erny a v je lomeny, pak provedeme dvojitou
rotaci vrcholi v, z a w, w obarvime ¢ervené, v obarvime cerné, zrusime pozadavek
b na vrchol v a vrchol v zdédi vSechny pozadavky v na vrchol w.

Srovnejte tyto tfi akce s vyvazovanim po operaci INSERT v klasickém cerveno-
¢erném stromu.

Kdyz na vrchol v je vlozeno j pozadavku v pro j > 0, bratr u vrcholu v je ¢erny a
neni na ného vlozen zadny pozadavek, synové vrcholu u jsou cerni, pak obarvime
vrchol u ¢ervené, zrusime jeden pozadavek v na vrchol v a kdyz byl otec vrcholu v
cerveny, tak ho obarvime na ¢erno, a pokud byl ¢erny, tak vytvorime pozadavek v
na otce vrcholu v a vlozime ho do fronty vyvazovacich pozadavki.

Kdyz na vrchol v je vlozeno j pozadavku v pro j > 0, bratr u vrcholu v je ¢erny a
neni na ného vlozen zadny pozadavek, syn w vrcholu u, ktery je lomeny, je cerveny,
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pak provedeme dvojitou rotaci na vrcholy w, u a otec(v), obarvime vrchol otec(v)
cerné, zrusime jeden pozadavek v na vrchol v a vrchol w zdédi barvu i pozadavky
spojené s vrcholem otec(v). Zrusime také piipadny pozadavek b na vrchol w.

Kdyz na vrchol v je vlozeno j pozadavku v pro j > 0, bratr u vrcholu v je ¢erny
a neni na ného vlozen zadny pozadavek, syn w vrcholu u, ktery neni lomeny, je
¢erveny, pak provedeme rotaci na vrcholy u a otec(v), obarvime vrcholy otec(v) a
w ¢erné, zrusSime jeden pozadavek v na vrchol v a vrchol u zdédi barvu i pozadavky
spojené s vrcholem otec(v). Zrusime také pripadny pozadavek b na vrchol w.

Kdyz na vrchol v je vlozeno j pozadavki v pro j > 0, a bratr u vrcholu v je ¢erveny
a neni na ného vlozen zadny pozadavek a jeho lomeny syn je cerny, pak provedeme
rotaci na vrcholy u a otec(v)z, obarvime otec(v) na Cerveno (a nebude na ném
zadny pozadavek), vrchol u obarvime na ¢erno a zdédi vsechny pozadavky vrcholu
otec(v). Nyni bratr vrcholu v je ¢erny a spravcovsky proces opakuje akei na vrchol
v.

Predchozi akce srovnejte s operaci DELETE pro klasické ¢erveno-cerné stromy.

Nyni strué¢né popiSeme praci s frontou vyvazovacich pozadavkia. Spravcovsky pro-
ces se nahodné rozhodne, zda chce odstranit pozadavky na kotfen, nebo zda chce
odstranit pozadavek typu b, nebo zda chce odstranit pozadavek typu v.

Kdyz chce odstranit pozadavek na kofen, pak prohledanim fronty vyvazovacich
pozadavku nalezne pozadavek na kotfen. Zablokuje kofen. Béhem této akce nesmi
byt kofen argumentem zidné rotace nebo dvojité rotace (pak by prestal byt kofe-
nem a pozadavek nejde odstranit). Pozadavek odstrani a kofen uvolni. Misto
prohledévani fronty je rychlejsi zacit u kotene, zjistit, zda je na néj polozen pozada-
vek, a nalézt tento pozadavek pomoci ukazatele.

Kdyz chce odstranit pozadavek typu b, pak nejprve nalezne vrchol v, ktery neni
koten, je na ného polozen pozadavek b a na otce vrcholu v neni polozen pozadavek
b. Zablokuje vrchol v a testuje, zda otec vrcholu neni ¢erny nebo neni kotfen stromu.
Kdyz otec vrcholu v je ¢erny nebo je kofen stromu, pak zablokuje otce vrcholu v
a provede akci. Po jejim provedeni uvolni oba vrcholy. Kdyz otec vrcholu v je
cerveny a neni kofen stromu a déd vrcholu v je ¢erny, tak zablokuje otce vrcholu
v, bratra otce vrcholu v a déda vrcholu v a podle vlastnosti bratra otce vrcholu v
provede akci a vrcholy uvolni.

Kdyz chce odstranit pozadavek v, tak nalezne vrchol v, na ktery je vlozen pozadavek
v a neni kofen a na bratra vrcholu v neni vlozen pozadavek b. Pak zablokuje otce
vrcholu v, bratra vrcholu v i vrchol v. Podle vlastnosti bratra vrcholu v provede
akci. V piipadé, ze bratr vrcholu v je ¢erny a neni na ného vlozen zadny pozadavek,
tak zablokuje i syny bratra vrcholu v. Po provedeni akce uvolni vrcholy. Pokud
bratr vrcholu v byl obarven ¢ervené a nebyl na ného polozen zadny pozadavek a
jeho lomeny syn je cerny, tak provede akci na vrchol v, a pak teprve uvolni vrcholy.

P1i volbé, jaky pozadavek bude oSetfovat spravcovsky server, by nejvétsi prioritu
mélo mit oSetfovani kofene, pak oSetfeni pozadavku b a pak pozadavku v. To by
se mélo odrazit pti volbé akce spravcovského procesu. Vhodny pomér priorit neni
znam. Z7Zda se, ze je také vyhodné zacit hledat pozadavky ve stromé a pak prejit
do fronty vyvazovacich pozadavku pomoci ukazatele. Zablokovany vrchol znamena,
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ze neni pifstupny jinému spravcovskému procesu. Jen pii provadéni rotace nebo
dvojité rotace jsou jeji argumenty zablokovany i pro uzivatelské procesy.

Nasledujici tvrzeni se ovéii piimo (viz vyvazovani pro ¢erveno-cerné stromy).

Veéta. Kdyz fronta vyvazZovacich poZadavku je neprdzdnd, tak v ni vidy existuje
pozadavek, ktery muze obslouzit spravcovsky proces. Kdyz vrchol v bindrniho vy-
hledavaciho stromu reprezentujiciho data je cerveny a jeho otec je také cerveny,
pak na vrchol v byl vioZen poZadavek b. V kaZdém okamziku plati, Ze kdyZ kazZdy
vrchol bindrniho vyhleddvaciho stromu reprezentujiciho data, na ktery je vloZeno i
pozadavki v pro i > 0, je nahrazen i+1 ¢ernymi vrcholy, pak vsechny cesty z korene
do listi maji stejny pocet cernych vrcholi.

7 této véty plyne, ze kdyz je fronta pozadavku prazdna, pak binarni vyhledavaci
strom reprezentujici data je cerveno-cerny. Vznika vSak otazka, zda kazda posloup-
nost akei spravcovskych procesi vede k vyprazdnéni fronty pozadavki. Resenf
tohoto problému dava nasledujici pozorovani:

Kazd4 akce spravcovského procesu bud zmensi pocet pozadavki nebo zmensi soucet
vSech ‘hloubek pozadavku’, kde ‘hloubka pozadavku’ je hloubka vrcholu, ktery je s
timto pozadavkem spojen.

Vsimnéte si, ze kdyz se odstrani pozadavek pomoci Rotace nebo Dvojité-rotace,
tak se mohl soucet zvétsit, protoze vrcholy v podstromu zménili svoji hloubku.

Tedy definujme dva potenciély, ¢1 (t) je pocet pozadavku v case t a ¢2(t) = > {h(p) |
p je pozadavek}, kde h(p) je hloubka vrcholu spojena s pozadavkem p. Plati:

Lemma. KaZda akce sprdvcovského procesu bud zmensi ¢1 nebo se ¢1 mezméni,
ale zmensi se ¢ps.

Z predchoziho tvrzeni plyne, Ze kazda posloupnost akci spravcovského procesu vede
k vyprazdneéni fronty vyvazovacich pozadavku, a je zfejmé, ze posloupnost operaci
v klasickych ¢erveno-Cernych stromech vyzaduje vice vyvazovacich akci. Jsou zde
oteviené otazky:

Lze najit optimalni strategii pro spravcovské procesy? S jakou pravdépodobnosti
je binarni strom v zavislosti na délce fronty jesté blizky pravidelnému tuplnému
binarnimu stromu?

Podobné modely byly studovany i pro AVL-stromy a (a, b)-stromy.



