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1 Zkratky

1. CRF - ¢astecéné rekurzivni funkece.

2. ORF - obecné rekurzivni funkce.
3. PRF - primitivné rekurzivni funkce.
4. r.s. - rekurzivné spocetna.
5. ZAS - zakladni aritmeticka sila.
6. PA - Peanova Aritmetika.
7. ORP - obecné rekurzivni predikat.
8. PNF - prenexni normalni tvar.
2 Uvod

2.1 Historicka vsuvka

1900: 10. Hilbertav problém, tplnost aritmetiky. Godel dokézal ze nejde. V prvnim vété
pouzil Primitivne rekurzivni funkce.

Definice 2.1 (Primitivné rekurzivni funkce). Primitivné rekurzivni funkce - pod-
mnozina efektivné vycislitelnych funkci, jsou vsude definované.

Tyto ale nestaci pro hlavni problém dokazatelnosti.
Pti dalsim vyvoji se vyvinul kalkulus tzv. obecné rekurzivnich funkci ORF a ¢astecné
rekurzivnich funkci CRF.

Znaceni 2.2 (Defini¢ni obor). dom(y) - defini¢ni obor.
Znaceni 2.3 (Obor hodnot). range(y) - obor hodnot.

Definice 2.4 (Rekurzivni funkce). Funkce f:¥* — ¥* je édstecné rekurzivni, pokud
je turingovsky vydislitelnd (tedy existuje Turinguv stroj M takovy, ze Vo € dom(f) <
M (z) } Af(z) odpovida obsahu pasky M (z) na konci vypoctu).

Funkce f:Y¥* — ¥* je obecné rekurzivni, je-li Castecné rekurzivni a dom(f) = X* (vSude
definovand).

Poznadmka 2.5 (Church-Turing teze). Historicky vyvoj:

o A. Church vyvinul A-konverze (A-calculus) a dokazal, Ze neexistuje algoritmus tzv
"rozhodovaci". Lambda konverze jsou pomérné obtizné.

o Turing, nezavislé na Churchovi v roce 1936 vyvinul Turing Machines a dokazal
nevycislitelnost Halting problému.

Pak ostatni prohlasili Church-Turing tezi, Zze vsechno, co je efektivné vycislitelné je
Turingovsky nebo A-konverzi vycislitelné.



Definice 2.6 (A-calculus). Necht C' je mnozina konstant, necht V' je (spoetnd) mnozina
proménnych. Mnozina tzv. A terms A je nejmensi mnozina tz:

« CCA.
« VCA
o nechf t1,t2 € A termy, pak aplikace t; to jako v Haskellu je taky term

e teANx eV = Azt €A V Haskellu:
(\x — 1)

Coz je funkce s parametrem z a vraci t.

Jako zavér, formalni, efektivné dokazovaci systém nemtze uplné popsat pravdu. Je mnohem
slozitéjsi.

Poznamka 2.7 (System PRF(odboc¢ka)). Funkcionalni systém, postaveny na axio-
mech:

o Zakladni funkce: 0, +1, id (resp. vydéleni i-té slozky)

e 2 Odvozovaci pravidla:
1) substituce
2) operator primitivni rekurze. Jednoduse receno, vypocet v bode (y+ 1) udélame
rekurzivné z bodu "y".

Pak se vezme tranzitivni uzdvér - vsechno co jde odvodit ze zakladnich funkci pomoci odvo-
zovacich pravidel. Na rozdil od CRF neméme while, ¢im# dostaneme jenom podmnozinu
CRF.
Substituce:

S (fagts- o gn) = Flo1 (Wi, Un), - 9m (Y1, - Un))

Primitivni rekurze:

Poznamka 2.8 (Kleeneho system CRF). Pak piidinim operatoru p tzn. while k
predchozimu systému dostaneme CRF (znovu tranzitivni uzdveér). Je komplikovany, je
lepsi pouzivat néjaké dokazovani.

2.2 Terminologie

Pfiblizné do roku 1990 pievladala terminologie ORF, CRF zavedend Kleene. Pak byla
snaha zménit na computable functions - efektivné vycislitelné.

Definice 2.9 (Rekurzivni mnozina). Mnozina je rekurzivni, neboli rozhodnutelna
(decidable, computable) - efektivné rozhodnutelna. Jednoduse Feceno, mame program,
ktery na kazdém vstupu se vzdy zastavi a rozhodne ANO nebo NE (jestli slovo patii do
ni).

Definice 2.10 (Rekurzivné spofetnd mnozina). Mnozina je rekurzivné spocetna
(¢astecné rozhodnutelnd), nebo computably enumerable. Formélné je definiénim oborem
néjakého programu (tzn. ¢astecné rekurzivni funkece, TS etc.).



Pozndmka 2.11. Na rozdil od kurzu ZSV, kde jsme definovali funkce f:{0,1}" — {0,1}",
budeme zkoumat funkce aritmetické.

f:No>N,f:N 5N

Nemusi byt vSude definované.
Ptristupy jsou ekvivalentni, protoze muzeme ocislovat slova.

Poznamka 2.12. Formalné nemame klasické k-tice jako vektory, ale kodujeme vsechno
do prirozenych c¢isel. Je zndma jako Cantorova metoda parovani.

Znaceni 2.13 (Konvergence). Program konverguje - znamena Ze se zastavi za konecny
pocet kroki.

Pripomenuti 2.14. Rekurzivita, rekurzivni spocetnost se zachovava na U,N.
Rekurzivita se taky zachovana pii — (doplnék). Rekurzivni spocetnost nikoliv.

Véta 2.15 (Postova). L je rozhodnutelny <= LAL jsou r.s. (c.e.).

Diikaz. =. Z TS pro L sestavime pro doplnék znegovanim vSech odpovédi.
<. Necht L(M)= LAL(B)= L, pak sestavime TS pro rozhodnuti L.

1. Pust B, M paralelné
2. if(Acc(M, x))

3. accept

4. if (Acc(B, x))

5. reject

Paralelni spusténi Ize implementovat pomoci 2 pasek, pripadné je slepit do 1. O

Definice 2.16 (Godelové &islo). Index programu. Necht ¢ je CRF, P, je program ktery
ji vy¢isluje. Pak index funkce ¢ je e.

Poznamka 2.17. Kazdd CRF mé nekoneéné mnoho programi, takze i nekoneéné mnoho
indext1. O¢islovani programi generuje ocislovani funkei.

V jistém smyslu, nezalezi na konkretnim ocislovani pokud je efektivni (nemame ¢as toto
dokazovat). 2 rizné efektivni numerace jsou efektivné ekvivalentni.

Pripomenuti 2.18 (Univerzalni TS). Dostane program M a data z, simuluje vypocet
Pro nas to bude univerzdlni CRF.

Definice 2.19 (Univerzalni CRF).
\II’I’L(67'ZE17$27 e 7xn)

kde e je index programu, z; jsou data.
Obcas se znaci

ol (x1,.. ., mn) = {e}(x1,...,2n)

Znaceni 2.20 (Univerzalni CRF).

e (@1, tn) 2 U(py(Ta(z1, .., T0,Y)))

o Kde T, je primitivné rekurzivni predikat, ktery ika "za n krokd".


https://en.wikipedia.org/wiki/Pairing_function

e U je primitivné rekurzivni funkce 1 proménné, kterd "vydéli'vysledek z mezivysledki
(jelikoZ méame vSechno zakodované jako prirozend ¢isla).

o iy Tikd "nejmensi y".
Véta 2.21 (s-m-n (BD)).

m-+n

Pe (Ih vy Ty YLy e ,ym) = @Zﬁ(e,xl,...,xn) (y17 s ,ym)
V ¥ notace

\Ijn—km(@ajm@) = \Dm(s?(e,x,y))
kde x,y jsou vektory pro kratsi zdpis.

Funkce s :e,x1,...,xyn vyroby novy program. Ten cekd na vstup y1,...,Ym, k tomu pridd
zahardkodované data x1,...,x, a spusti na to e. Je to pouze syntaktickd manipulace dat.

Definice 2.22 (e-ta rekurzivné spocetnia mnozina).

We = dom(pe) ={x: pe(x) L} ={¥i(e,z) |}

Poznamka 2.23. Rekurzivné spocetné mnoziny se nékdy definuji jako obor hodnot CRF.
M je rekurzivni mnoZina <= je oborem hodnot rostouci CRF.

M je rekurzivné spocetna mnozina <= je oborem hodnot prosté CRF.

Rozdil v obou ekvivalencich souvisi s Halting problémem.

Definice 2.24 (1,m prevoditelnost). A <; B <= 3 ORF f prosta:
reA <~ f(xr)eB

A<, B <= 3 ORF f (ne nutné prostd):
reA < f(xr)eB

Definice 2.25 (1-aplnost). Mnozina M je 1-uplna jestlize je rekurzivné spocetnd a
kazda rekurzivné spocetna je 1-prevoditelnd na M.

Definice 2.26 (K, DIAG).

K={z:xeW,}={x:pz(x) ]} ={z:Vi(z,2) |}
Taky
Ko={(z,y) 1 pz(y) L} = {{z,y) 1y € W}
Znaceni z ZSV
DIAG = {{M) : M € L(M)} = { (M) : M({M))}

Lemma 2.27 (DIAG, K). DIAG je rekurzivné spocetny (éastecné rozhodnutelny) ale
neni rekurzivni (rozhodnutelny).
Diikaz pomoci Cantorovy diagondlni metody.

Dikaz. B
K={x:x¢W,}

W, ale jsou vsechny rekurzivné spocetné. Z toho
Vo : K #W,
Takze K neni éasteéné rekurzivni. Dle Postovy véty K neni rozhodnutelna. O
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Véta 2.28 (K 1-uplnd). K (taky Ky) je 1-iplnd.

Diikaz. Zavedeme CRF
alz,y,w) | <= @(y) |

kde w je fiktivni proménné. « je ekvivalentni
qfl(@,iﬂ,]/,ﬂ])
pouzijeme
\111(6,$,y,UJ) = \Ill(sé(e,x,y),w) =Pl

2(€7$7y) (w)

dosadime za w = si(e, z,y).
Pomoci w se dostavame na diagondlu. Pak

xEW, <= si(e,x,y) €K
[

Véta 2.29 (Rozsiteni V,,). V,, nemd obecné rekurzivni rozsirend. Jinymi slovy neexistuje
ORF h rozsireni VU takové Ze
VZ: WU, (Z) =h(zZ)

a h je definovand pro vstupy mimo dom(W,,).
Dokonce, pokud o castecné rekurzivne rozsiruje Wy, tak najdeme vstup na kterém diverguje

1 oz, x1) T
Diikaz. PouZijeme Cantorovu diagonalni metodu. Definujme pomocnou CRF:
Bx) ~1=a(r,x)

Kde = je dodefinovana operace odecitani pro prirozena Cisla. Napt 1 =100 = 0. Jelikoz je
CRF = ma index eg, neboli

Bleg) ~Vi(eg,ep) ~1=a(es, ep)

Necht sporem «(eg,eg) |, pak B(eg) | a tedy

\Ij’ﬂ(eﬂaeﬂ) \L
Protoze « je rozsiteni
U, (eg,ep) = aleg,eg)
coZ je spor protoze
1-aleg,ep) = Vy(eg,ep) = aleg,eg)



3 Rekurzivné spocetné mnoziny a predikaty

Poznamka 3.1. R.s. mnoziny a predikaty je jedno a totéz protoze obor pravdivosti
predikatu je mnozina a nalezeni do mnoziny je predikat.

Lemma 3.2 (3Q r.s). Pokud Q je rekurzivni = 3yQ(...) je rekurzivné spocetny.

Diikaz. Uvazme charakteristickou funkci Cg predikatu Q. Je vSude definovand, cili je
ORF. .
Pak nasledujici je CRF:
1y Q) = iy (Cole) = 1)
]

Véta 3.3 (Univerzalni Kleeneho r.s. predikat). Kazdy rekurzivné spocetny predikdt
je tvaru:

HQ(...)

Pak r.s. mnoziny jsou definicni obory CRF.
Dokonce mdame univerzalni rekurzivne spocetny predikadt

Ty (e,x1,...,2n,Y)

Disledek 3.4 (Index r.s. predikati). Lze definovat index rekurzivné spocetnijch
predikdtii.

Poznamka 3.5. s-m-n véta plati i pro predikaty 7T5,.

Véta 3.6 (Uzavienost RS). Rekurzivni spocetnost je uzavrend na U,N. Dokonce efektivné
z indexu.

Mdame ORF(dokonce PRF)
Wa(a,b) =WaNWy

Diikaz. Formalné pro N:
ds1T1(a,z,s1) A3s2T1 (b, x,52) <= Fw(T1(a,z,(w)2,1) ANT1(b,z, (w)22))

kde w koduje dvojici s1, s9.
(w)2,1

1iké, Ze w je n-tice velikosti 2, vezmi 1. slozku.

351711 (a,z,51)

je reprezentace mnoziny W, pomoci univerzalniho predikatu.
Dohromady mame rekurzivné spocetny predikat. Takze

32T3(e,a,b,x, 2)

Kde e je program, ktery pousti oba dva programy a cekad az se jeden z nich zastavi.
Pouzijeme s-m-n pro predikaty

32T3(e,a,b,2,2) <= 32T1(s3(e,a,b),z,2)

Pak definujme
ala,b) := si(e,a,b)

Analogicky pro U. O



Definice 3.7 (Omezeny existen¢ni kvantifikator).

Jy<Q

Jmenuje se konecna dizjunkce.

Definice 3.8 (Omezeny vSeobecny kvantifikator).

Vy<z@Q

Jmenuje se konecna konjunkce.

Véta 3.9 (Omezena kvantifikace (BD)). Rekurzivni spocetnost je uzaviend na omezené
kvantifikace. Dokonce efektivné na indezech.

Diikaz. Pro existenéni spustime z programi paralelné a ¢ekame az jeden ptijme.
Pro vSeobecny spustime paralelné a ¢ekame jestli vSechny prijmou. O]

Véta 3.10 (Neomezena kvantifikace). Rekurzivni spocetnost je uzavrend na existencni
kvantifikace.

Diikaz. Analogicky jako ditkkaz pro N, nahradime dva existen¢ni kvantifikatory jedinym s
dvojici.
Jyds: T, (...) =3k = (y,s)...
O

Poznadmka 3.11. Pro vSeobecnou kvantifikaci jiz neplati (ani pro ¢astecné rozhodnutelné).
Protipiikladem je K kterd nenf ¢.r. (tzn. r.s.), kterou lze zapsat pomoci vSeobecného
kvantifikatoru

reK < Vs-Ti(z,z,s)

Kde T} je ¢asteéné rozhodnutelny predikét (dokonce PRP), negace taky.

3.1 10. Hilbertdv problém

V moderni terminologii 10. Hilbertiiv problém zni: "zda existuje algoritmus, ktery by pro
libovolny celoc¢iselny polynom rozhodnul jestli existuje feseni v celych ¢islech.

Libovolny celoc¢iselny polynom je ekvivalentni 2 polynomtum v N, feseni pak taky hledame
v N. Nejprve dame zaporné koeficienty na pravou stranu, pak aplikujeme Lagrangeovou
vétu o 4 c¢tvercich.

Véta 3.12 (RDPM (BD)). Predikdt Q je rekurzivné spocetny <= je tzv diofanticky:

1,2 €N (p1(T1, - T, YLy -, Un) = P2(T1, o Ty Y1y -5 Yn))

Dusledek 3.13 (10. Hilbertav problém). 10. Hilbertiv problém md negativni odpovéd.
Protoze mame mnoziny které nejsou rozhodnutelné, treba DIAG.

Dodatek 3.14. Jako byprodukt dostdivame ekvivalenci:
A(PRP) <= 3(pi(...) =p2(...))

Bez existencniho kvantifikdtoru vibec neni pravda. V aritmetice lze vytvorit i superexpo-
nencielu e atd, polynomy jsou ale omezené. Taky polynomy lze elementdrné vyjadrit
pomoci Robinsonovy aritmetiky.



3.2 Selektory

Obecné, Selektor je definovany pro "hezké relace", napt. r.s. Q(z,y). Pak selektor vybira y
pro kazdé x pokud existuje takové.

Véta 3.15 (O selektoru). Necht Q(x,y) je rekurzivné spocetny (resp Q(z1,...,Tn,Yy)),
pak 3p € CRF:
p(z) L= Fy: Q(z,y)
p(x) = Q(z,p(x))
Jinymi slovy vybere y pokud existuje.
Diikaz. Pozor, nemuzeme vzit nejmensi, musime vzit prvni které najdeme, protoze lepsi

uz treba nebude.
@ je r.s. = ma index e, napiSeme pomoci univerzalniho predikatu

ds: Thr(e,z,y,s)

Predikat zapiSeme jako mnozinu
dom(pe(z,y))

Pak pro dédne x probereme vSechny (y,s) a hleddme nejmensi dvojici tz plati
T2 (67 z,y, 3)

Neboli hleddme prvni (y,s) tZ za s kroku @e(z,y) |-
Formalné:

gO(iL’) = (ﬂ(y,s)TQ(eaxayv‘S))Z,l

O
Definice 3.16 (Graf CRF).
graph(p) ={(z.y)| v(z) =y}
Diusledek 3.17 (Graf CRF). ¢ je CRF <= graph(yp) je r.s.
Diikaz. "="(x,y) € graph(p) = 3s (za s kroki p(z) =y).
Coz je r.s. predikat.
"<"Aplikuj selektor. Volba v totalitnim rezimu, bud jeden kandidat nebo nic. O

Poznamka 3.18. Pii zobecnénich vycislitelnosti do vyssich hierarchii, definujme vycisli-
telnost tak, ze graf je rozumny.

Véta 3.19 (Postova véta podruhe).
Qlr,y)=(reMAy=1)V(r e MAy=0)

Coz je rekurzivné spocetny predikdt. Selektor ¢ pro Q) je ORF. ¢ je charakteristickd funkce
mnoziny M.



3.3 Imunni mnoziny

Definice 3.20 (Imunni mnozina). A je imunni pokud je nekonecna a neobsahuje
nekonecnou rekurzivni spoc¢etnou podmnozinu.

VW, CA:|W,| < o0

Je nekonecnd, ale nemtzeme to efektivné zkontrolovat. Protoze veskeré algoritmicky
zkontrolovatelné podmnoziny jsou konecné.

Definice 3.21 (Simple). A je simple pokud je rekurzivni spocetnd a A je imunni.

Poznamka 3.22. Postiv problém: co je mezi rekurzivnimi mnozinami a nerekurzivnimi
r.s. mnozinami ve smyslu T-pfevoditelnosti (viz pozdéji)?

Definoval Simple, hypersimple, hyper-hyper ... atd az do Maximalni. Ale tato klasifikace
neuspéla.

Véta 3.23 (Existence Simple). Ezxistuje Simple mnoZina.

Dikaz. Udélame predikat
Q(z,y) < yeW,Ay>2x

je rekurzivné spocetny protoze nalezenf je r.s. a druha podminka taky. Necht ¢ € CRF je
selektor pro (). Pak
A =range(yp)

Podrobnéji:
W, CA=W,C{0,...,2z}

Neboli A neobsahuje nekone¢nou r.s. mnoZinu.
A nekone¢nd?
Do {0,...,2z} mohou pfispét nejvyse Wy, ..., W,_1 mnoziny. Neboli nejvyse z ¢isel. Pak
ale v A zlistane nejméné (z + 1) ¢isel, neboli A je nekonecn4.
Dohromady A je imunni.
O

4 Veéty o rekurzi

Taky se jmenuji véty o pevném bodé. Pouziva se self-refren¢ni trik

Véta 4.1 (O rekurzi 1). Pokud f je CRF (pro jednoduchost 1 proménné) = (efektivné
z indexi)

Ja Vo : pa(x) 2 p(a)(2)

Jingmi slovy: pokud f(a) = ¢4 a ©f(a) JSOu stejné funkce. Programy nejsou stejné, ale
vycisluji stejnou funkci.
Pokud ale f(a) 1= Vx: pq(z) 1.

Diikaz.
Pf(s1(2,2)) (ZL’) = ‘112(67 2 I)

Protoze leva strana je efektivné vycislitelnd. e je program ktery pocita levou stranu.
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Pak dle s-m-n véty

Spf(sl(z,z))(x) = \I’2<€,Z,l‘) = Ps1(e,2) (l‘)

poloz z = e, dostaneme
Prs1(e,0))(T) = sy (e,e) (T)
Neboli
a=sy(e,e)

Ktery program pocita déle?
Program e = f(s1(z,2)), vstup (z,x):

1. spocitej s1(z, z).

2. spocitej f(s1(z,2)).
ktery ale nemusi konvergovat

3. if(f(s1(2,2)) )

spust e na vstup .
Program a = sy (e, e):
1. dostane x na vstupu, kvuli s-m-n prida e ke vstupu
2. spusti program e na vstup (e, z).

3. spocitej a = sy (e, e).
Tady spocital sviij vlastni index.

4. spocitej f(si(e,e)) tzn f(a).
ktery ale nemusi konvergovat

5. if(f(s1(e,e)) ) then

spust f(a) na vstup x.
Takze a pocita déle. ]
Véta 4.2 (O rekurzi 2). Pokud f je CRF (n+1) proménngch = ORF (dokonce PRF)

SDh(ylr“fy’”)<l.) = (pf(h(yl7"~7y7l7y17"'7y7l))(:C)

Pokud smazeme yi,...,yn, tak dostaneme prdavé Vétu o rekurzi 1[{.1]
Pevné body efektivné na parametrech.

Diikaz. Analogicky jako dukaz Véty o rekurzi 1 Jenom aplikujeme s-m-n [2.21] na vétsi
pocet parametri.

(pf(anrl(zrzvyl7"'7y77«)7y15"'7yn) (:B) = q]n+2(6’ Z’ y]" T )yTh :I:) = S08"’7#1“1(672:7y15"'7y”7«) (x)
Pak
h(yla"'vyn> = SnJrl(eveayla"'?yn)

11



Véta 4.3 (O rekurzi o). Pokud f je CRF = 3 prostd ORF g (dokonce PRF)

Pg(j) (T) = L p(g(5)) (%)

Pak pevnyjch bodi je nekonecno
9(0),9(1),...
Diikaz.
P f(so(z,25)) (T) = Wale, 2,5,2) = 0gy(e.2.5)(T)
Zvolme
9(j) = s2(e;e,j)
m

Véta 4.4 (O rekurzi 3). Pokud h(z,z1,...,2,) je CRF, pak evistuje a € N t.Z. a je
indexem funkce

h(a,z1,...,2n)
Dikaz.
h(x,21,. 0 2n) = Wni1(€, 2,215+, 2n) 2 Qg (e,0) (215 -+ 2n)
Pak aplikujeme Vétu o rekurzi [4.1] na funkei s1 (e, x). O

Poznamka 4.5. Véty o rekurzi plati nejen pro CRF ale taky pro jejich defini¢ni obory.
Takze 5
feCRF = 3a:W,= Wf(a)

Véta 4.6 (Program vlastni kod). Ezxistuje ng:
©no(w) =ng pro libovolné w
Program ktery vypise svuj vlastni kod.

Diikaz. Potidime si pomocnou ORF
a(n,w)=n

pouzijeme s-m-n [2.2]]
Kde

a(n,w) = \I/(e,n’w) = Psy(e,n) (w)

Tzn. f(n) = si(e,n). Staci pouzit Vétu o rekurzi 4.1 k f

P f(no) (W) 22 Py (W) =g

Véta 4.7 (Rekurze v indexech (BD)). Existuje ORF f:

Diikaz. Hint: hledame index f kterych je spocetné mnoho. Musime pouzit Vétu o rekurzi
na urovné indext. O

12



Véta 4.8 (Rice podruhe). Pokud F je netrividlni trida CRF (nebo r.s mnozin). Neni
prdazdnd, nebo nema vSechny. Pak indexovd mnoZina

Ap = {I| Yz € F}
Je nerekurzivoni.

Dukaz. 7 netriviality F

dac Anbe A
Necht sporem A je rekurzivni.
Udélame funkci h t.7
Vee A:h(x)=0
Vye A:h(y)=a

Protoze A je rekurzivni, tak h je ORF = existuje pevny bod tfeba ng
no € A= h(ng) € A

Z Véty o rekurzi ale vime
Prng = Ph(ng)
takze ng, h(ng) musi byt ve stejné mnoziné.
Z toho A neni rekurzivni. O

Véta 4.9 (O rekurzi (BD)). Necht f € CREF pak:

JaVz : po(z) = Pf(a) (x)
Dikaz.

Con(u)(2) = V2(a,1,2) "= 0y (0.0)(2) = gy (2) = P (u) (2)
Vsimneme si, ze
Pu(T)
je matice funkei. Implikace nahote ukazuje, ze jeji diagondla o, (u) se rovna radku ..
Ukézeme, ze f permutuje radky.

S-m-

fopu(n)(2) X Pouz) = Loy ) (2)

Kde H(u) = s1(b,u), kde b je index fince 5. Z toho u-ty radek se zobrazi na H (u)-ty.
Specialné
e — H(e)

Z toho pc(H(e)) je pevny bod. Protoze:

diagondla

P fope(H(e))(2) = Cop(H(E)(2) 2 P (r(e))(2)

13



5 Produktivni mnoziny

Definice 5.1 (Produktivni mnozZina). B je produktivni pokud
Jp € CRF: W, C B= (¢(x) ) Ap(z) € B\W,

Jinymi slovy: efektivni non-rekurzivni spocetnost. Pokud mame uvniti mnozinu W, tak
se nemuze rovnat B. Taky mame strojecek ktery najde ¢(z) ktery lezi mimo danou W,.

Definice 5.2 (Kreativni mnoZina). Mnozina A je kreativni pokud A je rekurzivné
spocetna a A je produktivni.

Priklad 5.3 (K). K je produktivni funkce je id, K je kreativni.
Protoze - o
Wy CK=xe(K-W,)

Véta 5.4 (Modifikace K). Modifikace predchoziho prikladu:
Necht mdame f € ORF prostd, pak uvazme mnoZinu:

A={f()] f(z) € Wa}
A je kreativni, A produktivni s f.
Diikaz. Necht W, C A, kdyby f(z) € W, tak

f(z)e A
ale dle definice A
flz)e A
Tedy
a jelikoz je prosta tak B
flz)e A—W,

]

Véta 5.5 (Produktivni funkce ORF). Kazdd produktivni mnozina md ORF produktivni
funkce.

Diikaz. Jednoduse dodefinovat CRF na ORF nejde.
Chceme najit ORF h:

_ ] Wy, proo(h(y)) -
Wiy = { 0 v pro o(h(y)) 1 kde ¢ € CRF prod.

Formalné:
pohe ORF
Kdyby ¢(h(y)) 1 tak
= Wiy =0 C B = ¢(h(y)) | spor
Dal
Vy : Wiy

y) =Wy
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Taky
WygB:Wh(y)gB

7 toho
p(h(y)) € B—=Wyy) =B-W,

Hledané funkce je poh.
Ziskame funkci h pomoci véty o rekurzi [4.1} Vezmeme pomocnou f € ORF":

_ ] Wy prop(z)

Wiew = { 0 pro plr) 1

f pomoci s-m-n [2.2]]
f(l’,y:’w) = Oé(i[',y,U)) i — wE WyAW(x) \L
Taky
Oé(l’,y,U)) = pr(m,y)(w>
kde
f(z,y) = sa(a,2,y)

kde a je index «a. Pak dle véty of rekurze:

Wy pro epe &
Wh(y) - Wf(h(y)>y) - { @ ! pro gphEZ; T

]

Véta 5.6 (Produktivni funkce ORF prosta(BD)). KaZdd produktioni mnoZina md
dokonce prostou ORF' produktivni funkci.
Dokonce rekurzivni permutace.

Véta 5.7 (Nekoneéna mnozina). KazZdd produktivni mnoZina obsahuje nekonecnou r.s.
podmmnozinau.

Diikaz. Mame B a f € ORF produktivni.
Vezmeme takové zg:

Wy =0
Mnozinu vytvarime iterativné, vzdy na jeden z bodi co mame aplikujeme f a vezmeme
sjednoceni.
Formalné:
Wg(w) =W, U {f(l‘)}
rekurze
h(0) = zo (1)

h(y+1) = f(h(y)) (2)

Pak
Wi = 1f(20),-.., f(h(y) = 1)}

coz je y bodu z B. m

Poznamka 5.8. Imunni a produktivni mnoziny jsou disjunktni pojmy.
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Dodatek 5.9. Jak dlouho lze pokracovat v konstrukci mnoZiny popsané ve Veété o neko-
necné mnoziné (5.7

Odpovéd: pokud to bude efektivni proces neboli aby mnoziny byly r.s.

Mizeme iterovat w,2w... podél tzv rekurzivnich ordindli (viz ordindlni cislo v teorii
mnozin).

Lemma 5.10 (Produktivita a <,,;). A produktivni a A <,, B = B je produktivni.
Neboli produktivita se zachovdvd smeéerem vzhiru pri <,,.

Diikaz. Mame ORF funkce g z prevoditelnosti. Pak necht W, C B, najdeme jeji preimage
v A
P=g (W) C A

Z toho ze A je kreativni, pomoci kreativni funkce f najdeme bod f(y) ¢ P, kde y je index
P. Zobrazime pomoci g(f(y)), tim dostaneme bod € B — W,.
Formalné:

Wiy =9~ ' (Wa) = {y| g(y) € Wa}

Pak
Wng:Wh(x)gA

Posledni krok
gofog '(x) € B—W,

]

Véta 5.11 (Ekvivalence Kreativni). Necht M je r.s. mnozina. Nasledujici turzeni jsou
ekvivalentni:

(a) M je kreativni <= M produktivni.
(b) M je 1-iplnd <= K <1 M
(c) M je m-iplnd <= K <,, M

KazZdy z pojmu zahrnuje rekurzivni spocetnost.

Vvvs

ze vsech r.s. mnozin pri 1-prevoditelnosti.

Diikaz. (b) = (c) z vlastnosti 1 a m prevoditelnosti.

(¢) = (a)

Z vlastnosti prevoditelnosti
K<, M +— K<,,M

pak pouzijeme lemma lemma Vime Ze K je produktivni, takze i M. Pak dle definice,
M je kreativni. -
(a) = (b) (M produktivni = K <; M)

Cil
w [ {foh)} proyeK
h(y) 1) proy ¢ K

kde f je ORF prost4, produktivni pro M.
Konstrukce funkce h

W[ U@} poyek
g(z,y) (Z) pro y ¢ K
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g dostaneme pomoci s-m-n véty [2.21}

(2, y,w) = gz (W) L = y € K Nw = f(x)

Pak pouzijeme vétu o rekurzi

7 toho plati
y¢ K =Wy, =0C M= foh(y) e M
y € K= Wy ={foh(y)}
kdyby foh(y) € T tak
Wi © M = foh(y) € M—Wy,)

COZ je sSpor.
Neboli -
fohlyye M=K<1 M

O

Disledek 5.12 (K produktivni). K je nejjednodussi produktivni mnoZinou pri <i nebo
<m. ProtoZe vsechny produktivni mnoZiny jsou

{B| K <m B}
Definice 5.13 (Uplné produktivni). B je tplné produktivni kdyz existuje ORF f tz:
flx)e B=W,V f(z) e W, — B
Piiklad 5.14. K je uplné produktivni dle definice K.
reK-WyNeeW,—K
neboli funkce je id.

Véta 5.15 (Uplna produktivita ekvivalence). B je tplné produktivni <= B je
produktivni.

Diikaz. = trivialné z definice.
< lze dokazat dvéma zpusoby. Prvni je inspekce minulého dikazu. Udélame

L g~ (W)
2. f(..)
3. gofogt.

Jen se musi overit o 1 disjunkci vic.
Druhy pomoci véty o rekurzi:

éfoh(x)} pro foh(z) € Wy,

W = { pro foh(x) ¢ W,
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f je ORF produktivni funkce, h dostaneme pomoci véty o rekurzi a s-m-n véty. Pak
foh(z) g Wy =Wy =0= foh(x) € B= foh(x)c B—W,
foh(z) e Wy= Wy ={foh(z)}
Kdyby foh(z) € B tak
= Wiy € B= foh(x) € B—Wy,

to je spor. Z toho
foh(z)e Wy—B

Definice 5.16 (Totalni mnozina).

Tot = {xz| ¢, totdlni} = {x| Jyp.(y) 4}
Lemma 5.17 (Totalni mnozina je produktivni). Totdini mnoZina je produktivni.

Diikaz. Pomoci m-pievodu z K.

On@) (W) L = v ¢ K;
Kde z ¢ K; znamena, ze x ¢ K za j kroku.

r¢ K < h(z)eTot

Pokud z neni v K, tak tam nebude za zadny pocet kroku. Pak i h(x) je vsude definovana.
Jinak
z € K = |dom(ppz))| < oo

Defini¢ni obor je koneény a rovna se néjakému {0, ...,j0}, coZ je pocet kroku za ktery x
vstoupi do K.

Problém ale je, Ze dostavame novy program, ale ne zaruc¢ené novou funkci.

Dokazeme silnéjsi tvrzeni a konkretné vytvorime novou funkci. Mame

W, CTot

udélame novou F' € ORF ktera roste rychleji nez ¢, : Va € W,,. Jinymi slovy
Va € Wy320Vz > 201 F(2) > @a(2)

F majorizuje ¢, : Va € W),
BUNO: Wy, je nekonecnd, jinak pfidame nekonecné indext prazdného programu. Kvili
enumeratoru, mizeme W, efektivné generovat, neboli vypisovat

apg,ay, ...
Pak

F(z) = o 1
(v) je?f?ffx}(¢ﬂ<x)+)
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Disledek 5.18 (Omezeni logiky). Z véty plyne omezeni logiky.

Vezmeme treba Peanovu aritmetiku (PA). MiuZeme efektivné generovat sentence které PA
dokazuje, tudiz lze efektivné generovat ty a: p, totalni.

Pak miuzeme dle predchozi véty mizZeme najit F kterd roste rychleji, nez cokoliv co PA
dokazuje.

Libovolna efektivné zadand teorie md jen r.s. mnozinu dokazatelnych sentenci. Pokud z
nich vybereme ty, co dokazuji o néjakém programu Ze je vsude definovany, tak vyrobime
sentenct na kterou dand teorie nestaci.

6 Dvojice mnozin

Poznamka 6.1. Motivace z logiky: pokud mame rozumnou teorii, tak urc¢uje sentence
které dokazuje a sentence které vyvraci. Kdyz teorie je bezesporna, tak mnoziny jsou
disjunktni.

Definice 6.2 (Rekurzivni neoddélitelnost). Disjunktni dvojice mnozin A, B jsou
rekurzivne neoddélitelné kdyz neexistuje M t.z.

ACMAMNB=0)BCM)

Definice 6.3 (Efektivni neoddélitelnost). Disjunktn{ dvojice mnozin A, B jsou efek-
tivne neoddélitelné kdyz existuje f € CRF t.z.

Vo, y: ACWoABC Wy AW, NW, =0= f(z,y) |¢ W, UW,
Efektivné muzeme nejit bod ktery lezi mimo obaly A, B.

Poznamka 6.4. Efektivni neoddélitelnost = rekurzivni neoddélitelnost.

Véta 6.5 (Efektivni neoddélitelné (BD)). Existuji rekurzivné neoddélitelné které
nejsou efektivné neoddélitelné.

Diikaz. Podobné konstrukce jako u Simple. m

Poznamka 6.6. Efektivni neoddélitelnost vzdy lze definovat tak, aby f € ORF (neboli
vsude definovana).

Véta 6.7 (Existence efektivni neoddélitelné). Existuji disjunktni r.s E,F které jsou
efektivné neoddélitelné.

Diikaz. Znovu diagonalni metoda.
Vezmeme

E= {$| pr($> = O}
F={z] pg(z) ~1}
Na konkretnich hodnotach nezalezi, slo by vzit 7,5 € N:i = j.

Hned je vidét, ze E, F jsou disjunktni a r.s.
Podle s-m-n véty existuje PRF takova, ze:

1w padne diive do W, nez do W,
Pa(zy) (W) =14 0  w padne difve do W), nez do W,
T wgW,UW,
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Formalné (dfive nez ...)
Elj(Tl(.]?,U},j) AVi <J: _\Tl(y,w,Z))

Pokud oba dva programy skonci za stejny pocet kroki, tak vezmeme libovolny.
Necht W, 2 FE je r.s. obal E, ndpodobné Wy, O F', které jsou disjunktni.
Uvazme

Pa(z,y) (Oé(l’,y))
Kdyby «a(z,y) padlo do W, potom ziejmé padne difve do W, nez do W,,. Pak
Pa(z,y) ((X(Jf,y)) =1

a tedy by muselo a(z,y) padnout do F'. To nelze.
Symetricky «(z,y) nemtize padnout do W, neboli

a(z,y) § Wy UW,
[l

Poznamka 6.8. Paradox lhare: tento vyrok je 1zivy. Pouziva self-referenci.
Ten ale operuje s pojmem pravdy, ktery neni matematicky. Muzeme ale podobny trik
provést s napt pojmem dokazatelnosti (viz Godelova 1. véta o netplnosti [7.9)).

Definice 6.9 (1-pfevoditelnost dvojic). Disjunktni dvojice
(C,D) <1 (A, B)
pravé kdyz existuje prostd f € CRE":

reC < f(x)e A
reD < f(x)eB
r¢CUD < f(x)¢ AUB

Definice 6.10 (1-tplnost dvojic). Disjunktni dvojice r.s. mnozin (A, B) je 1-tiplna
pravé kdyz libovolna disjunktni dvojice r.s. mnozin (C, D) plati:

(C,D) <1 (A,B)
Véta 6.11 (Dvojné véta o rekurzi). Pro libovolné f,g € ORF':
Im,n:om = Prmn) Pn = Pg(m.n)
Obecnéji: pro libovolné f,g € ORF, obé (k+2) proménniych, existuji wi,ws € PRF:
Pwr(yi,eyk) = PRWLYL k) W02 (Y10 YE) Y1 YR

Pwz(yr,y) = Pogwi(yn,eyp) w2 (Yi,yr) yisYr)
Diikaz. 7 Véty o rekurzi [4.1] existuje h € ORF"

Phy) = Pf(h(y).y)

Vezmeme
Pg(h(y)y): TN Pn = Pg(hin)n)
Polozme m = h(n). O
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Véta 6.12 (Efektivni neoddélitelné, 1-tiplnost). Disjunkini r.s dvojice mnoZin jsou
efektivné neoddélitelné <= jsou 1-uplné.

Diikaz. "1-uplnost = efektivni neoddélitelnost".
Necht (C, D) efektivné neoddélitelné s funkei f a (C,D) <; (A, B) s funkei g, neboli (A, B)
je 1-uplna.
Vezmeme vzory disjunktnich r.s. obali A C W,, B C W,:
Wa(:c) = g_l(Wx)7Wa(y) = g_l(Wy)
Jelikoz, (C, D) efektivné neoddélitelné a plati W,y N Wy, = 0. Taky funkce f dé bod
new = f(Oé(fL’), O‘(Z/)) -new g_f Wa(ac) U Wa(y)
Zobrazime new pomoci g zpatky. Pak

g(new) = fogla(x),aly)) ¢ Wo UW,
Z cehoz, (A, B) je efektivné neoddélitelna.

"1-tplnost < efektivni neoddélitelnost".

Necht (A, B) efektivné neoddélitelné s funkei f € CRE. Necht (C, D) libovolné disjunktni
r.S. MNoziny.

Sestavime mnoziny

AU wi T ), w2lx o T
W — w1 (T ), w2\ T pro xr C
wz(ac) { BBU{f< 1( )7 ( ))} xec

Které dostaneme pomoci dvojné véty o rekurzi [6.11]

_{ ﬁu{f(y1(95)>y2(33‘))} pro z € D

Wa N pro z ¢ D

Y1,Y2,T)

W _ ) BU{f(n(2).y2(z))} prozeC
B(y1,y2,%) B pro z ¢ C

Zkontrolujeme 2 ptipady:
T §é CUuD= le(a:) = A,Ww2(x) =B= f(wl(x),wg(x)) ¢ AUB

jinak napr x € C'= x ¢ D protoze jsou disjunktni dle predpokladu. Pak

le(m) = Aang(aj) =BU {f(wl(x)vMQ(x))}
Pokud f(w1(z),wa(z)) & A tak mnoziny Wiy, (), Wi (2) jsou obaly A, B. Pak z efektivni
neoddélitelnosti f by méla vracet novy bod, lezici mimo:

f(w1($)7w2<x)) ¢ le(x) Ung(x)

coz je spor s konstrukei Wi, (,), protoze f(wi(x),w2(r)) € Wiy (a)-

Symetricky pro D.
Dohromady f(wi(z),wa(z)) 1-pfevadi (C,D) k (A, B). O
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7 Godelovy véty

Definice 7.1 (Rozumné teorie). Rozumnd teorie musi byt:
e bezesporna
» axiomatizovatelna
 Zakladni aritmetické sily (adekvatni)

Definice 7.2 (Axiomatizovatelna teorie). Axiomatizovatelna teorie je pravé kdyz
mnozina dokazatelnych formuli je r.s.

Zpusoby feseni paradoxu v teorii mnozin:

e intuicionisty/kontruktivisty finitisty - odmitaji nekoneéno. Jde vybudovat spoustu
véci, ale vznikajici teorie je kostrbata a neptijemna.

Jiz Bolzano upozornoval, Ze nekonecno je nevlastni pojem, prekrocujici lidskou
existenci. Viz |[1]

o Hilberttv formalismus - vybudovat teorie z logiky 1. fadu a aby kazdé tvrzeni slo
jednozna¢né dokazat nebo vyvratit + aby teorie byla bezesporna.

Poznamka 7.3. Tzv. Presburgerova Aritmetika bez nésobeni je rekurzivni a konzistentni.

Poznamka 7.4. Teorie vycislitelnosti dava ekvivalentni pohled na Goédelovy véty. Které
puvodné byly vyjadrené pres jazyk aritmetiky:.

Definice 7.5 (Reprezentovatelnost). f € CRF je reprezentovatelnd v teorii 7' pokud
existuje formule F':

flx)=y=Fr F(z,7)
Fr F(x,y) AN F(z,z) = y =« (funkéni vlastnost, aby nebyla jen relace)
Pokud plati obé podminky a T je bezesporna, tak
{(z,y),Fr F(Z,y)} graf néjaké funkce D f

Pozorovani 7.6. VCRF jsou reprezentovatelné v libovolné teorii ZAS.
Vime, ze pro ¢ € CRF graf
{(z,y) : p(z) =y}
je r.s.
Z dusledku RDPM véty mame

r.s. ~3(pi(...)=pa(...))

Rovnost dvou polynomt je jednodusé formalizovatelna v teorii ZAS.

Véta 7.7 (Vztah Na T'). Pak pokud mdame ¥y formule v jazyce ZAS, které jsou pravdivé
v N jsou v T (ZAS) dokazatelné.

N3(...) =7 3(.)
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Diikaz. Vezmeme napt nasledujici formule:
Jr(x4+7=17)

Od teorie T' chceme, aby formuli ovérila.

Pokud v N je pravdiva néjaka ¥, formule, tak existuje tzv. X1 svédek. Coz je jedno nebo
nékolik prirozenych cisel které splnuji formuli po dosazeni. Teorie zkontroluje rovnost
termu. O

Lemma 7.8 (Disjunktni mnoziny formule(BD)). Necht T je bezespornd, ZAS. Pokud
A, B jsou disjunktni r.s. tak existuje X1-formule G:

r € A=tk G(T)

x € B=Fp-G(T)
Dikaz. Sestavime formuli:

p(x)=0 proxe A

p(r)=1 proxeB
Pak

7. bezespornosti
r € B=tp F(z,1) =ty - F(7,0)

Pak hledana formule je

]

Véta 7.9 (Godelovy véty). Jestlize teorie T 1. tadu md zdkladni aritmetickou silu a je
bezespornd, pak:

1. mnozina dokazatelngych v'T" formuli neni rekurzivni

2. pokud je T navic aziomatizovatelnd, tak existuje uzaviend formule (sentence) F'
takova, Ze:

THFEFEANTYF-F

3. (2. Véta) axiomatizovatelnost + Indukce ¥y (staci i trochu méné) tak v T nelze
dokdzat jeji bezespornost (consistency). Formdlné:

TV Conp
kde Conp je formule vyjadrujici konsistence, napr

—Iproof (0=1)

Dukaz.
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1. Necht T' ZAS, bezesporna. Necht (A, B) r.s. efektivné neoddélitelné.
Ay ={z:FrG(@)}
By ={z:r-G(®)}
A C A jer.s. obal, podobné B C Bj.
Jelikoz A, B jsou efektivné neoddélitelné = jsou rekurzivné neoddélitelné. Z toho
Aj, By nejsou rekurzivni. Kdyby byly rekurzivni, tak by kazda z nich rekurzivné
oddélovala (A, B).
2. Kdyz pridame axiomatizovatelnost, tak A, By jsou r.s.
Pak z efektivni neoddélitelnosti efektivné najdeme takové k ¢ Ay U By Ze:

¥r G(k)AFp -G(k)
3. BD, formalizace, hodné logiky.
Jinymi slovy, mame nasledujici:
dmij dikaz IF existuje kratsi diikkaz mé negace

A symetricky pro gace. Nedochazi k zadnému paradoxu, oproti paradoxu lhare. O

7.1 Kalibrace sily teorie

Poznamka 7.10. Konecné verze Ramsey véty je v PA nedokazatelna.

Pozniamka 7.11. PA m4 silu

g =w¥"

kde exponent je dlouhy w.
Zkoumad tuto oblast proof theory.

8 Relativni vy¢cislitelnost

Zobecnéni 1-pfevoditelnosti na relativni vypocet (s Orakulem).

Definice 8.1 (tt-Prevoditelnost). Tzv tt (truth table) prevoditelnost znamena, ze
existuje f € ORF ktera vrati:

n
T — ozz n-arni booleovskou funkei
Yl,--- Yz, body
Pro niz plati:
Ca(x) = ax(Cpy1),---.CB(Yn,))
Kde C; je charakteristickd funkce.

Neboli
TEA <= au(...)=1

Znaceni:
A<y B

Poznamka 8.2. TT prevoditelnost musi napred Tict, na které body se bude ptat. Coz je
omezeni.
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8.1 Formalizace relativniho vypoctu
Existuje nékolik moznosti formalizace:
Definice 8.3 (Formalizace relativniho vypoctu).

1. TS s ordkulem. Priddame dalsi pasku, kde TS bude umistovat slova pro dotazy k
ordkulu. Pak mnozina B (asi jazyk ordkula) je dalsim vstupem programu.

2. CRF. Pfiddme charakteristické funkce Cpg, kde B je proménna.

3. Programovaci jazyk. Priddme funkci B, v console se objevi dotaz, jestli slovo patti
nebo nepatii do jazyka.

Poznamka 8.4. Relativni vypocet je jednim z druhu paralelizace. Pro konkretni vstup x
vznika tzv vypoctovy strom.
Dilezité je, ze mnozina konecnych vétvi je r.s. Kazdou z vétvi lze charakterizovat pomoci

(z,v,y,n)

Kde x je vstup, v je vystup, y je index konecné mnoziny kladné zodpovézenych ordkulem
dotazi, n je index mnoziny negativnich dotazt. Pritom

D,CB,D,CB
Predpokladame, Ze jazyk ordkula je korektni, neboli
DyND, =10

Tento pristup formalizace neni nejvyhodnéjsi, protoze body na které se ptame netvori
souvisly pocatek prirozenych cisel.

Umluva 8.5 (Strings). Nadale pracujeme s konenjmi bindrnimi fetizky (string), které
zna¢ime bud {0,1}*, nebo 2<%.
Operace:

o konkatenace: o * 7.

délka: |o]

indexovani: o(0)xo(1)*...x0(|o| —1).

pocatek(ostry): a < (o < f).

pocatek mnoziny: o < B coz znamena o < Cp.

Definice 8.6 (Caste¢né rekurzivni funkcional). Césteéné rekurzivni funkciondl je r.s.
mnozina ® trojic takova, ze pokud plati:

(o,2,y) € ®
(o, x,y") € P

c<xo"

Tak y = y*.
Funkcional je funkce vyssiho tadu, vraci funkce.
Vyznam: k danému x a s kompatibilni ordkulovou informaci je vystup jednoznacéné urcen.
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Poznamka 8.7. Pristupy formalizace relativizovaného vypoc¢tu pomoci ¢tvetic (x,v,y,n)
a Castecné rekurzivniho funkciondlu jsou ekvivalentni, coz neni tézké dokazat.

Priklad 8.8. Program ma na vstupu z, na vystup vypise y s pouzitim o < B.

Definice 8.9 (CRF-nal zobrazeni). Castecné rekurzivni funkciondl urcuje ¢astecné
zobrazeni:

O(o)(x) >y <= (o,z,y) €D
O(7)(x) 2y <= pro ngjaké o KX 7:P(0)(r) =y
®(B)(x) ~y <= pro néjaké o x B: ®(0)(x) ~y

Poznamka 8.10. Mame funkciondlni term, ktery aplikujeme na 0,1 (charakteristickou)
funkci. Tim dostaneme funkéni term. Aplikace funkéniho termu na ¢iselny term muze ale
nemusi davat ¢iselnou hodnotu.

Vlastnosti 8.11 (Castecné rekurzivni funkcional).

1. ®(B) je korektné definovano.

2. ®(B) je intuitivné efektivné vydcislitelné pomoci B. Postup: efektivné generuj trojice
(0,2,y). Pak ¢ < B? Pokud ano, stop. Jinak pokracuj dal.

3. Vypocetni strom — & vystihuje pojem efektivni vycislitelnosti vzhledem k B.
Definice 8.12 (T-Prevoditelnost).
A<rB
Pokud existuje néjaky CRFunkcional ®:
®(B) = AVr(A(z) = 2(B)(z))
Taky se tika: A je B-rekurzivni, A je rekurzivni vzhledem k B.

Definice 8.13 (T-Pfevoditelnost pro funkce). ¢ je B-CRF pokud

p(r) =~ (B)(x)

Lemma 8.14 (Regularizacni funkce). Existuje ORF (dokonce PRF) p regqularizacni
funkce. Splnujici:

1L W) €W,
2. W) Je CRFunkciondl.
3. Wy je CRFunkciondl = W) = Wa.

Diikaz. Neni formélni dikaz.
Budeme efektivné generovat W,.

1. foreach(tmp = (o,z,y) € W)

2. (W (2),s U{tmp} je reguldrni)
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3. Wp(x) = Wp(x) U{tmp} //add

[]

Definice 8.15 (Numerace funkcionéli). W) z lemmatu je e-ty CRF-nal, znacime
D..
Pe(B)(z) 2y == (0,2,y) EWyy:0 < B

Taky za s krokt: @, 4(B)(x).

Pozorovani 8.16 (CRF-nal r.s.). ®.(0)(z) | je r.s.
Q. s(0)(x) | je rekurzivni.

O.(B)(X) | jers. v B.

P, (B)(X) | je rekurzivni v B.

Véta 8.17 (s-m-n pro Relativni). Ezistuji ORF (dokonce PRF) Sy, takové, Ze

VBavmlv"'axmayla"wyn : q)e(B)(xlv"'axmvyla"'7yn) = q)ﬂ(e,l’l,...,xm)(B)(yh"‘7yn)

Dikaz. Nemizeme rovnou pouzit standardni s-m-n vétu, protoze ne kazda W, splnuje
funkéni vlastnost. Proto potfebujeme Regulariza¢ni funkce lemma [8.14]
Pak ®.(B)(z) je univerzalni B-CRF. Pak plati

VBavxla"wxmuyla'”?yn : q)e(B)(xla"'7xm7y17"'7yn> = (I)%(e,wl,...,mm)(B)(yl?"'7yn>
Kde 5, jsou ORF (dokonce PRF).

Formélné, udélame CRF takovou, ze
ale,z,w) | == w=(0,y,t): (0,(x,9),t) € W)

S tim, ze
Oé((i,l‘,ﬂ)) = Pso(a,e,m) (w)

kde a je index . Polozme
Sa2(e,z) = sa(a,e,x)

Rozbor: s pomoci o ordkulu a vstupu y vypocti t jestlize
De(0)((z,y)) =t

Coz znamené (pro jednoduchost pro 2 proménné):

De(B)((2,y)) = Psz(e,2) (B)(y)

Vlastnosti 8.18 (Turingovska prevoditelnost).

1. <7 je reflexivni, tranzitivni.

2. A rekurzivni = VB : A <p B. Pokud umime spocitat A, tak to mizeme udélat s
libovolnym orakulem bez dotaz.

3. B rekurzivni AA <7 B = A je rekurzivni. Pro dotazy k ordkulu B pouzijeme TS
ktery rozhoduje B. Jako vnoreni vypocétu v slozitosti.
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Definice 8.19 (Turingovska ekvivalence).
A=pB <= A<pAB<p A
Definice 8.20 (T Stupné prevoditelnosti).
degr(A)={B: B <p A}

Poznamka 8.21. {p.}, a {®.(0)(x)} jsou rizna vyjadieni pravé véech CRF. Jsou
rekurzivné izomorfni: mame efektivni prekladac¢ mezi témito systémy.

Definice 8.22 (B-rekurzivni spocetnost). A je B-r.s. pravé kdyz
A =dom(P.(B))
Znaceni 8.23 (e-t4 B-r.s. mnozina).
W = dom(2¢(B))

Podobné za s kroku:
WB = dom(®.(B))

e,s
Definice 8.24 (T-tuplnost). A je T-iplna pravé kdyz je r.s. a plati
VBers.:B<r A
Taky
A<pr B <— AgTB/\BﬁTA
8.2 Struktura T-stupni

Definice 8.25 (T stupné struktura). T-stupné tvori horni polosvaz (upper semilattice),
oznacuji se D(<).
Necht a,b tiidy ekvivalence v D(<). Pak

a<b<= JdAc€a,dBeb: A<y B
Definice 8.26 (Join).
Ajoin B=A®B={2r:0€ A2zx+1:2€ B}
Vlastnosti 8.27 (Join). « A<y A®B.
« B<r A®B.
e« B<rCNA<pC=AaB<rC.

8.3 Relativizace drivéjsich vysledku
Pozorovani 8.28. « Postova véta: A je B-rekurzivni <= A, A jsou B-1.s.

o r.8. které maji enumerator jsou efektivné generovatelné. Podobné, B-r.s kterd ma
enumerator relativni v B je efektivné generovatelna relativné k B.

e r.8. mnoziny jsou prave ty, které lze vyjadrit pomoci 3( rekurzivni podminka ).
Podobné: B-r.s. mnoziny jsou pravé ty, které lze vyjadiit pomoci 3(B—rekurzivni
podminka ).
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8.4 Operace skoku
Definice 8.29 (Jump). Skok neboli relativizovany Halting problém.
Al ={z: D (A)(2) I} = {w:z e W}
Véta 8.30 (Vlastnosti skoku). 1. A’ je r.s.
2. A" neni A-rekurzivni & A’ neni A-r.s.
3. B je A-r.s «— B<; A
4. B je A-r.s 6 A<y C = B je C-r.s.
5. A<t B <= A<y B

0. AETB <~ AlEl B’
Kde = je znak rekurzivni izomorfie.

Diikaz. 1. z definice, A’ je definiénim oborem programu &, (A)(z).
2. Cantorova diagonalni metoda. Formalné:
A={z:x¢ W=V A+WA
Pak z relativni Postovy véty A’ neni A-rekurzivni.
3. "«<". Necht B <; A’.Pak
Jf€ORF :2€B < f(z)e A

Z toho mizeme spocitat f(x) a pokud f(z) € A’ tak x € B. Ale A" je A-r.s. a tedy i
B je A-r.s. Coz je program pro rozhodnuti B.

'="Pomoci fiktivni proménné. Sestavime
a(z,y,w) | <= yeW,

Dle s-m-n véty
OC(ZL’, Y, U)) = Ph(z,y) (UJ)

Dosadime za fiktivni proménnou w = h(x,y). Pak
hz,y) e K < yeW,

Zvolme x = xq, pak h(zg,y) 1-prevadi W, na K.

V relativnim pifpadé mame WA a A’ misto K.
4. Kdyz B je A-rs. a A <p C. Vime:
B =dom(®.(A))

v prubéhu vypoctu se objevi dotazy z € A? Vnotrime pro kazdy dotaz proceduru,
ktera rozhoduje A pomoci C'. Pak

B = dom(®;(C))
Pozor, dikaz neni formalni.
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5. Méame néasledujici diagram:

A A<,B B
® ®
© ®

A A<,B B

A/ Sl B/

"' Necht A’ <; B’. Trividlné: A, A jsou A-rekurzivni proto dle relativni Postovy
vety [8.28F A, A jsou A-r.s.
Pak dle 3) A" je 1-tiplné pro vSechny A-r.s.

A A< A
7, predpokladu, relace je tranzitivni
AA< B
Proto A, A jsou B-r.s. Koneéné dle relativni Postovy véty A je rekurzivni v B:

A<r B

6. Primy dusledek 5), aplikujeme relaci na obou stranach.

Poznamka 8.31.
degr(A)={B:A=r B}

Se po skoku zobrazi na t¥idu 1-ekvivalence A’.
Definice 8.32 (Jump na T-stupnich). &' skok T-stupné a je t¥ida
{B:B=r A',Aca}
Na volbé A nezalezi protoze relace =7 je ekvivalence.
Poznamka 8.33. Skok lze iterovat:
(A)O = A, (A)(n—H) _ (A(n)>/

Taky vSechny konecné:

Analogicky na tridach
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Pozorovani 8.34 (degr(0)).
0 = degr(0)

Coz jsou pravé vsechny rekurzivni mnoziny.

Lemma 8.35 (K a ('). K a (' jsou riznd vyjddreni Halting problému. Jsou rekurzioné
izomorfni: mame efektivni prekladac mezi témito systémy.

Diikaz. Protoze ¢ je O-r.s. = (0-rs. = 0 <1 K.
Opacné K je r.s. (absolutné) = (-r.s. = K <; (. O

8.5 Stejnomérnost
Tvrzeni o skoku plati stejnomérné (jako v analyze).

Véta 8.36 (Stejnomérnost skoku).
VAW = A')
Existuje pevny program, ktery funguje pro vsechny mnoziny.

Dikaz.
Wzo = {<U>x7y> : <O-7377y> € Wp(m)}

Protoze chceme @, (A)(z). Pak W, je regularni, protoze prvky bereme z reguldrni mnoziny
W (). Dal

reA — 0, (A)(x) ]+ Jo,y((0,2,y) EWymNo < A) < xEWZﬁ

Podobné:
df € ORFVA,BNz: A= ®,(B) = A’ <; B’ pomoci Pr(z)

Kde ¢y () je ORF, prosta. O]

9 Limitni vycislitelnost

9.1 Limitni vycislitelnost pro ORF

Definice 9.1 (Limitni vy¢islitelnost). A je limitné vycislitelnd pravé kdyz
df e ORF\Nx : A(z) = lignf(a:,s)

Taky je znama jako efektivni aproximace.

Poznamka 9.2. V diskretnim prostoru, limita znamené Ze hodnota se stabilizuje (od
urc¢itého okamziku je vzdy 0 nebo 1).

Véta 9.3 (Limitni vycislitelnost).
A<p 0 < A je limitné vycislitelnd

Véta je jednodussi verzi limitni vycislitelnosti, protoZe pro A mdame vsude definovanou
charakteristickou funkce C4.
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Diikaz. "<"Necht
df e ORF\Nx : A(z) = lignf(m,s)

Hledame misto, od kterého se hodnota funkce neméni:

ps(Vi = s (f(x,5) = f(2,y)))

Vji>s: f(x,5)=f(x,s) je O-rekurzivni, protoZe negace je

3j > s (f(2,5) # f(z,9))

Vnitiek je rekurzivni + existencni kvantifikdtor davd r.s. (while cyklus). R.S. jsou < (',
coz implikuje taky <7 ()'. Pokud vratime negaci, tak je formule je ()'-r.s. (rekurzivita je
uzaviend na negaci).
Pak mame

ps (0 —rekurzivni podminka)

Neboli je to (-CRF. Je to procedura, na kterou Halting problém umi{ odpovédét. Nejmensi
s hledame ve while cyklu.
Jelikoz A(z) = C4(z) je vSude definovand, tak existuje piislusnd limita:

sVj = s: (f(2,4) = f(z,s))
Neboli je to dokonce #'-ORF, z ¢ehoz
A<p 0
'="Pfedpokldddme A <r , ekvivalentné:
0. (0)(x) = A(z)
Potfebujeme konvergentni posloupnost, ktera aproximuje A.

_ ] ®os(0)(x) pro @ s(0s)(x) L
flzs) = { s+1 pro jinak

JelikoZ (' je r.s., 1ze ji generovat po krocich. Takze (/s je (' za s kroki. Zfejmé:
@/ — U@/S
Pak
A
AL=W

20,8

Z definice, f € ORF.

Ovérime existence limity. Pro dané x:
0. (0)(x) = A(z) |
Neboli musi existovat konecny zacatek, pomoci kterého pocitame:
Jo <0 @, (0)(z) = A(z)

Taky pocet krokii je konecny:



o je koneény zacatek @
o<l =Vi<l|o|l:0(j)=1 < jel
Najdeme maximum sy takovy, ze

o <05, \Vj > so(0 <)

Tedy o < (.
Vezmeme s > max(sy,s2), pak plati:
fz,s) = A(x)
s1 nam staci na generovani A(x), so zarudi, ze o je korektni aproximace (. O

Definice 9.4 (Modulus limity (P)).

m(z) = ps(Vj <@,Vt > s: f(4,t) = f(j,5))

Definice 9.5 (Weak Modulus(P)). Nebo taky first true moment. Okamzik kdy aproxi-
mativni posloupnost se rovnd A(x). Jesté nezarucuje, Ze nadale bude stabilni.
A7 v moment uplného modulu.

Véta 9.6 (Limitni vycislitelnost (P)). Necht g je vsude definovand funkce, A je r.s.
g<rA <= g=lim(z,s)

Kde modulus limity <p A.
Podminka se jmenuje definite stable.

Diikaz. "<"Pokud m(z) <p A= g <r A. Plyne z vlastnosti modulu.

"= "Inspekce dikazu predchozi véty [0.3]

V prubéhu vypoctu se ptame, jestli o je jiz korektni zacatek A. Pokud ne, pokracujeme
dal. [

9.2 Obecna limitni vycislitelnost
Véta 9.7 (Limitni vyé&islitelnost (P)). 1. Pokud f € ORF = limg f(x,5s) je O'-CRF.
2. Kazdd '-CRF je limitné vycislitelnd:
dh € ORF : () (z) ~ limh(z,z,s)
Aproximace je uniformnd.

Diikaz. 1) pokud g(z) ~ lim, f(z,s), tak jako v dikazu 0.3}

ps(Vi = s f(,5) = f(x,s))

Hledame s od kterého funkce se stabilizuje, a existuje limita. Pak

g(x) = f(,ps(...))

Jako i minule je to (/-CRF. Problém ale je, Ze s nemusi existovat, pak ale g(x) 1.
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2) Je potieba dokazovat opatrnéji.

| A{o,z,y) proo <V AP, s(0)(x) =y
ho(z,2,5) = { s+1 pro jinak

V predchozim diikazu bylo mozné davat primo hodnotu vystupu a ¢ekat pokud se stabili-
zuje. Nyni ale ¢cekame na stabilizaci celého aproximac¢niho vypoctu.

V pritbéhu vypoctu si ukladame nejen vystup y ale i jak jsme se k tomu dostali. Pak
vydélime y pokud bude vyhovujici:

_J (ho(z,2,5))33 pro ho(z,z,s) =ho(z,z,s—1)
hiz,z,5) = { s+1 pro jinak

Podobné jako v predchozim ditkazu najdeme pokud ®,(0')(z) |, najdeme o, ®(c)(z) | a
o=<0 a sy,ss atd.
(1) (z) I= FsaVj > s9:0 <

Pak pro s = max(sy,s2) se stabilizuje cely vypocet.
ho(z,x,s) = {(o,x,y) = lignh(z,x,s) =y
2) Pokud existuje limita, tak z definice h musi existovat i limg ho(z,z,s). Pak
lignho(z,x,so) = (o,z,y)
Pak pro sg plati: Vj > sp: 0 < 0'; = 0 < (/. Dohromady:
O (07)(2) L AR (0")(2) =y Ao <0
0

Véta 9.8 (Limitni vycislitelnost relativni (P)). 1. Pokud f € A—ORF = lim, f(z,s)
je A'-CRF.

2. Kazdd A'-CRF je limitné vycislitelnd

J1,VsVaVa : @, (A)(z) =~ ligrl@l(A)(z,a:,s)

Na levé strané je A-CRF, na pravé je limita A-ORF. Aproximace je uniformnd.
Diikaz. Relativizace predchoziho dikazu. O

Disledek 9.9 (Jump and lim). Jeden skok definition odpovidd 1 limitnimu
prechodu.

Véta 9.10 (Limitni vy¢islitelnost relativni nejobecnéjsi (P)). Pokud 3h € ORF':
@, (P ) (z) ~ lism...lismh(z,x,sm ey Sn)
0 n

Poznamka 9.11 (R.S. limitni hierarchie).

o Pokud A je rekurzivni, tak f(z,0) = f(x,s) = A(x). Neni potieba aproximovat, f je
ORF.
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o Ajers. tak f(z,s) =1 <= x € A;. BUNO f(z,0) =0. Pak A je tzv l-r.s., protoze
v kazdém sloupci dochazi k nejvys 1 zméné. f je ORF.

e 2-r.s. (2 zmény) bude rozdilem dvou r.s. mnozin.
o analogicky n-r.s. je booleovskym rozdilem n mnozin.

o w-r.8. existuje efektivni odhad poc¢tid zmén v kazdém sloupci. Ekvivalentné: Jh €
ORF : # zmén < h(z). Obecné limita existuje, ale nejde udélat zadny odhad poctu
zmeén ve sloupci.

10 Aritmeticka hierarchie

Poznamka 10.1. Aritmeticka hierarchie je v jistém smyslu efektivni verzi Borelovské
hierarchie. Vezmeme koneéné mnoho intervalu, budeme stridat U,N.
U odpovidda 4 a N—V.

Poznamka 10.2. Podobna konstrukce jako polynomidlni hierarchie v teorii slozitosti.

Definice 10.3 (X,,11,). X, resp II,, prefix je skupina n aritmetickych kvantifikator.
Y zacina 4, I1, naopak V.
Kazd4 ze skupin je homogenni - nékolik kvantifikatoru stejného typu, napt 334 nebo WV.

Definice 10.4 (Redukovany prefix). Kazda ze skupin obsahuje pouze jeden kvantifika-
tor.

Priklad 10.5. 33V33 je 3.
3V je redukovany 3.

Poznamka 10.6. Aritmetickd hierarchie se oznac¢uje X0 TIY protoze kvantifikace je pres
N (aritmetickd). Dolni index oznacuje pocet stiidavych kvantifikatoru.
¥ TIL by byla kvantifikace navic pres funkce f: N — N.

Definice 10.7 (Predikat € ¥,). Predikat (resp mnozina) je ve t¥idé %, (I1,) jestlize je
vyjadiitelny ve tvaru %, (I1,) prefix na rekurzivni zdklad (ORP).

Podobné pro relativni:

04 predikéty jsou A-ORP.

Pozorovani 10.8. ¥ = 1)) jsou pravé rekurzivni predikaty.
Rovnost protoze nulté iroven nema viibec kvantifikatory, ma tedy pouze rekurzivni relace.

Definice 10.9 (Aritmeticky predikat). Predikét je aritmeticky pravé kdyz ho lze
vyjadrit pomoci logiky 1. fadu, kde atomické ¢asti jsou rekurzivni.

Pozorovani 10.10. Predikat je aritmeticky praveé kdyz patii do X, nebo II,,.

Diikaz. "<"ziejmé.

"= "Upravou vyrazu do prenexniho normalniho tvaru. Z logiky, libovolnou formuli 1ze do
tohoto tvaru prevést. O

Poznamka 10.11. Pokracovanim do rekurzivnich ordinali lze studovat hyperaritmetickou
hierarchii. D&l analyticka hierarchie.
V ramci kurzu konéime u konecnych, neboli w.
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Piiklad 10.12. Mnozina Tot definition [5.16] je v TI3.

Dikaz.
reTot <= Vyds: . s(y) |

Méme 2 stiidavé kvantifikatory, ¢, s(y) | je rekurzivni. O

Véta 10.13 (Omezené kvantifikatory). Omezené kvantifikatory nezvysuji sloZitost (Ize
prohodit doprava).

Diikaz. Rozebereme 2 pripady dle typu omezeného kvantifikdtoru na zacatku formule
(Va<t, Fo<t).
BUNO mame formuli v PNF:

Vo<tJy(..)

vezmeme w jako kédovani (¢ + 1)-tice, pak formuli lze ekvivalentné upravit na nasledujici
tvar

vaxg(. .. (w)HLx .. )

Protoze existence svédka pro vSechny x <t je stejny jako fict, Ze existuje skupina (t+1)
svedka.
Pak existencni kvantifikator, BUNO mame formuli:

ngtVy(. . )
Pouzijeme negaci a predchozi ptipad:
ngtﬂyﬂ(. . )

vaxgt_'(. .. (w)t+17x .. )

Ted odstranime negaci:
Vwamgt(. . )

V libovolné formuli mizeme postupem popsaném nahote posunout omezené kvantifikatory
doprava. Pak dle véty o omezené kvantifikace ORP a omezeny kvantifikdtor jsou
dohromady ORP. Omezeny kvantifikator 1ze nahradit konecnou disjunkce/konjunkce.

O

Véta 10.14 (Redukovany prefix). Libovolnou formuli lze prevést do redukovaného
prefizu.

Dikaz. Znovu 2 pripady dle typu kvantifikatoru.
Podobné jako ve vété o neomezené kvantifikace nahradime n kvantifikatoru jedinym
kvantifikdtorem n-tice.

JrIy — Jw((w)2,1 .. (w)2,2)

Analogicky pro V. O
Piiklad 10.15. Mnozina Rec = {z : W, je rekurzivni } € X2§.
Diikaz. Dle Postovy véty [2.15}

z € Rek < Fy(WoUW, =W AW, "W, = 0)

Neboli W, = W, dohromady vyplni cely prostor, ale prinik je prazdny.
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Prepiseme formuli:

Jy(Vz(z € W UW,) AVz(z & W, NW)y))

Po krocich:
Jy(Vzds(z € Wy s UW, o) AV2Vs(2 ¢ Wy s MWy 6))

Pak sikovné vytahneme jeden vseobecny kvantifikdtor z levé ¢ésti a 2 vSeobecné z pravé
casti. V poslednim kroku vytahneme existenc¢ni kvantifikator z levé ¢asti. Cimz dostaneme

Iv3(...) e xI

Vé&ta 10.16 (Zakladni vlastnosti hierarchie). 1. A€, < Aecll,
2. BeX,(Il,) =Vm>n:BeX,UIl,.
3. A<, BABe X, (II,) = Ae X, (11,
Diikaz. 1. Plyne z De Morgan pravidla. Negace méni kvantifikator na opacny.

2. Pridame redundantni kvantifikatory pres fiktivni proménné.

Pokud jdeme smérem ¥, — 3,11, tak pridame kvantifikator na konec prefixe. Opacné
¥n — 41, pridame kvantifikdtor na zacatek prefixe.

3. dle definice <,,, Af € ORF":
reA << f(r)eB

f(x) mizeme jednoduse kvantifikovat.

10.1 Numerace

Véta 10.17 (Neexistence X} univerzalniho ORP). Trida X9 = II3 nemd univerzdlni
ORP (rekurzioni numerace).

Diikaz. Pomoci Cantorovy diagondlni metody. Necht R(e,z) je ORP.

Pak musi platit:
_‘R(676) - R(ao,e)

polozme ag = e a dostavame spor. n

Poznamka 10.18. Univerzalni CRF, neboli univerzalni r.s. predikét je univerzalni
30 2 proménnych pro tiidu X{ 1 proménné.

z

Véta 10.19 (O numeraci, univerzalnim predikatu). Pro (n > 1) trida 3, (11,,) md
univerzdlni ¥y, (11,,) predikdt.
Tedy mame pojem %, (11,,)-indexu.

Diikaz. Pro ¥, 11, analogicky.
Necht mame 32, predikat. Necht n liché. Pak je tvaru

V... 3Q(...)
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Orizneme posledni existen¢ni kvantifikator a predikat, dle véty o univerzalnim r.s. predikatu
(3.3
FynQ(. .. yn) = IynThle, ..., yn)

Tim dostaneme vyjadreni pres univerzalni predikat:
1, Vy2, ... FynTnle,y1, 92, Yn)

Pokud n je sudé, tak mame predikat:
av..vQ(...)

Znovu pouzijeme negaci na
=vVQ(...)=3-Q(...)
Coz je r.s., proto se rovna univerzalnimu predikatu:

3-Q(...) = Ip(e....)

zpét negace:
AT (e,...) =Yy, Ty(e,...)

Dohromady:
Ty, Yy Th(e, vty Un)

]

Poznamka 10.20. Ve tiidé slozitosti nemame univerzalni polynom, proto P # NP
problém.

Diisledek 10.21 (Predikat mimo YU 11). Pro (n >1)%0 — 110 £ (.

Diikaz. Pro n =1 méme K € X§ —IIY.
Pro ostatni n stejny diikaz. Necht U(e,z) je univerzalni predikat pro 0. Kdyby Ul(e,e) €
MY = —U(e,e) € X.0. 7Z existenci univerzalniho —U(e,e) mé index i. Dosadime index,
dostaneme spor

U(i,i) =-U(i,1)

Tedy U (i,i) ¢ 119, O

Definice 10.22 (A,).

Definice 10.23 (XU-tplnost). Pro n > 1, B je X0-tpln4 pravé kdyz B € X0 a
VAex?: A<\ B
Véta 10.24 (O aritmetické hierarchii). 1. 0 je X0 4ipindg pro (n > 1).
2. Ajers v <= Aexl ;.

3. A <r Q)(”) ~— Ac An_|_1.
Tato veta propojuje skok definition s aritmetickou hierarchii a vyjddritelnosti v PA.

Dikaz. Indukei, pro n = 0 plati, protoze

Ajers. = AeX!
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1. z vlastnosti operace skoku definition je 0+ s v 7). Podle 2) 0+ € 10,
Pak (") je %20 -tplna.

2. "«"Jelikoz
Aexy,

A Lze vyjadrit jako
v...Q(...)

Orizneme od prvniho kvantifikatoru
V..Q(..)ell

Pouzijeme trik s negaci jako ve vété o numeraci . Cim?z dostaneme predikat
P € X0 ktery je dle i.p. P <y 0. Tedy i P <y 0™ . Dame zpét negace a dostaneme
predikat tvaru

(0™ rekurzivni relace)

Z toho A je r.s. v 0™,
'=". Lze dokéazat dvéma zpusoby:

a) Jelikoz A je r.s. v (™). Tak
A =dom(p)

Kde ¢ je §"-CRF. Déle
reA = p(x) = d(0")(x) |

Kde f=®0®) je 0™-CRF. Jelikoz, Iy : D(0)(z) ~ y je taky existenéni, je to
ekvivalentni
Jo3y(D(0)(x) ~y Ao < ™M)

Mame nésledujici kvantifikatory:
A3 A0 < 0™
Tvrdime, 7ze (0 < ) je £ ATIY. Protoze pro j < |o|:
o(j)=1=j€0®

coz dle i.p. je 2. Opacné:
o(j)=0=j ¢ 0"
coz dle i.p. je 9.

Dohromady:
I(E AT

Vytahneme existencni kvantifikator
(I, ATI) = 50 1y

b) Jelikoz A je r.s. v 9. Tak
A = dom(p)

Kde ¢ je p("-CRF.
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Dle véty o limitni vycislitelnosti

p(x) ~lim F(z,s)

kde F je §("~1D-ORF. Pak
r€A = ¢(z)l=3lmF(z,s)
Existenci limity lze zapsat:
dsoVt > sg: F(x,t) = F(x,s0)

Protoze jsme v diskretnim prostoru, limita existuje kdyz hodnota funkce se stabilizuje.
Navic F(z,t) = F(z,s0) je 0D-ORF. Dle i.p. je 1% a X0, Vezmeme jen I a
dostaneme predikat:
V(L) € X iy
3. "<". Podle 2) A i 4 jsou r.s. v 0. Tedy dle Postovy Véty A<y ™,

'=". Pokud A <7 0™ tak podle indukéniho predpokladu A, 4 je r.s. v 0. Tedy
A€ An—i—l-

]

Poznamka 10.25. Predchozi véta souvisi s elementarni aritmetikou, protoze dle RDPM

vety
»{ =y B1 — formule

Coz je taky rovnost dvou polynom.
Z 1) bodu predchozi véty:
Dusledek 10.26 (K, K). 1. K, jsou 29-iplné.
2. K, WV jsou 1-tiplné neboli TIY-iplné.
Véta 10.27 (Tot tplnost). Mnozina Tot definition[5.16 je TI3-tipind.

Diikaz. Tot € 119, viz example [10.12]
Necht B € I19 libovolna. Pak

r € B <<= Yyds: Q(x,y,s)
Kde @ je rekurzivni predikat. Udélame program:

Pal(x) (y) = MSQ<x7 Y, S)

Pak
r € B=a(r)eTot

Protoze program najde s pro vSechna y. Opacné:
r¢ B=«a(x)¢Tot

Protoze JyVs : =Q(z,y,s). Dokonce « lze udélat prostou.
Z toho
B Sl Tot
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Definice 10.28 (Fin, Inf).
Fin ={x: |Wy| < oo}

Inf ={x:|Ws|= oo}
Véta 10.29 (Fin tplnost). Mnozina Fin je X9-tplnd.

Dukaz.
r€Fin < JyYVz,s(z>y=2¢W,,)

Pokud je konec¢na, tak od urc¢itého mista do ni nepadne zadny prvek.
Formule je 28.
Dokazeme pres komplement

3 (W) 4 = Vi <yleL(4) |)

Pak
rxeTot <= P(x) € Inf

Protoze pokud neni nekonecnd, tak na néjakém vstupu nekonverguje a totiz neni vsude
definovand. Taky opacné:
x¢Tot <= [(x)¢ Inf

Alternativné:
S%(x)(j) < Jj—prvka e W,

Pak plati
r€Tot < ~(z) € Inf

a i opacné. Dohromady:
Inf=1Tot

Definice 10.30 (Rek).
Rek = {x : W, je rekurzivni }

Véta 10.31 (Rek tplnost (BD)). Mnozina Rek je ¥3-tipind.

11 Pokrocilejsi vycislitelnost

11.1 R.S. mnozZiny
Definice 11.1 (Postiv problém podruhe).
JA: O <p A<p @

a Ajer.s.
Byl vytesen nezavislé Friedberg-Mucnik pomoci tzv. prioritnich metod.

1. finite injury (/-priority
2. infinite injury ("

3. (-priority
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11.2 Forcing

Definice 11.2 (Cantor space). Hlavni myslenka je pouzit tzv Cantoruv prostor 2¢.
Coz je prostor vsech zobrazeni
f:N—={0,1}

Je Uplny metricky prostor.

Poznamka 11.3. Okoli v Cantorovém prostoru je
0o ={B:0 < B}

Pak vzdalenost
p(..) <27l

Definice 11.4 (Finite extension method (Cohen)). Souvisi s Cohenovym forcingem
v teorii mnozin kterym vytesil hypotézu continua.

Véta 11.5 (Bairova véta o kategoriich). Mame 4piny metricky prostor. Pak

() (oteviené, husté) #0

spocetnd
Jde o ekvivalentni formulace. Viz|Baire category theorem.

Diikaz. Hint:

Necht prvni bod je Ag lezi v oteviené husté mnoziné. Jelikoz je oteviend, existuje okoli
Ap které je uvnitt mnoziny. Z hustoty v tomto okoli je dalsi bod z dalsi oteviené husté
mnoziny, je taky s okolim atd.

Takovym postupem vytvorime Cauchy posloupnost, ktera kvili aplnosti ma limitu. Tato
limita lezi v pruniku.

Specialné plati v Cantorovém prostoru.

Rs UG,

Pl eudennnn iy

Definice 11.6 (1-generickd). A je 1-generickd kdyz
Vedo(o < AN (Pe(o)(e) L V(YT >0 : Pe(T)(€) 1))

Bud s néjakym zac¢dtkem konverguje, nebo tzv. silné diverguje (i v okoli).
Prvni podminka je ekvivalentni

Vo < B:®.(B)(e) |

Druha je ekvivalentni
Vo < B:®.(B)(e) T
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Véta 11.7 (Existence 1-generické). Ezxistuje 1-genericka:
A<y

Dukaz. Pouziva se finite extension method.
Pomoci (/' vytvoiime (-posloupnost {oy, }»:

On X On+1

Pak
A= Uan

BUNO: 0 = (0. Indukéni krok: mame o, chceme dalsi. Zkusime:

Joe 7 (Pe(T)(e) |)

Pokud ano, vezmeme prvni takové a ge1 = 7. Jinak 0.41 = 0.
Otézka je 1-kvantifikatorovd neboli <7 (). Neboli )/ umi rozhodnout. O

Véta 11.8 (Kleene-Post). Eristuji nerekurzivni A,B <p (/ takové, Ze A, B jsou T-
neporovnatelné.

Diikaz. Pomoci () vytvofime monotonni (-posloupnosti:

A= U{an}m B = U{B}n

BUNO: ag = 8y = 0.
Indukéni krok: 2 podkroky, protoze potiebujeme zajistit

Ve :(Adr Br~®(B)£A)A(B £r A~ d.(A) £ B)

Staci jedna z podminek, druhd symetricky.
Otazka
ABe X 71 (Pe(7) () 4= 0)

kde zg = ||, ae(xg) neni definované.
Pokud ANO, tak

Qo] =Qe* 1, Ber1 =T
Kde a¢ *1 je konkatenace. S tim, ze 7 prvni které padlo. Pak pro libovolnou fe41 < B
plati

@e(B)(l’o) = O/\A(]]o) = 1(Oée+1 < A)

Pokud NE (Jinak):

Qey1 = e *0,8c11 = fe
Pak

A(zo) = 0N (Pe(B)(20) =1V P¢(B)(0) 1)

Véta 11.9 (R.S. a 1-generické). Zddnd rekurzivni neni 1-generickd.
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Diikaz. A je rekurzivni, najdeme eq takové, ze

Dy (A)(eo) T AVB #£ A ey (B)(e) |

iy (B(y) # A(y))

Pak mame divergenci v mnoziné A ale nikoliv silnou (v okoli konverguje). O

Poznamka 11.10. Téch A, které nejsou 1-generické je malo. Presnéji v topologickém
smyslu (2 kategorie) 1-generickd jsou "vSude'.

Odbocka, pro funkcional dom(®P.) je oteviend. Doplnék je dle definice uzaviend, vnittek
je nejveétsi otevrend, takze je ok. Zbyva hranice, a takovych je malo.

Definice 11.11 (n-genericka). Podobné jako 1-generickd, ale misto ©{ vezmeme 0.
Poznamka 11.12. Problém prioritnich metod.
Véta 11.13 (Low). A je I-generickd a A <p 0 = A je tzv. low.
A =p(
Skok libovolné mnoZiny B je >1 ).
Diikaz. O

11.3 Algoritmicka ndhodnost
Historicky existovaly nasledujici pristupy ve zkoumani algoritmické nahodnosti:

o frekven¢ni stabilita, tzv. v limité v posloupnosti {a,} musi byt stejné 0 a 1. Pak
jesté musime modifikovat: pro kazdou r.s. vybranou c¢ast.

» Kolmogorovska slozitost (vice variant)

o Teorie miry (Martingale nebo Martin-Lof testy, jsou ekvivalentni).

11.4 Kolmogorovska slozitost
Slozitost napied pro konecné retizky 2<% pak rozsifeni na 2 neboli mnoZiny.

Poznamka 11.14 (Kolmogorovské ndhodné retizky). Ndhodné jsou nestlacitelné:
nejde popsat kratsim zptsobem nez délka.

"Popis"ale neni pfesné definovany: polynomialni ¢as, CRF, s ordkulem atd. Cim mame
silnéjsi rozpoznavaci mechanizmus, tim vice nenahodnych fetizku rozpozname.

Zvolime piistup s CRF (v literatuie spis TM).
Definice 11.15 (Kolmogorov complexity).

Cy(x) =min{ly[,y € {0,1}": f(y) L Af(y) =z}

Délka nejkratsiho popisu x pomoci funkce f.

11.5 Martingale
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