ZAKLADY TEORIE MNOZIN

Drive byl rozhod¢im pravdy v matematice prostor. Zalezelo jen na uméni jednotlivych
matematiki, jak pravdu z prostoru ziskat. Kdyz se ukazalo, Ze prostor neni schopen rozhod-
nout platnost postuldatu o rovnobézkach, pozice tohoto rozhodc¢iho se otiasla a matematici
zacali hledat nové zaklady. G. Cantor vypracoval teorii mnozin a navrhl ji jako zdklad pro
matematiku pro jeji formélni jednoduchost a Sirokou pouzitelnost. Pozdéji se ukazalo, ze v
teorii mnozin lze modelovat prakticky vSechnu soucasnou matematiku.

Teorie mnozin pouziva pouze symbol € pro oznaceni byt prvkem, = pro oznaceni rovnosti
mnozin a dale jiz pouziva bézné logické symboly - logické spojky a kvantifikatory. Pro
zlepSeni vyjadiovacich schopnosti dalsi matematické objekty definuje. (Na p¥. () pro prazd-
nou mnozinu, (0, 1) pro uspofadanou dvojici a mnoho dalsich.)

Mnozina je systém dobie urcenych objekti, ktery takto tvori opét objekt. Rozhodujici
je obsah (extenze) mnoziny, dvé mnoziny jsou stejné, maji-li stejny obsah (stejné prvky).
Ukazalo se, 7e takto intuitivné pojata teorie je nedostatecna, zvlasté vzhledem k nejasnosti,
co jsou dobfe urcené objekty. To vede az k Russellové paradoxu nazvanému podle obje-
vitele nasledujici tvahy B. Russella. Za predpokladu, ze mnoziny jsou dobie urcené objekty
ozna¢me R mnozinu v8ech mnozin, které nejsou svymi prvky. Pak R € R — R ¢ R a
R ¢ R — R € R. Ob& moZnosti vedou ke sporu.

Protoze teorie mnozin jiz v dobé objeveni paradoxii prinesla mnoho zajimavych vysledkii,
poukazujicich k tomu, 7e by mohla dobre slouzit jako zakladni matematicka teorie, nebyla
odmitnuta, ale matematici se ji snazili vylepsit.

Popisme intuitivni strukturu univerza mnozin tak, jak s ni vétSina soucasnych matema-
tikd pracuje. Vychazi se od prazdné mnoziny a stalym provadénim operace tvorby potencni
mnoziny (t.j. mnoziny vSech podmnozin) v8eho, co bylo az dosud ziskano, se stile obor
mnozin zbohacuje. Timto postupem se jednak vylouci, aby mnozina byla svym prvkem,
jednak se vyloud¢i existence mnoziny vSech mnozin (nebot mnoziny vznikaji postupné).
Takto se teorie mnozin vyhnula nejen Russellové, ale i vSem ostatnim znamym paradoxtm.
Nejasné zistava, které soubory prvki maji byt uzniny za mnoZiny (pfi tvorbé potencéni
mnoziny) a podle jaké struktury se mé postupnd tvorba stdle vétsich mnozin provadét. Ob-
vykle se pozaduje, aby tato struktura obsahovala na pocatku prirozena cisla a dale se jim
velmi podobala v tom, 7e je linearné usporadana, kazdy prvek ma nasledovnika a kazda jeji
neprazdna podmnozina ma nejmensi prvek. Tato struktura se nazyva ordinalni ¢isla.

Neurcenost ordindlnich ¢isel a operace potenéni mnoziny vede k riznym moznostem, jak
univerzum mnozin vypada. (Napf. muZe, ale nemusi platit hypotéza kontinua, mohou,
ale nemusi existovat tzv. velké kardinaly, je mnoho dalSich tvrzeni, které mohou platit ve
vhodnych univerzech a v jinych univerzech mohou platit tvrzeni opac¢na.)

Teorie mnozin popisuje univerza mnozin jak zminéného, tak i jiného typu. Jejim tkolem
je byt ”"svétem matematiky”, v ni se ma matematika odehravat, tfebaze mnozi specialisté
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v jinych oborech matematiky o tom ani nemusi védét. Teorie mnozin ma obzvlasté byt
obecnou teorii aktualniho nekonecna.

Zakladni vlastnosti, kterou pii tvorbé potenéni mnoziny vyzadujeme, je, aby existovala
mnozina vSech prvki jiz stanovené mnoziny, které maji vlastnost popsanou formuli teorie
mnozin. Neni tedy predem zajisténo, Ze existuje mnozina vSech prirozenych cisel, vyjadiu-
jicich pocty lidi, kteri se mohou vejit do tramvaje. Uvedena vlastnost totiz neni popsand
formuli teorie mnozin, neni vSak predem vylouceno, 7e néjaka mnozinova vlastnost popise
stejnd prirozena ¢isla, nebo, ze uvedend mnozina existovat bude, tfebaze existenci mnozinové
formule ji popisujici predem nezarucime.

Situace je jina, pokud vydélime mnozinovou vlastnosti ¢ast univerza mnozin. Takto
vydélena ¢ast nemusi byt mnozina, presto se s takto vydélenymi ¢astmi v teorii mnozin
casto setkdvame, proto pro né zavadime oznaceni tiida. Podobné jako pro mnoziny, neni
pro tiidy podstatné jakou vlastnosti byly definovany, ale je podstatné, které prvky obsahuji.
(MnoZina sestavajici se z dvojnasobki pFirozenych ¢isel je rovna mnoziné vSech p¥irozenych
¢isel vzniklych z téch, které nejsou dvojnasobky, odectenim jednicky.)

Zakladni operace s tfidami a mnoZinami.

Pii zkoumani mnozin a tiid se c¢asto setkavame se vztahem byt casti, dale s operacemi
vytvarejici tiidu (mnozinu) obsahujici pravé vSechny prvky dvou t¥id, t¥idu obsahujici prave
vSechny prvky alespon jedné ze dvou tfid, t¥idu obsahjici prvky jedné tridy, které nejsou
prvky druhé t¥idy. Casto pracujeme té7 s t¥idou majici za prvky vSechny mnoziny (nazyvame
ji univerzélni t¥ida) a s prazdnou t¥idou, kterd neméa zadny prvek. Pfesné definice a znaceni
zavadime v nasledujicim odstavci.

Definice: 1) x € V. = x = x (univerzalni t¥ida). Pro piehlednéjsi zapis uzivame pro
definici t¥id vymezenim prvki nasledujiciho znaceni V = {z; = = x} a podobné dale.

2) 0 = {x; = # =} (prazdnd mnoZina)

N XCY=Wr)zeX —>xeYY) (X jecastiY)

H)XNY={zr; € X &xecY} (prinik X a )

5) XUY ={x; x € X Vz €Y} (sjednoceni X a Y)

6) X -Y={r; 2e X &x¢Y} (rozdil X aY)

) —X=V-X={z; ¢ X} (doplnék X)

8) A(X,Y)=(X-Y)U (Y — X) (symetricka diference X a Y).

Symetricka diference je mira odliSnosti X a Y a doporucujeme ctenafi, aby si promyslel
jeji vztah k operaci XOR (neekvivalence, vylucovaci nebo) pouzivané ve vypocetni technice.

Pro tyto zavedené operace a vztah plati ”algebraické” zakony obdobné zakontim znamym
pro bézné pocitani s cisly.

Véta: Zakony typu usporadani

1) X C X (reflexivita)

2) (X CY &Y CX)— X =Y (slaba antisymetrie)

) (XCY &Y CZ)— X C Z (tranzitivita)

Pozor obecné neplati linearita uspofadéni X C Y VY C X. Mnoziny {0} a {1} jsou
navzajem nesrovnatelné (pokud 0 # 1).
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Vlastnost 2) se ¢asto pouziva k dikazim rovnosti t¥id a tedy i mnozin.

Dalsi vlastnosti typu usporadani:

(VX) (0 C X) (prazdnd tiida je nejmensi)

(VX)(X C V) (universalni t¥ida je nejvétsi)

XNYCX&XNYCY& (V) ((ZCX & ZCY)—ZCXNY) (prinik je infimem
XaY)

XCXUY&YCXUY & VO)(XCZ&Y CZ)— XUY C Z) (sjednoceni je
suprémem X a Y).

VSechny uvedené vlastnosti se dokazi bezprostiedné z definic.

Algebraické vlastnosti N, U, —

HXNY=YnX XUuY=YUX (komutativita)

) (XNY)NnZ=Xn(YNZ) (XuY)uZ=XU(YUuZ) (asociativita)
N (XUY)NZ=XnNn2H)Uu(YNnZ) (XNY)uZ=(XUZ)N(YUZ) (distributivita)
4) —(=X)) =X (dvoji doplnék).

Distributivni zdkony zde plati oba; mizeme se divat pri algebraické praci na N jako na -
a na U jako na +, ale i obracené.
Rozdilna od bézného pocitani s ¢isly jsou nasledujici pravidla.

XNnX=X XuX=X (idempotence)
—(XNnY)=(-X)u(-Y) —(XuY)=(-X)n(-Y) (De Morganova
XNnp=0 Xub=X pravidla)
XNnVv=X Xuv=V

XNn-X=190 Xu-X=V

Vsechny uvedené vlastnosti se ovéii primo z definic.

Operace N, U a — se nazyvaji booleovské operace a kalkulace s nimi se nazyvaji booleovské
kalkulace.

Pii dikazu rovnosti rtiznych tridovych vyrazt postupujeme casto tak, 7ze obé strany
dokazované rovnosti rozvineme na sjednoceni jednotlivych cleni, které jsou priniky t¥id
a jejich dopliki. Tyto ¢leny pak porovname. Je to "algebraickd” obdoba kresleni Venovych
diagramii. Tuto metodiku pouzijeme v nasledujici ¢asti tykajici se symetrické diference.
Samoziejmé, ze je mozno vyuzit i jinych cest k ditkazu rovnosti, které mohou byt i kratsi.

Vlastnosti symetrické diference:

1) AX,)Y)=(XUY)—(XNY)

2) A je komutativni a asociativni operace, dale plati distributivni zdkon k N (ne vzhledem
kU), tj. ANAX,Y)=AANX,ANY)

3) A(XNY,A) CA(X,A)UA(Y, A)

ANXUY,A) CAX,A)UA(Y,A)

) Kdyz X CAaY CApak A(A-X,A-Y)=A(X,Y).

Diikaz: 1) Leva strana (X —Y)U (Y — X) = (X N-Y) U (Y Nn-X),
prava strana (X UY) — (X NY)=(XUY)N(—(XNY))=(XUY)Nn(-XU-Y)=
XN-X)uXn-Y)Uu¥n-Y)ul¥Yn—-X)=Xn-Y)U(Yn-X)

2) Komutativita je jasna ze symetrie definice. Pro diikaz asociativity vyjadieme levou
stranu A(A(X,Y), Z) = ((XN=-Y)U(YN-=-X))N=-2)U(ZN(—((XN-Y)U(YN=-X)))) =
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XN-YN-2Z2)u¥ nNn-Xn-2)uZn((-XUuY)n(-YUX))=Xn-YNn-2)U
Yn-Xn-2)uZn-XnNn-Y)uZnNn-XnX)uZnYyYn-YuZnYnX)=
(XN-YN-2)u(YN-Xn-2)u(Zn-XnNn-Y)U(ZnNnY N X). Pro pravou stranu
dostavame A (X, A(Y, 7)) = A(A(Z,Y), X) vzhledem ke komutativité. Zaménou pismen 7
a X ziskdme vyraz z levé strany, zaménime-li Z a X po apravé, dostaneme opét stejny vyraz.
K dtikazu distributivniho zdkona mame provéfit rovnost X N A(Y, Z) = A(X NY, XN Z).
Leva strana se upravina XN (Y N-2)U(ZN-Y)) = (XNYN-Z)U(XNZN-Y). Pravd
strana se upravina (X NY)—-(XN2)U(XNZ)—(XNnY)=(XnYNn(-XU-2))U
(XNZN(-Xu-Y)=(XNnYNn-2)u(XnZn-Y)U(XN-X)NY)U(XN-=-X)NZ).
Tteti a ¢tvrty c¢len sjednoceni jsou vSak prazdné, proto plati rovnost levé a pravé strany.

3) Leva strana (X NY N—-A)UAN—(XNY))=(XNYN-AUAN-X)U(AN-Y).
Prava strana (X N—-A)U (AN -X)U(YN-A)UAN-Y). XNYN-AC XnNn-Ai
XNYN-ACYn-—A. Vdruhém piipadé vychazi leva strana (X UY) N —A)U
(AN—-(XUY))=(XnNn-A) U N-A)U(AN—-XN-Y) a postupujeme analogicky.

H((A-X)N—-(A-Y)U(A-Y)N—-(A-X)=(ANn—-XN(-AUY))U
(AN-YN(-AUX))=((ANY)N-X)u(ANnX)Nn-Y)=(YNn-X)U (X n-Y).

Specialné, budeme-li zkoumat strukturu s nosnou mnozinou P(a) (mnozina vSech podm-
nozin a) pro a # () a operacemi: A(z,y) chapeme jako +, 2 Ny chadpeme jako ., 2 chipeme

jako —z, () chidpeme jako 0 a a chipeme jako 1, dostaneme ponékud zvlastni komutativni
okruh.

Dvojice, n-tice, relace a funkce.

Jednim ze zdkladnich tkoli teorie mnozin je vytvaret modely pro objekty bézné mate-
matiky. Tyto modely se pak stavaji matematickymi objekty, které ptivodné pouze reprezen-
tovaly, kanonisuji se. Jako prvni uvedme modelovani usporadané dvojice.

Definice: {x1,x2) = {{x1},{x1,22}}. Usporddand dvojice mnozin z;, x> (v daném
Y b b Y
poradi) je mnozina sklddajici se z mnoziny obou sloZek a mnoziny obsahujici pravé prvni
slozku. Nasledujici véta ukazuje, zZe je to dobry model.

Veta: (x1 = y1 & w2 = y2) = (1, 22) = (Y1,Y2).

Dikaz: —) Vyplyva 7z naseho obecného pohledu na rovnost. KdyZ v matematickych
vyrazech nahradime sobé rovné objekty, ziskame sobé rovné vyrazy.

+) a) Necht z1 # x5, pak {{z1},{z1,z2}} obsahuje jednu dvouprvkovou a jednu jedno-
prvkovou mnozinu, {{y1}, {y1, y2}} musi tedy rovnéz obsahovat jednu jednoprvkovou a jednu
dvouprvkovou mnozinu, jednoprvkové se musi rovnat, tedy {x1} = {y1}, tedy 1 = y1. Aby
{y1,y2} byla dvouprvkova, musi byt y; # y2 a z rovnosti 1 = y; a {x1,22} = {y1,y2} plyne
T2 = Y2.

b) Kdyz x1 = w2, pak {z1,22} = {21}, tedy {{z1}, {z1,22}} = {{z1}, {z1}} = {{z1}}
Aby tato mnozina byla rovna {{y1},{y1,y2}}, musi platit y; = y» (pouze jednoprvkové
mnoziny jsou piipustné jako prvky) a odtud jiz snadno plyne y; = 1 a ys = x3 = 1.
V tomto ptipadé je tedy kanonickym modelem usporadané dvojice jednoprvkova mnozina.

Usporadané n-tice definujeme rekurzi.

Definice: 1) (x1) = x4
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2) (51, Tmi1) = ((T1, - T Tn1)-

Zada-li nAm nékdo n prvki a jejich poradi, umime postupné podle uvedeného piedpisu
vytvorit mnozinovy model n-tice. To, Ze lze popsat uvedeny model jedinou formuli s parame-
trem n a tudiz, ze existuji usporadané n-tice i pro libovolné prvky n z kanonické struktury,
ktera prirozena cisla v teorii mnozin modeluje, je jiz ne zcela trividlni tvrzeni teorie mnozin
(véta o konstrukci rekurzi - zformulujeme a dokaZeme ji pozdéji) o této kanonické struktuie.

Neusporadané n-tice modelujeme v teorii mnozin jako n-prvkové mnoziny.

Model pro uspotradanou dvojici nAm umoznuje definovat dalsi uzitecné objekty.

Definice: X xY = {{z,y); v € X & y € Y} (kartézky soucin)
dom(X) = {z; (Jy)((z,y) € X)} (defini¢ni obor t¥idy X)
rng(X) = {z; (3y)((y,z) € X)} (obor hodnot tFidy X)

X~ ={{z,y); (y,z) € X)} (inverzni t¥ida)

XY ={z; ByeY)(y,z) € X)} (obraz t¥idy Y pres t¥idu X)
XTY ={(z,y) ;(z,y) € X & x € Y} (parcializace X na V).

Relaci (vztahem) byla pivodné v matematice minéna néjakd, obvykle definovand, vlast-
nost, ktera byla danym poc¢tem objekt splnéna, nebo ne. Piikladem je =, usporadani, lezet
na piimce (pro trojice bodi). Jestlize vytvorime t¥idu vSech n-tic prvkt majicich danou
vlastnost, pak tato trida presné vlastnost zachycuje. Naopak kazda trida n-tic X urcuje
vlastnost n prvki popsanou vztahem (x1,...,z,) € X. T¥idy, nebo mnoZiny usporadanych
n-tic jsou proto dobrym kanonickym modelem pro relace. Protoze kazda usporadana n-tice
je dvojici (diky kanonickému modelu) miiZzeme modelovat relace v teorii mnozin jako tiidy,
které jsou c¢asti kartézké druhé mocniny V.

Definice: 1) Rel(X) =X CV xV

2) Fce(F) = Rel(F) & (Vx,y,2)(((z,y) € F & (z,2) € F) = y = 2).
Funkce jsou takové relace, ve kterych je prvku z defini¢niho oboru pfifazen jediny prvek.

3) Pokud pro funkci F' plati Fee(F~1), nazyva se F prostd funkce.

4) Pokud F' je prosta funkce a dom(F') = X a rng(F) =Y, ¥ikdme, 7Ze F zobrazuje X a
Y wzajemné jednoznacne.

Veta: Kartézky soucin je distributivni vzhledem k N i U. Plati tedy

(Xl sz) X (Y1 ﬂYg) = (Xl X Yl) N (Xl X Yg) N (XQ X Yl) N (X2 X Yg)

(Xl UXQ) X (Y1 UYQ) = (Xl X Yl) U (Xl X Yg) U (XQ X Yl) U (X2 X Yg)

Pro — (doplnék do V') distributivita obecné neplati.

Kartézky soucin je monotonni viic¢i inkluzi t.j.

(Xngl)&(ngYz)—>X1><X2§Y1><Y2

Diikaz: VSechny diikazy jsou jednoduché a prenechavame je ¢tenari.

Dale uvadime néktera tvrzeni pro obraz.

Veta: XY =rng(X [Y) =rng(X N(Y x V))

(Xl - X2 & Y1 - Yg) — X1”Y1 - XQ”YQ (monotonie)

(TUUY(XUY)=T"XUT’YUU"XUUY

X"(YNZ)CX”YNX”Z, obecné ne obracené

XY - X"Z C X”(Y — Z), obecné ne obricené.
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Diikaz: Dokazme posledni tvrzeni. Necht ¢ je prvkem levé strany, t.j. (Fu)(u € Y &
(u,t) € X) & =(Fu)(u € Z & (u,t) € X). Druhou slozku konjunkce piepiSme ekvivalentné
na (Yu)((u,t) € X — u ¢ Z). Prvni ¢ast konjunkce tvrdi, ze existuje u € Y takové, Ze
(u,t) € X. Vezméme jedno takové u. Druhé ¢ast konjunkce pouzitd na toto u tvrdi, Ze
uw ¢ Z, coZ znamend, Ze t je prvek pravé strany.

Pokud je t¥ida X v poslednich dvou tvrzenich inverzni relaci k funkci, pak dokonce plati
rovnost.

Veta: Jeli F funkee, pak plati (F=1)"(Y N Z) = (F-1)'Y N (F-1)Z a (F-1)'Y —
(F—l)nZ — (F—l)n (Y - Z)

Dale definujeme skladani relaci.

Definice: Jsou-li R a S relace, pokldddme Ro S = {(z,y); (3z)((z,2) € R & (z,y) € S)}.

Véta: Jsou-li R, S a T relace, pak (R™)"! =R, (RoS)"' =87 1oR™!, Ro(SoT) =
(RoS)oT.

Operace potence a sumy.

Definice: 1) P(X) = {u; u C X} (potenéni t¥ida X)

2) UX) ={x; (Jy € X)(z € y)} (sjednoceni tfidy X)

Intuitivné zdivodnéme, Ze, je-li  mnozina, je P(z) také mnozina. Je-li z prvkem nék-
terého kroku vytvareni univerzalni tiidy stalym provadénim operace potenéni mnoziny, oz-
nac¢me tento krok V,, pak z je téz ¢asti V,,. Odtud plyne P(z) C P(V,), piitom P(V,) je
opét mnozina a P(z) je z P(V,) vy€lenéno mnozinovou formuli P(z) = {t € P(V,);t C z}.
Daéle intuitivné zdivodnéme, ze, je-li  mnozina, je téz | Jx mnozina. Je-li € V,,, tedy téz
r CV, ataké |z CV, a |z je opét vy€lenéno z V,, mnozinovou formuli |z =
{t; Fuex)(teu)}.

Dilezitym, ne vsSak jiz tak presvédcéivé zdivodnénym pozadavkem na mnozinové uni-
verzum je pozadavek, aby obrazem mnoziny byla mnozina. Tento pozadavek je dalSim
pozadavkem na bohatost struktury (ordinalnich ¢isel), podle které se postupné provadéni
operace potenéni mnoziny provadi. Mame-li zobrazeni F' (definované mnozinovou formuli)
7 jiz, ziskané mnoziny u, pritadme kazdému prvku F(¢) (¢ € u) hladinu «, na které byl prvek
F(t) ziskdn. Dostavame tak zobrazeni z u do ordindlnich &isel. Je p¥irozené pozadovat,
aby ordinalni ¢isla pokracovala jesté nékam vys z diivodi analogickych nasemu pozadavku,
7e proces tvorby stale bohatsich potenc¢nich mnozin neukonc¢ime u pfirozenych ¢isel, nebot
takové omezeni by bylo prilis restriktivni.

Vlastnosti operaci P(X) a [J X.

X xY CPP(XUY))

Zobrazeni f z X do Y indukuje zobrazeni F' z P(X) do P(Y), které je definovano pted-
pisem F(x) = f”z. Pochopitelné né kazdé zobrazeni z P(X) do P(Y) je indukovano zo-
brazenim z X do Y.

dom(X) € UUX, rng(X) € UUX

UP(X) = X, X C P(UX), 20y = Ul ).

Definice: X = {t; (Vy € X)(t € y)} (prinik t¥idy X).
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Plati (Vt € X)(N X C ¢); je-li tedy X neprazdnd, je (| X mnoZina. () = V v souladu s
definici. Analogicky jako u sjednoceni, plati z Ny = {x, y}.

Axiomatika ZFC.
Nyni, kdy7 jsme se jiz seznamili se zakladnimi pojmy teorie mnozin, je vhodna doba pro to,
abychom uvedli nejbéznéjsi axiomaticky popis teorie mnozin, sice Zermelovu a Fraenkelovu
teorii mnozin s axiomem vybéru, kterd se oznacuje ZFC.

Axiom existence mnozin
(3z)(x = z) (existuje alespon jedna mnozina)
Axiom etenzionality
(Vu)(u € x = u € y) = x = y (mnoziny, které maji tytéZ prvky se rovnaji)
Schéma axiomil vydéleni
Je-li ¢(x) formule, kterd neobsahuje volné proménnou z, potom formule
(Va)(3z)(Vx)(z € 2 = (v € a & Y(x)))
je axiom vydéleni (z kazdé mnozZiny lze vydélit mnozinu v8ech prvki, ktré spliuji danou
formuli).
Axiom dvojice
(Va)(Vb)(Fz)(r € 2z — (x =aVz =0))
(libovolné dvé mnoziny ur¢uji mnozinu obsahujici pfesné tyto prvky).
Axiom sumy
(Va)(3z)(Vx)(z € z= (Fy)(z € y & y € a)).
(ke kazdé mnoZiné a je ddna mnozina vSech prvki, které nalezeji do nékterého prvku mnoziny
a).
Axiom potence
(Va)(3z)(Vx)(z € z=2 C a)
(ke kazdé mnoziné existuje mnoZzina vSech podmnozin).
Schéma axiomil nahrazeni
Je-1i ¢(u,v) formule, kterd neobsahuje volné proménné w, z, potom formule
(V) (Vo) (Vo) (¢ (u, v)&tp (u, w)) = v = w) —
(Va)(3z)(Yv)(v € z = (Fu)(u € a & Y(u,v)))
je axiom nahrazeni (definovatelné zobrazeni zobrazuje mnoZinu na mnozinu).

Axiom nekonecna
(F2)(D € z & (Vx)(z € z > x U {z} € 2))

(existuje nekone¢nd mnoZina).
Axiom fundovanosti
(Va)(a# 0 — (Fx)(z € a & xNa=10))
(srovnej s principem nejmensiho prvku na pfirozenych éislech).
Axiom vybéru
(Va)(Vz)(x € a = x #0) — (3S)(Fee(S) & (Vz)(z € a — S(x) € 1))

(kazd4 mnozina neprazdnych mnozin mé selektor).
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Kromé uvedené axiomatiky pouzivajici mnoziny jako zakladni objekty, jsou téz axiomatiky
(Godelova a Bernaysova, nebo Kellyho a Morseova), pouzivajici t¥idy jako zdkladni ob-
jekty. V ramci Zermelovy a Fraenkelovy axiomatiky se téz upousti od axiomu regularity a
pripoustéji se napi. i nekonecné klesajici fetézce v relaci €, nebo se misto axiomu vybéru
zkoumé axiom determinovanosti, zarucujici, ze i nekonecné hry maji vyhravajici strategii
(v rozporu s axiomem vybéru). PFi tom jak existenci selektoru, tak i existenci vyhravajici
strategie lze pro koneéné mnoziny dokazat.

Usporadani.
Dulezitymi relacemi vySetfovanymi v matematice (a nejen v ni) jsou relace usporadani.
Definice: Rikdme, 7e relace R je na t¥idé A
1) reflexivni jestlize (Vx € A)((z,x) € R)
2) antireflexivni jestlize (Vx € A)((z,x) ¢ R)
3) symetrickd jestlize (Vz,y € A)((z,y) € R — (y,z) € R)
4) slabé antisymetrickd jestlize (Vz,y € A)(((z,y) €
)
)
)

R & (y,x) € R) = z =y)
5) antisymetrickd jestlize (Vx,y € A)((z,y) € R — (y,z) ¢ R)
6) trichotomickd jestlize (Vx,y € A)({z,y) e RVx =yV (y,z) € R)

7) tranzitivni jestlize (Vz,y,z € A)(((z,y) € R & (y,2) € R) — (z,2) € R).

Definice: Relace R je neostré usporadani na A, je-1i na A reflexivni, slabé antisymetricka
a tranzitivni. Neostré usporadani na A se nazyva linedrni na A, plati-li navic
(Vz,y € A)({xz,y) € RV (y,x) € R).

Zajimavé jsou i relace reflexivni a tranzitivni (od pozadavku slabé antisymetrie se u-
pousti), takovéto relace se nazyvaji kvaziusporadani a lze k nim p¥irozené priradit vhodné
usporadani.

Kromé neostré verze usporadani se pouziva i ostré usporadani.

Definice: Rekneme, 7e relace R je ostré uspordddni na A, jestlize je antireflexivni a tran-
zitivni na A. Je-li navic relace trichotomicka, nazyva se ostré linedarni usporddani na A.

Poznamenejme, 7e ostré usporadani je antisymetricka relace.

Priklady: 1) Relace inkluze na P(z) je neostré usporadani, které neni linedrni, pokud je
x alespon dvouprvkova.

2) Bézné usporadani prirozenych ¢isel je uspordadéni, které je linearni.

3) 0 je ostré usporadédni, které neni linedrni na zadné alespoit dvouprvkové t¥{dé.

Mezi ostrou a neostrou verzi usporadani je snadny prechod, ktery vystihuje nasledujici
véta.

Véta: Je-li R neostré usporadani na A, pak R — {(t,t); t € A} je ostré usporadani na A
a je-li R ostré usporadani na A, pak RU {(t,t); t € A} je neostré usporadani na A.

Je-li tFida, na které je relace R usporadani jasna ze souvislosti, neuvadi se. Pro zvyraznéni,
7e se jednd o uspotradani se pouziva symbolika ¢t < z, t < z, t < x, t < z a pod. (misto
(t,z) €<, (t,x) €< apod.).

Definice: Bud < usporadani na A.

1) Prvek a € A je nejmensi (resp. nejvétsi) prvek tiidy X C A, plati-lia € X &
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(Ve € X)(a <zx) (resp. a € X & (Vx € X)(x < a)).

2) Prvek a € A je minoranta (resp. majoranta) t¥idy O # X C A, plati-li (Vz € X)(a < z)
(resp. (Vz € X)(z < a)).

3) Prvek a € A je minimdlni (resp. mazimalni) prvek ti¥idy () # X C A, plati-lia € X &
(Ve € X)=(z < a) (resp. a € X & (Vz € X)=(a < x)). Pouzivime znaceni a = min(X)
(resp. a = max(X)).

4) Prvek a € A je infimum (resp. suprémum) t¥idy X C A, jestlize a je nejvétsi minoranta
(resp. nejmensi majoranta) t¥idy X. Pouzivime znaceni a = inf(X) (resp. a = sup(X)).

Pokud v bodech 3) a 4) neni jasné uspoiradani ze souvislosti, vyznacime je v indexu.

Turzeni : Nejmensi prvek a infimum jsou uréeny jednoznaéné (pokud existuji). Mini-
malni prvek nemusi byt urcen jednoznacné. V linedrnim usporadani pojem minimélniho a
nejmensiho prvku splyva. Obdobnéa tvrzeni plati pro suprémum, maximalni a nejvétsi prvek.

V literatufe se misto minoranta, majoranta téz pouziva dolni, horni odhad, nebo dolni,
horni zavora.

Definice: Necht < je usporadani na X a < je usporadani na Y.

1) Zobrazeni F t.z. dom(F) = X & rng(F) C Y se nazyva vnofeni (X, <) do (Y <),
plati-li, ze F' je prosté a (Vr,y € X)(z <y = F(z) < F(y)).

2) Zobrazeni F' se nazyva izomorfizmus X s < a'Y s <, plati-li, Ze F' je vnofeni X s <
do Y s < a navic rng(F) =Y.

3) Zobrazeni F' se nazyva automorfizmus X s <, je-li izomorfizmem X s < a X s <.

Jsou-li dvé usporadani izomorfni, znamena to, ze je nelze z pohledu uspotradani rozlisit,
ze jsou "témér stejnd”. Rovnéz vSechny diive definované pojmy se izomorfizmem prendaseji.
Tedy napf. izomorfnim obrazem supréma tiidy je suprémum obrazu tfidy. Pro pouhé
vnoreni toto tvrzeni obecné neplati.

Definice: Necht < je usporadani na tridé A.

1) X C A se nazyva dolni (resp. horni) t¥ida, plati-li (Vt € A)((Fzr € X)(t <z) >t € X)
(resp. (Vt € A)(Fxr € X)(z <t) >t € X)).

2) Pro a € A definujeme seg(a) = {t € A;t < a} a tuto t¥idu nazyvame (dolnim)
segmentem urcenym a, nebo téz hlavnim idedlem urcenym a.

Segment je piikladem dolni mnoziny, ne kazda dolni mnozina vSak je segmentem. Nasle-
dujici véta ukazuje univerzalni roli C mezi usporadanimi.

Veéta: Necht < je usporadani na a, pak lze nadefinovat funkci f, kterd je vnoreni a s <
do P(a) s C.

Dikaz: Pro t € a definuj f(t) = seg(t). Ovérit, ze takto definované funkce je vnofeni, je
jiz snadné.

Dalsim dilezitym pojmem, ktery se vaze k usporadéani je pojem hustoty. (Ptvodni zdroj
tohoto pojmu je v8ak topologie.)

Definice: Necht < je ostré usporadani na A.

1) Rekneme, 7Ze X C A je hustd v A, jestlize plati (Vz,y € A)(z <y — (3z € X)

(x < z<y)).
2) Rekneme, Ze < je husté na A, jestlize A je husta v A.
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Typickym prikladem husté podmnoziny je mnozina racionalnich ¢isel, ktera je v priroze-
ném usporadani hustd v mnoziné redlnych ¢isel. Racionalni i redlna ¢isla jsou prirozenym
usporadanim usporadana husté.

Ekvivalence.
Dalsim dtlezitym typem relaci zkoumanych v matematice jsou relace ekvivalence.

Definice: 1) Relace E se nazyvéa ekvivalence na A, jestlize je reflexivni, symetrickd a
tranzitivni na A.
2) Relace E se nazyva ekvivalence, jestlize je ekvivalenci na svém definiénim oboru.

Typickym piikladem ekvivalence je =. To, Ze je relace E ekvivalence, znamena, ze je
"témér” rovnost. Tento fakt se zvyraziuje znacenim. Misto (z,y) € E se pouzivia x ~ y,
ry, =y, r =1y a pod.

Dalsim prikladem ekvivalence je relace dvé jednotky zbozi maji stejnou cenu. Jinym
prikladem je relace na dvojicich celych ¢isel jejichz druhé slozky jsou nenulové popsana
vztahem (ci1,co) ~ (dy,ds), kdyZ ¢1 - do = dy - c3. Tento vztah jsme si zvykli vyznacovat
c1/ce = dq/ds. Jako posledni priklad uvedme piiklad z teorie mnozin. Polozme x = y, kdyZ
existuje vzajemné jednoznacéné zobrazeni z a y (t.j. (3f)(f : z +— y).

Miizeme si povSimnout, ze druhy a tieti ptriklad mizeme sdruzit pod jednu spole¢nou
charakterizaci: Pro vhodnou funkci f plati x &~ y pravé tehdy, kdyz f(z) = f(y). Rovnéz
prvni a ¢tvrty priklad lze takto popsat. V prvnim pripadu je touto funkci identita a ve
¢tvrtém pripadu je piislusnou funkci funkce pfifazujici mnoziné jeji tzv. kardindalni ¢islo.

Definice: Je-li E ekvivalence a z € dom(F), pak E”{x} se nazyva ti¥ida ekvivalence prvku
z. Pro tfidu ekvivalence E”{z} se téz pouziva znaleni [z]|g.

Ziejmé plati nasledujici véta.

Véta: Je-li E ekvivalence, x,y € dom(E), pak E”{z} = E”{y} = (z,y) € E a
E{z}nE{y} =0=(z,y) ¢ E.

Ekvivalence ndm urcuje rozklad svého definié¢niho oboru na navzajem disjunktni neprazdné
tridy. Naopak kazdy rozklad tfidy na neprazdné disjunktni t¥idy urcuje ekvivalenci - dva
prvky jsou ekvivalentni, jestlize padnou do téze tiidy rozkladu.

S ekvivalenci souvisi jesté jedna dilezita matematicka konstrukce.

Definice: Bud E ekvivalence na mnoziné a # (). Mnozina a/E = {[z]g; = € a} se nazyva
faktorizace mnozZiny a podle ekvivalence E.

Priklad s raciondlnimi ¢isly dava tusit, ze faktorizace mnozin hraji dilezitou tlohu pri
konstrukci matematickych struktur.

Faktormnozina nam také umoznuje prokazat, 7ze kazdou ekvivalenci na mnoziné lze pop-
sat jako ekvivalenci uréenou funkci. Je-li totiz E ekvivalence na a, definujeme funkci f
predpisem f(z) = [z]g.

Srovnani mohutnosti mnozin.

Prirozenym srovnanim mnozin podle velikosti je inkluze. Pfti tomto pohledu vsak dveé
rizné jednoprvkové mnoziny jsou nesrovnatelné. Proto se zavadi v teorii mnozin srovnani
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podle mohutnosti (kardinalit).

Definice: 1) Rekneme, %e mnoziny =, y maji stejnou mohutnost (znacime x ~ y), jestlize
@A 7 ).

2) Rekneme, %e mnoZzina & md mohutnost mensi nebo rovnu y (znacime x < y), jestlize
T ~ z pro n&jakou podmnoZinu z mnoziny 3. Rekneme, 7e mnoZina x md mohutnost mensi
neZ y (zna¢ime x < y), jestlize © <y a -z ~ y.

Ctenafr snadno nahlédne, 7e ~ je ekvivalence. Na t¥idy této ekvivalence se mtizeme
divat jako na jisty ¢iselny obor rozsifujici (do nekone¢na) obor piirozenych ¢isel. Cisla
ur¢end témito tiidami byla Cantorem nazyvana kardindlni ¢isla. V moderni matematice
pro kardindlni ¢isla volime specidlni reprezentanty (nejmensi ordindlni ¢islo v dané t¥idg),
podobné jako ve dvojicich celych &isel (n, m) reprezentujicich raciondlni ¢isla (pouzivame pii
tom znaceni n/m) volime reprezentanta tak, aby n, m byla nesoudélna a m bylo kladné. Pfi
tomto pohledu nam relace < reprezentuje usporadani, zatim vsSak vidime pouze reflexivitu
a tranzitivitu uvedené relace. Slaba antisymetrie plyne z Cantorovy a Bernsteinovy véty ke
které budeme smérovat. Nejdiive si dokazme pomocnou vétu.

Véta (o pevném bodu neklasajici funkce): Necht F : P(x) — P(z) je neklesajici (vzhle-
dem k C) funkce. (Tedy v C v — F(u) C F(v).) Pak existuje t C = takové, ze F(t) =t (¢
je pevny bod F).

Diikaz: Polorme M = {u C z; u C F(u)}. Ukdzeme, 7e t = |J M je hledanym pevnym
bodem. Nejdiive ukdzeme, 7e t € M, tedy ¢ C F(t). Necht z € t, tedy z € u, pro
néjaké v € M. Pak z u C t (pfipometime u € M a t = |JM) a monotonie F, plyne
z €uC F(u) C F(t), tedy t C F(t). Odtud z monotonie F' plyne F(t) C F(F(t)), tedy
F(t) € M. Protoze t = |JM, plati F(t) C t. Dokazali jsme obé inkluze, a proto plati
t = F(t).

Véta (Cantor, Bernstein): Necht x <y a y < z, pak z ~ y.

Diikaz: Necht f a g jsou prosté funkce takové, 7e f :x — yag:y — x. Prou C x
polozme F(u) = x — g”(y — f"u). Takto definovand funkce je neklesajici funkce z P(x) do
P(z) a mé proto pevny bod t (F(t) =t), tedy t =z — ¢”(y — ft). Pfechodem k doplitkiim
odtud dostaneme x — ¢t = g”(y — f”t). Definujme nyni funkci h pfedpisem h(z) = f(z) pro
z€tah(z) =g 1(2) pro z € x — t. UkdZeme, 7e h : x +— y.

Nejdiive ukazme prostotu h. Necht z, v jsou dva rtzné prvky z. Jsou-li z, v € t (resp.
€ x —t), pak jejich obrazy jsou riizné, jak plyne z prostoty f (resp. g~!). Je-li z € t a
v € x—t pak h(z) = f(2) € fPt a h(v) = g7 (v) € y — f7t, tedy h(z) # h(v). Tim je
prostota h dokazana.

Nyni ukazme 7e h je na y. Je-li v € f7t, pak existuje z € t takové, 7e v = f(z) = h(z).
Je-li v € y — f7t, pak existuje z € x — t takové, 7e v = g~ 1(2) = h(2).

Divame-li se na = jako na rovnost, je < usporadani. Linearita tohoto uspofadani je
ekvivalentni s axiomem vybéru (mnohem pozdéji dokdZzeme jednu implikaci). Na naznacené
struktufe (vzniklé faktorizaci podle &) roz8ifujici strukturu pfirozenych ¢isel mame zatim
zavedenu rovnost a uspoiradani. Zavedme zde jesté bézné pocetni operace, rozsifujici operace
znamé z prirozenych ¢isel (nékteré vlastnosti téchto operaci budou mnohdy neobvyklé).
Nejdrive vSak upresnéme naznaceny ciselny obor nasledujici definici.
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Definice: Kardindlnim ¢islem x (zna¢ime |z|) rozumime t¥idu rozkladu podle ekvivalence
~ obsahujici z jako svij prvek. (Pozdé&ji doplnime téZ mnozinového reprezentanta této
tFidy).

Vedeni analogii z pfirozenych ¢isel definujeme mocninu mnozin nasledujicim zptisobem.

Definice: *y ={f; f: 2 — y}.

Dale definujeme pocetni operace na kardinalnich ¢islech.

Definice:1) |z| + |y| = [{0} x 2 U {1} x y|

2) |@] « |yl = |z x y|

3) Jallv = vz

Prislusnou soustavu lemat ukazujicich, Ze ve shora uvedenych definicich nezavisi na volbé
reprezentantt tiid a asociativni, komutativni a distributivni zakony pro + a . prenechavame
¢tenari.

Zavedené pocetni operace maji vSak v nekonecném piipadé mnohdy odlisné vlastnosti od
téch, na které jsme zvykli v koneéném piipadé. Necht N oznacuje mnozinu pfirozenych ¢isel
a R oznacuje mnozinu realnych ¢isel. Pak plati nasledujici rovnosti.

Veta: 1) IN| + |N| = [N, |N| = |N]|

2) R+ |R| = [R| . [R| = |R]

Diikaz: 1) Dva exempléfe N zobrazime vzajemné jednoznaéné na N tak, Ze jeden zobrazime
na licha a druhy na suda ¢isla. N vnofime do Nx N tak, ze N zobrazime na {0} x N a Nx N
vnoiime do N tak, 7Ze dvojici (n, m) p¥ifadime ¢islo 2™ .3™. Cantorova a Bernsteinova véta
nam pak zarucuje existenci vzajemné jednoznac¢ného zobrazeni N x N a N.

2) Nejdfive si uvédomme, 7e funkce tg(m.(x — 1/2)) zobrazuje vzajemné jednoznacéné R a
otevieny interval (0,1). Dva exemplafe tohoto intervalu (napf. (0,1) a (1,2)) vnoiime
do R a Cantorova a Bernsteinova véta nam pak zarucuje existenci pozadovaného vza-
jemné jednoznacného zobrazeni. Tim je ukazano, 7e soucet dvou exemplaiti kardinalniho
¢isla odpovidajictho R je roven |R|. Nyni ukazme, ze (0,1) x (0,1) ~ (0,1). Interval
(0,1) vnofime do jeho kartézké druhé mocniny tak, ze kazdému ¢islu = prifadime dvojici
(1/2,z). Kartézkou druhou mocninu vnofime do intervalu tak, ze dvojici (x, y) s dvojkovymi
rozvoji x = 0,z12223 ..., y = 0,y1y2y3 ... pritadime ¢islo z = 0, z1y122y223y3 . ... Takto
dostaneme hledané vnoteni (napt. ¢islo 0,1010... nebude mit vzor). Cantorova a Bern-
steinova véta nam pak zarucuje existenci pozadovaného vzajemné jednoznac¢ného zobrazeni.

Nasledujici slavna Cantorova diagondlni iivaha ukazuje, Ze redlnych ¢isel je v rdmci teorie
mnozin ostfe vice nez ¢isel prirozenych.

Véta (Cantor): N < R

Dikaz: N < R je jasné, nebot N je ¢asti R. Dovedeme ke sporu predpoklad (3f)(f : N +—
R). Staci ukazat, Ze nelze oc¢islovat redlna ¢isla otevieného intervalu (0, 1) pfirozenymi ¢isly.

Necht tedy aq,as,as, ... je takové ocislovani. Necht
a; = 0,ala3a3 ...
az = 0,aa3a3 ...

az = 0,a3a2a3 ...
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3 ... predpisem:

jsou desetinné zapisy piislusnych ¢&isel. Definujme &islo ¢ = 0, ctc?e
¢ =7, kdyZz at <5 act =2, kdyz at > 4.

Toto &islo ¢ je v intervalu (0, 1), ale nemiiZe byt Z4dnym &islem a;, nebot ¢ # a® a zapis ¢

je jednoznacny, protoze obsahuje jen cifry 2 a 7.

Uvedena tivaha se ukazala byt velice mocnym matematickym prostiedkem. Ukazuje napr.,
ze existuje realné cislo, které neni kofenem algebraické rovnice s celociselnymi koeficienty,
aniz by néjaké takové ¢islo skuteéné uvedla (jsou to napft. ¢isla m, e, ditkazy téchto fakti jsou
jesté, ze koteny algebraickych rovnic s celo¢iselnymi koeficienty se nazyvaji ¢isla algebraicka
a koteny algebraickych rovnic s algebraickymi koeficienty jsou opét ¢isla algebraicka.

Heslovité ukazme jesté jednu tivahu z jiné oblasti matematiky pouzivajici diagonalni
uvahu. Jedna se o problém zastaveni algoritmu. Asi kazdy, kdo se ucil programo-
vat se setkal se situaci, Ze jeho program se dostal do nekonecného cyklu. Vzniké otézka, zda
1ze takové programy algoritmicky odhalit. (Zde jiz implicitné pouZivame tzv. Churchovu
tezi, algoritmy - intuitivni pojem - ztotoznujeme s programy - presné definovanymi objekty
napft. posloupnostmi instrukei idealizovaného vypocetniho stroje.)

Pro upresnéni problému si uvédomme nékolik faktii:

1) Kazdy program je urcen zdrojovym textem, coZ je jisté &islo v 256-kové soustavé.
Funkci f vyéislovanou timto algoritmem (obecné parcidlni funkei jejiz hodnota f(x) je hod-
nota vystupu pri kterém algoritmus zastavi p¥i vstupu x a neni definovana pokud algoritmus
nezastavi) miZeme ocislovat ¢islem predstavovanym uvedenym zdrojovym textem. (Pfitom
stejnd funkce miZe byt v tomto ocislovani uvedena vicekrat, nebot napt. poznamky v zdro-
jovém textu mohou byt rtzné formulovény.)

2) Dfive popsané kédovani dvojic (2" . 3™) lze zvladnout algoritmem (programem) a
existuje algoritmus T'({n,m)), ktery dvojici (n,m) p¥ifadi vystup (éislo, nebo neskonci)
stejny, jako ziskdme programem se zdrojovym textem n a vstupem m. V pripadé, ze n
neni zdrojovy text (je syntakticky chybny) dava vystup 0. (Takovym programem je napf.
upraveny interpret programovaciho jazyka, ktery misto chybovych hlasek dava 0).

Kdyby existoval algoritmus H ((n,m)), ktery by daval hodnotu 0, pokud program se
zdrojovym textem n neskonc¢i pii vstupu m a hodnotu 1, pokud skonéi, definovali bychom
totalni (pro vSechna pfirozena ¢isla definovanou funkci) C' nasledujicim (algoritmickym)
predpisem.

C(n) =T((n,n)) + 1, pokud H((n,n)) =1

C(n) =1, pokud H({n,n)) =0

Funkce C je vyjadiitelna programem se zdrojovym textem c¢. Uvahou anologickou difve
uvedené Cantorové diagondlni tivaze spocitame, ze C(c) = T({c,c)) podle bodu 2). Podle
definice C' vSak mame C(c) = T({(c,c)) + 1. Tim je ukdzino, Ze funkce H nemiZe byt
popsana algoritmem.

Dale zobecnime Cantorovu vétu dokdzanou diagondlni Gvahou, 7ze redlnych cisel je vice
ne7 prirozenych (je jich tzv. nespocetns).

Veta (Cantor): z < P(x)
Diikaz: x < P(x) dokdZzeme tak, ze kazdému ¢ € x piifadime {t} € P(z).
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Dtikaz -z ~ P(x) je mirnou reformulaci ivahy z Russellova paradoxu. Necht f:x «—
P(z). Dovedeme ke sporu existenci takové funkce. Polozme C = {t; t € x & t ¢ f(t)}. Pak
existuje ¢ takové, ze C' = f(c). Zkoumejme, zda ¢ € C. Pokud ¢ € C, pak podle definice
C plati ¢ ¢ C. Pokud ¢ ¢ C, pak podle definice C plati ¢ € C' podobné jako v Russellové
paradoxu. Bijekce z a P(z) tedy nemiize existovat.

Pravé uvedend véta zobeciuje diive uvedenou vétu (o nespocetnosti R), nebot kazdy
dvojkovy zéapis ¢isla x z uzavieného intervalu (0, 1) miZzeme chapat jako zakédovani pod-
mnoziny N téch indexii i, ze pro p¥islusnou cifru plati z* = 1. P¥i tom &isel s dvojznacnym
zapisem je jen méalo (dvojkové raciondlni ¢isla), daji se ocislovat pFirozenymi &isly (je jich
tzv. spocetné).

Vzhledem ke vztahu uvedenych dvou vét se nékdy téz uvahy analogické ditkkazu druhé
véty nazyvaji diagonalni.

Definice: Charakteristickou funkci x, mnoziny u (podmnoziny mnoziny x zfejmé obvykle
7z kontextu) je funkce takovd, ze dom(x,) =z a (Vt € x)(t € u=x,(t) =1) & (t ¢ u =
Xu(t) = 0)).

Mezi charakteristickymi funkcemi podmnozin z a podmnozinami x je vzajemné jedno-
znacny vztah, ktery prokazuje nasledujici ekvivalenci.

Véta: ®2 ~ P(x)

Z uvedené véty a z rovnosti 2171+ 1vl = (2121 21¥1) kterou doporucujeme ¢tenaii k rozmysleni,
plyne okamzité rovnost |R| . |R| = 2NI+INI = 2N — |R|, kterou jsme pondkud klopotnéji
dokazali diive.

Uvedené rovnosti lze za pomoci axiomu vybéru zobecnit do rovnosti:

Jsou-li x, y neprazdné mnoziny, z nichz alesponl jedna je nekonecné, pak

@ + |yl = ||« |yl =maz(|z|, |y]).

Toto tvrzeni zde dokazovat nebudeme, odkazujeme ¢tenare na kteroukoliv odbornou knihu
7z teorie mnozin. (DokéZe se transfinitni indukei za pomoci maximolexikografického us-
poradani. Transfinitni indukci zde probereme pozdéji, maximolexikografické uspoiradani zde
probirat nebudeme. Axiom vybéru potiebujeme pouze pro fakt, ze = i y lze tzv. dobie
usporadat, coz budeme rovnéz definovat pozdéji.)

Analogicky ke zndmym vlastnostem mocniny je téz néasledujici fakt.

Veta: ®(Vz) =T*Y 2

Dikaz: Vzajemné jednozna¢nou korespondenci prvkil levé a pravé strany = stanovime
tak, ze zobrazeni z 2 do funkei z y do z, které vyzna¢ime indexem (f; pro t € x je hodnota
tohoto zobrazeni v bodé t) je prvkem levé strany, pritadime funkci g : * X y — z (prvek
pravé strany) definovanou predpisem ¢((t,u)) = fi:(u) pro u € y a obracené.

Za pomoci této véty (a véty Cantorovy a Bernsteinovy) dostaneme nésledujici moznéa
ponékud prekvapivou rovnost.

Veta: Je-li 2 < |z| < 2!, pak |z|l¥l = 2lv].
Diikaz: Plati totiz 2/v1 < |z|lvl < (2lvhlvl = 2lvllyl — alyl.

Jako specidlni dtisledek uvedené rovnosti ziskame |R|™ = |R|, coz vyuzijeme dale.
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Neni divu, Ze tato podivuhodna struktura (kardinalnich ¢isel) jejiz dalsi prekvapivé vlast-
nosti jsme neuvedli nachazi velké uplatnéni pri konstrukci riiznych dalsich matematickych
struktur.

Jako posledni ptiklad kardindlni aritmetiky ukézeme, Ze spojitych funkci na redlnych
Cislech je stejné jako Eisel realnych, zatimco vSech funkei je stejné jako P(R).

Veta: 1) {f; [ je spojita na R} ~ R.

2){f; [:R— R} = P(R).

Diikaz: 1) Kazda konstantni funkce je spojité, proto je spojitych funkci neostie vice nez
realnych ¢isel. Pro dikaz opa¢né nerovnosti si uvédomme, Ze ze spojitosti plyne, ze funkéni
hodnota v limité se rovna limité funkénich hodnot a tedy spojita funkce je urcena svymi
hodnotami v raciondlnich &islech. (Kazdé redlné ¢islo je limitou raciondlnich ¢isel napt.
stale delsich netdplnych desetinnych zapisti.) Raciondlni ¢isla v8ak umime odéislovat ¢isly
prirozenymi a za pomoci vysSe uvedené tivahy umime tedy vnotit mnozinu vSech spojitych
funkei do VR. Jiz jsme vSak dokazali rovnost |R|Nl = |R|, co# ukazuje pozadovanou rovnost.

2) VSech podmnozin R je stejné jako vSech jejich charakteristickych funkei, tedy neostie
méné nez vSech funkci. Na druhé strané vime, 7e kazda funkce je ¢asti R x R, tedy vSech
funkei je neostie méné nez 2/8*RI = 2lRl — | P(R)]|.

Prirozena ¢isla.

Protoze teorie mnozin ma byt svétem matematiky, musi byt schopna v sobé vytvorit
representanty (modely) vSech matematickych objektii. Tyto modely se pak mnohdy kanoni-
suji, stavaji se "témi pravymi matematickymi objekty”. Zakladnim objektem, ktery v teorii
mnozin zmodelujeme bude struktura prirozenych cisel.

Velky italsky matematik Giuseppe Peano charakterisoval pfirozena ¢isla nasledujicimi
pozadavky:

P1) 0 je pfirozené ¢islo.

P2) Kazdé ptirozené ¢islo n ma jediného nasledovnika Sn.

P3) Sn=Sm — n=m.

P4) 0 neni nasledovnik.

P5) Indukece (druhého fadu): Kazda podmnozina p¥irozenych ¢isel M, kterd mé vlastnosti
0€ M a (Vn)(n € M — Sn € M) jiz obsahuje vSechna pfirozend ¢isla.

Tyto pozadavky jsou tzv. kategorické, kazdé dveé struktury vyhovujici témto pozadavkim
jsou izomorfni (ukazeme pozdéji).

Protoze uvedeny pozadavek indukce v sobé zahrnuje pojem mnoziny, ktery neni ostatnimi
pozadavky dobie specifikovan. (Misto mnoZina je mozno pouzit ”libovolnd matematicka
vlastnost”. Podobné teorie se nazyvaji teoriemi druhého fddu a neni jim prikladana v
matematice takova dilezitost jako nadmi vySetfovanym teoriim prvniho fadu.) Mizete se
téz setkat v literatuie s nasledujici teorii prvniho fadu popisujici prirozena ¢isla, ktera se na
pocest Peana nazyva Peanova aritmetika. (Zaménovani této teorie s Peanovymi pozadavky
v8ak muze vést k nedorozuménim.)

Jazyk Peanovy aritmetiky (PA) obsahuje konstantni symbol 0, unarni funkéni symbol
S (nésledovnik), dva bindrni funkéni symboly + a -, bindrni rela¢ni symbol = a nékdy se
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pridava binarni rela¢ni symbol <. Axiomy této teorie jsou jednak obecné axiomy tykajici se
rovnosti.

Rl)z==x

R2) x =y - F(...,z,...) = F(...,y,...) pro kazdy funkéni symbol (tedy specidlné
r=y—z+r=2z+yYy)

R3)z=y— (P(...,z,...) > P(...,y,...)) pro kazdy rela¢ni symbol.

Dale jsou to axiomy tykajici se jiz zcela specificky aritmetiky.

N1) Sz # 0 N2) Sx=Sy —»x=y
N3)z+0==z N4) z + Sy = S(z+y)
N5) z-0=0 N6) z-Sy=(r-y)+=
N7) =(x < 0) N8)r<Sy=zx<yVr=y

(Posledni dva axiomy se uvadéji jen v pripadé, 7e < je zahrnuta do zdkladniho jazyka
PA.)

Schéma axiomt indukce: Pro kazdou formuli ¢)(n, x4, ..., zx) je nasledujici formule axiom

(4(0)&(Vn) (1 (n) = (Sn))) — (Vn)ip(n).

Tato teorie jiz neni kategoricka. (Zadn4 teorie prvniho ¥adu, kterd ma nekone¢ny model
neni kategorickd.) Ji se vSak tykaji znamé Godelovy vysledky o existenci nerozhodnutelné
véty.

Nyni pristoupime ke konstrukci mnoziny prirozenych c¢isel v teorii mnozin. Pouzijeme
pritom v mnohém zpiisobu uvedeného v studijnich textech Josefa Mlcka z teorie mnozin.

P¥i konstrukei prirozenych ¢isel (a pozdéji ordindlnich éisel) v teorii mnozin se pouziva
my§slenka Johna von Neumanna, pfirozené (ordinalni) ¢islo je mnozina vSech ¢isel mensich.
Tedy 0 je v teorii mnozin jak prazdna mnozina, tak i ¢islo 0. Nadale budeme proto pouzivat
0 i pro oznaeni prazdné mnoZiny. MnoZina {0} je ¢islo 1, {0,{0}} je ¢islo 2, atd. Tato
reprezentace ma tu vyhodu, 7e p¥irozené ¢islo n (jeho model v teorii mnoZin) mé piesné
n prvki. Takto mizeme postupné sestrojit model pro libovolné ”skutec¢né” ptirozené cislo.
Pfirozena ¢isla mame takto v moZznosti (v potenci), nemame je vSak vSechna najednou
aktualizovand. Pro existenci nekoneéné mnoziny (jakou je napf. N) pouziva B. Bolzano
ve své knize Paradoxy nekonec¢na myslenek v Bozi mysli. My pouzijeme mnoziny zarucené
axiomem nekonecna.

Definice: Rekneme, 7e mnoZina x je induktivni, jestlize plati: 0 € x & (Vt)(t € = —
tu{t} € x).

Axiom nekonecna tedy tvrdi, Ze existuje induktivni mnoZina.

Definice: N = ({z; z je induktivni} (mnoZzina p¥irozenych ¢isel).

N je opravdu mnozina, nebot podle axiomu nekonec¢na néjaks induktivni mnozina existuje
a vySe uvedeny prunik je proto mnozina.

Véta: N je induktivni mnozina. (Nejmensi v C induktivni mnozina.)

Diikaz: 0 je v kazdé induktivni mnoziné a proto je i v N. Necht n € N, pak n je v kazdé
induktivni mnoZing, tedy n U {n} je v kazdé induktivni mnoZiné a proto n U {n} € N.

Definice: n U {n} reprezentuje funkci ndsledovnika (Sn) na N v teorii mnozin.
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Véta (Princip matematické indukce): Necht X C N je takova podmnozina N, pro ni7 plati
0eXa(MWn)(neX — nU{n}eX) Pak X =N

Dikaz: X je induktivni mnozina, proto je nadmnozinou N, kterad je priinikem vSech in-
duktivnich mnozin. Je vSak také podmnozinou N podle predpokladu. Tedy plati X = N.

Véeta: Pro kazda n, m z N plati:

I)men— mCn 2)men= mgn
3)né¢n 4)menV n=mV neEm

Dikaz: Treti formule plyne bezprostiedné z druhé, ostatni dokazeme postupné indukeci.

Pro n = 0 prvni formule plati. Necht m € nU {n}. Je-li m = n, pak m C nU {n}. Je-li
m € n, pak podle indukéniho pFedpokladu m C n C nU {n}.

Pro n = 0 druh& formule plati. Necht m € n U {n}. Je-li m € n, pak podle indukéniho
predpokladu m ¢ n C nU {n}. Je-li m = n, pak m Cn C nU {n} a protoze n ¢ n podle
3) (toto tvrzeni pouzivame pro n, coz umoziuje indukéni predpoklad) je inkluze ostra.
Necht obracené m ¢ n U {n}. Pokud by platilo n € m, dostali bychom podle 1) n C m a
nU{n} C m ¢ nU{n}, coz neni mozné. Je tedy m C n. Je-lim & n dostdvame z indukéniho
predpokladu m € n C n U {n}. Pokud n = m, plati m € nU {n}.

Ctvrta formule pron =0 (m € 0 V 0 =m Vv 0 € m) plati, nebot prvni ¢ast disjunkce
neplati nikdy, a pokud 0 # m, pak 0 & m odkud plyne tieti ¢ast disjunkce podle tvrzeni 2).
Dokézeme indukéni krok. Z prvnich dvou éasti indukéniho predpokladu plyne m € nU {n}.
Z n € m plyne n C m (podle 1)), tedy n U {n} C m. Je-linU{n} & m,jenU{n} € m
(tedy i dokazovana disjunkce). Je-li n U {n} = m, pak dokazovana disjunkce opét plati.

Uvedené c¢tyti vlastnosti ukazuji, ze zadkladni mnozinové relace € a & obé reprezentuji
prirozené ostré usporadani na N. Neostré usporadani je pak reprezentovano C.

Nyni jsme schopni ukazat, ze kanonicky model N spolu s nasledovnikem reprezentovanym
nU{n} splituje Peanovy pozadavky. Prvni dva (0 je p¥irozené ¢islo a kazdé ptirozené ¢islo mé
jediného nasledovnika) jsou splnény bezprostiedné. Ukazme tieti pozadavek (Sn = Sm —
n =m). Necht tedy nU{n} =mU{m} & n # m. Za vyuZiti trichotomie (vlastnost 4) z
predeslé véty) dostavame m € n V n € m. Predpokladejme (bez (ijmy na obecnosti) m € n,
pak (podle 1)) madme m C n, ddle mU{m} C n & nU{n} ve sporu s piedpokladem. Ctvrty
pozadavek (0 neni nasledovnik) plyne okamzité z faktu, 7Ze nasledovnik v N je neprazdna
mnozina. Indukce je v obou pripadech formulovana stejné.

Operace séitani a nasobeni na N

Operace + a . (popiipadé i mocnéni) zavedeme na N stejné jako na kardinalnich &islech.
Je to mnohem jednodussi (zv1asté v ditkazech komutativnich, asociativnich a distributivnich
zédkontl), nez alternativni zptisob zavedeni + a . jako opakovaného nésledovnika a opako-
vaného séitani (coz pouZijeme pro ordinélni ¢isla). Budeme k tomu potfebovat pouze nésle-
dujici t¥i tvrzeni.

Veta: 1) (Ym,n)(m~n — m =n).

2) (Vm,n)(3k)(({0} x m U {1} xn) ~ k).

3) (Vm,n)(3k)((n x m) = k).
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Diikaz: VSechna tvrzeni dokdZeme indukci. Nejdiive indukei dokazme (Vn)(n # 0 —
(Im)(n = m U {m})). Polofme X = {n; (n # 0 — (3m)(n = mU {m}))}. Plati 0 € X,
protoze predpoklad implikace neni splnén. Je-li n € X, pak n U {n} € X, stadi polozit
m = n (pfedpoklad n € X jsme ani nepotiebovali). Tim je indukci dokdzano X = N a
tvrzeni plati.

Dokazme 1). Pro n = 0 tvrzeni plati, nebot m ~ 0 — m = 0. Plati-li n U {n} # 0,
tedy i m # 0 a rovnou jej piSme ve tvaru m U {m}. Necht f : nU {n} +— m U {m}.
Pokud f(n) = m, plati f : n +— m a podle indukéniho pfedpokladu plati n = m, tedy
nU{n} = mU {m}. Pokud f(n) # m, pozménime definici f v bodech n a f~1(m) tak,
7e definujeme g(n) = m, g(f~Y(m)) = f(n) a g(t) = f(t) jinak. Pak postupujeme jako v
predeslém pripadé.

Dokazme 2). Pro n = 0 je hledanym k ¢islo m. Je-li ({0} x m U {1} x n) =~ k, pak
({0} xm U {1} x (nU{n})) = ({0} xm U {1} xn) U {1} x {n} =~ kU {k}

Dokazme 3). Pro n = 0 tvrzeni plati, nebot hledanym k je 0. Je-li m x n ~ k, pak
mx (nU{n})=mxn) U (mx{n})=k+m

Pocetni zakony pro + a . jsou bezprostiedné ziejmé ze zavedeni operaci a prislusnych
zdkond pro mnozinové operace (napt. distributivniho zdkona pro x a U).

Konstrukce rekurzi.

Napt. funkci n! jste zavadéli predpisem n! = n.(n —1).(n —2)...2.1. Tento pfedpis
vam sice dava porozuméni pro definici napt. 5!, nedava vam vSak zadny navod jak funkci
n! zavést jako mnozinovy objekt. (Teorie mnoZin, mé-li byt zakladni matematickou teorii
musi byt schopna i takovéto objekty v sobé modelovat.) Konstrukce rekurzi dava moznost
zavést podobné definované objekty do teorie mnozin. Nez pristoupime k formulaci a dikazu
prislusné véty, uvedme jesté dvé dalsi formulace principu indukce, které budou pro dikaz
véty o konstrukci rekurzi 1épe pouzitelné.

Véta: 1) (Princip ordinélni indukce) Necht pro X C N plati (Vn)(n C X — n € X), pak
X =N

2) (Princip nejmensiho prvku) Necht X C N & X # 0, pak (In)(n € X & nN X = 0),
t.j. n je nejmensi prvek (v pfirozeném usporadani N, coz je €) X.

Diikaz: Nejdiive ukazeme, ze 1) a 2) jsou ekvivalentni. Polozme Y = N — X. 1) pfepiSme
tak, Ze obé strany implikace (ktera je tvrzenim) znegujme a implikaci oto¢me (coZ je ekvi-
valentni tprava). Dostaneme X #N — (dn)(n C X & n ¢ X), coz je presné tvrzeni 2)
pro Y.

Nyni dokazme 1). Polozme Y = {n; n C X}. Z predpokladi 1) dokazeme, 7e Y spliuje
predpoklady indukce. 0 € Y, nebot samoziejmé 0 C X. Necht n € Y, tedy n C X (podle
definice Y), tedy n € X (podle pfedpokladu tvrzeni 1)), tedy nU{n} C X, tedy nU{n} € Y.
Protoze Y spliiuje predpoklady indukce, plati Y = N. Z toho ukaZeme, Zze i X = N. Necht
n € N je libovolné, pak nU {n} € Y, tedy nU {n} C X, tedy n € X.

Poznamenejme, Ze naopak z 1) nebo z 2) spolu s tvrzenim, Ze kazdé nenulové p¥irozené
¢islo je nasledovnikem lze zakladni verzi matematické indukce dokazat.

Nyni pristupme ke konstrukci rekurzi v rdmci teorie mnozin.
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Véta (O konstrukei rekurzi): Bud G vSude definovana funkce. Pak existuje jedina funkce
f takova, ze dom(f) =Na (Vn)(f(n) = G(f I'n)).

Diikaz: Polozme f = |J{g; (dom(g) € N) & ((¥n € dom(g))(g(n) = G(g [ n))}. UkdZeme,
7e [ je hledana funkce. Oznaéme M mnozinu (¢astecnych funkei) jejimz sjednocenim je f.

Ukazeme, 7e parcialni funkce z M prodluzuji jedna druhou, tedy | J M je funkce. Necht
g1, 92 € M jsou takové funkce, ze dom(g1) C dom(g2), pak g1 C go. Pokud by totiz existovalo
k takové, ze g1 (k) # g2(k), muselo by (podle principu nejmensiho prvku) existovat takové k
nejmensi, coz by znamenalo g1 [k = g2 [ k, tedy ¢g1(k) = G(g1 [ k) = G(g2 | k) = g2(k),
ve sporu s predpokladem. | J M je proto funkce.

Ukéazeme, ze dom(|J M) = N. K tomu stac¢i ukazat, ze (Vn)(3g € M)(dom(g) = n). Necht
k je nejmensi takové, Ze pro néj g € M neexistuje, pak | JM je funkce spliujici rekurentni
podminku ((Vn € dom(g))(g(n) = G(g [ n))) definovana pro vSechny prvky k, tedy na k,
tato funkce musi byt prvkem M a jeji definiéni obor je k, ve sporu s predpokladem. Proto
plati dom(|J M) = N.

Jednoznacnost f se ukaze analogicky jako jsme ukézali, ze funkce z M maji stejné hodnoty.

Funkce f(n) = n! se nadefinuje vétou o konstrukei rekurzi tak, ze definujeme konstruujici
funkci G nasledujicim piredpisem. G(0) = 1, G(x) = max(rng(z)).dom(z), pokud ma prava
strana (v rdmci N) smysl, G(x) = 0 jinak.

Nyni ukazeme, ze libovolné dvé mnozinové struktury vyhovujici Peanovym pozadavkim
jsou izomorfni. UkéZeme totiz nasledujici vétu.

Veta: Necht (N, 0,8) je mnozinové struktura vyhovujici Peanovym pozadavkiim, pak
existuje izomorfismus f struktury (N,0,n U {n}) a této struktury.

Diikaz: Tzomorfizmus f sestrojime konstrukci rekurzi. Definujme konstruujici funkci G
nasledovné: G(0) = O, G(z) = Sz(max(dom(z))), pokud ma prava strana smysl, G(z) = 0
jinak.

Dokazme 7e f je izomorfizmus N a N. Nejdiive se indukei (v NV) dokdze (Vn € N)(n #
O — (Fm e N)(n = 8m)) analogicky, jako jsme to dokdzali pro N.

Dale dokazme, Ze f je prosta. Necht m je nejmensi takové, ze pro nékteré vétsi n plati
f(m) = f(n). Necht nejdiive f(m) = O. Protoze n # 0, existuje | takové, ze n = U {l}.
Podle konstrukce f pak mame O = f(n) = Sf(l) ve sporu s Peanovym pozadavkem (O
neni nasledovnik). Je-li f(n) # O, tedy m # 0, existuje také k takové, ze m = k U {k}.
Podle konstrukce f pak plati f(m) = Sf(k) = Sf(l) = f(n). Podle Peanova poZzadavku
(Sm=S8n — m =n), plyne odtud f(k) = f(I), ve sporu s minimalitou m. Tim je prostota
f ukédzana.

Dokazme nyni, %e f zobrazuje N na N. Necht X = rng(f). Pak O = f(0) € X a pokud
n € X, tedy n = f(n) pro néjaké n, je Sn = f(nU{n}) € X (podle konstrukce f). X spliuje
predpoklady indukce (v ') a proto plati X = N.

Zbyva dokazat, ze f(0) = O a Sf(n) = f(n U {n}), coZz v8ak bezprostiedné plyne z
konstrukce f.

Kone¢né mnoziny.

Definice: MnoZzina z je koneénd (znacime Fin(z)), jestlize (In € N)(z =~ n).
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V literature lze nalézt mnoho ekvivalentnich definic kone¢nosti. Nejznaméjsi z nich jsou
definice Tarského a definice Dedekindova. Tarského definice je

Finpe.(x) = (My)((y CP(x) &y #0) — (3t)(t € y & t je minimdlni (vzhledem k C)
vYy).

Dedekindova definice je

Finpeq(r) = ~Fy)(y & = & y =~ ).

Tarského definice je ekvivalentni nami uvedené definici. Ma vsSak tu vyhodu, Ze je za-
psana mnozinovou formuli, kterd se neodvolavid na zadnou zvlastni strukturu (my se v
definici odvolavame na N). Dedekindova definice je formélné jednodussi nez Tarského, rovnéz
se neodvolava na zadnou zvlastni strukturu, je vSak ekvivalentni Tarského definici jen za
predpokladu axiomu vybéru. (Je zmodelovana teorie mnoZin bez axiomu vybéru, ve které
je nekone¢nd mnozina x takova, ze Finpg,(z)).

V dalsim ukazeme, Ze z mnozin, které jsou konecné a jejichz prvky jsou konec¢né a prvky
téchto prvki jsou koneéné atd. (toto se formalné piesné vyjadii tak, ze tzv. univerzum z je
kone¢né) nemiizeme mnozinovymi operacemi ziskat nekoneénou mnozinu. (MnoZina vSech
pravé uvedenych mnozin z - tzv. dédi¢né konec¢nych mnozin tvoiri model teorie mnozin ve
které je nahrazen axiom nekonecna jeho negaci.)

Véta: 0 a {x} jsou kone¢né mnoziny.

Véta: 1) (Fin(x) & y Cx) — Fin(y).

2) (Fin(z) & Fin(y) — Fin(zUy).

Diikaz: Dikaz (jako vSechny dikazy v tomto oddilu) bude probihat indukei podle poctu
prvki.

1) Pro z = 0 tvrzeni plati, nebot y = 0. Je-li y C x U {t}, kde t ¢ x, pak bud y C z a
Fin(y) podle indukéniho predpokladu, nebo y = zU{t} & z C = a Fin(z) podle indukéniho
predpokladu. Tedy z =~ k pro vhodné pfirozené ¢islo k a y ~ k + 1.

2) MuZeme bez ijmy na obecnosti predpokladat, ze Ny = 0 (jinak budeme misto y
uvazovat y — x, které je podle 1) kone¢né). Pak z ~ k a y ~ m pro vhodné k,m € N a tedy
yUzr~m+k.

Uvedené dvé vlastnosti Fikaji, Ze koneéné mnoziny maji vlastnost idedlu mnozin. (Pro
souvislost s ostatnimi oblastmi matematiky pripomenme, ze ¢ast I okruhu O se nazyva ideal,
jestlize z,yel - z+yeclaxel &ye O — x.y e l. Uvazujeme-li U jako + a N
jako . ziskdme nami uvedeny pojem.)

Dale ukézeme, Ze sjednoceni konec¢né mnoziny koneénych mnozin je koneéna mnozina.

Veta: (Fin(z) & (Vt)(t € x — Fin(t))) — Fin(|Jz)

Diikaz: Pro x = 0 je | Jx = 0 a tvrzeni plati. Pro Fin(t) & t ¢ = plati | J(zU{t}) = JxUt.
P¥i tom | J « je koneénd mnozina podle indukéniho predpokladu a sjednoceni dvou koneénych
mnozin je kone¢na mnozina.

Dale ukéZzeme, ze obraz konec¢né mnoziny je konecny.

Véta: Fin(z) & y = f"x — Fin(y).

Diikaz: Bez ijmy na obecnosti mizeme piedpokladat, ze dom(f) = = (Fin(dom(f) N x)
podle 1)). Na z uvazujme rozklad podle ekvivalence ~, definované piedpisem t ~ u = f(t) =
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f(u). Necht z C x je mnoZina nejmensich prvku t¥id ekvivalence ~, tedy z je konecna a
y ~ z ~ k, pro vhodné k£ € N, nebot f: z +— y.

Veta: Fin(z) — Fin(P(x)).

Diikaz: Pro = 0 tvrzeni plati. Necht ¢ ¢ z, pak P(z U {t}) = P(z) U {u; (Fv)(v €
P(r) & w = v U {t})} a mnozina na pravé strané U je bijekci P(z). P(z) je konetna
podle indukéniho predpokladu, jeji obraz je konecny podle predeslé véty a sjednoceni dvou
kone¢nych mnozin je koneénd mnozina.

Protoze dvojice je koneéna mnozina, ukazali jsme, ze analogony vSech tvrzeni axiomi ZFC
(existence vybérové funkce pro koneénou mnozinu se da také dokazat indukei) s vyjimkou
axiomu nekonecna plati pro dédi¢né konec¢né mnoziny. Nekonec¢nou mnozinu jsme nemohli
zadnymi mnozinovymi operacemi z dédi¢né konecnych ziskat a axiom nekonec¢na byl proto
pro existenci nekone¢né mnoziny opravdu nutny.

Nyni jestée ukazeme, ze konec¢né mnoziny jsou téz dedekindovsky konecné.

Veta: (Fin(z) &y G x) — —(3f)(f:z+—y).

Dikaz: Pro x = 0 tvrzeni plati, nebot 0 nema zadné vlastni podmnoziny. Dokazme
indukéni krok. Necht pro z tvrzeni plati, t ¢ x a pro néjaké y & x U {t} existuje funkce
f takova, ze f : x U {t} +— y. Necht nejd¥ive f(t) = t, tedy t € y a y — {t} je vlastni
podmnozina z, kterd je obrazem x pii bijekci f ve sporu s indukénim predpokladem. Pokud
f(t) # t, predefinujeme f analogicky jako v definici + na N (g(t) =t & g(f~1(¥)) = f(t) a
g(u) = f(u) jinak).

Spocetné mnoziny.

V tomto oddile ukdzeme, 7e spocetné mnoziny jsou (podobné jako konecné) v jistém
smyslu "malé”.

Definice: 1) Rekneme, 7e mnozina z je spocetnd, pokud = ~ N.
2) Rekneme, Ze mnozina z je nejuyse spocetnd, pokud je koneénd, nebo spocetna.
3) Rekneme, Ze mnozina z je nespocetnd, pokud neni nejvyse spocetna.

Véta: 1) Je-li = nejvyse spocetnd a y C x, pak y je nejvyse spocetna.

2) Jsou-li x a y nejvyse spocetné, je i x Uy nejvyse spocetna.

Diikaz: 1) Pokud je x konecn4 je i y koneéna. Pokud je z spocetnd, staci tvrzeni dokazat
pro z = N (bijekei se kone¢nost i spocetnost pienese). Necht tedy y C N. Pomoci konstrukce
rekurzi zkonstruujeme zobrazeni f nasledovné. Polozme G(u) = nejmensi (v €) prvek
y —rng(y), pokud takové existuje (pFislu$na mnozina je neprazdnd) a G(u) = {{0}} jinak.
Necht f je funkce takto nadefinovand rekurzi. Pokud f nenabyde hodnoty {{0}}, je f bijekce
N a y, pokud n je nejmensi pfirozené ¢islo takové, ze f(n) = {{0}}, pak f je bijekce n a y.

2) Vzhledem k 1) mitizeme bez jmy na obecnosti predpokladat, ze = a y jsou disjunktni
(xUy =2zU(y—x)). Jsou-li obé& konecéné, je konecné i sjednoceni. Jinak x a y lze vnofit do
dvou exemplaii N a tedy jejich sjednoceni 1ze vnofit do N (podle toho, jak jsme pocitali s
kardinaly).

Véeta: Obraz nejvysSe spocetné mnoziny = je nejvyse spocetnd mnozina.
Diikaz: Pokud je x koneéna mnozina, je i jeji obraz konec¢ny. Je-li x spocetnd, staci tvrzeni
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dokézat pro x = N (bijekci se kone¢nost i spocetnost zachovd). Necht ~ je ekvivalence
popsané predpisem ¢t ~ u = f(t) = f(u). Polozme z = {t € N; t je nejmensi (v €) prvek
tridy ekvivalence ~}. Pak z C N, tedy je z nejvySe spocetna a f je bijekce z a f”N.

Véta: Je-1i x nejvyse spocetnd a kazdy jeji prvek je nejvyse spocetny, pak | Jz je nejvyse
spocetna mnozina.

Diikaz: V diikazu se podstatné vyuzije axiom vybéru. Je-li z kone¢nd, dokaze se tvrzeni
(bez pomoci axiomu vybéru) indukei podle poétu prvkii. Dale miiZeme bez (ijmy na obec-
nosti predpokladat, Ze prvky z jsou navzajem disjunktni. Je-li totiz z = {z;; i € N}
o¢islovani prvkt x, pak |Jz = |J{yi; i € N}, kde y; = z; — |[J{zx; k € i}. Pfedpokladejme
tedy nadéle, Ze x; jsou navzajem disjunktni. Necht F; oznac¢uje mnoZinu vSech bijekci N
(popfipadé pfirozeného &isla ~ ;) a x;. {F;; i € N} je mnozZina neprazdnych mnoZzin a po-
dle axiomu vybéru na ni existuje selektor. Necht f; oznacuje bijekci vybranou z F;. Kazdy
prvek |z je tvaru f;(j), kde j € dom(f;) C N. Tomuto prvku pfifadme dvojici (i, 7). Takto
jsme popsali vnoreni | Jx do N x N a tim dokézali spocetnost | Jz.

PouZiti axiomu vybéru v dikazu predeslé véty bylo podstatné, nebot je dokdzana beze-
spornost teorie mnozin bez axiomu vybéru, ve které je mnozina redlnyh ¢isel R sjednocenim
spocetné mnoziny spocetnych mnozin a R je nespocetnd, jak jsme jiz dokazali.

Na rozdil od konec¢nych mnozin se z nejvysSe spocetnych mnozin mnozinovymi operacemi
dostaneme, nebot jsme jiz dokazali, Ze P(N) je nespocetna.

Ordinalni éisla.

Ctenaf si uz asi povsiml, Ze indukce a konstrukce rekurzi jsou velmi mocné matematické
nastroje, a proto se matematici snazili rozsitit uziti téchto nastroji co nejdale do nekonecna.
Praveé toto umoznuji ordinalni ¢isla. Pripomenme ¢tyri zakladni vlastnosti prirozenych ¢isel
(I)ymen— mCn,2)men=m&n,3)ngnad) menV n=mV necm)a dalsi
formulace indukce (princip nejmensiho prvku a ordinélni verzi indukce). Odtud vychazi
nasledujici definice ordinald. Nejdiive vSak definujme, co je dobré uspoiadani.

Definice: Rekneme, 7e uspoiadani (a, <) je dobré, jestlize plati, Ze kazd4 neprazdnd pod-
mnozina a mé nejmensi prvek. ((Vb)((b Ca & b#0) — (Ft)(t €b & (Yu)(u € b =t < u))).

Definice: Ord(X) (t¥ida X je ordindl), jestlize

1) (Vt)(te X -t C X) (X je tplnd - Comp(X)).

2) € je na X ostré dobré usporadani (Vt,u € X)(tcuVt=uVuet) & (VBC X)(3t e
B)(tN B =0)).

Pfipomenme, 7e vlastnost 1) je pfesnou reformulaci vlastnosti 1) p¥irozenych ¢isel a vlast-
nost 2) je reformulaci vlastnosti 4) pfirozenych ¢isel spolu s principem dobrého usporadani.
Odtud plyne, ze kazdé prirozené ¢islo je ordinal a Ze téZ mnozina prirozeenych ¢isel je ordinal.
Mnoziny, které jsou ordinaly nazyvame ordindlni ¢isla a oznacujene je malymi pismeny fecké
abecedy. Ttidu ordinalnich ¢isel znac¢ime On.

Definice: On = {a; Ord(a)} (t¥ida vSech ordindlnich cisel).

Tt¥ida ordindlnich ¢isel rozsifuje (do nekoneéna) mnoZinu pfirozenych éisel N, nebot N je
ordinalni ¢islo (znadéi se w). Zanedlouho ukdZzeme, Ze On neni mnozina (je to vlastni t¥ida),
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a tedy rozsituje N do téch nejvétsich nekonecen.

Vénujme se nyni zkouméani ordindlnich ¢isel. Stejné jako u ptirozenych ¢isel je u ordindl-
nich ¢isel zachovana von Neumannova myslenka, 7Ze ordinalni ¢islo je mnozina vSech mensich
ordinalnich ¢isel.

Veta: 1) (Va)(a € On — (VB)(B € o — [ € On)) (Kazdy prvek ordindlntho ¢isla je
ordinélni ¢islo - ordinalni ¢islo je mnozina vSech mensich ordinalnich ¢isel.)

2) (Va)(a € On — a U {a} € On) (Nésledovnik ordinalniho ¢isla.)

3) Vo, B)(a, B € On — an e On)

4) Ve, B)(a, B €O0On — (a € BV a =LV [ € a)) (€ je linearni usporadani na On.)

Diikaz: 1) DokédZzeme tplnost 3. Necht v € . Mame dokazat, ze (V§ € v)(6 € ).
7 uplnosti « a tranzitivity € na « plyne 7,6 € a & 6 € (3. Protoze € je ostré dobré
usporadani a a 3 je podmnoZzina «, je € ostré dobré usporadani (.

2) Dokazeme tplnost a« U {a}. Je-li § € aU{a}, pak bud f € a atedy 8 C o C aU{a},
nebo # = a C aU{a}. Nyni ukazme, Ze € je dobré usporadani aU{a}. Vime, Ze € je dobré
usporadani na «, dale vime, Ze kazdy prvek « je v € pod «, tedy vime, Ze antireflexivita €
na « plati. Kdyby platilo a € a, bylo by a prvkem sama sebe, ve sporu s antireflexivitou €
na «. (Antireflexivita € na V' je disledkem axiomu regularity, my ji zde dokazujeme zvIast,
nebot se zkoumaji téZ teorie mnozin bez tohoto axiomu.) Tranzitivita € je pfimy disledek
uplnosti. Zbyvéa dokazat podminku nejmensiho prvku. Necht z C a U {a} & x # 0. Je-li
x N a # 0, pak nejmensi prvek = vzhledem k « je i nejmensim prvkem vzhledem k a U {a}.
Je-li z = {a}, je @ nejmensi prvek z.

3) To, 7e prinik dvou tplnych mnozin je Gplnd mnoZina plyne piimo z definice tplnosti.
To, 7e € je ostré dobré usporadani na priniku, je disledkem toho, 7e vlastnost byt dobrym
usporadanim se prenasi na ¢asti (je to tzv. dédiéna vlastnost).

4) Necht o # 3, tedy A(a, ) # 0. Necht napt. —a = [ — (anNp) # 0. Necht
je nejmensi prvek  — a. Pak pro kazdé y € g platiy € Sy =v € ang, tedy /1 = anp.
Kdyby téz platilo o — 8 # 0, zvolili bychom analogicky a; nejmensi prvek o — (3 a ukézali
ay =anNpf=pF, tedy ay = 1 € N B ve sporu s volbou «ay, B € A(a, ). Celkem tedy
mame a— (3 =0, tedy « = anNg = By € 8. Pripad a— (3 # 0 je analogicky. Tim je dokazana
pozadovana trichotomie.

Véta: Ord(On). (On je ordinél.)

Diikaz: Kazdé ordinalni ¢islo je mnoZina vSech (v €) mensSich ordindlnich ¢isel, tedy je
¢asti On (aplnost On).

Relace € je antireflexivni na On (jiz dokdzano), tranzitivita € na On plyne z tplnosti
kazdého ordinalniho ¢isla. Zbyva ovérit vlastnost nejmensiho prvku. Necht X C On & X #
0. Necht a € X, pokud anN X = 0, je a hledany nejmensi prvek. Jinak je nejmensim
prvkem X nejmensi prvek anN X (za vyuziti jiz dokdzané trichotomie), jehoZ existence plyne
7z Ord(«).

Véta: On neni mnozina.

Dikaz: Kdyby On byla mnozina, byla by ordinalnim ¢islem, tedy svym prvkem ve sporu
s € je ostré dobré usporadani.

K dikazu nasledujici véty pouzijeme opét princip nejmensiho prvku.
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Véta: Je-li f izomorfizmus (vzhledem k €) ordindlnich ¢isel a a 3 (tedy f je bijekce a
vye€d§ = f(y) € f(0)), pak a = a f je identita.

Diikaz: Dovedeme ke sporu existenci takového neidentického izomorfizmu f. Necht
je nejmensi ordinélni éislo takové, 7ze § = f(vy) # . Pak nutné v € 4, nebot § € v by
znamenalo 6 = f(§) v rozporu s volbou §. Necht k € § — v, pak A = f~1(k) € v C k (nebot
f je izomorfizmus). Ale k(€ § — ) = f(A\) # A(€ 7) ve sporu s minimalitou .

Uvedend véta ukazuje na specifickou vlastnost ordinalnich ¢isel. Napf. na realnych ¢islech
existuje mnoho izomorfizmt (vzhledem k pfirozenému usporadani). Jednim takovym je
nasobeni ¢islem 2. Je pritom podstatné, ze f je izomorfizmus. Nestaci, ze f je bijekce,
nebot napt. w + 1 = NU {N} & w, nebot ob&é mnoziny jsou spocetné.

Pripomenme, 7Ze pro prirozena ¢isla jsme dokazali, Ze princip nejmensiho prvku je ekviva-
lentni principu ordinalni indukce. Analogicky se ukaze, Ze jiz dokdzany princip nejmensiho
prvku na On je ekvivalentni nasledujicimu principu transfinitni indukce.

Véta (Princip transfinitni indukce): Necht X C On ma vlastnost (Vo € On)(a C X —
a € X) pak X = On.

Naésledujici véta je presnou reformulaci véty o konstrukei rekurzi pro On (misto N).

Véta (Princip konstrukce transfinitni rekurzi): Necht G je vSude definovana tfidova
funkce (funkce popsand mnoZinovou formuli). Pak existuje (je popsdna mnoZinovou for-
muli vytvofenou z popisu () pravé jedna funkce F' takova, 7ze dom(F) = On & (Va €
On)(F(a) =G(F | a)).

Diikaz: Analogicky jako v diikazu véty o konstrukei rekurzi polozime F' = [ J{f; dom(f) €
On & (Ya € dom(f))(f(e) = G(f | «))}. Oznaéime-li F pravé uvedenou t¥idu (jejimz
sjednocenim je F'), ukdzeme pomoci principu nejmensiho prvku, ze funkce z F prodluzuji
jedna druhou (tedy sjednoceni F je funkce) a pro kazdé ordinélni ¢islo a existuje f € F
takové, ze dom(f) = a (tedy dom(F') = On). Formule popisujici F je (a,z) € F = (3f €
F)({a,z) € ), kde v popisu F se uvede misto G formule popisujici G.

Konstrukce transfinitni rekurzi a transfinitni indukce jsou mocné matematické prostiedky,
které nam umoznuji pracovat s velkymi nekonec¢ny tak, jako by to byla ”témér” prirozena
¢isla. Jako prvni aplikaci ukazeme, Zze kazdé mnozinové dobré usporadani je izomorfni
néjakému ordinalnimu ¢islu.

Veta: Ke kazdému mnozinovému dobrému uspoiadani (a, <) existuje jediné ordindlni éislo
« a jediny izomorfizmus f uspofadanych mnozin {«, €) a (a, <).

Diikaz: Dokazme nejdiive existenci f. Necht ¢ ¢ a. Definujme konstruujici funkci G
nasledujicim predpisem. G(x) = nejmensi prvek a —rng(z), pokud a—rng(z) #0, G(z) = ¢
jinak. Necht F je funkce vykonstruovana GG vétou o konstrukci transfinitni rekurzi. UkaZzeme,
ze pokud F(«a),F(B) € a, plati « € 8 = F(a) < F(B). Postupujme sporem. Necht
a € B & F(B) = min{F(«a),F(8)}. Pak F(B) € a —rng(F | a) a F() < F(«) ve sporu
s volbou F(a) = min(a — rng(F | «)). Nyni ukdZeme, Ze existuje a takové, ze F(«a) = c.
Postupujeme opét sporem. Kdyby pro 7adné a € On rovnost F'(«) = ¢ nenastala, byla by
F prosta funkce na celém On podle diive dokazaného. Podle schématu axiomu vydéleni
by rng(F) C a byla mnoZina a podle schématu axiomt nahrazeni by On = F~1"rng(F)
byla mnoZina, my jsme v8ak jiz dokézali, Ze On mnoZina neni. (Postupny proces vybirani
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nejmensiho prvku mnozinu a vycerpa u néjakého ordinalniho ¢isla.) Necht « je nejmensi
ordinalni &slo takové, ze F(a) = c. Polozme f = F | «, pak (V38,7 € a)(f(B), f(y) €
a) a podle dfive dokdzaného je f vnofeni («, €) do (a,<). ProtoZe F(a) = c, plati, Ze
a—rng(f) =0, tedy f je izomorfizmus.

Nyni dokazme jednoznacnost f a a. Pokud by existovali dva izomorfizmy f a g, pak
f o g~! by byl izomorfizmus ordinalnich ¢isel. My jsme vsak jiz dokazali, Ze jediny takovy
izomorfizmus je identita.

Pravé dokazana véta nam ukazuje, ze tiida vSech dobrych mnozinovych usporadani
se rozkladad na tfidy navzajem izomorfnich uspotradani, ptfitom zadné dobré usporadani
neni izomorfni se svym ostrym segmentem (pro ¢t € a je ostry segment uréeny ¢ mnoZina
seg(t) = {u € a;u < t}) a pro dvé neizomorfni dobrd mnozinova usporadani plati, Ze je
jedno izomorfni segmentu druhého, nebo naopak. Takto chapal ordindlni ¢isla Cantor. My
navic mame v kazdé t¥idé izomorfnich mnozinovych dobrych usporadani jednoho zvlastniho
reprezentanta, ordinalni ¢islo ve smyslu moderni teorie mnozin (jak bylo definovéno).

Konstrukce transfinitni rekurzi té7 umoznuje zpiesnit ndmi na zacatku uvedenou vagni
predstavu univerza mnozin, roz¢lenéného do jednotlivych hladin postupné vznikajicich stalym
opakovanim operace potenéni mnoziny na vse d¥ive dosazené. Polozime-1i G(z) = P(rng(z))
a je-li F' funkce vykonstruovand z G vétou o konstrukci transfinitni rekurzi, pak (za pomoci
axiomu regularity) 1ze dokdzat V = rng(F'). V pfipadé zkoumani teorie mnoZin bez axiomu
regularity takto dostaneme tzv. jaddro vyhovujici axiomtiim teorie mnozin véetné regularity.

Konstrukce transfinitni rekurzi dale umoznuje napr. zavést na On pocetni operace +, . a
af iteraci (opakovanym provadénim) nizsich operaci. Operaci + jako opakované pFicitani 1
(t.j. nasledovnika), ndsobeni jako opakované p¥i¢itani a mocnéni jako opakované nasobeni.

Transfinitni rekurzi vyjadiime o + § = F(f3), kde F' je zkonstruovano z G definované
predpisem G(0) = o, G(z) = J{yU{v};v € rng(z)}). a.f = F(S), kde F je zkonstruovano
z G definované predpisem G(0) =0, G(z) = J{y + ;v € rng(x)}) pokud je prava strana
definovana, G(z) = 0 jinak. a® = F(), kde F je zkonstruhovano z G definované predpisem
G(0) =1, G(z) =J({v-a;v € rng(z)}) pokud je prava strana definovana, G(x) = 0 jinak.

ProtoZze mocnina na prirozenych ¢islech definovand opakovanym nasobenim neni komu-
tativni, nemusi ¢tenare prekvapit, 7ze s¢itani ani nasobeni nejsou na ordinalnich c¢islech ko-
mutativni. Plati totiz, Ze l tw=w#w+la2.w=w#w.2=w+w.

Piipomenme jesté, 7ze pocetni operace jsme do nekonecna rozsitili jiz difive v kardinalni
aritmetice. Tato dvé rozsiteni jsou v nekonec¢nu podstatné rizna. Zatimco v kardinalni arit-
metice je souet roven soucinu je roven maximu, tak v ordinalni aritmetice je (pro nekoneénd
«, (3) soucet i soucin vzdy vétsi nez jeden ¢len. Naopak w® je spocetné sjednoceni spocetnych
mnozin, tedy spocetnd mnozina, zatimco |N|N = |R| je nespocetné.

Jiz. dfive jsme diskutovali problém zastaveni algoritmu. Nyni uvedeme jeden specialni
algoritmus, pro ktery se za pomoci ordindlni aritmetiky dokaze, 7ze pti libovolném vstupu
(pFirozené ¢islo) vypodet skonéi. P¥itom je pouziti nekoneénych objektt pro dikaz nutné (je
dokazana bezespornost teorie mnozin s negaci axiomu nekonecna ve které plati, Ze existuje
prirozené ¢islo, pro které se algoritmus nezastavi). Nekonecénd matematika tedy rozhoduje
typicky konec¢ny problém.

.....
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zkuSenosti s desitkovou soustavou, asi vi o dvojkové soustavé a mozna se té7z setkal s Sestnac-
tkovou (hexadecimdlni) soustavou ve vypocetni technice. Budeme se zajimat o vyjadfovani
prirozenych ¢isel v pozi¢nich soustavach. Pro vyjadieni cisla se pouzivaji cifry, coz jsou
¢isla mensi nez je zaklad poziéni soustavy. (V dvojkové soustavé se pouzivaji cifry 0 a 1, v
desitkové cifry 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 a 9.) Vyjadiené ¢islo se pak ze zapisu ziska tak, Ze
cifra v 0-té pozici (nejpravéjsi) se vynasobi zakladem na 0-tou, p¥icte se cifra v 1-té pozici
vynasobend zdkladem na 1-tou atd. Cifry budeme nadale nazyvat koeficienty vyjadreni
zkoumaného ¢isla.

Zkoumejme néasledujici algoritmus: Vstup n vyjadiime v dvojkové soustavé vcéetné ocis-
lovani pozic, ocislovani cisel téchto pozic atd. Jeden krok algoritmu spociva v tom, 7ze o
1 zvedneme zaklad pozi¢ni soustavy pii zachovani koeficienti® a od takto vzniklého cisla
odecteme 1 a vyjadiime jej v aktudlni ¢iselné soustavé. Ziskdme nové koeficienty (mohou
se mezi nimi vyskytovat cifry zdklad —1, které se dfive mezi koeficienty nevyskytovaly) a v
dalsim kroku za pouziti téchto koeficienti vyjadiime ¢islo p¥i znovu zvednutém zakladu, od
kterého opét odecteme 1 atd. Pokud timto procesem dospéjeme k ¢islu 0 algoritmus konci.
Ukazme si proces na tfech pocatec¢nich ¢lenech pro ¢islo 11.

11=(1011)y = 1.282'+1 4 1,21 41

84 = (10010)3 = 1.3%3"+1 4 1,31

1027 = (100003)4 = 1. Al4'+1 4 3

Posloupnost takto vznikajicich ¢isel se nazyva Goodsteinova posloupnost s po¢atkem 11 a
Goodsteinova véta tvrdi, ze pri libovolném vstupu n Goodsteinova posloupnost s pocatkem
n po konec¢ném poctu krokt dospéje k 0.

Nazna¢éme zhruba ditkaz této véty. Cleny Goodsteinovy posloupnosti omezme shora or-
dindlnimi ¢&isly takovymi, Zze pouzivame koeficienty jednotlivych krokt, ale bereme ”zak-
lad” w (mocniny ”zakladu” pfitom nasobime koeficienty zprava). Takto ziskdme klesajici
posloupnost ordindlnich &isel, kterd musi po koneéném poctu kroki skonéit (jak plyne z
principu nejmensiho prvku). Detailni znéni a diikaz véty lze nalézt v knize Bohuslav Balcar,
Petr Stépanek: Teorie mnoZin, Academia Praha 1986. Zde lze téZ najit odkaz na dikaz
bezespornosti teorie kone¢nych mnozin s negaci Goodsteinovy véty.

Axiom vybéru a jeho zakladni ekvivalenty.

Axiom vybéru jsme jiz uvedli v axiomatice teorie mnozin. Tento axiom tvrdi, ze na kazdé
mnoziné neprazdnych mnozin existuje selektor - funkce pfifazujici mnozinam jejich prvky.
Jeho nejbéznéji pouzivanymi ekvivalenty jsou Zorniv princip mazimality a Princip dobrého
uspotaddni. Zopakujme nyni znéni axiomu vybéru a uvedme znéni uvedenych dvou principi.

AC (axiom of choice) (Vz)((Vt)(t € = — t # 0) — (3S)(Fce(S) & dom(S) = z &
(Vt)(t € = — S(t) €t)))

ZPM (Zorntiv princip maximality) Necht (a, <) je (¢asteéné) usporadani spliwujici nasle-
dujici Zornovu podminku: Pro kazdou podmnozinu b C a, kterd je < usporadana linearné
(takova podmnozina se nazyva Fetézec) existuje neostry horni odhad « mnoziny b ((Vt)(¢t € b
— ¢ < w)). Pak (neostfe) nad kazdym prvkem ¢ € a existuje v maximélni v (a, <).

WO (Princip dobrého uspoidadani - well ordering) Kazdou mnoZinu lze dobfe usporadat.
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Nez pfistoupime k dikazu ekvivalence uvedenych t¥i tvrzeni, uvedme typické pouziti
Zornova principu maximality.

Véeta: Kazdou linedrné nezavislou mnozinu x vektori vektorového prostoru V lze rozsirit
do baze b.

Diikaz: Pripomenme, 7e baze vektorového prostoru je takova linedrné nezavisla mnozina
vektorti, ze kazdy vektor lze vyjadrit linedrni kombinaci prvki baze. Stejné jako v kone¢nédi-
menzionalnim pripadu bude bazi maximalni linedrné nezavisla mnozina. Je-li totiz u max-
imalni linedrni mnoZina a vektor ¢ neni linedrni kombinaci prvka u, je uw U {t} linearné
nezavisld mnoZina ve sporu s maximalitou u. Mame tedy dokazat, 7e (v C) nad z existuje
(v ©) maximalni linedrné nezavislda mnozina b. Polozme a = {y; y C V & y je linedrné
nezavisla} (a ze znéni ZPM) a < (ze znéni ZPM) necht je C. UkaZme, Ze je splnéna Zornova
podminka. Necht ¢ je Fetézec v a ukdZeme, Ze | ¢ je poZzadovany horni odhad ¢. To, Ze J
je horni odhad v C ¢tenaf davno vi. Je potieba ukazat, 7e | Jc € a, tedy, 7e | J ¢ je linedrné
nezavisld mnozina. Postupujme sporem. Necht a1ty + - - - + aptr = 0, kde a; # 0 jsou prvky
prislusného télesa (napt. redlnd ¢isla) a t; € (Je, necht ¢; € (Jy;, kde y; € ¢ jsou vhodné
linedrné nezavislé mnoziny. ProtoZe C je na c linearni, je nékteré y; nejvétsi v C, proto plati
ti € y; pro vSechna ¢ ve sporu s linedrni nezavislosti y;. Zornova podminka je splnéna a (v
C) nad z existuje maximalni prvek, coz je hledana baze b.

Nyni pristupme k dikazu ekvivalence tii vysSe uvedenych tvrzeni.

Veta: AC, ZPM a WO jsou navzajem ekvivalentni tvrzeni.

Diikaz: Ekvivalenci dokdazeme formou tzv. “kolecka”. Ukazeme AC—ZPM—WO—AC,
pritom budeme postupovat odzadu.

WO—AC) Necht z je mnozina neprazdnych mnozin. Podle WO existuje na |Jz dobré
usporadani (<). Definujme selektor S na x predpisem S(t) =nejmensi (v <) prvek t.

ZPM—WO) Chceme dokazat existenci dobrého usporddani < na x. Polozme a =
{{y,<y); <y je dobré uspordddani y} a (y,<y) < (z,<,) polozme y C 2z & <,C<,
& (Vu)(VE)((u €y &t € z—y) = u <, t), t.j. rozsifeni usporadani (na z) je tzv. koncové,
vSechny rozsitujici prvky jsou az za ptivodnimi. Ukézeme, Ze takto nadefinované usporadani
< na a splnhuje Zornovu podminku a maximalni prvek bude hledané dobré usporadani x.
Necht b C a je fetézec. Ukazeme, ze (J{y; (v, <y) € b}, U{=<y; (y,<y) € b}) je horni odhad
b v <. To, 7e sjednoceni (po slozkach) je v inkluzi (po slozkidch) nad kazdym ¢lenem je
jasné. Je vSak potieba ukazat, Ze sjednoceni usporadani z b je dobrym usporddanim sjed-
noceni nosnych mnozin z b. Antireflexivita sjednoceni plyne z antireflexivity jednotlivych
¢lend, nebot prvek tvaru (¢,t) se do sjednoceni nemuze dostat. Dokazme tranzitivitu. Necht
t,u,v jsou takové prvky sjednoceni nosnych mnozin, ze (t,u) a (u,v) jsou prvky sjednoceni
relaci. Necht ¢t € y1, u € y» a v € y3. ProtoZe y1, ¥ a y3 jsou usporddany inkluzi linearné, je
néktery z nich nejvétsi, ozna¢me jej y. Pak ¢, u i v jsou v8echno prvky vy, (¢, u) a {(u,v) jsou
prvky <, a z tranzitivity <, plyne (t,v) €<, a tedy (¢, v) je prvek sjednoceni relaci, které je
tedy uspofadani. Necht M je neprazdni podmnoZina sjednoceni nosnych mnozin. Musime
ukazat, ze M ma nejmensi prvek v sjednoceni relaci. Necht ¢t € M at € y. Usporadani <, je
dobré uspotradani y a tedy existuje nejmensi prvek v € M Ny vzhledem k <,. UkadZeme, Ze
u je téz nejmensi prvek M vzhledem k sjednoceni relaci. Kdyby existoval v € M mensi nez
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u ve sjednoceni relaci, nemohl by byt prvkem y, vzhledem k minimalité v na y N M. Necht
tedy v € z a y C z (inkluze je linedrni na nosnych mnozinich). ProtoZze jsme jednotliva
usporadani rozsirovali koncové a v € z—y, plati u <, v a tedy i u je mensi nez v v sjednoceni
relaci ve sporu s naSim predpokladem. Prvek u je nejmensi prvek M i vzhledem k sjedno-
ceni relaci a toto sjednoceni je dobrym usporadanim sjednoceni nosnych mnozin. Zornova
podminka je dokdzana a existuje maximalni prvek (y, <,) usporadané mnoziny a, <. Staci
jiz dokazat y = x. Pokud by z —y # 0, tedy by existoval t € x — y, rozsifili bychom <,
na y U {t} tak, Ze bychom postavili ¢ za vSechny prvky y, takto definované usporadani by
bylo dobré koncové rozsitujici <, ve sporu s maximalitou <,. Uspofddani <, je proto dobré
usporadani x.

AC—ZPM) Budeme postupovat konstrukei transfinitni rekurzi. Necht S je selektor na
P(a) — {0}. Necht ¢ ¢ a. Rekneme %e u € a je ostry horni odhad mnoziny b C a, jestlize
plati (Vv)(v € b — v < u). Definujme G néasledujicim predpisem G(0) = t, G(z) =
S({w; u je ostry horni odhad rng(x Na)}), pokud je selektor definovan (piislusnd mnozina
je neprazdna) a G(x) = c jinak. Necht F' je funkce vykonstruovand G vétou o konstrukci
transfinitni rekurzi. Analogicky jako v diukazu véty, Ze kazdé mnozinové dobré usporadani
je izomorfni nékterému ordindlnimu ¢islu ukazeme, ze dokud F' nenabyde hodnotu ¢ je to
vnofeni ordinalnich ¢isel do (a,<), tedy « € f = F(a) < F(f). Pokud by pro 7adné «
neplatilo F'(«) = ¢, bylo by F vnoteni celé t¥idy On do (a, <). Obraz rng(F') C a by byla
mnozina podle schematu vydéleni a On = F~1”(rng(F)) by byla mnoZina podle schematu
nahrazeni. Existuje tedy a takové, ze F'(«) = ¢. Necht « je nejmensi této vlastnosti, F” «
je Tfetézec v (a, <), ktery ma podle Zornovy podminky horni odhad, nemé v8ak ostry horni
odhad (nebot F(a) = ¢), tento horni odhad jiz nad sebou nemd vétsi prvek, je to tedy
hledany maximalni prvek nad t.

Protoze podle principu WO vime, %e kazdou mnozinu lze dobfe uspoiadat a dale vime, ze
kazdé dobré usporadani je izomorfni jedinému ordinalnimu ¢islu, obsahuje kazda t¥ida rozk-
ladu podle =~ néjaké ordinalni ¢islo. Nejmensi takové ordinalni ¢islo volime jako reprezentant
této tridy a nazyva se v modernim mnozinovém pojeti kardindlnim ¢islem. Odtud vychazi
nasledujici definice.

Definice: 1) Ordinélni ¢islo « se nazyva kardindlni ¢islo jestlize neni vzajemné jednozna¢né
zobrazitelné na zadné mensi ordinalni ¢islo.
2) Cn={k; Va)(a €k — ~axkK)}

Protoze Cn C On je dobie (a tedy té7 linearné) usporadano €, je < linearni, a mohutnosti
jsou proto srovnatelné.

Zhruba naznacime, jak se dokaze obracend implikace (ze srovnatelnosti mohutnosti plyne
WO). Hartogsovo ¢islo mnoZiny x (zna¢me H(x)) necht je mnoZina v8ech ordinélnich ¢isel
a takovych, ze o < x. Uvazujeme-li mnozinu vSech t¥id ekvivalence navzajem izomorfnich
dobrych usporddani podmnozin z (v jedné t¥idé lezi navzajem izomorfni dobrd usporadani,
ktera jsou ¢asti x x x), je to podmnozina P(P(z x z)) (s dobrym usporadanim ”prvek t¥idy
je izomorfni segmentu prvku vétsi t¥idy”), kterd je izomorfni H(z). Proto je H(z) skutecné
ordinalni ¢islo. Nemtze platit H(z) < x, nebot z toho by plynulo H(x) € H(x). Pokud
jsou H(x) a z srovnatelné, musi nutné byt = < H(x), tedy z je vzdjemné jednoznacéné
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zobrazitelnd na podmnozinu H(x) a timto zobrazenim na x pieneseme dobré usporadani

Ciselné obory.

Pokud chce teorie mnozin hrat tlohu zakladni matematické teorie, musi byt schopna v
sobé vytvorit modely zakladnich matematickych struktur, specidlné ¢iselnych oborti. Zatim
jsme tak ucinili pro obor prirozenych cisel.

Cela c¢isla Z muzeme v teorii mnozin zmodelovat jako faktor mnozinu N x N podle ekvi-
valence (my,n1) ~ (msg,ns) definované predpisem my + ny = mo + ny. Pfitom jsme zvykli
oznacovat tyto usporddané dvojice jako m — n. Nebudeme zde (na ufené trovni) doka-
zovat, ze piislusna ekvivalence je kongruence (pfenasi strukturu - pocetni operace), to jiz
¢tenar zvladl v zakladni Skole. Radsi podotknéme, Ze uvedena konstrukce byla zobecnéna
do konstrukce podilové grupy k pologrupé.

Podobné rozsitime celd ¢isla do racionalnich Q tak, ze budou faktormnozinou Z x Z,
kde druhé slozky budou nenulové a prislusna ekvivalence ~ bude definovana predpisem
(my,n1) ~ (may, ne) kdyz mq «ne = ms.nq, pfitom jsme zvykli oznacovat dvojice jako m/n.
Tato konstrukce nasla v algebie zobecnéni v konstrukci podilového télesa k oboru integrity.

Redlna cisla lze charakterizovat jako usporadané téleso, ve kterém plati véta o suprému.
Ukézeme, 7e toto je opét kategoricky pozadavek - libovolné dvé struktury vyhovujici uve-
denému pozadavku jsou izomorfni. Zopakujme nejdiive axiomaticky popis realnych cisel.

Jazyk (pouZité symboly) je: konstanty 0, 1, unarni funkéni symboly —, =1 (opa¢ny prvek
a prevracend hodnota), binarni funkéni symboly +, . (séitani a nasobeni), binarni rela¢ni
symboly =, < (rovnost a p¥irozené usporadani).

Axiomy jsou: 1) Obecné axiomy rovnosti z = z (reflexivita), r = y — y = = (symetrie),
(x =y &y =2 — x =z (tranzitivita), x = y — F(...,z,...) = F(...,y,...) pro
kazdy funkéni symbol, z =y — (R(...,z,...) = R(...,y,...)) pro kazdy rela¢ni symbol
(substitutivita =).

2) Axiomy komutativni grupy pro s¢itani (s 0 jako neutralnim prvkem a — jako inverznim
prvkem) a néasobeni nenulovych prvki (s 1 jako neutralnim prvkem a ~! jako inverznim
prvkem). (Specidlné pozadujeme 0 # 1.)

(x4+y)+z=z+y+2), (z.y)«z=x.(y.z) (asociativni zakony)

r4+y=y+z, r.y=y.x (komutativni zikony)

0+ 2=z, 1.2z =2z (neutrdlni prvek)

—r+2=0,2#0— 2 1.2 =1 (inverzni prvek)

3) Distributivni zékon: z.(y + 2) = (z.y) + (z . y)

4) Zékony usporadani: < je linedrni uspordadéni a ¢ < y —» z+ 2 < y+ 2z, (0 <
z&rx< Yy sr.z2<y.z2

5) Véta o suprému (pozadavek druhého fadu). Kazda neprazdnd shora omezend mnoZina
realnych ¢isel ma suprémum.

VM C R)(M #0& 32)(Vt)(t € M -t < 2) - @) (V) t e M -t <zx)&
(Vy)((Vt)(t € M =t <y) = z < y))).

Véeta: 1) 0.z = 0.
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2) (—=1)? = 1 (Pouzivame zde mocninu na p¥irozeny exponent jako opakované nasoben.)
3) (1) vz =—x

4) 0 < x2, specidlné 0 < 12 = 1.

SYe<y — —y< -z

1=140=1+(-1+1)2=1+(-1)?+(-D)+(-1)+1=(-1)*+0+0=(-1)%
—r=—c+(1+(-1).z2=—2+z+(-1).2=(-1).2.
a) Je-li 0 < x, pak 0= 0.2 < 22,

b) Je-liz <0,pak 0 =2 — 2z < —z apodlea) 0 < (—z)%=(-1)%.2% = 22

Sle<y = —y=z+(—z+-y) <(-z+-y) +ty=—=

Uvedenych pét tvrzeni bylo ukézkou, jak se bézné vlastnosti pocitani s redlnymi cisly
odvodi ptimo z axiomi. Dalsi bézné vlastnosti jiz dokazovat nebudeme spoléhaje na to, ze
¢tenar dostal ve vySe uvedenych dikazech dostatecnou instruktaz.

=~
N’ e N N N

7 véty o suprému a z patého tvrzeni snadno dokazeme vétu o infimu.

Véta (véta o infimu): Necht M C R je neprizdné zdola omezend mnoZina, pak M mé
infimum.

Diikaz: PouZij vétu o suprému pro M = {—z; =z € M}.

7 véty o suprému odvodime dale nasledujici Archimedovu podminku.

Véta: Pro kazdé x € R existuje n € N takové, ze © < n, kde n je n-krat provedeny soucet
1 se sebou. (Nadéle budeme n ztotoziovat s n).

Dikaz: Je-li x < 1, je hledanym ¢islem 1. Je-li 1 < x, polorme M = {n; n € N & n <
x}. MnoZina M je neprazdnéd shora omezend mnoZina a ma proto podle véty o suprému
suprémum ¥. Podle definice supréma y — 1 neni horni zavora, tedy existuje n € M takové,
zey—1<n,protoy+1<n+2an-+2¢ M, proto z <n + 2 z linearity usporddani <.

Prikladem usporadaného télesa, které neni archimedovsky uspofadané (proto v ném ne-
plati ani véta o suprému) je téleso racionalnich funkci jedné neurcité nad télesem redlnych
(popfipadé racionélnich) ¢isel, ve kterém jsou redlnd (popiipadé racionélni) ¢isla usporadana
ptirozené, dale (Va € R)(a < x) a obecné racionalni funkce jsou usporadany v souladu s tim
co uvedend podminka vynucuje (uspofadani musi byt v souladu s operacemi + a ).

Véta: Mnozina racionélnich ¢isel je v redlnych &islech husta. (Tj. (Va,y € R)(z < y —
@FreQ)(z <r<y)).)

Dikaz: Bez tjmy na obecnosti mizeme piedpokladat, 7e 0 < z < y (jinak prejdeme
k opaénym hodnotdm). Necht n € N je nejmensi takové ¢islo, 7e 1/(y — x) < n (t.j.
y—x > 1/n). Necht m € N je nejmensi pfirozené ¢islo takové, ze nz < m (t.j. (m—1)/n <
z<m/n). Z(m—1)/n<xzal/n<y—x dostaneme m/n < y. K dokonceni diikazu staci
poloZit r = m/n.

Nyni mtzeme pristoupit k dikazu faktu, ze dvé struktury vyhovujici pozadavkim klade-
nym na realnd c¢isla jsou izomorfni.

Véta: Necht R a R jsou dvé struktury vyhovujici vySe uvedenym axiomtim pro redlnd
¢isla. Pak existuje izomorfizmus F' téchto struktur.
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Diikaz: Béhem dikazu budeme znacit prvky a konstanty ve strukturach rizné, relace a
funkce (operace) stejné (s divérou, Ze k nedorozuméni nedojde).

Definujeme (jak z definice izomorfizmu plyne) F'(0) = (0) a F'(1) = (1). Tim je jiZ urceno
té7 rozsSifeni pro vnorend prirozend ¢isla N a M piislusnych struktur F'(n) = n, kde nalevo je
n-krat sectend 1 a napravo n-krat sectend 1 (pFesnou definici je mozno udélat pomoci véty
o konstrukei rekurzi). Z dokézané vlastnosti 0 < 1 odvodime, Ze p¥irozené usporadani N se
po vnofeni zachovéa (po vnofeni je usporaddnim relace usporadéni na usporadaném télese).

Déle rozgifime F' na vnofend celd ¢isla Z a 3 predpisem F(n —m) = F(n) — F(m) =
n —m, kde n, m jsou prirozené nasobky 1. Obdobné rozsifujeme izomorfizmus pro vnorena
raciondlni ¢éisla predpisem F'(n/m) = F(n)/F(m), kde n, m jsou vnorena celd ¢isla.

Vse, co jsme doposud potfebovali k ditkazu, ze F' je prosté zobrazeni je fakt, ze pro zadné
prirozené ¢islo n neni p¥irozeny n-nasobek 1 ¢islo 0 (télesa vyhovujici tomuto pozadavku se
nazyvaji télesa charakteristiky 0). V dosavadni tvaze jsme ukazali, Ze usporadand télesa
jsou charakteristiky 0 a 7ze do téles charakteristiky 0 jsou jednoznac¢né vnorena racionalni
¢isla. Prikladem télesa charakteristiky 0, které nemiize byt usporddanym télesem je téleso
komplexnich ¢&isel, nebot 2 = —1 < 0 v rozporu s diive ukdzanou vlastnosti usporadanych
téles (0 < 22).

Nakonec rozsifme izomorfizmus F' predpisem F(z) = sup{F(t); t € Q & t < x}. Toto
rozsifeni zachovava puvodni hodnoty pro raciondlni ¢isla, nebot pro r € Q plati, ze r =
sup{t; t € Q & t < r}. Dokazme, Ze po tomto rozsifeni je jiz F izomorfizmus R a fR.
Dokazme, 7e F' je prosté. Necht x # y a necht napf. z < y. Pak podle hustoty Q
existuje r € Q takové, 7e r < r < y a jesté jednou aplikaci hustoty ziskame s € Q takové,
7e x < r < s < y. Kdyby platilo ze F(z) = F(y), pak v = F(r) by byl horni odhad
{F(t); t € Q & t < z} jejimZ suprémem je F(x) = F(y), proto F(y) < t, proto t by téz
byl horni odhad mnoziny {F(t); t € Q & t < y} jejimZ suprémem je F(y) ve sporu s tim,
7e s = F(s) je prvkem této mnoziny a v < s. Tim je prostota F' dokdzana. Dokazme,
7e F' je na R. Necht r € R. Bez Gjmy na obecnosti mizeme piedpokladat o < r (jinak
prejdeme k opa¢nému prvku). Z Archimedovy podminky vime, Ze pro vhodné n plati ¢z < n.
Mnozina {t;t € Q & F(t) < r} je neprazdna (obsahuje 0), shora omezend (¢islem n), proto
ma suprémum z. Staéi ukdzat F'(z) = r. Kdyby napt. platilo F(z) < g, existovali by
t,5 € 9 takové, 7e F(z) < vt < s < g, coz bychom dovedli ke sporu obdobné, jako p¥i ditkazu
prostoty F'.

Podobné dovedeme ke sporu z < y & F(y) < F(z) a tim dokdZeme izomorfizmus F' vici
<.
Ukazme, 7e F(x+y) = F(z) + F(y). Dokazme tvrzeni pro x, y iracionalni. Postupujeme
opét sporem. Necht napt. F(z)+ F(y) < F(z + y), pak z Archimedovy podminky vyplyne
existence n takového, ze 1/n < F(x + y) — F(x) — F(y). Necht m, € Z je takové, zZe
mg/2n < x < (mg + 1)/2n a analogicky m, € Z je takové, ze m,/2n <y < (m, +1)/2n.
Pak (mg/2n) + (my/2n) < x+y < (mg/2n) + (my/2n) + (1/n). Po zobrazeni F' dostaneme
F(mg/2n) + F(m,/2n) < F(z) + F(y) < F(mg/2n) + F(my/2n) + (1/n) < F(z + y), ve
sporu s « +y < (mg/2n) + (mg/2n) + (1/n).

Podobné argumentujeme i pro F(z.y) = F ()« F(y).

Pristupme nyni ke konstrukci modelu R v teorii mnozin.
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Definice: Dedekindovym rezem x na Q nazveme dolni mnozinu, ktera je neprazdnd, rizna
od Q a nem4 nejvétsi prvek. Formalné t CQ & z A0 & (Vr,s € Q)((s ez & r < s) —
re x)& (Vre z)(3sex)(r<s).

Mnozina vsSech Dedekindovych fezi s vhodné zavedenou strukturou bude hledany model
pro R.

Definice: R = {x; x je Dedekindiv vez na Q}. Pfirozené uspoiradani < na R je C. Operace
(funk¢ni symboly) a konstanty 0, 1 budeme definovat pozdéji.

Ostry segment raciondlniho &isla r, seg<(r) = {t € Q; t < r} je priklad Dedekindova
fezu. Mnozina {t € Q; t < 0 V t? < 2} je piiklad Dedekindova Fezu, ktery neni ostrym
segmentem 7adného racionalniho &isla (reprezentuje v/2).

Véta: Pro racionalni ¢éisla r, s plati < s = seg(r) C seg(s) (kde index < je ziejmy ze
souvislosti).
Diikaz: Jednoduchy dtikaz prenechavame ctenari.

Véta ukazuje, 7e funkce F' : Q — R je vnofeni (vzhledem k <). Takto mame zavedeny
konstanty 0 a 1 v modelu realnych ¢isel (jako seg(0) a seg(1)).
UkéZeme nyni, ze v modelu R plati véta o suprému.

Véta: Necht M C R je neprazdna shora omezena (t.j. (3z € R)(Vy € M)(y C z)). Pak
UM je dedekindiv fez, ktery je suprémum M.

Dikaz: To, 7e |JM je suprémum M v inkluzi (kterd je p¥irozenym uspoiadanim R),
neprazdn, nebot je sjednocenim neprazdné mnoZiny neprazdnych mnozin, | J M # Q, nebot
UM C zC Q. Mnozina | J M je dolni mnoZina, nebot je sjednocenim dolnich mnozin. Je-li
totiz t <wuawu€|JM, pak u € y € M pro néjaké y, t € y C |JM. Zbyva ukazat, 7e | J M
nema nejvétsi prvek. Kdyby ¢ € |JM byl nejvétsi prvek, pak t € y € M pro vhodné y.
Rez y viak nemé nejvétsi prvek, proto existuje u € y C |JM takové, Ze t < u ve sporu s
maximalitou .

Zbyvé rozsitit pocetni operace —, ~!, + a .z Q na R a ukazat, Ze po tomto rozsifeni bude
R usporadané téleso. Ten kdo si procetl dikaz, ze dvé struktury vyhovujici pozadavkim
kladenym na redlna ¢isla jsou izomorfni asi jiz véri, ze se to povede. V dals$im textu toto
rozSiteni a prislusné diikazy popiSeme.

Definice: Pro 2,y € R polozime x +y = {t +u; t € x & u € y}.

Miuzeme jiz prenechat ¢tenaii jednoduché provéreni toho, 7e = + y je fez a 7e R s takto
definovanym + a s 0 jako neutralnim prvkem tvori komutativni pologrupu s jednotkou, tedy,
ze jsou splnény vyse uvedené grupové axiomy s vyjimkou —z + z = 0, nebot —x jesté nebyl
zaveden. Zavedeni —x nasleduje.

Definice: Pro z € R polozime —z = {t € Q; (Ju € Q —z)(t < —u)}.

Véta: Mnozina —x je Tez a plati —x + z = 0.

Dikaz: To, 7e —z je dolni mnoZina (s kazdym svym prvkem obsahuje vSechny mensi
raciondlni ¢isla) vyplyva pfimo z definice. Je-li u € Q —z a u < t, pak —t € —x a —x je
proto neprazdnd mnozina. Je-li t € z, pak —t ¢ —x, proto plati —z # Q. Je-llit € —z a
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u € Q—x takové, ze t < —u, pak t < (t—u)/2 < —u, (t—u)/2 € —x, tedy —z nemé nejvetsi
prvek a je proto rezem.

Dokazme, ze —z + x = 0, tedy, ze (Vt € —z)(Vv € z)(t+v < 0)a (Vr e Q(r <0 —
(3t € —z)(Fv € z)(r =t + v)). Necht u € Q — x je takové, ze t < —u. Vime, Ze v < u,
tedy —u < —w, tedy t < —wv, proto t + v < 0. Je-li r < 0, necht n € N je takové, ze
1/n < —r am € Z je takové, ze m/n € x a (m + 1)/n € Q —x. Polozme v = m/n a
t=r—v<—(1/n)—v=—(m+1)/n,pakvex,te —xar=t+w.

Pted rozsifenim . na R a dikazem zakont usporadaného télesa pro R uvedme trochu teorie.
Ta nadm pak navic umozni napi. rozsitit mocninu definovanou pro racionalni exponenty na
vSechny realné exponenty.

Definice: Rekneme, 7Ze funkce p: T x T — R je metrika na T, jestlize

1) 0 < p(z,y)

2) p(w,y) =0 = z=y

3) p(x,y) = p(y, v)

4) p(x,z) < p(z,y) + p(y, 2) (trojihelnikova nerovnost).

Mnozinu T s metrikou p nazyvame metricky prostor.
Véta: |z — y| = maz(x — y,y — x) je metrika na R.
Dikaz prenechavame ¢tenari, jednd se o obvyklou vzdalenost na ¢iselné ose realnych cisel.

Veta: Jsou-li pi(z1,y1) a p2(x2,y2) metriky na T a Ts, je p((x1, z2), (y1,Y2)) =
maz(p1(x1,y1), p2(re2,y2)) metrika na Ty x Ts.
Diikaz: Oveéri se podminky 7z definice metriky.

Definice: Uzdvérem M mnoziny M v metrickém prostoru 7' nazyvame mnozinu vSech bodi
x prostoru T', které maji nulovou vzdélenost od M, t.j M = {x; (Vn € N)(Ty € M)(p(z,y) <
1/n).

Véta: Q = R v metrickém prostoru R.

Jednoduchy dikaz prenechdvame c¢tenari. Vyuzije se hustoty Q v R. Ke kazdému z a
e > 0 existuje r € Q, takové, ze v < r < x + €.

Zesilme nyni ponékud pojem spojitosti funkce.

Definice: Rekneme, 7e funkce f : M — Ty je spojitd stejnomérné na M (podmnozing
metrického prostoru Ty, Ts je také metricky prostor) jestlize pro kazdé e > 0 existuje § > 0
takové, ze pro kazdé z,y € M plati, Ze pi(z,y) <6 — p2(f(2), f(y)) < e.

Véta: 1) Funkce f(z) = —x je stejnomérné spojitd na R.

2) Funkce f(z,y) =  + y je stejnomérné spojita na R2.

Diikaz: 1) Stadi polozit 6 = e pro ovéfeni pozadavku z definice.

2) Staci polozit 0 = €/2 a ovéfit pozadavky z definice.

Véta: 1) Pro kazdé K € N & K > 0 je funkce f(xz) = 1/z stejnomérné spojitd na
Q- (-1/K,1/K).

2) Prokazdé K € N& K > 0 je funkce f(z,y) = x.y stejnomérné spojitd na ([— K, K]N Q)2.

Diikaz: 1) Plati 1/x —1/y = (y —x) /2.y, staci proto polozit § = e/K? a ovéfit pozadavky
z definice stejnomérné spojitosti.
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2) Plati x1 .y1 — 22 -y2 = y1(x1 — x2) + 22(y1 — y2), stali proto polozit § = /2K a ovérit
pozadavky z definice stejnomérné spojitosti.

Véta (o rozsifovani stejnomérné spojité funkce): Necht f : M — R (kde M je podm-
nozina metrického prostoru T') je stejnomérné spojita funkce na M, pak existuje pravé jedna
funkce F : M — R stejnomérné spojita na M takova, ze F | M = f.

Diikaz: Dokazme nejdiive jednoznacnost F'. Necht tedy F' a G jsou dvé takové funkce.
Necht pro n&jaké x € M plati G(z) — F(z) > e. K /2 existuje § z podminky stejnomérné
spojitosti. K tomuto ¢ existuje y € M takové, ze p(zr,y) < 0. Pak ale G(z) — F(x) =

Dokazme existenci. Necht § je odpovidajici € = 1 z podminky stejnomérné spojitosti.
Pro z € M poloime F(x) = inf{sup(f’{y € M; p(x,y) < d/n}); n € N & n > 1}. Necht
z € M je takové, 7e p(z,z) < §/2, pak pro kazdé y € {y € M; p(z,y) < §/n} z vySe
uvedenych mnozin plati p(z,y) < § (jak plyne z trojihelnikové nerovnosti), a proto plati
|f(2) — f(y)| < 1 (z volby §). Obrazy jsou proto omezené jak zhora, tak zdola, supréma
proto existuji a jsou omezend zdola, proto existuje infimum a definice F'(z) ma smysl.

Dokazme stejnomérnou spojitost F' na M. Zvolme 1 > 0. K /4 existuje §; z definice
stejnomérné spojitosti pro f na M. Ukazeme, 7e 61/4 vyhovuje podmince stejnomérné
spojitosti pro F a 1. Necht tedy x1,z2 € M jsou takové, ze plati p(z1,z2) < 61/4. Necht
n € N je takové, 7ze §/n < §1/4. Necht z; € M je takové, 7e p(z1,21) < §/n a podobné necht
zo € M je takové, Ze p(we,22) < §/n. Pak p(z1,22) < p(z1,21) + p(x1, 22) + p(22, 22) <
d1, proto |f(z1) — f(z2)] < e1/4. Pro v8echna y € {y € M; p (z1,y) < §/n} plati
p(z1,y) < p(z1,21) +p(w1,y) < 01, proto | f(z1) — f(y)| < e1/4, proto | f(z1) — F(z1)] < e1/4.
Analogicky ziskdme |f(z2 — F(z2)| < e1/4. Celkem mame, 7e |F(z1) — F(22)| < |F(z1) —
f)|+1f(z21) = f(z2)] + [f(22) = F(x2)] <er.

To, 7e pro kazdé x € M plati F(xz) = f(x), dokdZeme tak, Ze pro kazdé ¢ > 0 ukdzeme
|f(z) — F(z)| < e. Pi tom postupujeme podobné jako diive.

Uvedenou vétu jsme dokézali jen pro funkce s redlnymi hodnotami. Vétu je mozno rozsirit
i pro funkce s hodnotami v iplnych metrickych prostorech. Podminka stejnomérné spojitosti
f byla podstatna, nebot napt. funkce sin(1/z) je spojita na (0,1), na uzavér ([0, 1]) vSak
spojité rozsitit nejde.

Na zakladé pravé dokazané véty rozsitime operace z.y a £~ 7z racionalnich ¢isel na ¢isla
realné. Je-li |z| < K a |y| < K, stadi pfipomenout stejnomérnou spojitost z.y na ([—K, K|N
Q)? aje-li 1/K < |z| pfipomé&iime stejnomérnou spojitost 27! na Q — (-1/K,1/K).

Zbyva dokazat, ze R se zavedenymi operacemi a usporadanim je usporadané téleso. Nej-
diive si ponékud prohlubme znalosti o stejnomérné spojitych funkcich.

Pfipomenme, 7e skladani funkei (obecnéji jsme zavedli skladani relaci) 1ze prepsat formuli
(fog)(x)=g(f(x)), dile zavedme kombinaci funkei.

1

Definice: Necht f : X — Y a g : X — Z jsou funkce. Kombinace f a g je funkce
fxg:X — Y x Z definovana predpisem f x g(x) = (f(x),g(x)). (Véfime, 7e diky
souvislosti nenastane zdména s kartézkym soucinem f a g.)

Dale definujme funkci projekce.

Definice: Projekci Pri : V¥ — V (kde 0 < i < k) nazyvame funkei definovanou pied-
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pisem Pry((x1,...,Tk)) = ©;.

Véta: 1)Projekce Pri je stejnomérné spojitd na R¥.

2) Necht f: T — S ag: S — R jsou funkce takové, 7e f je stejnomérné spojitd na
M C T a g je stejnomérné spojita na f” M, pak f o g je stejnomérné spojita na M.

3) Necht f: T — S a g: T — R jsou funkce takové, ze f i g jsou stejnomérné spojité
na M CT, pak f X g je stejnomérné spojita na M.

Diikaz: 1) Staci polozit 0 = e v definici stejnomérné spojitosti.

2) Méjme stanoveno € > 0 v podmince stejnomérné spojitosti. K tomuto e existuje &
v podmince stejnomérné spojitosti pro g, a k tomuto ¢ (chdpanému jako e1) existuje d; v
podmince stejnomérné spojitosti pro f. Toto d; je hledané pro ¢ v podmince stejnomérné
spojitosti pro f o g.

3) Méjme stanoveno € > 0 v podmince stejnomérné spojitosti. K tomuto ¢ existuje d; v
podmince stejnomérné spojitosti pro f a ds v podmince stejnomérné spojitosti pro g. Staci
poloZit 6 = min(dy,d2).

To, ze R spolu s 0, — a + spliiuje vlastnosti komutativni grupy jsme jiz dokazali. Dokazme
nyni komutativitu nasobeni.

Veéta: Pro kazdé x,y e Rplatiz.y =y.x.

Diikaz: Necht |z| < K a |y| < K. Pozadovanou rovnost mizeme té7 vyjadrit jako = .y —
y«x = 0, kde na levé strané rovnosti je funkce dvou proménnych, kterou mizeme vyjadrit
operacemi slozeni a kombinace provedené na funkce Pri, Pr2, — +, .. Konkrétné jde o
vyraz ((s) x (((Pr3 x Pri)o(.))o(=))) o (+). Uvedena funkce je na [—K, K]? stejnomérné
spojita a v racionalnich ¢islech nabyva hodnotu 0, musi proto nabyvat hodnotu 0 i na ¢islech
realnych.

Analogicky se dokaZi ostatni grupové zédkony pro 1, ~! a ., a zdkon distributivni.

Pro dikaz, ze R je usporadané téleso, prenechavame ctenaii, aby ukazal, 7ze x < y =
0 < y+ (—x) a pak jiz zbyvd ukdzat 0 < x & 0 <y — 0 < z.y, coz se opét prenese z
racionalnich ¢isel na zakladé stejnomérné spojitosti funkce ..

Pro ty ctenare, kterym se vice libil pristup rozsifovani c¢iselnych obort vhodnymi fak-
torizacemi, uvedme, Ze realnd c¢isla lze téZ budovat jako faktorstrukturu na mnoZiné vSech
cauchyovskych posloupnosti racionalnich ¢isel.

Zajimavy zptisob vybudovani redlnych ¢éisel je uveden v knize P. Vopénky: Uvod do
matematiky v alternativnej teorii mnzin, alfa Bratislava 1989. Zde jsou vybudovana realna
¢isla jako faktortridy téch raciondlnich ¢isel, jejichZ desetinny rozvoj se lisi az za horizontem
rozpoznatelnosti (1isi se jen v nekoneéné velkych indexech za desetinnou éarkou).



