
ZÁKLADY TEORIE MNO®IN

Døíve byl rozhodèím pravdy v matematice prostor. Zále¾elo jen na umìní jednotlivých

matematikù, jak pravdu z prostoru získat. Kdy¾ se ukázalo, ¾e prostor není schopen rozhod-

nout platnost postulátu o rovnobì¾kách, pozice tohoto rozhodèího se otøásla a matematici

zaèali hledat nové základy. G. Cantor vypracoval teorii mno¾in a navrhl ji jako základ pro

matematiku pro její formální jednoduchost a ¹irokou pou¾itelnost. Pozdìji se ukázalo, ¾e v

teorii mno¾in lze modelovat prakticky v¹echnu souèasnou matematiku.

Teorie mno¾in pou¾ívá pouze symbol 2 pro oznaèení být prvkem, = pro oznaèení rovnosti

mno¾in a dále ji¾ pou¾ívá bì¾né logické symboly - logické spojky a kvanti�kátory. Pro

zlep¹ení vyjadøovacích schopností dal¹í matematické objekty de�nuje. (Na pø. ; pro prázd-

nou mno¾inu, h0; 1i pro uspoøádanou dvojici a mnoho dal¹ích.)

Mno¾ina je systém dobøe urèených objektù, který takto tvoøí opìt objekt. Rozhodující

je obsah (extenze) mno¾iny, dvì mno¾iny jsou stejné, mají-li stejný obsah (stejné prvky).

Ukázalo se, ¾e takto intuitivnì pojatá teorie je nedostateèná, zvlá¹tì vzhledem k nejasnosti,

co jsou dobøe urèené objekty. To vede a¾ k Russellovì paradoxu nazvanému podle obje-

vitele následující úvahy B. Russella. Za pøedpokladu, ¾e mno¾iny jsou dobøe urèené objekty

oznaème R mno¾inu v¹ech mno¾in, které nejsou svými prvky. Pak R 2 R ! R =2 R a

R =2 R! R 2 R. Obì mo¾nosti vedou ke sporu.

Proto¾e teorie mno¾in ji¾ v dobì objevení paradoxù pøinesla mnoho zajímavých výsledkù,

poukazujících k tomu, ¾e by mohla dobøe slou¾it jako základní matematická teorie, nebyla

odmítnuta, ale matematici se ji sna¾ili vylep¹it.

Popi¹me intuitivní strukturu univerza mno¾in tak, jak s ní vìt¹ina souèasných matema-

tikù pracuje. Vychází se od prázdné mno¾iny a stálým provádìním operace tvorby potenèní

mno¾iny (t.j. mno¾iny v¹ech podmno¾in) v¹eho, co bylo a¾ dosud získáno, se stále obor

mno¾in zbohacuje. Tímto postupem se jednak vylouèí, aby mno¾ina byla svým prvkem,

jednak se vylouèí existence mno¾iny v¹ech mno¾in (nebo» mno¾iny vznikají postupnì).

Takto se teorie mno¾in vyhnula nejen Russellovì, ale i v¹em ostatním známým paradoxùm.

Nejasné zùstává, které soubory prvkù mají být uznány za mno¾iny (pøi tvorbì potenèní

mno¾iny) a podle jaké struktury se má postupná tvorba stále vìt¹ích mno¾in provádìt. Ob-

vykle se po¾aduje, aby tato struktura obsahovala na poèátku pøirozená èísla a dále se jim

velmi podobala v tom, ¾e je lineárnì uspoøádaná, ka¾dý prvek má následovníka a ka¾dá její

neprázdná podmno¾ina má nejmen¹í prvek. Tato struktura se nazývá ordinální èísla.

Neurèenost ordinálních èísel a operace potenèní mno¾iny vede k rùzným mo¾nostem, jak

univerzum mno¾in vypadá. (Napø. mù¾e, ale nemusí platit hypotéza kontinua, mohou,

ale nemusí existovat tzv. velké kardinály, je mnoho dal¹ích tvrzení, které mohou platit ve

vhodných univerzech a v jiných univerzech mohou platit tvrzení opaèná.)

Teorie mno¾in popisuje univerza mno¾in jak zmínìného, tak i jiného typu. Jejím úkolem

je být "svìtem matematiky", v ní se má matematika odehrávat, tøeba¾e mnozí specialisté
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v jiných oborech matematiky o tom ani nemusí vìdìt. Teorie mno¾in má obzvlá¹tì být

obecnou teorií aktuálního nekoneèna.

Základní vlastností, kterou pøi tvorbì potenèní mno¾iny vy¾adujeme, je, aby existovala

mno¾ina v¹ech prvkù ji¾ stanovené mno¾iny, které mají vlastnost popsanou formulí teorie

mno¾in. Není tedy pøedem zaji¹tìno, ¾e existuje mno¾ina v¹ech pøirozených èísel, vyjadøu-

jících poèty lidí, kteøí se mohou vejít do tramvaje. Uvedená vlastnost toti¾ není popsaná

formulí teorie mno¾in, není v¹ak pøedem vylouèeno, ¾e nìjaká mno¾inová vlastnost popí¹e

stejná pøirozená èísla, nebo, ¾e uvedená mno¾ina existovat bude, tøeba¾e existenci mno¾inové

formule ji popisující pøedem nezaruèíme.

Situace je jiná, pokud vydìlíme mno¾inovou vlastností èást univerza mno¾in. Takto

vydìlená èást nemusí být mno¾ina, pøesto se s takto vydìlenými èástmi v teorii mno¾in

èasto setkáváme, proto pro nì zavádíme oznaèení tøída. Podobnì jako pro mno¾iny, není

pro tøídy podstatné jakou vlastností byly de�novány, ale je podstatné, které prvky obsahují.

(Mno¾ina sestávající se z dvojnásobkù pøirozených èísel je rovna mno¾inì v¹ech pøirozených

èísel vzniklých z tìch, které nejsou dvojnásobky, odeètením jednièky.)

Základní operace s tøídami a mno¾inami.

Pøi zkoumání mno¾in a tøíd se èasto setkáváme se vztahem být èástí, dále s operacemi

vytváøející tøídu (mno¾inu) obsahující právì v¹echny prvky dvou tøíd, tøídu obsahující právì

v¹echny prvky alespoò jedné ze dvou tøíd, tøídu obsahjící prvky jedné tøídy, které nejsou

prvky druhé tøídy. Èasto pracujeme té¾ s tøídou mající za prvky v¹echny mno¾iny (nazýváme

ji univerzální tøída) a s prázdnou tøídou, která nemá ¾ádný prvek. Pøesné de�nice a znaèení

zavádíme v následujícím odstavci.

De�nice: 1) x 2 V � x = x (univerzální tøída). Pro pøehlednìj¹í zápis u¾íváme pro

de�nici tøíd vymezením prvkù následujícího znaèení V = fx; x = xg a podobnì dále.

2) ; = fx; x 6= xg (prázdná mno¾ina)

3) X � Y � (8x)(x 2 X ! x 2 Y ) (X je èástí Y )

4) X \ Y = fx; x 2 X & x 2 Y g (prùnik X a Y )

5) X [ Y = fx; x 2 X _ x 2 Y g (sjednocení X a Y )

6) X � Y = fx; x 2 X & x =2 Y g (rozdíl X a Y )

7) �X = V �X = fx; x =2 Xg (doplnìk X)

8) 4(X;Y ) = (X � Y ) [ (Y �X) (symetrická diference X a Y ).

Symetrická diference je míra odli¹nosti X a Y a doporuèujeme ètenáøi, aby si promyslel

její vztah k operaci XOR (neekvivalence, vyluèovací nebo) pou¾ívané ve výpoèetní technice.

Pro tyto zavedené operace a vztah platí "algebraické" zákony obdobné zákonùm známým

pro bì¾né poèítání s èísly.

Vìta: Zákony typu uspoøádání

1) X � X (reexivita)

2) (X � Y & Y � X)! X = Y (slabá antisymetrie)

3) (X � Y & Y � Z)! X � Z (tranzitivita)

Pozor obecnì neplatí linearita uspoøádání X � Y _ Y � X. Mno¾iny f0g a f1g jsou

navzájem nesrovnatelné (pokud 0 6= 1).
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Vlastnost 2) se èasto pou¾ívá k dùkazùm rovnosti tøíd a tedy i mno¾in.

Dal¹í vlastnosti typu uspoøádání:

(8X)(; � X) (prázdná tøída je nejmen¹í)

(8X)(X � V ) (universální tøída je nejvìt¹í)

X \ Y � X & X \ Y � Y & (8Z)((Z � X & Z � Y )! Z � X \ Y ) (prùnik je in�mem

X a Y )

X � X [ Y & Y � X [ Y & (8Z)((X � Z & Y � Z) ! X [ Y � Z) (sjednocení je

suprémem X a Y ).

V¹echny uvedené vlastnosti se doká¾í bezprostøednì z de�nic.

Algebraické vlastnosti \, [, �:

1) X \ Y = Y \X X [ Y = Y [X (komutativita)

2) (X \ Y ) \ Z = X \ (Y \ Z) (X [ Y ) [ Z = X [ (Y [ Z) (asociativita)

3) (X [ Y ) \ Z = (X \ Z) [ (Y \ Z) (X \ Y ) [ Z = (X [ Z) \ (Y [ Z) (distributivita)

4) �(�X)) = X (dvojí doplnìk).

Distributivní zákony zde platí oba; mù¾eme se dívat pøi algebraické práci na \ jako na �

a na [ jako na +, ale i obrácenì.

Rozdílná od bì¾ného poèítání s èísly jsou následující pravidla.

X \X = X X [X = X (idempotence)

�(X \ Y ) = (�X) [ (�Y ) �(X [ Y ) = (�X) \ (�Y ) (De Morganova

X \ ; = ; X [ ; = X pravidla)

X \ V = X X [ V = V

X \ �X = ; X [ �X = V

V¹echny uvedené vlastnosti se ovìøí pøímo z de�nic.

Operace \, [ a � se nazývají booleovské operace a kalkulace s nimi se nazývají booleovské

kalkulace.

Pøi dùkazu rovností rùzných tøídových výrazù postupujeme èasto tak, ¾e obì strany

dokazované rovnosti rozvineme na sjednocení jednotlivých èlenù, které jsou prùniky tøíd

a jejich doplòkù. Tyto èleny pak porovnáme. Je to "algebraická" obdoba kreslení Venových

diagramù. Tuto metodiku pou¾ijeme v následující èásti týkající se symetrické diference.

Samozøejmì, ¾e je mo¾no vyu¾ít i jiných cest k dùkazu rovnosti, které mohou být i krat¹í.

Vlastnosti symetrické diference:

1) 4(X;Y ) = (X [ Y )� (X \ Y )

2)4 je komutativní a asociativní operace, dále platí distributivní zákon k \ (ne vzhledem

k [), t.j. A \4(X;Y ) = 4(A \X;A \ Y )

3) 4(X \ Y;A) � 4(X;A) [4(Y;A)

4(X [ Y;A) � 4(X;A) [4(Y;A)

4) Kdy¾ X � A a Y � A, pak 4(A�X;A� Y ) = 4(X;Y ).

Dùkaz: 1) Levá strana (X � Y ) [ (Y �X) = (X \ �Y ) [ (Y \ �X),

pravá strana (X [ Y )� (X \ Y ) = (X [ Y ) \ (�(X \ Y )) = (X [ Y ) \ (�X [ �Y ) =

(X \ �X) [ (X \ �Y ) [ (Y \ �Y ) [ (Y \ �X) = (X \ �Y ) [ (Y \ �X)

2) Komutativita je jasná ze symetrie de�nice. Pro dùkaz asociativity vyjádøeme levou

stranu 4(4(X;Y ); Z) = (((X\�Y )[(Y \�X))\�Z)[(Z\(�((X\�Y )[(Y \�X)))) =
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(X \ �Y \ �Z) [ (Y \ �X \ �Z) [ (Z \ ((�X [ Y ) \ (�Y [ X))) = (X \ �Y \ �Z) [

(Y \ �X \ �Z) [ (Z \ �X \ �Y ) [ (Z \ �X \ X) [ (Z \ Y \ �Y ) [ (Z \ Y \ X) =

(X \ �Y \ �Z) [ (Y \ �X \ �Z) [ (Z \ �X \ �Y ) [ (Z \ Y \ X). Pro pravou stranu

dostáváme 4(X;4(Y; Z)) = 4(4(Z; Y ); X) vzhledem ke komutativitì. Zámìnou písmen Z

a X získáme výraz z levé strany, zamìníme-li Z a X po úpravì, dostaneme opìt stejný výraz.

K dùkazu distributivního zákona máme provìøit rovnost X \4(Y; Z) = 4(X \ Y;X \ Z).

Levá strana se upraví na X \ ((Y \�Z)[ (Z \�Y )) = (X \Y \�Z)[ (X \Z \�Y ). Pravá

strana se upraví na ((X \ Y )� (X \ Z)) [ ((X \ Z)� (X \ Y )) = (X \ Y \ (�X [�Z)) [

(X \Z \ (�X [�Y )) = (X \Y \�Z)[ (X \Z \�Y )[ ((X \�X)\Y )[ ((X \�X)\Z).

Tøetí a ètvrtý èlen sjednocení jsou v¹ak prázdné, proto platí rovnost levé a pravé strany.

3) Levá strana (X \ Y \�A)[ (A\�(X \ Y )) = (X \ Y \�A)[ (A\�X)[ (A\�Y ).

Pravá strana (X \ �A) [ (A \ �X) [ (Y \ �A) [ (A \ �Y ). X \ Y \ �A � X \ �A i

X \ Y \ �A � Y \ �A. V druhém pøípadì vychází levá strana ((X [ Y ) \ �A)[

(A \ �(X [ Y )) = (X \ �A) [ (Y \ �A) [ (A \ �X \ �Y ) a postupujeme analogicky.

4) ((A�X) \ �(A� Y )) [ ((A� Y ) \ �(A�X)) = (A \ �X \ (�A [ Y ))[

(A \ �Y \ (�A [X)) = ((A \ Y ) \ �X) [ ((A \X) \ �Y ) = (Y \ �X) [ (X \ �Y ).

Speciálnì, budeme-li zkoumat strukturu s nosnou mno¾inou P(a) (mno¾ina v¹ech podm-

no¾in a) pro a 6= ; a operacemi: 4(x; y) chápeme jako +, x \ y chápeme jako �, x chápeme

jako �x, ; chápeme jako 0 a a chápeme jako 1, dostaneme ponìkud zvlá¹tní komutativní

okruh.

Dvojice, n-tice, relace a funkce.

Jedním ze základních úkolù teorie mno¾in je vytváøet modely pro objekty bì¾né mate-

matiky. Tyto modely se pak stávají matematickými objekty, které pùvodnì pouze reprezen-

tovaly, kanonisují se. Jako první uveïme modelování uspoøádané dvojice.

De�nice: hx

1

; x

2

i = ffx

1

g; fx

1

; x

2

gg. Uspoøádaná dvojice mno¾in x

1

, x

2

(v daném

poøadí) je mno¾ina skládající se z mno¾iny obou slo¾ek a mno¾iny obsahující právì první

slo¾ku. Následující vìta ukazuje, ¾e je to dobrý model.

Vìta: (x

1

= y

1

& x

2

= y

2

) � hx

1

; x

2

i = hy

1

; y

2

i.

Dùkaz: !) Vyplývá z na¹eho obecného pohledu na rovnost. Kdy¾ v matematických

výrazech nahradíme sobì rovné objekty, získáme sobì rovné výrazy.

 ) a) Nech» x

1

6= x

2

, pak ffx

1

g; fx

1

; x

2

gg obsahuje jednu dvouprvkovou a jednu jedno-

prvkovou mno¾inu, ffy

1

g; fy

1

; y

2

ggmusí tedy rovnì¾ obsahovat jednu jednoprvkovou a jednu

dvouprvkovou mno¾inu, jednoprvkové se musí rovnat, tedy fx

1

g = fy

1

g, tedy x

1

= y

1

. Aby

fy

1

; y

2

g byla dvouprvková, musí být y

1

6= y

2

a z rovností x

1

= y

1

a fx

1

; x

2

g = fy

1

; y

2

g plyne

x

2

= y

2

.

b) Kdy¾ x

1

= x

2

, pak fx

1

; x

2

g = fx

1

g, tedy ffx

1

g; fx

1

; x

2

gg = ffx

1

g; fx

1

gg = ffx

1

gg.

Aby tato mno¾ina byla rovna ffy

1

g; fy

1

; y

2

gg, musí platit y

1

= y

2

(pouze jednoprvkové

mno¾iny jsou pøípustné jako prvky) a odtud ji¾ snadno plyne y

1

= x

1

a y

2

= x

2

= x

1

.

V tomto pøípadì je tedy kanonickým modelem uspoøádané dvojice jednoprvková mno¾ina.

Uspoøádané n-tice de�nujeme rekurzí.

De�nice: 1) hx

1

i = x

1
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2) hx

1

; : : : ; x

n+1

i = hhx

1

; : : : ; x

n

i; x

n+1

i.

Zadá-li nám nìkdo n prvkù a jejich poøadí, umíme postupnì podle uvedeného pøedpisu

vytvoøit mno¾inový model n-tice. To, ¾e lze popsat uvedený model jedinou formulí s parame-

trem n a tudí¾, ¾e existují uspoøádané n-tice i pro libovolné prvky n z kanonické struktury,

která pøirozená èísla v teorii mno¾in modeluje, je ji¾ ne zcela triviální tvrzení teorie mno¾in

(vìta o konstrukci rekurzí - zformulujeme a doká¾eme ji pozdìji) o této kanonické struktuøe.

Neuspoøádané n-tice modelujeme v teorii mno¾in jako n-prvkové mno¾iny.

Model pro uspoøádanou dvojici nám umo¾òuje de�novat dal¹í u¾iteèné objekty.

De�nice: X � Y = fhx; yi; x 2 X & y 2 Y g (kartézký souèin)

dom(X) = fx; (9y)(hx; yi 2 X)g (de�nièní obor tøídy X)

rng(X) = fx; (9y)(hy; xi 2 X)g (obor hodnot tøídy X)

X

�1

= fhx; yi; hy; xi 2 X)g (inverzní tøída)

X"Y = fx; (9y 2 Y )(hy; xi 2 X)g (obraz tøídy Y pøes tøídu X)

X � Y = fhx; yi ; hx; yi 2 X & x 2 Y g (parcializace X na Y ).

Relací (vztahem) byla pùvodnì v matematice mínìna nìjaká, obvykle de�novaná, vlast-

nost, která byla daným poètem objektù splnìna, nebo ne. Pøíkladem je =, uspoøádání, le¾et

na pøímce (pro trojice bodù). Jestli¾e vytvoøíme tøídu v¹ech n-tic prvkù majících danou

vlastnost, pak tato tøída pøesnì vlastnost zachycuje. Naopak ka¾dá tøída n-tic X urèuje

vlastnost n prvkù popsanou vztahem hx

1

; : : : ; x

n

i 2 X. Tøídy, nebo mno¾iny uspoøádaných

n-tic jsou proto dobrým kanonickým modelem pro relace. Proto¾e ka¾dá uspoøádaná n-tice

je dvojicí (díky kanonickému modelu) mù¾eme modelovat relace v teorii mno¾in jako tøídy,

které jsou èástí kartézké druhé mocniny V .

De�nice: 1) Rel(X) � X � V � V

2) Fce(F ) � Rel(F ) & (8x; y; z)((hx; yi 2 F & hx; zi 2 F )! y = z).

Funkce jsou takové relace, ve kterých je prvku z de�nièního oboru pøiøazen jediný prvek.

3) Pokud pro funkci F platí Fce(F

�1

), nazývá se F prostá funkce.

4) Pokud F je prostá funkce a dom(F ) = X a rng(F ) = Y , øíkáme, ¾e F zobrazuje X a

Y vzájemnì jednoznaènì.

Vìta: Kartézký souèin je distributivní vzhledem k \ i [. Platí tedy

(X

1

\X

2

)� (Y

1

\ Y

2

) = (X

1

� Y

1

) \ (X

1

� Y

2

) \ (X

2

� Y

1

) \ (X

2

� Y

2

)

(X

1

[X

2

)� (Y

1

[ Y

2

) = (X

1

� Y

1

) [ (X

1

� Y

2

) [ (X

2

� Y

1

) [ (X

2

� Y

2

)

Pro � (doplnìk do V ) distributivita obecnì neplatí.

Kartézký souèin je monotonní vùèi inkluzi t.j.

(X

1

� Y

1

) & (X

2

� Y

2

)! X

1

�X

2

� Y

1

� Y

2

Dùkaz: V¹echny dùkazy jsou jednoduché a pøenecháváme je ètenáøi.

Dále uvádíme nìkterá tvrzení pro obraz.

Vìta: X"Y = rng(X � Y ) = rng(X \ (Y � V ))

(X

1

� X

2

& Y

1

� Y

2

)! X

1

"Y

1

� X

2

"Y

2

(monotonie)

(T [ U)"(X [ Y ) = T"X [ T"Y [ U"X [ U"Y

X"(Y \ Z) � X"Y \X"Z, obecnì ne obrácenì

X"Y �X"Z � X"(Y � Z), obecnì ne obrácenì.
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Dùkaz: Doka¾me poslední tvrzení. Nech» t je prvkem levé strany, t.j. (9u)(u 2 Y &

hu; ti 2 X) & :(9u)(u 2 Z & hu; ti 2 X). Druhou slo¾ku konjunkce pøepi¹me ekvivalentnì

na (8u)(hu; ti 2 X ! u =2 Z). První èást konjunkce tvrdí, ¾e existuje u 2 Y takové, ¾e

hu; ti 2 X. Vezmìme jedno takové u. Druhá èást konjunkce pou¾itá na toto u tvrdí, ¾e

u =2 Z, co¾ znamená, ¾e t je prvek pravé strany.

Pokud je tøída X v posledních dvou tvrzeních inverzní relací k funkci, pak dokonce platí

rovnost.

Vìta: Je-li F funkce, pak platí (F

�1

)"(Y \ Z) = (F

�1

)"Y \ (F

�1

)"Z a (F

�1

)"Y �

(F

�1

)"Z = (F

�1

)"(Y � Z).

Dále de�nujeme skládání relací.

De�nice: Jsou-li R a S relace, pokládáme R � S = fhx; yi; (9z)(hx; zi 2 R & hz; yi 2 S)g.

Vìta: Jsou-li R, S a T relace, pak (R

�1

)

�1

= R, (R � S)

�1

= S

�1

� R

�1

, R � (S � T ) =

(R � S) � T .

Operace potence a sumy.

De�nice: 1) P(X) = fu; u � Xg (potenèní tøída X)

2)

S

(X) = fx; (9y 2 X)(x 2 y)g (sjednocení tøídy X)

Intuitivnì zdùvodnìme, ¾e, je-li x mno¾ina, je P(x) také mno¾ina. Je-li x prvkem nìk-

terého kroku vytváøení univerzální tøídy stálým provádìním operace potenèní mno¾iny, oz-

naème tento krok V

�

, pak x je té¾ èástí V

�

. Odtud plyne P(x) � P(V

�

), pøitom P(V

�

) je

opìt mno¾ina a P(x) je z P(V

�

) vyèlenìno mno¾inovou formulí P(x) = ft 2 P(V

�

); t � xg.

Dále intuitivnì zdùvodnìme, ¾e, je-li x mno¾ina, je té¾

S

x mno¾ina. Je-li x 2 V

�

, tedy té¾

x � V

�

a také

S

x � V

�

a

S

x je opìt vyèlenìno z V

�

mno¾inovou formulí

S

x =

ft; (9u 2 x)(t 2 u)g.

Dùle¾itým, ne v¹ak ji¾ tak pøesvìdèivì zdùvodnìným po¾adavkem na mno¾inové uni-

verzum je po¾adavek, aby obrazem mno¾iny byla mno¾ina. Tento po¾adavek je dal¹ím

po¾adavkem na bohatost struktury (ordinálních èísel), podle které se postupné provádìní

operace potenèní mno¾iny provádí. Máme-li zobrazení F (de�nované mno¾inovou formulí)

z ji¾ získané mno¾iny u, pøiøaïme ka¾dému prvku F (t) (t 2 u) hladinu �, na které byl prvek

F (t) získán. Dostáváme tak zobrazení z u do ordinálních èísel. Je pøirozené po¾adovat,

aby ordinální èísla pokraèovala je¹tì nìkam vý¹ z dùvodù analogických na¹emu po¾adavku,

¾e proces tvorby stále bohat¹ích potenèních mno¾in neukonèíme u pøirozených èísel, nebo»

takové omezení by bylo pøíli¹ restriktivní.

Vlastnosti operací P(X) a

S

X.

X � Y � P(P(X [ Y ))

Zobrazení f z X do Y indukuje zobrazení F z P(X) do P(Y ), které je de�nováno pøed-

pisem F (x) = f"x. Pochopitelnì né ka¾dé zobrazení z P(X) do P(Y ) je indukováno zo-

brazením z X do Y .

dom(X) �

SS

X, rng(X) �

SS

X

S

P(X) = X, X � P(

S

X), x [ y =

S

fx; yg.

De�nice:

T

X = ft; (8y 2 X)(t 2 y)g (prùnik tøídy X).
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Platí (8t 2 X)(

T

X � t); je-li tedy X neprázdná, je

T

X mno¾ina.

T

; = V v souladu s

de�nicí. Analogicky jako u sjednocení, platí x \ y =

T

fx; yg.

Axiomatika ZFC.

Nyní, kdy¾ jsme se ji¾ seznámili se základními pojmy teorie mno¾in, je vhodná doba pro to,

abychom uvedli nejbì¾nìj¹í axiomatický popis teorie mno¾in, sice Zermelovu a Fraenkelovu

teorii mno¾in s axiomem výbìru, která se oznaèuje ZFC.

Axiom existence mno¾in

(9x)(x = x) (existuje alespoò jedna mno¾ina)

Axiom etenzionality

(8u)(u 2 x � u 2 y)! x = y (mno¾iny, které mají tyté¾ prvky se rovnají)

Schéma axiomù vydìlení

Je-li  (x) formule, která neobsahuje volnì promìnnou z, potom formule

(8a)(9z)(8x)(x 2 z � (x 2 a &  (x)))

je axiom vydìlení (z ka¾dé mno¾iny lze vydìlit mno¾inu v¹ech prvkù, ktré splòují danou

formuli).

Axiom dvojice

(8a)(8b)(9z)(x 2 z ! (x = a _ x = b))

(libovolné dvì mno¾iny urèují mno¾inu obsahující pøesnì tyto prvky).

Axiom sumy

(8a)(9z)(8x)(x 2 z � (9y)(x 2 y & y 2 a)).

(ke ka¾dé mno¾inì a je dána mno¾ina v¹ech prvkù, které nále¾ejí do nìkterého prvku mno¾iny

a).

Axiom potence

(8a)(9z)(8x)(x 2 z � x � a)

(ke ka¾dé mno¾inì existuje mno¾ina v¹ech podmno¾in).

Schéma axiomù nahrazení

Je-li  (u; v) formule, která neobsahuje volnì promìnné w, z, potom formule

(8u)(8v)(8w)(( (u; v)& (u;w))! v = w)!

(8a)(9z)(8v)(v 2 z � (9u)(u 2 a &  (u; v)))

je axiom nahrazení (de�novatelné zobrazení zobrazuje mno¾inu na mno¾inu).

Axiom nekoneèna

(9z)(; 2 z & (8x)(x 2 z ! x [ fxg 2 z))

(existuje nekoneèná mno¾ina).

Axiom fundovanosti

(8a)(a 6= ; ! (9x)(x 2 a & x \ a = ;))

(srovnej s principem nejmen¹ího prvku na pøirozených èíslech).

Axiom výbìru

(8a)((8x)(x 2 a! x 6= ;)! (9S)(Fce(S) & (8x)(x 2 a! S(x) 2 x))

(ka¾dá mno¾ina neprázdných mno¾in má selektor).
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Kromì uvedené axiomatiky pou¾ívající mno¾iny jako základní objekty, jsou té¾ axiomatiky

(G�odelova a Bernaysova, nebo Kellyho a Morseova), pou¾ívající tøídy jako základní ob-

jekty. V rámci Zermelovy a Fraenkelovy axiomatiky se té¾ upou¹tí od axiomu regularity a

pøipou¹tìjí se napø. i nekoneèné klesající øetìzce v relaci 2, nebo se místo axiomu výbìru

zkoumá axiom determinovanosti, zaruèující, ¾e i nekoneèné hry mají vyhrávající strategii

(v rozporu s axiomem výbìru). Pøi tom jak existenci selektoru, tak i existenci vyhrávající

strategie lze pro koneèné mno¾iny dokázat.

Uspoøádání.

Dùle¾itými relacemi vy¹etøovanými v matematice (a nejen v ní) jsou relace uspoøádání.

De�nice: Øíkáme, ¾e relace R je na tøídì A

1) reexivní jestli¾e (8x 2 A)(hx; xi 2 R)

2) antireexivní jestli¾e (8x 2 A)(hx; xi =2 R)

3) symetrická jestli¾e (8x; y 2 A)(hx; yi 2 R! hy; xi 2 R)

4) slabì antisymetrická jestli¾e (8x; y 2 A)((hx; yi 2 R & hy; xi 2 R)! x = y)

5) antisymetrická jestli¾e (8x; y 2 A)(hx; yi 2 R! hy; xi =2 R)

6) trichotomická jestli¾e (8x; y 2 A)(hx; yi 2 R _ x = y _ hy; xi 2 R)

7) tranzitivní jestli¾e (8x; y; z 2 A)((hx; yi 2 R & hy; zi 2 R)! hx; zi 2 R).

De�nice: Relace R je neostré uspoøádání na A, je-li na A reexivní, slabì antisymetrická

a tranzitivní. Neostré uspoøádání na A se nazývá lineární na A, platí-li navíc

(8x; y 2 A)(hx; yi 2 R _ hy; xi 2 R).

Zajímavé jsou i relace reexivní a tranzitivní (od po¾adavku slabé antisymetrie se u-

pou¹tí), takovéto relace se nazývají kvaziuspoøádání a lze k nim pøirozenì pøiøadit vhodné

uspoøádání.

Kromì neostré verze uspoøádání se pou¾ívá i ostré uspoøádání.

De�nice: Øekneme, ¾e relace R je ostré uspoøádání na A, jestli¾e je antireexivní a tran-

zitivní na A. Je-li navíc relace trichotomická, nazývá se ostré lineární uspoøádání na A.

Poznamenejme, ¾e ostré uspoøádání je antisymetrická relace.

Pøíklady: 1) Relace inkluze na P(x) je neostré uspoøádání, které není lineární, pokud je

x alespoò dvouprvková.

2) Bì¾né uspoøádání pøirozených èísel je uspoøádání, které je lineární.

3) ; je ostré uspoøádání, které není lineární na ¾ádné alespoò dvouprvkové tøídì.

Mezi ostrou a neostrou verzí uspoøádání je snadný pøechod, který vystihuje následující

vìta.

Vìta: Je-li R neostré uspoøádání na A, pak R� fht; ti; t 2 Ag je ostré uspoøádání na A

a je-li R ostré uspoøádání na A, pak R [ fht; ti; t 2 Ag je neostré uspoøádání na A.

Je-li tøída, na které je relace R uspoøádání jasná ze souvislosti, neuvádí se. Pro zvýraznìní,

¾e se jedná o uspoøádání se pou¾ívá symbolika t < x, t � x, t � x, t � x a pod. (místo

ht; xi 2<, ht; xi 2� a pod.).

De�nice: Buï � uspoøádání na A.

1) Prvek a 2 A je nejmen¹í (resp. nejvìt¹í) prvek tøídy X � A, platí-li a 2 X &
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(8x 2 X)(a � x) (resp. a 2 X & (8x 2 X)(x � a)).

2) Prvek a 2 A je minoranta (resp. majoranta) tøídy ; 6= X � A, platí-li (8x 2 X)(a � x)

(resp. (8x 2 X)(x � a)).

3) Prvek a 2 A je minimální (resp. maximální) prvek tøídy ; 6= X � A, platí-li a 2 X &

(8x 2 X):(x < a) (resp. a 2 X & (8x 2 X):(a < x)). Pou¾íváme znaèení a = min(X)

(resp. a = max(X)).

4) Prvek a 2 A je in�mum (resp. suprémum) tøídy X � A, jestli¾e a je nejvìt¹í minoranta

(resp. nejmen¹í majoranta) tøídy X. Pou¾íváme znaèení a = inf(X) (resp. a = sup(X)).

Pokud v bodech 3) a 4) není jasné uspoøádání ze souvislosti, vyznaèíme je v indexu.

Tvrzení : Nejmen¹í prvek a in�mum jsou urèeny jednoznaènì (pokud existují). Mini-

mální prvek nemusí být urèen jednoznaènì. V lineárním uspoøádání pojem minimálního a

nejmen¹ího prvku splývá. Obdobná tvrzení platí pro suprémum, maximální a nejvìt¹í prvek.

V literatuøe se místo minoranta, majoranta té¾ pou¾ívá dolní, horní odhad, nebo dolní,

horní závora.

De�nice: Nech» < je uspoøádání na X a � je uspoøádání na Y .

1) Zobrazení F t.¾. dom(F ) = X & rng(F ) � Y se nazývá vnoøení hX;<i do hY �i,

platí-li, ¾e F je prosté a (8x; y 2 X)(x < y � F (x) � F (y)).

2) Zobrazení F se nazývá izomor�zmus X s < a Y s �, platí-li, ¾e F je vnoøení X s <

do Y s � a navíc rng(F ) = Y .

3) Zobrazení F se nazývá automor�zmus X s <, je-li izomor�zmem X s < a X s <.

Jsou-li dvì uspoøádání izomorfní, znamená to, ¾e je nelze z pohledu uspoøádání rozli¹it,

¾e jsou "témìø stejná". Rovnì¾ v¹echny døíve de�nované pojmy se izomor�zmem pøená¹ejí.

Tedy napø. izomorfním obrazem supréma tøídy je suprémum obrazu tøídy. Pro pouhé

vnoøení toto tvrzení obecnì neplatí.

De�nice: Nech» � je uspoøádání na tøídì A.

1) X � A se nazývá dolní (resp. horní) tøída, platí-li (8t 2 A)((9x 2 X)(t � x)! t 2 X)

(resp. (8t 2 A)((9x 2 X)(x � t)! t 2 X)).

2) Pro a 2 A de�nujeme seg(a) = ft 2 A; t � ag a tuto tøídu nazýváme (dolním)

segmentem urèeným a, nebo té¾ hlavním ideálem urèeným a.

Segment je pøíkladem dolní mno¾iny, ne ka¾dá dolní mno¾ina v¹ak je segmentem. Násle-

dující vìta ukazuje univerzální roli � mezi uspoøádáními.

Vìta: Nech» � je uspoøádání na a, pak lze nade�novat funkci f , která je vnoøení a s �

do P(a) s �.

Dùkaz: Pro t 2 a de�nuj f(t) = seg(t). Ovìøit, ¾e takto de�novaná funkce je vnoøení, je

ji¾ snadné.

Dal¹ím dùle¾itým pojmem, který se vá¾e k uspoøádání je pojem hustoty. (Pùvodní zdroj

tohoto pojmu je v¹ak topologie.)

De�nice: Nech» < je ostré uspoøádání na A.

1) Øekneme, ¾e X � A je hustá v A, jestli¾e platí (8x; y 2 A)(x < y ! (9z 2 X)

(x < z < y)).

2) Øekneme, ¾e < je husté na A, jestli¾e A je hustá v A.
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Typickým pøíkladem husté podmno¾iny je mno¾ina racionálních èísel, která je v pøiroze-

ném uspoøádání hustá v mno¾inì reálných èísel. Racionální i reálná èísla jsou pøirozeným

uspoøádáním uspoøádána hustì.

Ekvivalence.

Dal¹ím dùle¾itým typem relací zkoumaných v matematice jsou relace ekvivalence.

De�nice: 1) Relace E se nazývá ekvivalence na A, jestli¾e je reexivní, symetrická a

tranzitivní na A.

2) Relace E se nazývá ekvivalence, jestli¾e je ekvivalencí na svém de�nièním oboru.

Typickým pøíkladem ekvivalence je =. To, ¾e je relace E ekvivalence, znamená, ¾e je

"témìø" rovnost. Tento fakt se zvýrazòuje znaèením. Místo hx; yi 2 E se pou¾ívá x � y,

x � y, x � y, x

:

= y a pod.

Dal¹ím pøíkladem ekvivalence je relace dvì jednotky zbo¾í mají stejnou cenu. Jiným

pøíkladem je relace na dvojicích celých èísel jejich¾ druhé slo¾ky jsou nenulové popsaná

vztahem hc

1

; c

2

i � hd

1

; d

2

i, kdy¾ c

1

� d

2

= d

1

� c

2

. Tento vztah jsme si zvykli vyznaèovat

c

1

=c

2

= d

1

=d

2

. Jako poslední pøíklad uveïme pøíklad z teorie mno¾in. Polo¾me x � y, kdy¾

existuje vzájemnì jednoznaèné zobrazení x a y (t.j. (9f)(f : x ! y).

Mù¾eme si pov¹imnout, ¾e druhý a tøetí pøíklad mù¾eme sdru¾it pod jednu spoleènou

charakterizaci: Pro vhodnou funkci f platí x � y právì tehdy, kdy¾ f(x) = f(y). Rovnì¾

první a ètvrtý pøíklad lze takto popsat. V prvním pøípadu je touto funkcí identita a ve

ètvrtém pøípadu je pøíslu¹nou funkcí funkce pøiøazující mno¾inì její tzv. kardinální èíslo.

De�nice: Je-li E ekvivalence a x 2 dom(E), pak E"fxg se nazývá tøída ekvivalence prvku

x. Pro tøídu ekvivalence E"fxg se té¾ pou¾ívá znaèení [x]

E

.

Zøejmì platí následující vìta.

Vìta: Je-li E ekvivalence, x; y 2 dom(E), pak E"fxg = E"fyg � hx; yi 2 E a

E"fxg \ E"fyg = ; � hx; yi =2 E.

Ekvivalence nám urèuje rozklad svého de�nièního oboru na navzájem disjunktní neprázdné

tøídy. Naopak ka¾dý rozklad tøídy na neprázdné disjunktní tøídy urèuje ekvivalenci - dva

prvky jsou ekvivalentní, jestli¾e padnou do té¾e tøídy rozkladu.

S ekvivalencí souvisí je¹tì jedna dùle¾itá matematická konstrukce.

De�nice: Buï E ekvivalence na mno¾inì a 6= ;. Mno¾ina a=E = f[x]

E

; x 2 ag se nazývá

faktorizace mno¾iny a podle ekvivalence E.

Pøíklad s racionálními èísly dává tu¹it, ¾e faktorizace mno¾in hrají dùle¾itou úlohu pøi

konstrukci matematických struktur.

Faktormno¾ina nám také umo¾òuje prokázat, ¾e ka¾dou ekvivalenci na mno¾inì lze pop-

sat jako ekvivalenci urèenou funkcí. Je-li toti¾ E ekvivalence na a, de�nujeme funkci f

pøedpisem f(x) = [x]

E

.

Srovnání mohutností mno¾in.

Pøirozeným srovnáním mno¾in podle velikosti je inkluze. Pøi tomto pohledu v¹ak dvì

rùzné jednoprvkové mno¾iny jsou nesrovnatelné. Proto se zavádí v teorii mno¾in srovnání
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podle mohutností (kardinalit).

De�nice: 1) Øekneme, ¾e mno¾iny x, y mají stejnou mohutnost (znaèíme x � y), jestli¾e

(9f)(f : x ! y).

2) Øekneme, ¾e mno¾ina x má mohutnost men¹í nebo rovnu y (znaèíme x � y), jestli¾e

x � z pro nìjakou podmno¾inu z mno¾iny y. Øekneme, ¾e mno¾ina x má mohutnost men¹í

ne¾ y (znaèíme x � y), jestli¾e x � y a :x � y.

Ètenáø snadno nahlédne, ¾e � je ekvivalence. Na tøídy této ekvivalence se mù¾eme

dívat jako na jistý èíselný obor roz¹iøující (do nekoneèna) obor pøirozených èísel. Èísla

urèená tìmito tøídami byla Cantorem nazývána kardinální èísla. V moderní matematice

pro kardinální èísla volíme speciální reprezentanty (nejmen¹í ordinální èíslo v dané tøídì),

podobnì jako ve dvojicích celých èísel hn;mi reprezentujících racionální èísla (pou¾íváme pøi

tom znaèení n=m) volíme reprezentanta tak, aby n, m byla nesoudìlná a m bylo kladné. Pøi

tomto pohledu nám relace � reprezentuje uspoøádání, zatím v¹ak vidíme pouze reexivitu

a tranzitivitu uvedené relace. Slabá antisymetrie plyne z Cantorovy a Bernsteinovy vìty ke

které budeme smìøovat. Nejdøíve si doka¾me pomocnou vìtu.

Vìta (o pevném bodu neklasající funkce): Nech» F : P(x) �! P(x) je neklesající (vzhle-

dem k �) funkce. (Tedy u � v ! F (u) � F (v).) Pak existuje t � x takové, ¾e F (t) = t (t

je pevný bod F ).

Dùkaz: Polo¾me M = fu � x; u � F (u)g. Uká¾eme, ¾e t =

S

M je hledaným pevným

bodem. Nejdøíve uká¾eme, ¾e t 2 M , tedy t � F (t). Nech» z 2 t, tedy z 2 u, pro

nìjaké u 2 M . Pak z u � t (pøipomeòme u 2 M a t =

S

M) a monotonie F , plyne

z 2 u � F (u) � F (t), tedy t � F (t). Odtud z monotonie F plyne F (t) � F (F (t)), tedy

F (t) 2 M . Proto¾e t =

S

M , platí F (t) � t. Dokázali jsme obì inkluze, a proto platí

t = F (t).

Vìta (Cantor, Bernstein): Nech» x � y a y � x, pak x � y.

Dùkaz: Nech» f a g jsou prosté funkce takové, ¾e f : x �! y a g : y �! x. Pro u � x

polo¾me F (u) = x� g"(y � f"u). Takto de�novaná funkce je neklesající funkce z P(x) do

P(x) a má proto pevný bod t (F (t) = t), tedy t = x� g"(y� f"t). Pøechodem k doplòkùm

odtud dostaneme x� t = g"(y � f"t). De�nujme nyní funkci h pøedpisem h(z) = f(z) pro

z 2 t a h(z) = g

�1

(z) pro z 2 x� t. Uká¾eme, ¾e h : x ! y.

Nejdøíve uka¾me prostotu h. Nech» z, v jsou dva rùzné prvky x. Jsou-li z, v 2 t (resp.

2 x � t), pak jejich obrazy jsou rùzné, jak plyne z prostoty f (resp. g

�1

). Je-li z 2 t a

v 2 x � t, pak h(z) = f(z) 2 f"t a h(v) = g

�1

(v) 2 y � f"t, tedy h(z) 6= h(v). Tím je

prostota h dokázána.

Nyní uka¾me ¾e h je na y. Je-li v 2 f"t, pak existuje z 2 t takové, ¾e v = f(z) = h(z).

Je-li v 2 y � f"t, pak existuje z 2 x� t takové, ¾e v = g

�1

(z) = h(z).

Díváme-li se na � jako na rovnost, je � uspoøádání. Linearita tohoto uspoøádání je

ekvivalentní s axiomem výbìru (mnohem pozdìji doká¾eme jednu implikaci). Na naznaèené

struktuøe (vzniklé faktorizací podle �) roz¹iøující strukturu pøirozených èísel máme zatím

zavedenu rovnost a uspoøádání. Zaveïme zde je¹tì bì¾né poèetní operace, roz¹iøující operace

známé z pøirozených èísel (nìkteré vlastnosti tìchto operací budou mnohdy neobvyklé).

Nejdøíve v¹ak upøesnìme naznaèený èíselný obor následující de�nicí.
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De�nice: Kardinálním èíslem x (znaèíme jxj) rozumíme tøídu rozkladu podle ekvivalence

� obsahující x jako svùj prvek. (Pozdìji doplníme té¾ mno¾inového reprezentanta této

tøídy).

Vedeni analogií z pøirozených èísel de�nujeme mocninu mno¾in následujícím zpùsobem.

De�nice:

x

y = ff ; f : x �! yg.

Dále de�nujeme poèetní operace na kardinálních èíslech.

De�nice:1) jxj+ jyj = jf0g � x [ f1g � yj

2) jxj � jyj = jx� yj

3) jxj

jyj

= j

y

xj

Pøíslu¹nou soustavu lemat ukazujících, ¾e ve shora uvedených de�nicích nezávisí na volbì

reprezentantù tøíd a asociativní, komutativní a distributivní zákony pro + a � pøenecháváme

ètenáøi.

Zavedené poèetní operace mají v¹ak v nekoneèném pøípadì mnohdy odli¹né vlastnosti od

tìch, na které jsme zvyklí v koneèném pøípadì. Nech» N oznaèuje mno¾inu pøirozených èísel

a R oznaèuje mno¾inu reálných èísel. Pak platí následující rovnosti.

Vìta: 1) jNj + jNj = jN j � jN j = jN j

2) jRj + jRj = jRj � jRj = jRj

Dùkaz: 1) Dva exempláøe N zobrazíme vzájemnì jednoznaènì na N tak, ¾e jeden zobrazíme

na lichá a druhý na sudá èísla. N vnoøíme do N �N tak, ¾e N zobrazíme na f0g�N a N �N

vnoøíme do N tak, ¾e dvojici hn;mi pøiøadíme èíslo 2

n

� 3

m

. Cantorova a Bernsteinova vìta

nám pak zaruèuje existenci vzájemnì jednoznaèného zobrazení N � N a N .

2) Nejdøíve si uvìdomme, ¾e funkce tg(� � (x�1=2)) zobrazuje vzájemnì jednoznaènì R a

otevøený interval (0; 1). Dva exempláøe tohoto intervalu (napø. (0; 1) a (1; 2)) vnoøíme

do R a Cantorova a Bernsteinova vìta nám pak zaruèuje existenci po¾adovaného vzá-

jemnì jednoznaèného zobrazení. Tím je ukázáno, ¾e souèet dvou exempláøù kardinálního

èísla odpovídajícího R je roven jRj. Nyní uka¾me, ¾e (0; 1) � (0; 1) � (0; 1). Interval

(0; 1) vnoøíme do jeho kartézké druhé mocniny tak, ¾e ka¾dému èíslu x pøiøadíme dvojici

h1=2; xi. Kartézkou druhou mocninu vnoøíme do intervalu tak, ¾e dvojici hx; yi s dvojkovými

rozvoji x = 0; x

1

x

2

x

3

: : : , y = 0; y

1

y

2

y

3

: : : pøiøadíme èíslo z = 0; x

1

y

1

x

2

y

2

x

3

y

3

: : : . Takto

dostaneme hledané vnoøení (napø. èíslo 0; 1010 : : : nebude mít vzor). Cantorova a Bern-

steinova vìta nám pak zaruèuje existenci po¾adovaného vzájemnì jednoznaèného zobrazení.

Následující slavná Cantorova diagonální úvaha ukazuje, ¾e reálných èísel je v rámci teorie

mno¾in ostøe více ne¾ èísel pøirozených.

Vìta (Cantor): N � R

Dùkaz: N � R je jasné, nebo» N je èástí R. Dovedeme ke sporu pøedpoklad (9f)(f : N  !

R). Staèí ukázat, ¾e nelze oèíslovat reálná èísla otevøeného intervalu (0; 1) pøirozenými èísly.

Nech» tedy a

1

; a

2

; a

3

; : : : je takové oèíslování. Nech»

a

1

= 0; a

1

1

a

2

1

a

3

1

: : :

a

2

= 0; a

1

2

a

2

2

a

3

2

: : :

a

3

= 0; a

1

3

a

2

3

a

3

3

: : :

: : :
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jsou desetinné zápisy pøíslu¹ných èísel. De�nujme èíslo c = 0; c

1

c

2

c

3

: : : pøedpisem:

c

i

= 7, kdy¾ a

i

i

< 5 a c

i

= 2, kdy¾ a

i

i

> 4.

Toto èíslo c je v intervalu (0; 1), ale nemù¾e být ¾ádným èíslem a

i

, nebo» c

i

6= a

i

i

a zápis c

je jednoznaèný, proto¾e obsahuje jen cifry 2 a 7.

Uvedená úvaha se ukázala být velice mocnýmmatematickýmprostøedkem. Ukazuje napø.,

¾e existuje reálné èíslo, které není koøenem algebraické rovnice s celoèíselnými koe�cienty,

ani¾ by nìjaké takové èíslo skuteènì uvedla (jsou to napø. èísla �, e, dùkazy tìchto faktù jsou

v¹ak mnohem obtí¾nìj¹í), proto¾e tyto koøeny lze oèíslovat pøirozenými èísly. Poznamenejme

je¹tì, ¾e koøeny algebraických rovnic s celoèíselnými koe�cienty se nazývají èísla algebraická

a koøeny algebraických rovnic s algebraickými koe�cienty jsou opìt èísla algebraická.

Heslovitì uka¾me je¹tì jednu úvahu z jiné oblasti matematiky pou¾ívající diagonální

úvahu. Jedná se o problém zastavení algoritmu. Asi ka¾dý, kdo se uèil programo-

vat se setkal se situací, ¾e jeho program se dostal do nekoneèného cyklu. Vzniká otázka, zda

lze takové programy algoritmicky odhalit. (Zde ji¾ implicitnì pou¾íváme tzv. Churchovu

tezi, algoritmy - intuitivní pojem - ztoto¾òujeme s programy - pøesnì de�novanými objekty

napø. posloupnostmi instrukcí idealizovaného výpoèetního stroje.)

Pro upøesnìní problému si uvìdomme nìkolik faktù:

1) Ka¾dý program je urèen zdrojovým textem, co¾ je jisté èíslo v 256-kové soustavì.

Funkci f vyèíslovanou tímto algoritmem (obecnì parciální funkci její¾ hodnota f(x) je hod-

nota výstupu pøi kterém algoritmus zastaví pøi vstupu x a není de�nována pokud algoritmus

nezastaví) mù¾eme oèíslovat èíslem pøedstavovaným uvedeným zdrojovým textem. (Pøi tom

stejná funkce mù¾e být v tomto oèíslování uvedena vícekrát, nebo» napø. poznámky v zdro-

jovém textu mohou být rùznì formulovány.)

2) Døíve popsané kódování dvojic (2

n

� 3

m

) lze zvládnout algoritmem (programem) a

existuje algoritmus T (hn;mi), který dvojici hn;mi pøiøadí výstup (èíslo, nebo neskonèí)

stejný, jako získáme programem se zdrojovým textem n a vstupem m. V pøípadì, ¾e n

není zdrojový text (je syntakticky chybný) dává výstup 0. (Takovým programem je napø.

upravený interpret programovacího jazyka, který místo chybových hlá¹ek dává 0).

Kdyby existoval algoritmus H(hn;mi), který by dával hodnotu 0, pokud program se

zdrojovým textem n neskonèí pøi vstupu m a hodnotu 1, pokud skonèí, de�novali bychom

totální (pro v¹echna pøirozená èísla de�novanou funkci) C následujícím (algoritmickým)

pøedpisem.

C(n) = T (hn; ni) + 1, pokud H(hn; ni) = 1

C(n) = 1, pokud H(hn; ni) = 0

Funkce C je vyjádøitelná programem se zdrojovým textem c. Úvahou anologickou døíve

uvedené Cantorovì diagonální úvaze spoèítáme, ¾e C(c) = T (hc; ci) podle bodu 2). Podle

de�nice C v¹ak máme C(c) = T (hc; ci) + 1. Tím je ukázáno, ¾e funkce H nemù¾e být

popsána algoritmem.

Dále zobecníme Cantorovu vìtu dokázanou diagonální úvahou, ¾e reálných èísel je více

ne¾ pøirozených (je jich tzv. nespoèetnì).

Vìta (Cantor): x � P(x)

Dùkaz: x � P(x) doká¾eme tak, ¾e ka¾dému t 2 x pøiøadíme ftg 2 P(x).
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Dùkaz :x � P(x) je mírnou reformulací úvahy z Russellova paradoxu. Nech» f : x  !

P(x). Dovedeme ke sporu existenci takové funkce. Polo¾me C = ft; t 2 x & t =2 f(t)g. Pak

existuje c takové, ¾e C = f(c). Zkoumejme, zda c 2 C. Pokud c 2 C, pak podle de�nice

C platí c =2 C. Pokud c =2 C, pak podle de�nice C platí c 2 C podobnì jako v Russellovì

paradoxu. Bijekce x a P(x) tedy nemù¾e existovat.

Právì uvedená vìta zobecòuje døíve uvedenou vìtu (o nespoèetnosti R), nebo» ka¾dý

dvojkový zápis èísla x z uzavøeného intervalu h0; 1i mù¾eme chápat jako zakódování pod-

mno¾iny N tìch indexù i, ¾e pro pøíslu¹nou cifru platí x

i

= 1. Pøi tom èísel s dvojznaèným

zápisem je jen málo (dvojkovì racionální èísla), dají se oèíslovat pøirozenými èísly (je jich

tzv. spoèetnì).

Vzhledem ke vztahu uvedených dvou vìt se nìkdy té¾ uvahy analogické dùkazu druhé

vìty nazývají diagonální.

De�nice: Charakteristickou funkcí �

u

mno¾iny u (podmno¾iny mno¾iny x zøejmé obvykle

z kontextu) je funkce taková, ¾e dom(�

u

) = x a (8t 2 x)((t 2 u � �

u

(t) = 1) & (t =2 u �

�

u

(t) = 0)).

Mezi charakteristickými funkcemi podmno¾in x a podmno¾inami x je vzájemnì jedno-

znaèný vztah, který prokazuje následující ekvivalenci.

Vìta:

x

2 � P(x)

Z uvedené vìty a z rovnosti 2

jxj+jyj

= (2

jxj

�2

jyj

), kterou doporuèujeme ètenáøi k rozmy¹lení,

plyne okam¾itì rovnost jRj � jRj = 2

jNj+jNj

= 2

jNj

= jRj, kterou jsme ponìkud klopotnìji

dokázali døíve.

Uvedené rovnosti lze za pomoci axiomu výbìru zobecnit do rovnosti:

Jsou-li x, y neprázdné mno¾iny, z nich¾ alespoò jedna je nekoneèná, pak

jxj+ jyj = jxj � jyj = max(jxj; jyj).

Toto tvrzení zde dokazovat nebudeme, odkazujeme ètenáøe na kteroukoliv odbornou knihu

z teorie mno¾in. (Doká¾e se trans�nitní indukcí za pomoci maximolexikogra�ckého us-

poøádání. Trans�nitní indukci zde probereme pozdìji, maximolexikogra�cké uspoøádání zde

probírat nebudeme. Axiom výbìru potøebujeme pouze pro fakt, ¾e x i y lze tzv. dobøe

uspoøádat, co¾ budeme rovnì¾ de�novat pozdìji.)

Analogický ke známým vlastnostem mocniny je té¾ následující fakt.

Vìta:

x

(

y

z) �

x�y

z

Dùkaz: Vzájemnì jednoznaènou korespondenci prvkù levé a pravé strany � stanovíme

tak, ¾e zobrazení z x do funkcí z y do z, které vyznaèíme indexem (f

t

pro t 2 x je hodnota

tohoto zobrazení v bodì t) je prvkem levé strany, pøiøadíme funkci g : x � y �! z (prvek

pravé strany) de�novanou pøedpisem g(ht; ui) = f

t

(u) pro u 2 y a obrácenì.

Za pomoci této vìty (a vìty Cantorovy a Bernsteinovy) dostaneme následující mo¾ná

ponìkud pøekvapivou rovnost.

Vìta: Je-li 2 � jxj � 2

jyj

, pak jxj

jyj

= 2

jyj

.

Dùkaz: Platí toti¾ 2

jyj

� jxj

jyj

� (2

jyj

)

jyj

= 2

jyj�jyj

= 2

jyj

.

Jako speciální dùsledek uvedené rovnosti získáme jRj

jNj

= jRj, co¾ vyu¾ijeme dále.
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Není divu, ¾e tato podivuhodná struktura (kardinálních èísel) její¾ dal¹í pøekvapivé vlast-

nosti jsme neuvedli nachází velké uplatnìní pøi konstrukci rùzných dal¹ích matematických

struktur.

Jako poslední pøíklad kardinální aritmetiky uká¾eme, ¾e spojitých funkcí na reálných

èíslech je stejnì jako èísel reálných, zatímco v¹ech funkcí je stejnì jako P(R).

Vìta: 1) ff ; f je spojitá na Rg � R.

2) ff ; f : R �! Rg � P(R).

Dùkaz: 1) Ka¾dá konstantní funkce je spojitá, proto je spojitých funkcí neostøe více ne¾

reálných èísel. Pro dùkaz opaèné nerovnosti si uvìdomme, ¾e ze spojitosti plyne, ¾e funkèní

hodnota v limitì se rovná limitì funkèních hodnot a tedy spojitá funkce je urèena svými

hodnotami v racionálních èíslech. (Ka¾dé reálné èíslo je limitou racionálních èísel napø.

stále del¹ích neúplných desetinných zápisù.) Racionální èísla v¹ak umíme oèíslovat èísly

pøirozenými a za pomoci vý¹e uvedené úvahy umíme tedy vnoøit mno¾inu v¹ech spojitých

funkcí do

N

R. Ji¾ jsme v¹ak dokázali rovnost jRj

jNj

= jRj, co¾ ukazuje po¾adovanou rovnost.

2) V¹ech podmno¾in R je stejnì jako v¹ech jejich charakteristických funkcí, tedy neostøe

ménì ne¾ v¹ech funkcí. Na druhé stranì víme, ¾e ka¾dá funkce je èástí R � R, tedy v¹ech

funkcí je neostøe ménì ne¾ 2

jR�Rj

= 2

jRj

= jP(R)j.

Pøirozená èísla.

Proto¾e teorie mno¾in má být svìtem matematiky, musí být schopna v sobì vytvoøit

representanty (modely) v¹ech matematických objektù. Tyto modely se pak mnohdy kanoni-

sují, stávají se "tìmi pravými matematickými objekty". Základním objektem, který v teorii

mno¾in zmodelujeme bude struktura pøirozených èísel.

Velký italský matematik Giuseppe Peano charakterisoval pøirozená èísla následujícími

po¾adavky:

P1) 0 je pøirozené èíslo.

P2) Ka¾dé pøirozené èíslo n má jediného následovníka Sn.

P3) Sn = Sm! n = m.

P4) 0 není následovník.

P5) Indukce (druhého øádu): Ka¾dá podmno¾ina pøirozených èíselM , která má vlastnosti

0 2M a (8n)(n 2M ! Sn 2M) ji¾ obsahuje v¹echna pøirozená èísla.

Tyto po¾adavky jsou tzv. kategorické, ka¾dé dvì struktury vyhovující tìmto po¾adavkùm

jsou izomorfní (uká¾eme pozdìji).

Proto¾e uvedený po¾adavek indukce v sobì zahrnuje pojem mno¾iny, který není ostatními

po¾adavky dobøe speci�kován. (Místo mno¾ina je mo¾no pou¾ít "libovolná matematická

vlastnost". Podobné teorie se nazývají teoriemi druhého øádu a není jim pøikládána v

matematice taková dùle¾itost jako námi vy¹etøovaným teoriím prvního øádu.) Mù¾ete se

té¾ setkat v literatuøe s následující teorií prvního øádu popisující pøirozená èísla, která se na

poèest Peana nazývá Peanova aritmetika. (Zamìòování této teorie s Peanovými po¾adavky

v¹ak mù¾e vést k nedorozumìním.)

Jazyk Peanovy aritmetiky (PA) obsahuje konstantní symbol 0, unární funkèní symbol

S (následovník), dva binární funkèní symboly + a �, binární relaèní symbol = a nìkdy se
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pøidává binární relaèní symbol <. Axiomy této teorie jsou jednak obecné axiomy týkající se

rovnosti.

R1) x = x

R2) x = y ! F (: : : ; x; : : : ) = F (: : : ; y; : : : ) pro ka¾dý funkèní symbol (tedy speciálnì

x = y ! z + x = z + y)

R3) x = y ! (P (: : : ; x; : : : )! P (: : : ; y; : : : )) pro ka¾dý relaèní symbol.

Dále jsou to axiomy týkající se ji¾ zcela speci�cky aritmetiky.

N1) Sx 6= 0 N2) Sx = Sy ! x = y

N3) x+ 0 = x N4) x+ Sy = S(x+ y)

N5) x � 0 = 0 N6) x � Sy = (x � y) + x

N7) :(x < 0) N8) x < Sy � x < y _ x = y

(Poslední dva axiomy se uvádìjí jen v pøípadì, ¾e < je zahrnuta do základního jazyka

PA.)

Schéma axiomù indukce: Pro ka¾dou formuli  (n; x

1

; : : : ; x

k

) je následující formule axiom

( (0)&(8n)( (n)!  (Sn)))! (8n) (n).

Tato teorie ji¾ není kategorická. (®ádná teorie prvního øádu, která má nekoneèný model

není kategorická.) Jí se v¹ak týkají známé G�odelovy výsledky o existenci nerozhodnutelné

vìty.

Nyní pøistoupíme ke konstrukci mno¾iny pøirozených èísel v teorii mno¾in. Pou¾ijeme

pøitom v mnohém zpùsobu uvedeného v studijních textech Josefa Mlèka z teorie mno¾in.

Pøi konstrukci pøirozených èísel (a pozdìji ordinálních èísel) v teorii mno¾in se pou¾ívá

my¹lenka Johna von Neumanna, pøirozené (ordinální) èíslo je mno¾ina v¹ech èísel men¹ích.

Tedy 0 je v teorii mno¾in jak prázdná mno¾ina, tak i èíslo 0. Nadále budeme proto pou¾ívat

0 i pro oznaèení prázdné mno¾iny. Mno¾ina f0g je èíslo 1, f0; f0gg je èíslo 2, atd. Tato

reprezentace má tu výhodu, ¾e pøirozené èíslo n (jeho model v teorii mno¾in) má pøesnì

n prvkù. Takto mù¾eme postupnì sestrojit model pro libovolné "skuteèné" pøirozené èíslo.

Pøirozená èísla máme takto v mo¾nosti (v potenci), nemáme je v¹ak v¹echna najednou

aktualizovaná. Pro existenci nekoneèné mno¾iny (jakou je napø. N) pou¾ívá B. Bolzano

ve své knize Paradoxy nekoneèna my¹lenek v Bo¾í mysli. My pou¾ijeme mno¾iny zaruèené

axiomem nekoneèna.

De�nice: Øekneme, ¾e mno¾ina x je induktivní, jestli¾e platí: 0 2 x & (8t)(t 2 x !

t [ ftg 2 x).

Axiom nekoneèna tedy tvrdí, ¾e existuje induktivní mno¾ina.

De�nice: N =

T

fx; x je induktivníg (mno¾ina pøirozených èísel).

N je opravdu mno¾ina, nebo» podle axiomu nekoneèna nìjaká induktivní mno¾ina existuje

a vý¹e uvedený prùnik je proto mno¾ina.

Vìta: N je induktivní mno¾ina. (Nejmen¹í v � induktivní mno¾ina.)

Dùkaz: 0 je v ka¾dé induktivní mno¾inì a proto je i v N . Nech» n 2 N , pak n je v ka¾dé

induktivní mno¾inì, tedy n [ fng je v ka¾dé induktivní mno¾inì a proto n [ fng 2 N .

De�nice: n [ fng reprezentuje funkci následovníka (Sn) na N v teorii mno¾in.
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Vìta (Princip matematické indukce): Nech» X � N je taková podmno¾ina N , pro ní¾ platí

0 2 X a (8n)(n 2 X ! n [ fng 2 X). Pak X = N .

Dùkaz: X je induktivní mno¾ina, proto je nadmno¾inou N , která je prùnikem v¹ech in-

duktivních mno¾in. Je v¹ak také podmno¾inou N podle pøedpokladu. Tedy platí X = N .

Vìta: Pro ka¾dá n, m z N platí:

1) m 2 n! m � n 2) m 2 n � m  n

3) n =2 n 4) m 2 n _ n = m _ n 2 m

Dùkaz: Tøetí formule plyne bezprostøednì z druhé, ostatní doká¾eme postupnì indukcí.

Pro n = 0 první formule platí. Nech» m 2 n [ fng. Je-li m = n, pak m � n [ fng. Je-li

m 2 n, pak podle indukèního pøedpokladu m � n � n [ fng.

Pro n = 0 druhá formule platí. Nech» m 2 n [ fng. Je-li m 2 n, pak podle indukèního

pøedpokladu m  n � n [ fng. Je-li m = n, pak m � n � n [ fng a proto¾e n =2 n podle

3) (toto tvrzení pou¾íváme pro n, co¾ umo¾òuje indukèní pøedpoklad) je inkluze ostrá.

Nech» obrácenì m  n [ fng. Pokud by platilo n 2 m, dostali bychom podle 1) n � m a

n[fng � m  n[fng, co¾ není mo¾né. Je tedym � n. Je-lim  n dostáváme z indukèního

pøedpokladu m 2 n � n [ fng. Pokud n = m, platí m 2 n [ fng.

Ètvrtá formule pro n = 0 (m 2 0 _ 0 = m _ 0 2 m) platí, nebo» první èást disjunkce

neplatí nikdy, a pokud 0 6= m, pak 0  m odkud plyne tøetí èást disjunkce podle tvrzení 2).

Doká¾eme indukèní krok. Z prvních dvou èástí indukèního pøedpokladu plyne m 2 n[ fng.

Z n 2 m plyne n � m (podle 1)), tedy n [ fng � m. Je-li n [ fng  m, je n [ fng 2 m

(tedy i dokazovaná disjunkce). Je-li n [ fng = m, pak dokazovaná disjunkce opìt platí.

Uvedené ètyøi vlastnosti ukazují, ¾e základní mno¾inové relace 2 a  obì reprezentují

pøirozené ostré uspoøádání na N . Neostré uspoøádání je pak reprezentováno �.

Nyní jsme schopni ukázat, ¾e kanonický model N spolu s následovníkem reprezentovaným

n[fng splòuje Peanovy po¾adavky. První dva (0 je pøirozené èíslo a ka¾dé pøirozené èíslo má

jediného následovníka) jsou splnìny bezprostøednì. Uka¾me tøetí po¾adavek (Sn = Sm !

n = m). Nech» tedy n [ fng = m [ fmg & n 6= m. Za vyu¾ití trichotomie (vlastnost 4) z

pøede¹lé vìty) dostáváme m 2 n _ n 2 m. Pøedpokládejme (bez újmy na obecnosti) m 2 n,

pak (podle 1)) máme m � n, dále m[fmg � n  n[fng ve sporu s pøedpokladem. Ètvrtý

po¾adavek (0 není následovník) plyne okam¾itì z faktu, ¾e následovník v N je neprázdná

mno¾ina. Indukce je v obou pøípadech formulována stejnì.

Operace sèítání a násobení na N

.

Operace + a � (popøípadì i mocnìní) zavedeme na N stejnì jako na kardinálních èíslech.

Je to mnohem jednodu¹¹í (zvlá¹tì v dùkazech komutativních, asociativních a distributivních

zákonù), ne¾ alternativní zpùsob zavedení + a � jako opakovaného následovníka a opako-

vaného sèítání (co¾ pou¾ijeme pro ordinální èísla). Budeme k tomu potøebovat pouze násle-

dující tøi tvrzení.

Vìta: 1) (8m;n)(m � n ! m = n).

2) (8m;n)(9k)((f0g �m [ f1g � n) � k).

3) (8m;n)(9k)((n�m) � k).
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Dùkaz: V¹echna tvrzení doká¾eme indukcí. Nejdøíve indukcí doka¾me (8n)(n 6= 0 !

(9m)(n = m [ fmg)). Polo¾me X = fn; (n 6= 0 ! (9m)(n = m [ fmg))g. Platí 0 2 X,

proto¾e pøedpoklad implikace není splnìn. Je-li n 2 X, pak n [ fng 2 X, staèí polo¾it

m = n (pøedpoklad n 2 X jsme ani nepotøebovali). Tím je indukcí dokázáno X = N a

tvrzení platí.

Doka¾me 1). Pro n = 0 tvrzení platí, nebo» m � 0 ! m = 0. Platí-li n [ fng 6= 0,

tedy i m 6= 0 a rovnou jej pi¹me ve tvaru m [ fmg. Nech» f : n [ fng  ! m [ fmg.

Pokud f(n) = m, platí f : n  ! m a podle indukèního pøedpokladu platí n = m, tedy

n [ fng = m [ fmg. Pokud f(n) 6= m, pozmìníme de�nici f v bodech n a f

�1

(m) tak,

¾e de�nujeme g(n) = m, g(f

�1

(m)) = f(n) a g(t) = f(t) jinak. Pak postupujeme jako v

pøede¹lém pøípadì.

Doka¾me 2). Pro n = 0 je hledaným k èíslo m. Je-li (f0g � m [ f1g � n) � k, pak

(f0g �m [ f1g � (n [ fng)) = (f0g �m [ f1g � n) [ f1g � fng � k [ fkg

Doka¾me 3). Pro n = 0 tvrzení platí, nebo» hledaným k je 0. Je-li m � n � k, pak

m� (n [ fng) = (m� n) [ (m� fng) � k +m

Poèetní zákony pro + a � jsou bezprostøednì zøejmé ze zavedení operací a pøíslu¹ných

zákonù pro mno¾inové operace (napø. distributivního zákona pro � a [).

Konstrukce rekurzí.

Napø. funkci n! jste zavádìli pøedpisem n! = n � (n � 1) � (n � 2) : : :2 � 1. Tento pøedpis

vám sice dává porozumìní pro de�nici napø. 5!, nedává vám v¹ak ¾ádný návod jak funkci

n! zavést jako mno¾inový objekt. (Teorie mno¾in, má-li být základní matematickou teorií

musí být schopna i takovéto objekty v sobì modelovat.) Konstrukce rekurzí dává mo¾nost

zavést podobnì de�nované objekty do teorie mno¾in. Ne¾ pøistoupíme k formulaci a dùkazu

pøíslu¹né vìty, uveïme je¹tì dvì dal¹í formulace principu indukce, které budou pro dùkaz

vìty o konstrukci rekurzí lépe pou¾itelné.

Vìta: 1) (Princip ordinální indukce) Nech» pro X � N platí (8n)(n � X ! n 2 X), pak

X = N .

2) (Princip nejmen¹ího prvku) Nech» X � N & X 6= 0, pak (9n)(n 2 X & n \ X = 0),

t.j. n je nejmen¹í prvek (v pøirozeném uspoøádání N , co¾ je 2) X.

Dùkaz: Nejdøíve uká¾eme, ¾e 1) a 2) jsou ekvivalentní. Polo¾me Y = N �X. 1) pøepi¹me

tak, ¾e obì strany implikace (která je tvrzením) znegujme a implikaci otoème (co¾ je ekvi-

valentní úprava). Dostaneme X 6= N ! (9n)(n � X & n =2 X), co¾ je pøesnì tvrzení 2)

pro Y .

Nyní doka¾me 1). Polo¾me Y = fn; n � Xg. Z pøedpokladù 1) doká¾eme, ¾e Y splòuje

pøedpoklady indukce. 0 2 Y , nebo» samozøejmì 0 � X. Nech» n 2 Y , tedy n � X (podle

de�nice Y ), tedy n 2 X (podle pøedpokladu tvrzení 1)), tedy n[fng � X, tedy n[fng 2 Y .

Proto¾e Y splòuje pøedpoklady indukce, platí Y = N . Z toho uká¾eme, ¾e i X = N . Nech»

n 2 N je libovolné, pak n [ fng 2 Y , tedy n [ fng � X, tedy n 2 X.

Poznamenejme, ¾e naopak z 1) nebo z 2) spolu s tvrzením, ¾e ka¾dé nenulové pøirozené

èíslo je následovníkem lze základní verzi matematické indukce dokázat.

Nyní pøistupme ke konstrukci rekurzí v rámci teorie mno¾in.
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Vìta (O konstrukci rekurzí): Buï G v¹ude de�novaná funkce. Pak existuje jediná funkce

f taková, ¾e dom(f) = N a (8n)(f(n) = G(f � n)).

Dùkaz: Polo¾me f =

S

fg; (dom(g) 2 N) & ((8n 2 dom(g))(g(n) = G(g � n))g. Uká¾eme,

¾e f je hledaná funkce. Oznaème M mno¾inu (èásteèných funkcí) jejím¾ sjednocením je f .

Uká¾eme, ¾e parciální funkce z M prodlu¾ují jedna druhou, tedy

S

M je funkce. Nech»

g

1

; g

2

2M jsou takové funkce, ¾e dom(g

1

) � dom(g

2

), pak g

1

� g

2

. Pokud by toti¾ existovalo

k takové, ¾e g

1

(k) 6= g

2

(k), muselo by (podle principu nejmen¹ího prvku) existovat takové k

nejmen¹í, co¾ by znamenalo g

1

� k = g

2

� k, tedy g

1

(k) = G(g

1

� k) = G(g

2

� k) = g

2

(k),

ve sporu s pøedpokladem.

S

M je proto funkce.

Uká¾eme, ¾e dom(

S

M) = N . K tomu staèí ukázat, ¾e (8n)(9g 2M)(dom(g) = n). Nech»

k je nejmen¹í takové, ¾e pro nìj g 2 M neexistuje, pak

S

M je funkce splòující rekurentní

podmínku ((8n 2 dom(g))(g(n) = G(g � n))) de�novaná pro v¹echny prvky k, tedy na k,

tato funkce musí být prvkem M a její de�nièní obor je k, ve sporu s pøedpokladem. Proto

platí dom(

S

M) = N .

Jednoznaènost f se uká¾e analogicky jako jsme ukázali, ¾e funkce zM mají stejné hodnoty.

Funkce f(n) = n! se nade�nuje vìtou o konstrukci rekurzí tak, ¾e de�nujeme konstruující

funkci G následujícím pøedpisem. G(0) = 1, G(x) = max(rng(x)) �dom(x), pokud má pravá

strana (v rámci N) smysl, G(x) = 0 jinak.

Nyní uká¾eme, ¾e libovolné dvì mno¾inové struktury vyhovující Peanovým po¾adavkùm

jsou izomorfní. Uká¾eme toti¾ následující vìtu.

Vìta: Nech» hN ;O;Si je mno¾inová struktura vyhovující Peanovým po¾adavkùm, pak

existuje izomor�smus f struktury hN ; 0; n [ fngi a této struktury.

Dùkaz: Izomor�zmus f sestrojíme konstrukcí rekurzí. De�nujme konstruující funkci G

následovnì: G(0) = O, G(x) = Sx(max(dom(x))), pokud má pravá strana smysl, G(x) = 0

jinak.

Doka¾me ¾e f je izomor�zmus N a N . Nejdøíve se indukcí (v N ) doká¾e (8n 2 N )(n 6=

O ! (9m 2 N )(n = Sm)) analogicky, jako jsme to dokázali pro N .

Dále doka¾me, ¾e f je prostá. Nech» m je nejmen¹í takové, ¾e pro nìkteré vìt¹í n platí

f(m) = f(n). Nech» nejdøíve f(m) = O. Proto¾e n 6= 0, existuje l takové, ¾e n = l [ flg.

Podle konstrukce f pak máme O = f(n) = Sf(l) ve sporu s Peanovým po¾adavkem (O

není následovník). Je-li f(n) 6= O, tedy m 6= 0, existuje také k takové, ¾e m = k [ fkg.

Podle konstrukce f pak platí f(m) = Sf(k) = Sf(l) = f(n). Podle Peanova po¾adavku

(Sm = Sn ! m = n), plyne odtud f(k) = f(l), ve sporu s minimalitou m. Tím je prostota

f ukázána.

Doka¾me nyní, ¾e f zobrazuje N na N . Nech» X = rng(f). Pak O = f(0) 2 X a pokud

n 2 X, tedy n = f(n) pro nìjaké n, je Sn = f(n[fng) 2 X (podle konstrukce f). X splòuje

pøedpoklady indukce (v N ) a proto platí X = N .

Zbývá dokázat, ¾e f(0) = O a Sf(n) = f(n [ fng), co¾ v¹ak bezprostøednì plyne z

konstrukce f .

Koneèné mno¾iny.

De�nice: Mno¾ina x je koneèná (znaèíme Fin(x)), jestli¾e (9n 2 N)(x � n).
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V literatuøe lze nalézt mnoho ekvivalentních de�nic koneènosti. Nejznámìj¹í z nich jsou

de�nice Tarského a de�nice Dedekindova. Tarského de�nice je

Fin

Tar

(x) � (8y)((y � P(x) & y 6= 0) ! (9t)(t 2 y & t je minimální (vzhledem k �)

v y).

Dedekindova de�nice je

Fin

Ded

(x) � :(9y)(y  x & y � x).

Tarského de�nice je ekvivalentní námi uvedené de�nici. Má v¹ak tu výhodu, ¾e je za-

psána mno¾inovou formulí, která se neodvolává na ¾ádnou zvlá¹tní strukturu (my se v

de�nici odvoláváme na N). Dedekindova de�nice je formálnì jednodu¹¹í ne¾ Tarského, rovnì¾

se neodvolává na ¾ádnou zvlá¹tní strukturu, je v¹ak ekvivalentní Tarského de�nici jen za

pøedpokladu axiomu výbìru. (Je zmodelována teorie mno¾in bez axiomu výbìru, ve které

je nekoneèná mno¾ina x taková, ¾e Fin

Tar

(x)).

V dal¹ím uká¾eme, ¾e z mno¾in, které jsou koneèné a jejich¾ prvky jsou koneèné a prvky

tìchto prvkù jsou koneèné atd. (toto se formálnì pøesnì vyjádøí tak, ¾e tzv. univerzum x je

koneèné) nemù¾eme mno¾inovými operacemi získat nekoneènou mno¾inu. (Mno¾ina v¹ech

právì uvedených mno¾in x - tzv. dìdiènì koneèných mno¾in tvoøí model teorie mno¾in ve

které je nahrazen axiom nekoneèna jeho negací.)

Vìta: 0 a fxg jsou koneèné mno¾iny.

Vìta: 1) (Fin(x) & y � x) ! Fin(y).

2) (Fin(x) & Fin(y) ! Fin(x [ y).

Dùkaz: Dùkaz (jako v¹echny dùkazy v tomto oddílu) bude probíhat indukcí podle poètu

prvkù.

1) Pro x = 0 tvrzení platí, nebo» y = 0. Je-li y � x [ ftg, kde t =2 x, pak buï y � x a

Fin(y) podle indukèního pøedpokladu, nebo y = z[ftg & z � x a Fin(z) podle indukèního

pøedpokladu. Tedy z � k pro vhodné pøirozené èíslo k a y � k + 1.

2) Mù¾eme bez újmy na obecnosti pøedpokládat, ¾e x \ y = 0 (jinak budeme místo y

uva¾ovat y� x, které je podle 1) koneèné). Pak x � k a y � m pro vhodná k;m 2 N a tedy

y [ x � m+ k.

Uvedené dvì vlastnosti øíkají, ¾e koneèné mno¾iny mají vlastnost ideálu mno¾in. (Pro

souvislost s ostatními oblastmi matematiky pøipomeòme, ¾e èást I okruhu O se nazývá ideál,

jestli¾e x; y 2 I ! x + y 2 I a x 2 I & y 2 O ! x � y 2 I. Uva¾ujeme-li [ jako + a \

jako � získáme námi uvedený pojem.)

Dále uká¾eme, ¾e sjednocení koneèné mno¾iny koneèných mno¾in je koneèná mno¾ina.

Vìta: (Fin(x) & (8t)(t 2 x! Fin(t))) ! Fin(

S

x)

Dùkaz: Pro x = 0 je

S

x = 0 a tvrzení platí. Pro Fin(t) & t =2 x platí

S

(x[ftg) =

S

x[t.

Pøi tom

S

x je koneèná mno¾ina podle indukèního pøedpokladu a sjednocení dvou koneèných

mno¾in je koneèná mno¾ina.

Dále uká¾eme, ¾e obraz koneèné mno¾iny je koneèný.

Vìta: Fin(x) & y = f"x ! Fin(y).

Dùkaz: Bez újmy na obecnosti mù¾eme pøedpokládat, ¾e dom(f) = x (Fin(dom(f) \ x)

podle 1)). Na x uva¾ujme rozklad podle ekvivalence �, de�nované pøedpisem t � u � f(t) =
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f(u). Nech» z � x je mno¾ina nejmen¹ích prvkù tøíd ekvivalence �, tedy z je koneèná a

y � z � k, pro vhodné k 2 N , nebo» f : z  ! y.

Vìta: Fin(x)! Fin(P(x)).

Dùkaz: Pro x = 0 tvrzení platí. Nech» t =2 x, pak P(x [ ftg) = P(x) [ fu; (9v)(v 2

P(x) & u = v [ ftg)g a mno¾ina na pravé stranì [ je bijekcí P(x). P(x) je koneèná

podle indukèního pøedpokladu, její obraz je koneèný podle pøede¹lé vìty a sjednocení dvou

koneèných mno¾in je koneèná mno¾ina.

Proto¾e dvojice je koneèná mno¾ina, ukázali jsme, ¾e analogony v¹ech tvrzení axiomù ZFC

(existence výbìrové funkce pro koneènou mno¾inu se dá také dokázat indukcí) s vyjímkou

axiomu nekoneèna platí pro dìdiènì koneèné mno¾iny. Nekoneènou mno¾inu jsme nemohli

¾ádnými mno¾inovými operacemi z dìdiènì koneèných získat a axiom nekoneèna byl proto

pro existenci nekoneèné mno¾iny opravdu nutný.

Nyní je¹tì uká¾eme, ¾e koneèné mno¾iny jsou té¾ dedekindovsky koneèné.

Vìta: (Fin(x) & y  x) ! :(9f)(f : x ! y).

Dùkaz: Pro x = 0 tvrzení platí, nebo» 0 nemá ¾ádné vlastní podmno¾iny. Doka¾me

indukèní krok. Nech» pro x tvrzení platí, t =2 x a pro nìjaké y  x [ ftg existuje funkce

f taková, ¾e f : x [ ftg  ! y. Nech» nejdøíve f(t) = t, tedy t 2 y a y � ftg je vlastní

podmno¾ina x, která je obrazem x pøi bijekci f ve sporu s indukèním pøedpokladem. Pokud

f(t) 6= t, pøede�nujeme f analogicky jako v de�nici + na N (g(t) = t & g(f

�1

(t)) = f(t) a

g(u) = f(u) jinak).

Spoèetné mno¾iny.

V tomto oddíle uká¾eme, ¾e spoèetné mno¾iny jsou (podobnì jako koneèné) v jistém

smyslu "malé".

De�nice: 1) Øekneme, ¾e mno¾ina x je spoèetná, pokud x � N .

2) Øekneme, ¾e mno¾ina x je nejvý¹e spoèetná, pokud je koneèná, nebo spoèetná.

3) Øekneme, ¾e mno¾ina x je nespoèetná, pokud není nejvý¹e spoèetná.

Vìta: 1) Je-li x nejvý¹e spoèetná a y � x, pak y je nejvý¹e spoèetná.

2) Jsou-li x a y nejvý¹e spoèetné, je i x [ y nejvý¹e spoèetná.

Dùkaz: 1) Pokud je x koneèná je i y koneèná. Pokud je x spoèetná, staèí tvrzení dokázat

pro x = N (bijekcí se koneènost i spoèetnost pøenese). Nech» tedy y � N . Pomocí konstrukce

rekurzí zkonstruujeme zobrazení f následovnì. Polo¾me G(u) = nejmen¹í (v 2) prvek

y � rng(y), pokud takové existuje (pøíslu¹ná mno¾ina je neprázdná) a G(u) = ff0gg jinak.

Nech» f je funkce takto nade�novaná rekurzí. Pokud f nenabyde hodnoty ff0gg, je f bijekce

N a y, pokud n je nejmen¹í pøirozené èíslo takové, ¾e f(n) = ff0gg, pak f je bijekce n a y.

2) Vzhledem k 1) mù¾eme bez újmy na obecnosti pøedpokládat, ¾e x a y jsou disjunktní

(x[ y = x[ (y� x)). Jsou-li obì koneèné, je koneèné i sjednocení. Jinak x a y lze vnoøit do

dvou exempláøù N a tedy jejich sjednocení lze vnoøit do N (podle toho, jak jsme poèítali s

kardinály).

Vìta: Obraz nejvý¹e spoèetné mno¾iny x je nejvý¹e spoèetná mno¾ina.

Dùkaz: Pokud je x koneèná mno¾ina, je i její obraz koneèný. Je-li x spoèetná, staèí tvrzení
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dokázat pro x = N (bijekcí se koneènost i spoèetnost zachová). Nech» � je ekvivalence

popsaná pøedpisem t � u � f(t) = f(u). Polo¾me z = ft 2 N ; t je nejmen¹í (v 2) prvek

tøídy ekvivalence �g. Pak z � N , tedy je z nejvý¹e spoèetná a f je bijekce z a f"N.

Vìta: Je-li x nejvý¹e spoèetná a ka¾dý její prvek je nejvý¹e spoèetný, pak

S

x je nejvý¹e

spoèetná mno¾ina.

Dùkaz: V dùkazu se podstatnì vyu¾ije axiom výbìru. Je-li x koneèná, doká¾e se tvrzení

(bez pomoci axiomu výbìru) indukcí podle poètu prvkù. Dále mù¾eme bez újmy na obec-

nosti pøedpokládat, ¾e prvky x jsou navzájem disjunktní. Je-li toti¾ x = fx

i

; i 2 Ng

oèíslování prvkù x, pak

S

x =

S

fy

i

; i 2 Ng, kde y

i

= x

i

�

S

fx

k

; k 2 ig. Pøedpokládejme

tedy nadále, ¾e x

i

jsou navzájem disjunktní. Nech» F

i

oznaèuje mno¾inu v¹ech bijekcí N

(popøípadì pøirozeného èísla � x

i

) a x

i

. fF

i

; i 2 Ng je mno¾ina neprázdných mno¾in a po-

dle axiomu výbìru na ní existuje selektor. Nech» f

i

oznaèuje bijekci vybranou z F

i

. Ka¾dý

prvek

S

x je tvaru f

i

(j), kde j 2 dom(f

i

) � N . Tomuto prvku pøiøaïme dvojici hi; ji. Takto

jsme popsali vnoøení

S

x do N � N a tím dokázali spoèetnost

S

x.

Pou¾ití axiomu výbìru v dùkazu pøede¹lé vìty bylo podstatné, nebo» je dokázána beze-

spornost teorie mno¾in bez axiomu výbìru, ve které je mno¾ina reálnýh èísel R sjednocením

spoèetné mno¾iny spoèetných mno¾in a R je nespoèetná, jak jsme ji¾ dokázali.

Na rozdíl od koneèných mno¾in se z nejvý¹e spoèetných mno¾in mno¾inovými operacemi

dostaneme, nebo» jsme ji¾ dokázali, ¾e P(N) je nespoèetná.

Ordinální èísla.

Ètenáø si u¾ asi pov¹iml, ¾e indukce a konstrukce rekurzí jsou velmi mocné matematické

nástroje, a proto se matematici sna¾ili roz¹íøit u¾ití tìchto nástrojù co nejdále do nekoneèna.

Právì toto umo¾òují ordinální èísla. Pøipomeòme ètyøi základní vlastnosti pøirozených èísel

(1) m 2 n! m � n, 2) m 2 n � m  n, 3) n =2 n a 4) m 2 n _ n = m _ n 2 m) a dal¹í

formulace indukce (princip nejmen¹ího prvku a ordinální verzi indukce). Odtud vychází

následující de�nice ordinálù. Nejdøíve v¹ak de�nujme, co je dobré uspoøádání.

De�nice: Øekneme, ¾e uspoøádání ha;<i je dobré, jestli¾e platí, ¾e ka¾dá neprázdná pod-

mno¾ina a má nejmen¹í prvek. ((8b)((b � a & b 6= 0)! (9t)(t 2 b & (8u)(u 2 b! t � u))).

De�nice: Ord(X) (tøída X je ordinál), jestli¾e

1) (8t)(t 2 X ! t � X) (X je úplná - Comp(X)).

2) 2 je na X ostré dobré uspoøádání (8t; u 2 X)(t 2 u _ t = u _ u 2 t) & (8B � X)(9t 2

B)(t \ B = 0)).

Pøipomeòme, ¾e vlastnost 1) je pøesnou reformulací vlastnosti 1) pøirozených èísel a vlast-

nost 2) je reformulací vlastnosti 4) pøirozených èísel spolu s principem dobrého uspoøádání.

Odtud plyne, ¾e ka¾dé pøirozené èíslo je ordinál a ¾e té¾ mno¾ina pøirozeených èísel je ordinál.

Mno¾iny, které jsou ordinály nazýváme ordinální èísla a oznaèujene je malými písmeny øecké

abecedy. Tøídu ordinálních èísel znaèíme On.

De�nice: On = f�;Ord(�)g (tøída v¹ech ordinálních èísel).

Tøída ordinálních èísel roz¹iøuje (do nekoneèna) mno¾inu pøirozených èísel N , nebo» N je

ordinální èíslo (znaèí se !). Zanedlouho uká¾eme, ¾e On není mno¾ina (je to vlastní tøída),



ZÁKLADY TEORIE MNO®IN 23

a tedy roz¹iøuje N do tìch nejvìt¹ích nekoneèen.

Vìnujme se nyní zkoumání ordinálních èísel. Stejnì jako u pøirozených èísel je u ordinál-

ních èísel zachována von Neumannova my¹lenka, ¾e ordinální èíslo je mno¾ina v¹ech men¹ích

ordinálních èísel.

Vìta: 1) (8�)(� 2 On ! (8�)(� 2 � ! � 2 On)) (Ka¾dý prvek ordinálního èísla je

ordinální èíslo - ordinální èíslo je mno¾ina v¹ech men¹ích ordinálních èísel.)

2) (8�)(� 2 On! � [ f�g 2 On) (Následovník ordinálního èísla.)

3) (8�; �)(�; � 2 On! � \ � 2 On)

4) (8�; �)(�; � 2 On! (� 2 � _ � = � _ � 2 �)) (2 je lineární uspoøádání na On.)

Dùkaz: 1) Doká¾eme úplnost �. Nech»  2 �. Máme dokázat, ¾e (8� 2 )(� 2 �).

Z úplnosti � a tranzitivity 2 na � plyne ; � 2 � & � 2 �. Proto¾e 2 je ostré dobré

uspoøádání � a � je podmno¾ina �, je 2 ostré dobré uspoøádání �.

2) Doká¾eme úplnost �[ f�g. Je-li � 2 �[ f�g, pak buï � 2 � a tedy � � � � �[ f�g,

nebo � = � � �[f�g. Nyní uka¾me, ¾e 2 je dobré uspoøádání �[f�g. Víme, ¾e 2 je dobré

uspoøádání na �, dále víme, ¾e ka¾dý prvek � je v 2 pod �, tedy víme, ¾e antireexivita 2

na � platí. Kdyby platilo � 2 �, bylo by � prvkem sama sebe, ve sporu s antireexivitou 2

na �. (Antireexivita 2 na V je dùsledkem axiomu regularity, my ji zde dokazujeme zvlá¹»,

nebo» se zkoumají té¾ teorie mno¾in bez tohoto axiomu.) Tranzitivita 2 je pøímý dùsledek

úplnosti. Zbývá dokázat podmínku nejmen¹ího prvku. Nech» x � � [ f�g & x 6= 0. Je-li

x \ � 6= 0, pak nejmen¹í prvek x vzhledem k � je i nejmen¹ím prvkem vzhledem k � [ f�g.

Je-li x = f�g, je � nejmen¹í prvek x.

3) To, ¾e prùnik dvou úplných mno¾in je úplná mno¾ina plyne pøímo z de�nice úplnosti.

To, ¾e 2 je ostré dobré uspoøádání na prùniku, je dùsledkem toho, ¾e vlastnost být dobrým

uspoøádáním se pøená¹í na èásti (je to tzv. dìdièná vlastnost).

4) Nech» � 6= �, tedy �(�; �) 6= 0. Nech» napø. � � � = � � (� \ �) 6= 0. Nech» �

1

je nejmen¹í prvek � � �. Pak pro ka¾dé  2 � platí  2 �

1

�  2 � \ �, tedy �

1

= � \ �.

Kdyby té¾ platilo � � � 6= 0, zvolili bychom analogicky �

1

nejmen¹í prvek � � � a ukázali

�

1

= � \ � = �

1

, tedy �

1

= �

1

2 � \ � ve sporu s volbou �

1

; �

1

2 �(�; �). Celkem tedy

máme ��� = 0, tedy � = �\� = �

1

2 �. Pøípad ��� 6= 0 je analogický. Tím je dokázána

po¾adovaná trichotomie.

Vìta: Ord(On). (On je ordinál.)

Dùkaz: Ka¾dé ordinální èíslo je mno¾ina v¹ech (v 2) men¹ích ordinálních èísel, tedy je

èástí On (úplnost On).

Relace 2 je antireexivní na On (ji¾ dokázáno), tranzitivita 2 na On plyne z úplnosti

ka¾dého ordinálního èísla. Zbývá ovìøit vlastnost nejmen¹ího prvku. Nech» X � On & X 6=

0. Nech» � 2 X, pokud � \ X = 0, je � hledaný nejmen¹í prvek. Jinak je nejmen¹ím

prvkem X nejmen¹í prvek �\X (za vyu¾ití ji¾ dokázané trichotomie), jeho¾ existence plyne

z Ord(�).

Vìta: On není mno¾ina.

Dùkaz: Kdyby On byla mno¾ina, byla by ordinálním èíslem, tedy svým prvkem ve sporu

s 2 je ostré dobré uspoøádání.

K dùkazu následující vìty pou¾ijeme opìt princip nejmen¹ího prvku.
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Vìta: Je-li f izomor�zmus (vzhledem k 2) ordinálních èísel � a � (tedy f je bijekce a

 2 � � f() 2 f(�)), pak � = � a f je identita.

Dùkaz: Dovedeme ke sporu existenci takového neidentického izomor�zmu f . Nech» 

je nejmen¹í ordinální èíslo takové, ¾e � = f() 6= . Pak nutnì  2 �, nebo» � 2  by

znamenalo � = f(�) v rozporu s volbou �. Nech» � 2 � � , pak � = f

�1

(�) 2  � � (nebo»

f je izomor�zmus). Ale �(2 � � ) = f(�) 6= �(2 ) ve sporu s minimalitou .

Uvedená vìta ukazuje na speci�ckou vlastnost ordinálních èísel. Napø. na reálných èíslech

existuje mnoho izomor�zmù (vzhledem k pøirozenému uspoøádání). Jedním takovým je

násobení èíslem 2. Je pøitom podstatné, ¾e f je izomor�zmus. Nestaèí, ¾e f je bijekce,

nebo» napø. ! + 1 = N [ fNg � !, nebo» obì mno¾iny jsou spoèetné.

Pøipomeòme, ¾e pro pøirozená èísla jsme dokázali, ¾e princip nejmen¹ího prvku je ekviva-

lentní principu ordinální indukce. Analogicky se uká¾e, ¾e ji¾ dokázaný princip nejmen¹ího

prvku na On je ekvivalentní následujícímu principu trans�nitní indukce.

Vìta (Princip trans�nitní indukce): Nech» X � On má vlastnost (8� 2 On)(� � X !

� 2 X) pak X = On.

Následující vìta je pøesnou reformulací vìty o konstrukci rekurzí pro On (místo N).

Vìta (Princip konstrukce trans�nitní rekurzí): Nech» G je v¹ude de�novaná tøídová

funkce (funkce popsaná mno¾inovou formulí). Pak existuje (je popsána mno¾inovou for-

mulí vytvoøenou z popisu G) právì jedna funkce F taková, ¾e dom(F ) = On & (8� 2

On)(F (�) = G(F � �)).

Dùkaz: Analogicky jako v dùkazu vìty o konstrukci rekurzí polo¾íme F =

S

ff ; dom(f) 2

On & (8� 2 dom(f))(f(�) = G(f � �))g. Oznaèíme-li F právì uvedenou tøídu (jejím¾

sjednocením je F ), uká¾eme pomocí principu nejmen¹ího prvku, ¾e funkce z F prodlu¾ují

jedna druhou (tedy sjednocení F je funkce) a pro ka¾dé ordinální èíslo � existuje f 2 F

taková, ¾e dom(f) = � (tedy dom(F ) = On). Formule popisující F je h�; xi 2 F � (9f 2

F)(h�; xi 2 f), kde v popisu F se uvede místo G formule popisující G.

Konstrukce trans�nitní rekurzí a trans�nitní indukce jsou mocné matematické prostøedky,

které nám umo¾òují pracovat s velkými nekoneèny tak, jako by to byla "témìø" pøirozená

èísla. Jako první aplikaci uká¾eme, ¾e ka¾dé mno¾inové dobré uspoøádání je izomorfní

nìjakému ordinálnímu èíslu.

Vìta: Ke ka¾dému mno¾inovému dobrému uspoøádání ha;<i existuje jediné ordinální èíslo

� a jediný izomor�zmus f uspoøádaných mno¾in h�;2i a ha;<i.

Dùkaz: Doka¾me nejdøíve existenci f . Nech» c =2 a. De�nujme konstruující funkci G

následujícím pøedpisem. G(x) = nejmen¹í prvek a�rng(x), pokud a�rng(x) 6= 0, G(x) = c

jinak. Nech» F je funkce vykonstruovanáG vìtou o konstrukci trans�nitní rekurzí. Uká¾eme,

¾e pokud F (�); F (�) 2 a, platí � 2 � � F (�) < F (�). Postupujme sporem. Nech»

� 2 � & F (�) = minfF (�); F (�)g. Pak F (�) 2 a � rng(F � �) a F (�) < F (�) ve sporu

s volbou F (�) = min(a � rng(F � �)). Nyní uká¾eme, ¾e existuje � takové, ¾e F (�) = c.

Postupujeme opìt sporem. Kdyby pro ¾ádné � 2 On rovnost F (�) = c nenastala, byla by

F prostá funkce na celém On podle døíve dokázaného. Podle schématu axiomù vydìlení

by rng(F ) � a byla mno¾ina a podle schématu axiomù nahrazení by On = F

�1

"rng(F )

byla mno¾ina, my jsme v¹ak ji¾ dokázali, ¾e On mno¾ina není. (Postupný proces vybírání
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nejmen¹ího prvku mno¾inu a vyèerpá u nìjakého ordinálního èísla.) Nech» � je nejmen¹í

ordinální èíslo takové, ¾e F (�) = c. Polo¾me f = F � �, pak (8�;  2 �)(f(�); f() 2

a) a podle døíve dokázaného je f vnoøení h�;2i do ha;<i. Proto¾e F (�) = c, platí, ¾e

a� rng(f) = 0, tedy f je izomor�zmus.

Nyní doka¾me jednoznaènost f a �. Pokud by existovali dva izomor�zmy f a g, pak

f � g

�1

by byl izomor�zmus ordinálních èísel. My jsme v¹ak ji¾ dokázali, ¾e jediný takový

izomor�zmus je identita.

Právì dokázaná vìta nám ukazuje, ¾e tøída v¹ech dobrých mno¾inových uspoøádání

se rozkládá na tøídy navzájem izomorfních uspoøádání, pøitom ¾ádné dobré uspoøádání

není izomorfní se svým ostrým segmentem (pro t 2 a je ostrý segment urèený t mno¾ina

seg(t) = fu 2 a;u < tg) a pro dvì neizomorfní dobrá mno¾inová uspoøádání platí, ¾e je

jedno izomorfní segmentu druhého, nebo naopak. Takto chápal ordinální èísla Cantor. My

navíc máme v ka¾dé tøídì izomorfních mno¾inových dobrých uspoøádání jednoho zvlá¹tního

reprezentanta, ordinální èíslo ve smyslu moderní teorie mno¾in (jak bylo de�nováno).

Konstrukce trans�nitní rekurzí té¾ umo¾òuje zpøesnit námi na zaèátku uvedenou vágní

pøedstavu univerza mno¾in, rozèlenìného do jednotlivých hladin postupnì vznikajících stálým

opakováním operace potenèní mno¾iny na v¹e døíve dosa¾ené. Polo¾íme-liG(x) = P(rng(x))

a je-li F funkce vykonstruovaná z G vìtou o konstrukci trans�nitní rekurzí, pak (za pomoci

axiomu regularity) lze dokázat V = rng(F ). V pøípadì zkoumání teorie mno¾in bez axiomu

regularity takto dostaneme tzv. jádro vyhovující axiomùm teorie mno¾in vèetnì regularity.

Konstrukce trans�nitní rekurzí dále umo¾òuje napø. zavést na On poèetní operace +, � a

�

�

iterací (opakovaným provádìním) ni¾¹ích operací. Operaci + jako opakované pøièítání 1

(t.j. následovníka), násobení jako opakované pøièítání a mocnìní jako opakované násobení.

Trans�nitní rekurzí vyjádøíme � + � = F (�), kde F je zkonstruováno z G de�nované

pøedpisem G(0) = �, G(x) =

S

(f[fg;  2 rng(x)g). ��� = F (�), kde F je zkonstruováno

z G de�nované pøedpisem G(0) = 0, G(x) =

S

(f + �;  2 rng(x)g) pokud je pravá strana

de�nována, G(x) = 0 jinak. �

�

= F (�), kde F je zkonstruhováno z G de�nované pøedpisem

G(0) = 1, G(x) =

S

(f ��;  2 rng(x)g) pokud je pravá strana de�nována, G(x) = 0 jinak.

Proto¾e mocnina na pøirozených èíslech de�novaná opakovaným násobením není komu-

tativní, nemusí ètenáøe pøekvapit, ¾e sèítání ani násobení nejsou na ordinálních èíslech ko-

mutativní. Platí toti¾, ¾e 1 + ! = ! 6= ! + 1 a 2 � ! = ! 6= ! � 2 = ! + !.

Pøipomeòme je¹tì, ¾e poèetní operace jsme do nekoneèna roz¹íøili ji¾ døíve v kardinální

aritmetice. Tato dvì roz¹íøení jsou v nekoneènu podstatnì rùzná. Zatímco v kardinální arit-

metice je souèet roven souèinu je roven maximu, tak v ordinální aritmetice je (pro nekoneèná

�; �) souèet i souèin v¾dy vìt¹í ne¾ jeden èlen. Naopak !

!

je spoèetné sjednocení spoèetných

mno¾in, tedy spoèetná mno¾ina, zatímco jN j

jNj

= jRj je nespoèetné.

Ji¾ døíve jsme diskutovali problém zastavení algoritmu. Nyní uvedeme jeden speciální

algoritmus, pro který se za pomoci ordinální aritmetiky doká¾e, ¾e pøi libovolném vstupu

(pøirozené èíslo) výpoèet skonèí. Pøitom je pou¾ití nekoneèných objektù pro dùkaz nutné (je

dokázána bezespornost teorie mno¾in s negací axiomu nekoneèna ve které platí, ¾e existuje

pøirozené èíslo, pro které se algoritmus nezastaví). Nekoneèná matematika tedy rozhoduje

typicky koneèný problém.

Ètenáø se ji¾ jistì setkal s vyjadøováním èísel v pozièních soustavách, zcela jistì má
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zku¹enosti s desítkovou soustavou, asi ví o dvojkové soustavì a mo¾ná se té¾ setkal s ¹estnác-

tkovou (hexadecimální) soustavou ve výpoèetní technice. Budeme se zajímat o vyjadøování

pøirozených èísel v pozièních soustavách. Pro vyjádøení èísla se pou¾ívají cifry, co¾ jsou

èísla men¹í ne¾ je základ pozièní soustavy. (V dvojkové soustavì se pou¾ívají cifry 0 a 1, v

desítkové cifry 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 a 9.) Vyjádøené èíslo se pak ze zápisu získá tak, ¾e

cifra v 0-té pozici (nejpravìj¹í) se vynásobí základem na 0-tou, pøiète se cifra v 1-té pozici

vynásobená základem na 1-tou atd. Cifry budeme nadále nazývat koe�cienty vyjádøení

zkoumaného èísla.

Zkoumejme následující algoritmus: Vstup n vyjádøíme v dvojkové soustavì vèetnì oèís-

lování pozic, oèíslování èísel tìchto pozic atd. Jeden krok algoritmu spoèívá v tom, ¾e o

1 zvedneme základ pozièní soustavy pøi zachování koe�cientù a od takto vzniklého èísla

odeèteme 1 a vyjádøíme jej v aktuální èíselné soustavì. Získáme nové koe�cienty (mohou

se mezi nimi vyskytovat cifry základ �1, které se døíve mezi koe�cienty nevyskytovaly) a v

dal¹ím kroku za pou¾ití tìchto koe�cientù vyjádøíme èíslo pøi znovu zvednutém základu, od

kterého opìt odeèteme 1 atd. Pokud tímto procesem dospìjeme k èíslu 0 algoritmus konèí.

Uka¾me si proces na tøech poèáteèních èlenech pro èíslo 11.

11 = (1011)

2

= 1 � 2

1�2

1

+1

+ 1 � 2

1

+ 1

84 = (10010)

3

= 1 � 3

1�3

1

+1

+ 1 � 3

1

1027 = (100003)

4

= 1 � 4

1�4

1

+1

+ 3

Posloupnost takto vznikajících èísel se nazývá Goodsteinova posloupnost s poèátkem 11 a

Goodsteinova vìta tvrdí, ¾e pøi libovolném vstupu n Goodsteinova posloupnost s poèátkem

n po koneèném poètu krokù dospìje k 0.

Naznaème zhruba dùkaz této vìty. Èleny Goodsteinovy posloupnosti omezme shora or-

dinálními èísly takovými, ¾e pou¾íváme koe�cienty jednotlivých krokù, ale bereme "zák-

lad" ! (mocniny "základu" pøitom násobíme koe�cienty zprava). Takto získáme klesající

posloupnost ordinálních èísel, která musí po koneèném poètu krokù skonèit (jak plyne z

principu nejmen¹ího prvku). Detailní znìní a dùkaz vìty lze nalézt v knize Bohuslav Balcar,

Petr ©tìpánek: Teorie mno¾in, Academia Praha 1986. Zde lze té¾ najít odkaz na dùkaz

bezespornosti teorie koneèných mno¾in s negací Goodsteinovy vìty.

Axiom výbìru a jeho základní ekvivalenty.

Axiom výbìru jsme ji¾ uvedli v axiomatice teorie mno¾in. Tento axiom tvrdí, ¾e na ka¾dé

mno¾inì neprázdných mno¾in existuje selektor - funkce pøiøazující mno¾inám jejich prvky.

Jeho nejbì¾nìji pou¾ívanými ekvivalenty jsou Zornùv princip maximality a Princip dobrého

uspoøádání. Zopakujme nyní znìní axiomu výbìru a uveïme znìní uvedených dvou principù.

AC (axiom of choice) (8x)((8t)(t 2 x ! t 6= 0) ! (9S)(Fce(S) & dom(S) = x &

(8t)(t 2 x! S(t) 2 t)))

ZPM (Zornùv princip maximality) Nech» ha;�i je (èásteèné) uspoøádání splòující násle-

dující Zornovu podmínku: Pro ka¾dou podmno¾inu b � a, která je � uspoøádána lineárnì

(taková podmno¾ina se nazývá øetìzec) existuje neostrý horní odhad umno¾iny b ((8t)(t 2 b

! t � u)). Pak (neostøe) nad ka¾dým prvkem t 2 a existuje u maximální v ha;�i.

WO (Princip dobrého uspoøádání - well ordering) Ka¾dou mno¾inu lze dobøe uspoøádat.
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Ne¾ pøistoupíme k dùkazu ekvivalence uvedených tøí tvrzení, uveïme typické pou¾ití

Zornova principu maximality.

Vìta: Ka¾dou lineárnì nezávislou mno¾inu x vektorù vektorového prostoru V lze roz¹íøit

do báze b.

Dùkaz: Pøipomeòme, ¾e báze vektorového prostoru je taková lineárnì nezávislá mno¾ina

vektorù, ¾e ka¾dý vektor lze vyjádøit lineární kombinací prvkù báze. Stejnì jako v koneènìdi-

menzionálním pøípadu bude bází maximální lineárnì nezávislá mno¾ina. Je-li toti¾ u max-

imální lineární mno¾ina a vektor t není lineární kombinací prvkù u, je u [ ftg lineárnì

nezávislá mno¾ina ve sporu s maximalitou u. Máme tedy dokázat, ¾e (v �) nad x existuje

(v �) maximální lineárnì nezávislá mno¾ina b. Polo¾me a = fy; y � V & y je lineárnì

nezávislág (a ze znìní ZPM) a � (ze znìní ZPM) nech» je �. Uka¾me, ¾e je splnìna Zornova

podmínka. Nech» c je øetìzec v a uká¾eme, ¾e

S

c je po¾adovaný horní odhad c. To, ¾e

S

je horní odhad v � ètenáø dávno ví. Je potøeba ukázat, ¾e

S

c 2 a, tedy, ¾e

S

c je lineárnì

nezávislá mno¾ina. Postupujme sporem. Nech» a

1

t

1

+ � � �+ a

k

t

k

= 0, kde a

i

6= 0 jsou prvky

pøíslu¹ného tìlesa (napø. reálná èísla) a t

i

2

S

c, nech» t

i

2

S

y

i

, kde y

i

2 c jsou vhodné

lineárnì nezávislé mno¾iny. Proto¾e � je na c lineární, je nìkteré y

j

nejvìt¹í v �, proto platí

t

i

2 y

j

pro v¹echna i ve sporu s lineární nezávislostí y

j

. Zornova podmínka je splnìna a (v

�) nad x existuje maximální prvek, co¾ je hledaná báze b.

Nyní pøistupme k dùkazu ekvivalence tøí vý¹e uvedených tvrzení.

Vìta: AC, ZPM a WO jsou navzájem ekvivalentní tvrzení.

Dùkaz: Ekvivalenci doká¾eme formou tzv. "koleèka". Uká¾eme AC!ZPM!WO!AC,

pøitom budeme postupovat odzadu.

WO!AC) Nech» x je mno¾ina neprázdných mno¾in. Podle WO existuje na

S

x dobré

uspoøádání (�). De�nujme selektor S na x pøedpisem S(t) =nejmen¹í (v �) prvek t.

ZPM!WO) Chceme dokázat existenci dobrého uspoøádání � na x. Polo¾me a =

fhy;�

y

i; �

y

je dobré uspoøádání yg a hy;�

y

i � hz;�

z

i polo¾me y � z & �

y

��

z

& (8u)(8t)((u 2 y & t 2 z � y)! u �

z

t), t.j. roz¹íøení uspoøádání (na z) je tzv. koncové,

v¹echny roz¹iøující prvky jsou a¾ za pùvodními. Uká¾eme, ¾e takto nade�nované uspoøádání

� na a splòuje Zornovu podmínku a maximální prvek bude hledané dobré uspoøádání x.

Nech» b � a je øetìzec. Uká¾eme, ¾e h

S

fy; hy;�

y

i 2 bg;

S

f�

y

; hy;�

y

i 2 bgi je horní odhad

b v �. To, ¾e sjednocení (po slo¾kách) je v inkluzi (po slo¾kách) nad ka¾dým èlenem je

jasné. Je v¹ak potøeba ukázat, ¾e sjednocení uspoøádání z b je dobrým uspoøádáním sjed-

nocení nosných mno¾in z b. Antireexivita sjednocení plyne z antireexivity jednotlivých

èlenù, nebo» prvek tvaru ht; ti se do sjednocení nemù¾e dostat. Doka¾me tranzitivitu. Nech»

t; u; v jsou takové prvky sjednocení nosných mno¾in, ¾e ht; ui a hu; vi jsou prvky sjednocení

relací. Nech» t 2 y

1

, u 2 y

2

a v 2 y

3

. Proto¾e y

1

, y

2

a y

3

jsou uspoøádány inkluzí lineárnì, je

nìkterý z nich nejvìt¹í, oznaème jej y. Pak t, u i v jsou v¹echno prvky y, ht; ui a hu; vi jsou

prvky �

y

a z tranzitivity �

y

plyne ht; vi 2�

y

a tedy ht; vi je prvek sjednocení relací, které je

tedy uspoøádání. Nech» M je neprázdná podmno¾ina sjednocení nosných mno¾in. Musíme

ukázat, ¾eM má nejmen¹í prvek v sjednocení relací. Nech» t 2M a t 2 y. Uspoøádání �

y

je

dobré uspoøádání y a tedy existuje nejmen¹í prvek u 2M \ y vzhledem k �

y

. Uká¾eme, ¾e

u je té¾ nejmen¹í prvek M vzhledem k sjednocení relací. Kdyby existoval v 2M men¹í ne¾
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u ve sjednocení relací, nemohl by být prvkem y, vzhledem k minimalitì u na y \M . Nech»

tedy v 2 z a y � z (inkluze je lineární na nosných mno¾inách). Proto¾e jsme jednotlivá

uspoøádání roz¹iøovali koncovì a v 2 z�y, platí u �

z

v a tedy i u je men¹í ne¾ v v sjednocení

relací ve sporu s na¹ím pøedpokladem. Prvek u je nejmen¹í prvek M i vzhledem k sjedno-

cení relací a toto sjednocení je dobrým uspoøádáním sjednocení nosných mno¾in. Zornova

podmínka je dokázána a existuje maximální prvek hy;�

y

i uspoøádané mno¾iny a;�. Staèí

ji¾ dokázat y = x. Pokud by x � y 6= 0, tedy by existoval t 2 x � y, roz¹íøili bychom �

y

na y [ ftg tak, ¾e bychom postavili t za v¹echny prvky y, takto de�nované uspoøádání by

bylo dobré koncovì roz¹íøující �

y

ve sporu s maximalitou �

y

. Uspoøádání �

y

je proto dobré

uspoøádání x.

AC!ZPM) Budeme postupovat konstrukcí trans�nitní rekurzí. Nech» S je selektor na

P(a) � f0g. Nech» c =2 a. Øekneme ¾e u 2 a je ostrý horní odhad mno¾iny b � a, jestli¾e

platí (8v)(v 2 b ! v < u). De�nujme G následujícím pøedpisem G(0) = t, G(x) =

S(fu; u je ostrý horní odhad rng(x \ a)g), pokud je selektor de�nován (pøíslu¹ná mno¾ina

je neprázdná) a G(x) = c jinak. Nech» F je funkce vykonstruovaná G vìtou o konstrukci

trans�nitní rekurzí. Analogicky jako v dùkazu vìty, ¾e ka¾dé mno¾inové dobré uspoøádání

je izomorfní nìkterému ordinálnímu èíslu uká¾eme, ¾e dokud F nenabyde hodnotu c je to

vnoøení ordinálních èísel do ha;<i, tedy � 2 � � F (�) < F (�). Pokud by pro ¾ádné �

neplatilo F (�) = c, bylo by F vnoøení celé tøídy On do ha;<i. Obraz rng(F ) � a by byla

mno¾ina podle schematu vydìlení a On = F

�1

"(rng(F )) by byla mno¾ina podle schematu

nahrazení. Existuje tedy � takové, ¾e F (�) = c. Nech» � je nejmen¹í této vlastnosti, F"�

je øetìzec v ha;�i, který má podle Zornovy podmínky horní odhad, nemá v¹ak ostrý horní

odhad (nebo» F (�) = c), tento horní odhad ji¾ nad sebou nemá vìt¹í prvek, je to tedy

hledaný maximální prvek nad t.

Proto¾e podle principu WO víme, ¾e ka¾dou mno¾inu lze dobøe uspoøádat a dále víme, ¾e

ka¾dé dobré uspoøádání je izomorfní jedinému ordinálnímu èíslu, obsahuje ka¾dá tøída rozk-

ladu podle � nìjaké ordinální èíslo. Nejmen¹í takové ordinální èíslo volíme jako reprezentant

této tøídy a nazývá se v moderním mno¾inovém pojetí kardinálním èíslem. Odtud vychází

následující de�nice.

De�nice: 1) Ordinální èíslo � se nazývá kardinální èíslo jestli¾e není vzájemnì jednoznaènì

zobrazitelné na ¾ádné men¹í ordinální èíslo.

2) Cn = f�; (8�)(� 2 � ! :� � �)g

Proto¾e Cn � On je dobøe (a tedy té¾ lineárnì) uspoøádáno 2, je � lineární, a mohutnosti

jsou proto srovnatelné.

Zhruba naznaèíme, jak se doká¾e obrácená implikace (ze srovnatelnosti mohutností plyne

WO). Hartogsovo èíslo mno¾iny x (znaème H(x)) nech» je mno¾ina v¹ech ordinálních èísel

� takových, ¾e � � x. Uva¾ujeme-li mno¾inu v¹ech tøíd ekvivalence navzájem izomorfních

dobrých uspoøádání podmno¾in x (v jedné tøídì le¾í navzájem izomorfní dobrá uspoøádání,

která jsou èástí x� x), je to podmno¾ina P(P(x�x)) (s dobrým uspoøádáním "prvek tøídy

je izomorfní segmentu prvku vìt¹í tøídy"), která je izomorfní H(x). Proto je H(x) skuteènì

ordinální èíslo. Nemù¾e platit H(x) � x, nebo» z toho by plynulo H(x) 2 H(x). Pokud

jsou H(x) a x srovnatelné, musí nutnì být x � H(x), tedy x je vzájemnì jednoznaènì
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zobrazitelná na podmno¾inu H(x) a tímto zobrazením na x pøeneseme dobré uspoøádání

H(x).

Èíselné obory.

Pokud chce teorie mno¾in hrát úlohu základní matematické teorie, musí být schopna v

sobì vytvoøit modely základních matematických struktur, speciálnì èíselných oborù. Zatím

jsme tak uèinili pro obor pøirozených èísel.

Celá èísla Z mù¾eme v teorii mno¾in zmodelovat jako faktor mno¾inu N � N podle ekvi-

valence hm

1

; n

1

i � hm

2

; n

2

i de�nované pøedpisem m

1

+ n

2

= m

2

+ n

1

. Pøitom jsme zvyklí

oznaèovat tyto uspoøádané dvojice jako m � n. Nebudeme zde (na uèené úrovni) doka-

zovat, ¾e pøíslu¹ná ekvivalence je kongruence (pøená¹í strukturu - poèetní operace), to ji¾

ètenáø zvládl v základní ¹kole. Rad¹i podotknìme, ¾e uvedená konstrukce byla zobecnìna

do konstrukce podílové grupy k pologrupì.

Podobnì roz¹íøíme celá èísla do racionálních Q tak, ¾e budou faktormno¾inou Z � Z,

kde druhé slo¾ky budou nenulové a pøíslu¹ná ekvivalence � bude de�nována pøedpisem

hm

1

; n

1

i � hm

2

; n

2

i kdy¾ m

1

�n

2

= m

2

�n

1

, pøitom jsme zvyklí oznaèovat dvojice jako m=n.

Tato konstrukce na¹la v algebøe zobecnìní v konstrukci podílového tìlesa k oboru integrity.

Reálná èísla lze charakterizovat jako uspoøádané tìleso, ve kterém platí vìta o suprému.

Uká¾eme, ¾e toto je opìt kategorický po¾adavek - libovolné dvì struktury vyhovující uve-

denému po¾adavku jsou izomorfní. Zopakujme nejdøíve axiomatický popis reálných èísel.

Jazyk (pou¾ité symboly) je: konstanty 0, 1, unární funkèní symboly �,

�1

(opaèný prvek

a pøevrácená hodnota), binární funkèní symboly +, � (sèítání a násobení), binární relaèní

symboly =, � (rovnost a pøirozené uspoøádání).

Axiomy jsou: 1) Obecné axiomy rovnosti x = x (reexivita), x = y ! y = x (symetrie),

(x = y & y = z) ! x = z (tranzitivita), x = y ! F (: : : ; x; : : : ) = F (: : : ; y; : : : ) pro

ka¾dý funkèní symbol, x = y ! (R(: : : ; x; : : : ) ! R(: : : ; y; : : : )) pro ka¾dý relaèní symbol

(substitutivita =).

2) Axiomy komutativní grupy pro sèítaní (s 0 jako neutrálním prvkem a � jako inverzním

prvkem) a násobení nenulových prvkù (s 1 jako neutrálním prvkem a

�1

jako inverzním

prvkem). (Speciálnì po¾adujeme 0 6= 1.)

(x+ y) + z = x+ (y + z), (x � y) � z = x � (y � z) (asociativní zákony)

x+ y = y + x, x � y = y � x (komutativní zákony)

0 + x = x, 1 � x = x (neutrální prvek)

�x+ x = 0, x 6= 0! x

�1

� x = 1 (inverzní prvek)

3) Distributivní zákon: x � (y + z) = (x � y) + (x � y)

4) Zákony uspoøádání: � je lineární uspoøádání a x � y ! x + z � y + z, (0 �

z & x � y)! x � z � y � z

5) Vìta o suprému (po¾adavek druhého øádu). Ka¾dá neprázdná shora omezená mno¾ina

reálných èísel má suprémum.

(8M � R)(M 6= 0 & (9z)(8t)(t 2 M ! t � z)) ! (9x)((8t)(t 2 M ! t � x) &

(8y)((8t)(t 2M ! t � y)! x � y))).

Vìta: 1) 0 � x = 0.
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2) (�1)

2

= 1 (Pou¾íváme zde mocninu na pøirozený exponent jako opakované násobení.)

3) (�1) � x = �x.

4) 0 � x

2

, speciálnì 0 � 1

2

= 1.

5) x < y ! �y < �x.

Dùkaz: 1) 0 = �x+ x = �x+ (1 + 0) � x = �x+ x+ 0 � x = 0 � x

2) 1 = 1 + 0 = 1 + (�1 + 1)

2

= 1 + (�1)

2

+ (�1) + (�1) + 1 = (�1)

2

+ 0 + 0 = (�1)

2

.

3) �x = �x+ (1 + (�1)) � x = �x+ x+ (�1) � x = (�1) � x.

4) a) Je-li 0 � x, pak 0 = 0 � x � x

2

.

b) Je-li x � 0, pak 0 = x� x � �x a podle a) 0 � (�x)

2

= (�1)

2

� x

2

= x

2

.

5) x < y ! �y = x+ (�x+�y) < (�x+�y) + y = �x.

Uvedených pìt tvrzení bylo ukázkou, jak se bì¾né vlastnosti poèítání s reálnými èísly

odvodí pøímo z axiomù. Dal¹í bì¾né vlastnosti ji¾ dokazovat nebudeme spoléhaje na to, ¾e

ètenáø dostal ve vý¹e uvedených dùkazech dostateènou instruktá¾.

Z vìty o suprému a z pátého tvrzení snadno doká¾eme vìtu o in�mu.

Vìta (vìta o in�mu): Nech» M � R je neprázdná zdola omezená mno¾ina, pak M má

in�mum.

Dùkaz: Pou¾ij vìtu o suprému pro M = f�x; x 2Mg.

Z vìty o suprému odvodíme dále následující Archimedovu podmínku.

Vìta: Pro ka¾dé x 2 R existuje n 2 N takové, ¾e x � n, kde n je n-krát provedený souèet

1 se sebou. (Nadále budeme n ztoto¾òovat s n).

Dùkaz: Je-li x � 1, je hledaným èíslem 1. Je-li 1 � x, polo¾me M = fn; n 2 N & n �

xg. Mno¾ina M je neprázdná shora omezená mno¾ina a má proto podle vìty o suprému

suprémum y. Podle de�nice supréma y � 1 není horní závora, tedy existuje n 2 M takové,

¾e y � 1 � n, proto y + 1 � n+ 2 a n+ 2 =2M , proto x � n+ 2 z linearity uspoøádání �.

Pøíkladem uspoøádaného tìlesa, které není archimedovsky uspoøádané (proto v nìm ne-

platí ani vìta o suprému) je tìleso racionálních funkcí jedné neurèité nad tìlesem reálných

(popøípadì racionálních) èísel, ve kterém jsou reálná (popøípadì racionální) èísla uspoøádána

pøirozenì, dále (8a 2 R)(a < x) a obecné racionální funkce jsou uspoøádány v souladu s tím

co uvedená podmínka vynucuje (uspoøádání musí být v souladu s operacemi + a �).

Vìta: Mno¾ina racionálních èísel je v reálných èíslech hustá. (Tj. (8x; y 2 R)(x < y !

(9r 2 Q)(x < r < y)).)

Dùkaz: Bez újmy na obecnosti mù¾eme pøedpokládat, ¾e 0 � x < y (jinak pøejdeme

k opaèným hodnotám). Nech» n 2 N je nejmen¹í takové èíslo, ¾e 1=(y � x) < n (t.j.

y� x > 1=n). Nech» m 2 N je nejmen¹í pøirozené èíslo takové, ¾e nx < m (t.j. (m� 1)=n �

x < m=n). Z (m� 1)=n � x a 1=n < y � x dostaneme m=n < y. K dokonèení dùkazu staèí

polo¾it r = m=n.

Nyní mù¾eme pøistoupit k dùkazu faktu, ¾e dvì struktury vyhovující po¾adavkùm klade-

ným na reálná èísla jsou izomorfní.

Vìta: Nech» R a R jsou dvì struktury vyhovující vý¹e uvedeným axiomùm pro reálná

èísla. Pak existuje izomor�zmus F tìchto struktur.
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Dùkaz: Bìhem dùkazu budeme znaèit prvky a konstanty ve strukturách rùznì, relace a

funkce (operace) stejnì (s dùvìrou, ¾e k nedorozumìní nedojde).

De�nujeme (jak z de�nice izomor�zmu plyne) F (0) = (0) a F (1) = (1). Tím je ji¾ urèeno

té¾ roz¹íøení pro vnoøená pøirozená èísla N a N pøíslu¹ných struktur F (n) = n, kde nalevo je

n-krát seètená 1 a napravo n-krát seètená 1 (pøesnou de�nici je mo¾no udìlat pomocí vìty

o konstrukci rekurzí). Z dokázané vlastnosti 0 < 1 odvodíme, ¾e pøirozené uspoøádání N se

po vnoøení zachová (po vnoøení je uspoøádáním relace uspoøádání na uspoøádaném tìlese).

Dále roz¹íøíme F na vnoøená celá èísla Z a Z pøedpisem F (n � m) = F (n) � F (m) =

n� m, kde n, m jsou pøirozené násobky 1. Obdobnì roz¹iøujeme izomor�zmus pro vnoøená

racionální èísla pøedpisem F (n=m) = F (n)=F (m), kde n, m jsou vnoøená celá èísla.

V¹e, co jsme doposud potøebovali k dùkazu, ¾e F je prosté zobrazení je fakt, ¾e pro ¾ádné

pøirozené èíslo n není pøirozený n-násobek 1 èíslo 0 (tìlesa vyhovující tomuto po¾adavku se

nazývají tìlesa charakteristiky 0). V dosavadní úvaze jsme ukázali, ¾e uspoøádaná tìlesa

jsou charakteristiky 0 a ¾e do tìles charakteristiky 0 jsou jednoznaènì vnoøena racionální

èísla. Pøíkladem tìlesa charakteristiky 0, které nemù¾e být uspoøádaným tìlesem je tìleso

komplexních èísel, nebo» i

2

= �1 < 0 v rozporu s døíve ukázanou vlastností uspoøádaných

tìles (0 � x

2

).

Nakonec roz¹iøme izomor�zmus F pøedpisem F (x) = supfF (t); t 2 Q & t < xg. Toto

roz¹íøení zachovává pùvodní hodnoty pro racionální èísla, nebo» pro r 2 Q platí, ¾e r =

supft; t 2 Q & t < rg. Doka¾me, ¾e po tomto roz¹íøení je ji¾ F izomor�zmus R a R.

Doka¾me, ¾e F je prosté. Nech» x 6= y a nech» napø. x < y. Pak podle hustoty Q

existuje r 2 Q takové, ¾e x < r < y a je¹tì jednou aplikací hustoty získáme s 2 Q takové,

¾e x < r < s < y. Kdyby platilo ¾e F (x) = F (y), pak r = F (r) by byl horní odhad

fF (t); t 2 Q & t < xg jejím¾ suprémem je F (x) = F (y), proto F (y) � r, proto r by té¾

byl horní odhad mno¾iny fF (t); t 2 Q & t < yg jejím¾ suprémem je F (y) ve sporu s tím,

¾e s = F (s) je prvkem této mno¾iny a r < s. Tím je prostota F dokázána. Doka¾me,

¾e F je na R. Nech» x 2 R. Bez újmy na obecnosti mù¾eme pøedpokládat 0 < x (jinak

pøejdeme k opaènému prvku). Z Archimedovy podmínky víme, ¾e pro vhodné n platí x < n.

Mno¾ina ft; t 2 Q & F (t) < xg je neprázdná (obsahuje 0), shora omezená (èíslem n), proto

má suprémum x. Staèí ukázat F (x) = x. Kdyby napø. platilo F (x) < x, existovali by

r; s 2 Q takové, ¾e F (x) < r < s < x, co¾ bychom dovedli ke sporu obdobnì, jako pøi dùkazu

prostoty F .

Podobnì dovedeme ke sporu x < y & F (y) � F (x) a tím doká¾eme izomor�zmus F vùèi

�.

Uka¾me, ¾e F (x+ y) = F (x)+F (y). Doka¾me tvrzení pro x, y iracionální. Postupujeme

opìt sporem. Nech» napø. F (x) + F (y) < F (x+ y), pak z Archimedovy podmínky vyplyne

existence n takového, ¾e 1=n < F (x + y) � F (x) � F (y). Nech» m

x

2 Z je takové, ¾e

m

x

=2n < x < (m

x

+ 1)=2n a analogicky m

y

2 Z je takové, ¾e m

y

=2n < y < (m

y

+ 1)=2n.

Pak (m

x

=2n)+ (m

y

=2n) < x+ y < (m

x

=2n)+ (m

x

=2n)+ (1=n). Po zobrazení F dostaneme

F (m

x

=2n) + F (m

y

=2n) < F (x) + F (y) < F (m

x

=2n) + F (m

x

=2n) + (1=n) < F (x + y), ve

sporu s x+ y < (m

x

=2n) + (m

x

=2n) + (1=n).

Podobnì argumentujeme i pro F (x � y) = F (x) � F (y).

Pøistupme nyní ke konstrukci modelu R v teorii mno¾in.
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De�nice: Dedekindovým øezem x na Q nazveme dolní mno¾inu, která je neprázdná, rùzná

od Q a nemá nejvìt¹í prvek. Formálnì x � Q & x 6= 0 & (8r; s 2 Q)((s 2 x & r < s) !

r 2 x) & (8r 2 x)(9s 2 x)(r < s).

Mno¾ina v¹ech Dedekindových øezù s vhodnì zavedenou strukturou bude hledaný model

pro R.

De�nice: R = fx; x je Dedekindùv øez na Qg. Pøirozené uspoøádání � na R je �. Operace

(funkèní symboly) a konstanty 0, 1 budeme de�novat pozdìji.

Ostrý segment racionálního èísla r, seg

<

(r) = ft 2 Q ; t < rg je pøíklad Dedekindova

øezu. Mno¾ina ft 2 Q ; t < 0 _ t

2

< 2g je pøíklad Dedekindova øezu, který není ostrým

segmentem ¾ádného racionálního èísla (reprezentuje

p

2).

Vìta: Pro racionální èísla r, s platí r � s � seg(r) � seg(s) (kde index < je zøejmý ze

souvislosti).

Dùkaz: Jednoduchý dùkaz pøenecháváme ètenáøi.

Vìta ukazuje, ¾e funkce F : Q �! R je vnoøení (vzhledem k �). Takto máme zavedeny

konstanty 0 a 1 v modelu reálných èísel (jako seg(0) a seg(1)).

Uká¾eme nyní, ¾e v modelu R platí vìta o suprému.

Vìta: Nech» M � R je neprázdná shora omezená (t.j. (9x 2 R)(8y 2 M)(y � x)). Pak

S

M je dedekindùv øez, který je suprémum M .

Dùkaz: To, ¾e

S

M je suprémum M v inkluzi (která je pøirozeným uspoøádáním R),

ètenáø ji¾ dávno ví. Je potøeba dokázat, ¾e

S

M je Dedekindùv øez. Mno¾ina

S

M je

neprázdná, nebo» je sjednocením neprázdné mno¾iny neprázdných mno¾in,

S

M 6= Q , nebo»

S

M � x � Q . Mno¾ina

S

M je dolní mno¾ina, nebo» je sjednocením dolních mno¾in. Je-li

toti¾ t < u a u 2

S

M , pak u 2 y 2 M pro nìjaké y, t 2 y �

S

M . Zbývá ukázat, ¾e

S

M

nemá nejvìt¹í prvek. Kdyby t 2

S

M byl nejvìt¹í prvek, pak t 2 y 2 M pro vhodné y.

Øez y v¹ak nemá nejvìt¹í prvek, proto existuje u 2 y �

S

M takové, ¾e t < u ve sporu s

maximalitou t.

Zbývá roz¹íøit poèetní operace �,

�1

, + a � z Q na R a ukázat, ¾e po tomto roz¹íøení bude

R uspoøádané tìleso. Ten kdo si proèetl dùkaz, ¾e dvì struktury vyhovující po¾adavkùm

kladeným na reálná èísla jsou izomorfní asi ji¾ vìøí, ¾e se to povede. V dal¹ím textu toto

roz¹íøení a pøíslu¹né dùkazy popí¹eme.

De�nice: Pro x; y 2 R polo¾íme x+ y = ft+ u; t 2 x & u 2 yg.

Mù¾eme ji¾ pøenechat ètenáøi jednoduché provìøení toho, ¾e x + y je øez a ¾e R s takto

de�novaným + a s 0 jako neutrálním prvkem tvoøí komutativní pologrupu s jednotkou, tedy,

¾e jsou splnìny vý¹e uvedené grupové axiomy s výjimkou �x+ x = 0, nebo» �x je¹tì nebyl

zaveden. Zavedení �x následuje.

De�nice: Pro x 2 R polo¾íme �x = ft 2 Q ; (9u 2 Q � x)(t < �u)g.

Vìta: Mno¾ina �x je øez a platí �x+ x = 0.

Dùkaz: To, ¾e �x je dolní mno¾ina (s ka¾dým svým prvkem obsahuje v¹echny men¹í

racionální èísla) vyplývá pøímo z de�nice. Je-li u 2 Q � x a u < t, pak �t 2 �x a �x je

proto neprázdná mno¾ina. Je-li t 2 x, pak �t =2 �x, proto platí �x 6= Q . Je-li t 2 �x a
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u 2 Q �x takové, ¾e t < �u, pak t < (t�u)=2 < �u, (t�u)=2 2 �x, tedy �x nemá nejvìt¹í

prvek a je proto øezem.

Doka¾me, ¾e �x + x = 0, tedy, ¾e (8t 2 �x)(8v 2 x)(t + v < 0) a (8r 2 Q )(r < 0 !

(9t 2 �x)(9v 2 x)(r = t + v)). Nech» u 2 Q � x je takové, ¾e t < �u. Víme, ¾e v < u,

tedy �u < �v, tedy t < �v, proto t + v < 0. Je-li r < 0, nech» n 2 N je takové, ¾e

1=n < �r a m 2 Z je takové, ¾e m=n 2 x a (m + 1)=n 2 Q � x. Polo¾me v = m=n a

t = r � v < �(1=n)� v = �(m+ 1)=n, pak v 2 x, t 2 �x a r = t+ v.

Pøed roz¹íøením � na R a dùkazem zákonù uspoøádaného tìlesa pro R uveïme trochu teorie.

Ta nám pak navíc umo¾ní napø. roz¹íøit mocninu de�novanou pro racionální exponenty na

v¹echny reálné exponenty.

De�nice: Øekneme, ¾e funkce � : T � T �! R je metrika na T , jestli¾e

1) 0 � �(x; y)

2) �(x; y) = 0 � x = y

3) �(x; y) = �(y; x)

4) �(x; z) � �(x; y) + �(y; z) (trojúhelníková nerovnost).

Mno¾inu T s metrikou � nazýváme metrický prostor.

Vìta: jx� yj = max(x� y; y � x) je metrika na R.

Dùkaz pøenecháváme ètenáøi, jedná se o obvyklou vzdálenost na èíselné ose reálných èísel.

Vìta: Jsou-li �

1

(x

1

; y

1

) a �

2

(x

2

; y

2

) metriky na T

1

a T

2

, je �(hx

1

; x

2

i; hy

1

; y

2

i) =

max(�

1

(x

1

; y

1

); �

2

(x

2

; y

2

)) metrika na T

1

� T

2

.

Dùkaz: Ovìøí se podmínky z de�nice metriky.

De�nice: UzávìremM mno¾inyM v metrickém prostoru T nazýváme mno¾inu v¹ech bodù

x prostoru T , které mají nulovou vzdálenost odM , t.jM = fx; (8n 2 N)(9y 2 M)(�(x; y) <

1=n).

Vìta: Q = R v metrickém prostoru R.

Jednoduchý dùkaz pøenecháváme ètenáøi. Vyu¾ije se hustoty Q v R. Ke ka¾dému x a

" > 0 existuje r 2 Q , takové, ¾e x < r < x+ ".

Zesilme nyní ponìkud pojem spojitosti funkce.

De�nice: Øekneme, ¾e funkce f : M �! T

2

je spojitá stejnomìrnì na M (podmno¾inì

metrického prostoru T

1

, T

2

je také metrický prostor) jestli¾e pro ka¾dé " > 0 existuje � > 0

takové, ¾e pro ka¾dé x; y 2M platí, ¾e �

1

(x; y) < � ! �

2

(f(x); f(y)) < ".

Vìta: 1) Funkce f(x) = �x je stejnomìrnì spojitá na R.

2) Funkce f(x; y) = x+ y je stejnomìrnì spojitá na R

2

.

Dùkaz: 1) Staèí polo¾it � = " pro ovìøení po¾adavku z de�nice.

2) Staèí polo¾it � = "=2 a ovìøit po¾adavky z de�nice.

Vìta: 1) Pro ka¾dé K 2 N & K > 0 je funkce f(x) = 1=x stejnomìrnì spojitá na

Q � (�1=K; 1=K).

2) Pro ka¾déK 2 N &K > 0 je funkce f(x; y) = x�y stejnomìrnì spojitá na ([�K;K]\ Q )

2

.

Dùkaz: 1) Platí 1=x�1=y = (y�x)=x �y, staèí proto polo¾it � = "=K

2

a ovìøit po¾adavky

z de�nice stejnomìrné spojitosti.
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2) Platí x

1

� y

1

�x

2

� y

2

= y

1

(x

1

�x

2

)+ x

2

(y

1

� y

2

), staèí proto polo¾it � = "=2K a ovìøit

po¾adavky z de�nice stejnomìrné spojitosti.

Vìta (o roz¹iøování stejnomìrnì spojité funkce): Nech» f : M �! R (kde M je podm-

no¾ina metrického prostoru T ) je stejnomìrnì spojitá funkce naM , pak existuje právì jedna

funkce F :M �! R stejnomìrnì spojitá na M taková, ¾e F � M = f .

Dùkaz: Doka¾me nejdøíve jednoznaènost F . Nech» tedy F a G jsou dvì takové funkce.

Nech» pro nìjaké x 2 M platí G(x)� F (x) > ". K "=2 existuje � z podmínky stejnomìrné

spojitosti. K tomuto � existuje y 2 M takové, ¾e �(x; y) < �. Pak ale G(x) � F (x) =

(G(x)� f(y)) + (f(y)� F (x)) < " ve sporu s døívìj¹í nerovností.

Doka¾me existenci. Nech» � je odpovídající " = 1 z podmínky stejnomìrné spojitosti.

Pro x 2 M polo¾me F (x) = inffsup(f"fy 2 M ; �(x; y) < �=ng); n 2 N & n > 1g. Nech»

z 2 M je takové, ¾e �(x; z) < �=2, pak pro ka¾dé y 2 fy 2 M ; �(x; y) < �=ng z vý¹e

uvedených mno¾in platí �(z; y) < � (jak plyne z trojúhelníkové nerovnosti), a proto platí

jf(z) � f(y)j < 1 (z volby �). Obrazy jsou proto omezené jak zhora, tak zdola, supréma

proto existují a jsou omezená zdola, proto existuje in�mum a de�nice F (x) má smysl.

Doka¾me stejnomìrnou spojitost F na M . Zvolme "

1

> 0. K "

1

=4 existuje �

1

z de�nice

stejnomìrné spojitosti pro f na M . Uká¾eme, ¾e �

1

=4 vyhovuje podmínce stejnomìrné

spojitosti pro F a "

1

. Nech» tedy x

1

; x

2

2 M jsou takové, ¾e platí �(x

1

; x

2

) < �

1

=4. Nech»

n 2 N je takové, ¾e �=n < �

1

=4. Nech» z

1

2M je takové, ¾e �(x

1

; z

1

) < �=n a podobnì nech»

z

2

2 M je takové, ¾e �(x

2

; z

2

) < �=n. Pak �(z

1

; z

2

) � �(z

1

; x

1

) + �(x

1

; x

2

) + �(x

2

; z

2

) <

�

1

, proto jf(z

1

) � f(z

2

)j < "

1

=4. Pro v¹echna y 2 f y 2 M ; � (x

1

; y) < �=ng platí

�(z

1

; y) � �(z

1

; x

1

)+�(x

1

; y) < �

1

, proto jf(z

1

)�f(y)j < "

1

=4, proto jf(z

1

)�F (x

1

)j � "

1

=4.

Analogicky získáme jf(z

2

� F (x

2

)j � "

1

=4. Celkem máme, ¾e jF (x

1

) � F (x

2

)j � jF (x

1

) �

f(z

1

)j+ jf(z

1

)� f(z

2

)j+ jf(z

2

)� F (x

2

)j < "

1

.

To, ¾e pro ka¾dé x 2 M platí F (x) = f(x), doká¾eme tak, ¾e pro ka¾dé " > 0 uká¾eme

jf(x)� F (x)j < ". Pøi tom postupujeme podobnì jako døíve.

Uvedenou vìtu jsme dokázali jen pro funkce s reálnými hodnotami. Vìtu je mo¾no roz¹íøit

i pro funkce s hodnotami v úplných metrických prostorech. Podmínka stejnomìrné spojitosti

f byla podstatná, nebo» napø. funkce sin(1=x) je spojitá na (0; 1), na uzávìr ([0; 1]) v¹ak

spojitì roz¹íøit nejde.

Na základì právì dokázané vìty roz¹íøíme operace x � y a x

�1

z racionálních èísel na èísla

reálná. Je-li jxj < K a jyj < K, staèí pøipomenout stejnomìrnou spojitost x�y na ([�K;K]\

Q)

2

a je-li 1=K < jxj pøipomìòme stejnomìrnou spojitost x

�1

na Q � (�1=K; 1=K).

Zbývá dokázat, ¾e R se zavedenými operacemi a uspoøádáním je uspoøádané tìleso. Nej-

døíve si ponìkud prohlubme znalosti o stejnomìrnì spojitých funkcích.

Pøipomeòme, ¾e skládání funkcí (obecnìji jsme zavedli skládání relací) lze pøepsat formulí

(f � g)(x) = g(f(x)), dále zaveïme kombinaci funkcí.

De�nice: Nech» f : X �! Y a g : X �! Z jsou funkce. Kombinace f a g je funkce

f � g : X �! Y � Z de�novaná pøedpisem f � g(x) = hf(x); g(x)i. (Vìøíme, ¾e díky

souvislosti nenastane zámìna s kartézkým souèinem f a g.)

Dále de�nujme funkci projekce.

De�nice: Projekcí Pr

i

k

: V

k

�! V (kde 0 < i � k) nazýváme funkci de�novanou pøed-
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pisem Pr

i

k

(hx

1

; : : : ; x

k

i) = x

i

.

Vìta: 1)Projekce Pr

i

k

je stejnomìrnì spojitá na R

k

.

2) Nech» f : T �! S a g : S �! R jsou funkce takové, ¾e f je stejnomìrnì spojitá na

M � T a g je stejnomìrnì spojitá na f"M , pak f � g je stejnomìrnì spojitá na M .

3) Nech» f : T �! S a g : T �! R jsou funkce takové, ¾e f i g jsou stejnomìrnì spojité

na M � T , pak f � g je stejnomìrnì spojitá na M .

Dùkaz: 1) Staèí polo¾it � = " v de�nici stejnomìrné spojitosti.

2) Mìjme stanoveno " > 0 v podmínce stejnomìrné spojitosti. K tomuto " existuje �

v podmínce stejnomìrné spojitosti pro g, a k tomuto � (chápanému jako "

1

) existuje �

1

v

podmínce stejnomìrné spojitosti pro f . Toto �

1

je hledané pro " v podmínce stejnomìrné

spojitosti pro f � g.

3) Mìjme stanoveno " > 0 v podmínce stejnomìrné spojitosti. K tomuto " existuje �

1

v

podmínce stejnomìrné spojitosti pro f a �

2

v podmínce stejnomìrné spojitosti pro g. Staèí

polo¾it � = min(�

1

; �

2

).

To, ¾e R spolu s 0, � a + splòuje vlastnosti komutativní grupy jsme ji¾ dokázali. Doka¾me

nyní komutativitu násobení.

Vìta: Pro ka¾dé x; y 2 R platí x � y = y � x.

Dùkaz: Nech» jxj < K a jyj < K. Po¾adovanou rovnost mù¾eme té¾ vyjádøit jako x � y �

y � x = 0, kde na levé stranì rovnosti je funkce dvou promìnných, kterou mù¾eme vyjádøit

operacemi slo¾ení a kombinace provedené na funkce Pr

1

2

, Pr

2

2

, �, +, �. Konkrétnì jde o

výraz ((�)� (((Pr

2

2

� Pr

1

2

) � (�)) � (�))) � (+). Uvedená funkce je na [�K;K]

2

stejnomìrnì

spojitá a v racionálních èíslech nabývá hodnotu 0, musí proto nabývat hodnotu 0 i na èíslech

reálných.

Analogicky se doká¾í ostatní grupové zákony pro 1,

�1

a �, a zákon distributivní.

Pro dùkaz, ¾e R je uspoøádané tìleso, pøenecháváme ètenáøi, aby ukázal, ¾e x � y �

0 � y + (�x) a pak ji¾ zbývá ukázat 0 � x & 0 � y ! 0 � x � y, co¾ se opìt pøenese z

racionálních èísel na základì stejnomìrné spojitosti funkce �.

Pro ty ètenáøe, kterým se více líbil pøístup roz¹iøování èíselných oborù vhodnými fak-

torizacemi, uveïme, ¾e reálná èísla lze té¾ budovat jako faktorstrukturu na mno¾inì v¹ech

cauchyovských posloupností racionálních èísel.

Zajímavý zpùsob vybudování reálných èísel je uveden v knize P. Vopìnky: Úvod do

matematiky v alternatívnej teórii mn¾ín, alfa Bratislava 1989. Zde jsou vybudována reálná

èísla jako faktortøídy tìch racionálních èísel, jejich¾ desetinný rozvoj se li¹í a¾ za horizontem

rozpoznatelnosti (li¹í se jen v nekoneènì velkých indexech za desetinnou èárkou).


