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Tato skripta slouzi jako pomiicka k prednasce ,, Automaty a gramatiky“ na
MFF UK. Obsahuji tedy pouze zakladni tivod do dané problematiky. Vétsi-
na kapitol zde uvedenych je zestruénénim (a také ,polidsténim“, jak doufam)
knihy [2].



2 OBSAH

Obsah
1 Zakladni pojmy z teorie jazyku 3
2 TUvod do teorie automatu 3
2.1 Historie . . . . . . ... 3
2.2 Automaty ajazyky . . . . . ... 4
2.3 Klasifikace automatt . . . . ... ..o oL 4
2.4 Mooretv automat . . . . . . ... Lo 5
2.5 Mealyho automat . . . . . . ... ..o 6
2.6 Zadavani automatd v praxi . . . ... ... 6
2.7 Ekvivalence Mooreova a Mealyho automatu . . . . ... ... .. 7
3 Propojovani a dekompozice automatu 10
3.1 Automatova a stavova kongruence . . . .. ... ... ... ... 10
3.2 Podilovy automat . . . . .. ... o oo 12
3.3 Sériova a paralelni dekompozice . . . . . .. ... L. 15
4 Regularni jazyky 25
4.1 Akceptory . . . . ... 25
4.2 Syntaktické kongruence jazykd . . .. ... ..o 31
4.3 Nedeterministické akceptory . . . . . . ... ... L. L. 38
4.4 Dvoucestné automaty . . . . .. ... 48
4.5 Substituce . . . .. Lo 54
4.6 Kvocienty jazykd . .. .. ... o 99
5 Gramatiky 61
5.1 Chomského hierarchie . . . ... ... ... ... ... ...... 62
5.2 Bezkontextové gramatiky . . . . .. ..o Lo o Lo 70
5.2.1 Normdlni formy . . . . . . ... ... ... .. ... ..., 70
5.2.2 Derivaéni stromy . . . . . ... ..o 72
5.2.3 Operace nad bezkontextovymi gramatikami . . .. .. .. 75
6 Zasobnikové automaty 77
7 Turingovy stroje 88
7.1 Odvozené Turingovy stroje . . . . . . .. . . .. ... ... ... 89
7.2  Univerzalni Turingdv stroj . . . . . . . . . . ... ... ... ... 99
Rejstrik 102
Seznam vét 105
Seznam piikladu 105
Literatura 105

A Prehled jazyka podle Chomského hierarchie 106



1 Zakladni pojmy z teorie jazyku
e Abeceda A je libovolnéd kone¢na mnozina A
e prvky abecedy A budeme nazyvat pismena, resp. symboly

e Slovem nazveme kazdou kone¢nou posloupnost pismen, jeji délku nazveme
délkou slova

e prazdné slovo (slovo délky 0) oznacime A

e mnozinu vsech slov nad abecedou A oznac¢ime A*

e AT = A*\ {A} (mnoZina vsech neprazdnych slov nad A)

e libovolnou podmnozinu L mnoziny A* nazveme jazykem nad A (L C A*)

e pro slova a=aj...a,m a B ="0b1...b, definujeme operaci conc tak, ze
conc(a, ) =af =ay...anby...b, (pro m,n € N) (jedné se o slozeni fe-
tézci, resp. slov) !

Poznamka: Na tomto misté povazuji za velmi vhodné si pripomenout, co
znamend konecnd posloupnost, resp. mnozina. Koneénou mnozinou mame na
mysli mnozinu koneéné velikosti, neboli velikost této mnoziny je rovna nékte-
rému piirozenému ¢islu?. Podobné posloupnost je koneénd, pokud je jeji délka
rovna prirozenému cislu. Prirozenych cisel je ale nekoneéné mnoho, z ¢ehoz
napfiiklad vidime, Ze mnozina A* vSech slov nad abecedou A je nekonecné, kdy-
koliv A # (). V&iim, %e se k této poznadmce radi vrati vsichni, kdo v priibéhu
¢teni nasledujicich kapitol zabloudi v pojmech konecno, nekonecno a podob-
né. Pro pripad nejvyssi nouze pripojuji misto zachranného kruhu fakt shrnujici
celou poznamku:

Ptirozenych cisel je nekonecné mnoho. Kazdé prirozené cislo je ko-
necné.

Naprosto stejna tvrzeni plati samoziejmé i pro Ny a Z (cela ¢isla).
Teorie jazyki nachézi siroké uplatnéni v lingvistice, teorii programovacich
jazyki, biologii a dalsich oborech.

2 Uvod do teorie automatu

2.1 Historie

Teorie automatt je pomérné mlada véda. Vznikla pociatkem druhé étvrtiny
20. stoleti na popud logiky jako obor, hledajici moznosti konec¢ného popisu ne-
kone¢nych objekti. U jejitho zrodu stali zejména Turing, Kleene, Post, Church
a Markov. Definice Turingova stroje z roku 1936 natrvalo zaradila vyzkum au-
tomati mezi vyznamna odvétvi moderni védy. K dalsimu rozvoji pfispéli v roce

'Lehce nahlédneme, 7e operace skladani fetézcii je asociativni, A je jeji jednotkovy prvek,
a ze tedy A*(cone, A) je monoid (dokonce volny nad mnozinou A).
2znatime N, resp. Ny pro piirozend, &isla obohacens o 0.
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Tabulka 1: T¥idy jazykt

Typ akceptoru <+— T¥ida jazykd rozpozna-
(A) vana akceptory typu A
Typ gramatiky <+— T¥ida jazykt generova-
(G) na gramatikami typu G

Tabulka 2: Schéma prace gramatik a akceptorii
Vstupni slovo  —  Akceptor A —  Vystup (slovo patii,
resp. nepatii do ja-
zyka rozpoznivané-
ho akceptorem A)
Vstup (bazovda — Gramatika G~ — Jazyk L
slova jazyka L)

1943 biologové McGullcik a Pitts. V letech 1954-1960 byly konec¢né polozeny
zéklady formdlni teorie kone¢nych automatt (Huffmann, Kleene), coz vedlo ke
zvySenému zijmu o tento obor v 60-tych letech.

2.2 Automaty a jazyky

Teorie automati se zabyva konstrukei zafizeni na rozpoznavani jazyku (akcep-
tory, resp. automaty) a mechanismi na generovani jazyka (gramatiky). Kaz-
dému typu akceptoru (gramatiky) lze prifadit t¥idu jazyki, které dané zatizeni
rozpozné (generuje). Vlastnostmi t¥id jazykt rozpoznavanych (generovanych)
danym zafizenim a vztahy mezi jazyky rozpoznavanymi (generovanymi) rizny-
mi akceptory (gramatikami) se zabyva teorie jazyki (viz tab. 1). Schématické
zndzornéni prace rozpoznavacich zatizeni a generujicich mechanismi naleznete
v tab. 2.

2.3 Klasifikace automatt
Automaty' lze klasifikovat (t¥idit) podle nejriiznéjsich hledisek. Mezi nejpoui-
vanéjsi patri

e pouzitd pamét?

e zpisob uréeni nasledujici konfigurace?

e piistup ke vstupnim datim?*

'nebo akceptory, protoZe to je pro nase pot¥eby jedno a to samé. Automaty je pondkud
obecnéjsi slovo, akceptory vystiznéjsi

274dn4, zasobnik, atd.

3jak je zadan zptisob pfechodu automatu z jednoho stavu do druhého (pevné dany, vybér
z mnoziny moznych pfechodi)

4zptisob &teni vstupnich dat (pohyb ve vstupnim slové, které ma automat provéfit)



2.4 Mooretiv automat 5

V nasledujicich kapitolach se nejprve budeme trochu zabyvat automaty obecné,
potom prejdeme k akceptorim a vztahiim mezi akceptory a jazyky.
2.4 Mooretv automat

Definice 2.1 Mooreovym automatem rozumime Sestici (Q, X, 0,qo,Y, 3), resp.
pétici (Q,X,0,Y,3)%, kde

e X oznacuje vstupni abecedu

Q (konecnou) mnoZinu stavi automatu
e ):Q XX — Q prechodovou funkci

e gy € Q pocdtecni stav

o Y wystupni abecedu

e 3:Q — Y vystupni funkci

Mooretiv automat si predstavujeme jako zafizeni, které mé kontrolni jednotku,
kterd miiZze nabyvat koneéné mnoha stavi, vstupni a vystupni pasku. Pasky
jsou rozdélené na jednotlivé policka, ktera jsou ocislovana kladnymi celymi ¢isly.
Kazdé policko miize obsahovat jen jeden znak abecedy nebo muze byt prazdné.
Vstupni slovo o = a; . .. ap je napsané na prvnich n polickach vstupni pasky, tj.
a; je na i-tém poli¢ku pro i < n a pro ¢ > n je i-té policko prazdné. Po vstupni
pasce se pohybuje hlava, kterd precte vidy obsah jednoho policka. Po vystupni
pasce se pohybuje hlava, kterd zapisuje na tuto pasku vystup automatu. Auto-
mat tedy pracuje v jednotlivych taktech. Na pocatku své ¢innosti se automat
nachézi ve stavu gy a obé hlavy jsou na prvnich polickach své pasky. V jednom
taktu hlava na vstupni pasce pieéte pismeno ze vstupu, které je napsano na
prohlizeném i-tém policku, a v zavislosti na prec¢teném pismenu a funkci ¢ pre-
chazi do dalsiho stavu. Hlava na vstupni pasce se piesune na 4 + 1-ni policko.
Zaroven hlava na vystupni pasce zapise vystup automatu, ktery zavisi pouze na
stavu automatu. Tuto zavislost urcuje funkce 8. Po zapsani vystupu se hlava
na vystupni pasce presune také na dalsi policko.

Je piirozené definovat rozsiteni funkei ¢ (pfechod z jednoho stavu do jiného
v zavislosti na prec¢teném pismenu) na 6 : Q x X* — @ (prechod z jednoho
stavu do jiného v zavislosti na prec¢teném slové) a (3 (vystup v zdvislosti na
momentalnim stavu automatu) na §*: Q x X* — Y (vystup v zavislosti na

prec¢teném slové) nasledovné:
* af * af *
(1) (g A)=q  0%(g,a) = 6(6%(q, @), a),

(2) B (g,0) = B0 (g, ),

prog€e@,a€e X aa€e X*
Déle definujme prekladovou funkci 3, : Q x X* = Y™
d

3) BN ZA  Bylg00) = B(g )8 (g, 0a)

Snékdy nés nezajims polatedni stav, ale prace automatu bez zdvislosti na ném
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pro ¢ € Q, a € X a a € X*. Prekladova funkce, jak je zfejmé z definice, vrati
pro dané vstupni slovo odpovidajici slovo vystupni®.

Tvrzeni 2.2 Va,y € X*)(Vq € Q)

(g, ay) = 6°(6"(g; @), )
Ba,ay) = B(6"(q,2),7)
/6117(% 017) = BP (qa a)ﬂp(é* (qa Oé), 7)

Duikaz: Provedeme pro prvni rovnost (ostatni jsou analogické) indukei dle délky
7. Pro v = A rovnost plyne z definice. P¥edpokladejme tedy v # A. Bud v = +'b
(pro néjaké v € X*,b € X). Potom postupné z definice, indukéniho predpokla-
du a opét z definice dostavame

0" (g, r7) = 0(6" (g, "), b) = 6(6" (6" (¢, @), 7). b) = 6" (6" (¢, @), 7)

Cimz je diikaz proveden.

2.5 Mealyho automat

Definice Mealyho automatu je velmi blizka Mooreovu automatu (a jak se pozdéji
ukaze, da se jeden na druhy pievést).

Definice 2.3 Mealyho automat je Sestice (Q, X, 6, qo,Y, 3), resp. pri vynechdni
inicidlniho stavu pétice (Q, X,0,Y, ). Jednotlivé proky odpovidaji popisu v ka-
pitole 2.4 (Mooreiv automat), aZ na (3, které je zde definovdno jako zobrazeni
B:0Q xX =Y. Vystup Mealyho automatu tedy zdvisi na momentdlnim stavu
a znaku na vstupu.

I pro Mealyho automat definujeme zobrazeni 0* a (*, a to stejné jako pro
Mooreiiv automat.”

2.6 Zadavani automatt v praxi

Nejcastéjsim zptisobem zadani Mooreova automatu M = (Q, X, d,qo,Y,3) je
tabulka | Q| x(| X |4+1), kde kazdy Fadek pfislusi jednomu stavu a kazdy slou-
pec jednomu vstupnimu symbolu. V poslednim sloupci jsou uvedeny hodnoty
vystupni funkce §. Ostatni sloupce definuji funkci 0, tzn. danému stavu z Q
prifazuji pro dany vstup opét néjaky stav z ). Vstupni stav gy (pokud je nutné
jej zadat) se oznacuje Sipkou.

Mealyho automat se zadava podobnou tabulkou, jen posledni sloupec chybi
a polozky tabulky jsou tvofeny dvojicemi /3, kde § je opét hodnota pirechodové
a (@ vystupni funkce.

Nasledujici tabulky ukazuji priklady zadani

e Mooreova automatu M° = (Q°, X°,§°,Y°, 3°) (vlevo),

6p¥i¢em prace automatu nad slovem a nemusi zaéinat v go; piekladova funkce je definovéna
pro vSechny stavy z @
"az na 8*(q,A), coz v piipadé Mealyho automatu nems smysl!
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b/k

Obr. 1: Automat M€ zadany graficky

e Mealyho automatu M€ = (Q¢, X¢,§¢,Y¢, 3°) (vpravo).

M° | a b c | d
= ¢ | Q1| g5 | Q2| qa
q2 | 95 | 92 | @1 | 43

g3 | q1 | 91 | 92 | Q1

qa | 93 | 92 | 95 | G4

5 | 92 | 94 | 93 | 42

Me| a b d
1] 38/k | 1/i | 1/m
2| 1/i | 3/n| 4/o
3| 2/m | 3/k| 1/i

=4 1/k | 2/n | 4/m

O == O

7 tabulek lze naptiklad vy¢cist, ze automat M?° prejde ze stavu g3 pii vstupu
b do stavu ¢ a na vystupu je 1. Automat M¢ ze stavu 2 pfi vstupu d prejde do
stavu 4, na vystupu bude 0.8

Jinym pomérné béznym zpusobem zadani automatu je orientovany graf,
ve kterém stavy tvori uzly a hrany znazornuji prechody mezi stavy. Obrazek 1
ukazuje grafickou reprezentaci automatu M* zadaného vyse uvedenou tabulkou.

2.7 Ekvivalence Mooreova a Mealyho automatu

Definice 2.4 Méjme dva Mooreovy automaty® (Q;, X, 6;,Y, 3;), i = 1,2 se stej-
nou vstupni a vystupni abecedou. Rekneme, Ze stavy qi a q2 (¢; € Q;) jsou
ekvivalentni (piseme q1 ~ q2), pokud pro viechna o € X* plati

4)  Bi(q, o) = B3(q2,0).

8Jako cvideni by nebylo Spatné zkusit si vypsat vstupni a vystupni abecedy a mnoziny
stavii obou automati
%ne nutné rizné
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Rekneme, Ze stavy q1 a qo jsou A-ekvivalentni (piseme q A q2), pokud (4) plati
pro viechna o € XT.10

Pro Mealyho automaty je A-ekvivalence definovana stejné jako pro Moo-
reovy. Ekvivalence na Mealyho automatech nemd smysl, nebot v jeji definici
vystupuje libovolné o € X*, tedy i a = A. Vystupni funkce 3, potiebna pro
zavedeni pojmu ekvivalence, vSak nad prazdnym slovem v Mealyho automa-
tu neni definovana. Pojem A-ekvivalence definujeme analogicky také pro jeden
Mealyho a jeden Mooretuv automat.

Definice 2.5 Rekneme, Ze dva Mooreovy automaty (Q;, X,6;,Y,3;), i =1,2
magi stejné chovani (resp. stejné A-chovdni), pokud

(Va1 € Q1) T g2 € Q2)(q1 ~ g2)

(Vg2 € Q2)(Fq1 € Q1)(q1 ~ q2),

resp. qi A q2, jde-li o A-chovdni.

Podobné jako u piedchozi definice 2.4, i zde je nutno poznamenat, Ze pro
Mealyho automaty je stejné A-chovani definovano jako pro Mooreovy. Defino-
vat pro Mealyho automaty stejné chovini vSak nemé smysl. Stejné A-chovani
definujeme beze zmény také pro jeden Mealyho a jeden Mooreiv automat.

Véta 2.6 (Moore— Mealy) Méjme Mooreiv automat (Q, X,0,Y, 31) a Mealyho
automat (Q, X,0,Y, B32), pro které plati

(5) (Vge@)(Va e X)(B2(g;a) = £1(0(q,a)))

Potom maji tyto dva automaty stejné A-chovdni.

Dikaz: Podle definice 2.5 je tieba najit ke kazdému stavu jednoho automatu
A-ekvivalentni stav automatu druhého a naopak. Relace A-ekvivalence se nam
zde ptrimo nabizi coby identita, tzn. stav ¢ € Q Mealyho automatu oznacime za
A-ekvivalentni s tymz stavem ¢ v Mooreové a naopak. Musime v8ak ovéfit, ze
identita idg'" je zde skuteénd A-ekvivalence (viz definice 2.4). Vezméme libovol-
ny stav ¢ € Q, ndjaké a = o’a pro o’ € X*, a € X. Z definice 8*, predpokladu
(5), definice §* a opét definice 5* dostavame

B;(% Oé) = 62(5*((]7 O/)7a) =
B1(8(6% (g, '), a)) = B1(8"(q,@'a)) = B (g, @)

Za podminky (5) jsme ke kazdému stavu Mooreova automatu nasli (identic-
ky) A-ekvivalentni stav Mealyho automatu a naopak, tedy tyto automaty maji

stejné A-chovani.

10 Jinymi slovy, dva stavy jsou ekvivalentni, pokud vypocet zapotaty v kazdém z nich nad
stejnym slovem dava stejny vystup

Hpod zépisem idg se skryva identickd relace nad mnozinou @, tzn. kazdy prvek je ekviva-
lentni pravé sam se sebou
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Véta 2.7 (Mealy— Moore) Méjme Mealyho automat (Q,X,01,Y,51) a Moo-
redv automat (Q X Y, X,0,Y, 32), pro které plati (Vq € Q)(Va € X)(Vy €Y)

(6) 52((q7y)7a) = (51(Q7 a)aﬁl(% a))
(1) Blley) =y

Potom maji tyto dva automaty stejné A-chovdni.

Dukaz: Abychom prokazali stejné A-chovani dvou automati, musime najit pii-
slusné A-ekvivalentni stavy. Jak by asi kazdy cekal, za relaci A-ekvivalence
vezmeme

VgeQ)(Vy e Y)((gy) ~q)

Ovérit, ze je to skuteéné A-ekvivalence, znamené dokézat rovnost

8) (Yae XN)(B5((a.y), @) = Bilg, @)

Dokéazeme nejprve vztah

(9 (VaeX")(VgeQ)(Vy e Y)(5((g,y), ) = (0 (q, @), B (7, )

ktery pozdéji vyuzijeme. Ditkaz vztahu (9) provedeme indukci podle délky a:
pro @ = a € X je z definice §*, predpokladu (6) a z definice §* a §*

9 ((¢,y),a) = 02((q,9),a) = (d1(q,a), Bi(q,a)) = (61 (g, a), 57 (g, a))

Pro slovo délky jedna tedy vztah (9) plati. P¥edpokladejme nyni o = o'a a necht
pro o plati (9). Potom z definice 6*, indukéniho p¥edpokladu, predpokladu (6)
a definice §* a §* miZeme psat

03((¢,y),a) = 52(03((q,9),0'),a) = 82((07 (g, &), B (¢, &), a) =
= (51 ((ﬁ (qa 0[,), a)a /31 ((ﬁ (qa O/)v a’)) = (5T(Q7 a‘)a BT (qa a))
Tim jsme dokdzali vztah (9) a miZeme piikrocit k diikazu véty (tedy rovnice
(8)). Postupnym pouzitim definice 5*, vztahu (9) a predpokladu (7) dostavame

B2((a,9), ) = B2(d3((q, ), @) = B2(61 (¢, @), Bi (¢, ) = Bi (g, @)

Tim je dokdzana rovnost (8), zvolend relace A je opravdu A-ekvivalence. Po-

dle definice & pro kazdy stav Mealyho automatu existuje alespon jeden stav
Mooreova automatu s nim A-ekvivalentni a naopak, tedy automaty popsané
v predpokladech véty maji stejné A-chovani.

Uvedené véty nam rikaji nejen, ze lze Mooretiv automat prevést na Mealyho
(a naopak) se stejnym A-chovanim, ale nadto poskytuji presny navod, jak to
mame provést. Nebot ted uz umime prevést jeden automat na druhy, plati
definice, véty a tvrzeni, vyslovend a dokézand pro jeden typ automati, okamzité
i pro druhy'2.

Od této chvile, pokud nebude feceno jinak, budeme pracovat jenom s Moo-
reovymi automaty s tim, Ze predchozi odstavec si podrzime stale v paméti.

1227 na to, ze A na vstupu Mealyho automatu nema smysl(!), coZ je ale trivialné oet¥itelny

problém. Nicméné je t¥eba si uvédomit, ze kdykoliv pouzivdme 3*(q, @) bez uréeni, zda se jedné
0 Mealyho nebo Mooretiv automat, a piSeme o € X*, mé&lo by byt pod ¢arou poznamenano,
e pro Mealyho je & € X*. Vzhledem k tomuto odstavci to nadéle povazuji za samoziejmost
a poznamky pod ¢arou na ucet 8* v Mealyho automatech si s laskavym dovolenim odpustim.
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Piiklad 2.8 (Prevedeni Moore— Mealy) Je din automat MP° ze strany 7. Se-
strojte Mealyho automat se stejnym A-chovdanim jako MP°.

Véta 2.6 nam tika, jak takovy automat méame sestrojit. Mealyho automat
Mf = (Q,X,4,Y,31) se bude od M? lisit pouze vystupni funkci, kterou definu-
jeme pomoci vystupni funkce 8 predpisem (5). Vysledek je ziejmy z tabulky.

My | a b c d
= q1 | ¢1/1 | g5/0 | q2/0 | qa/1
72 | ¢5/0 | ¢2/0 | q1/1 | g3/1
| o/l /1| q/0] q/l
q4 | 3/1 | ¢2/0 | ¢5/0 | qa/1
¢ | 2/0 | qu/1 | g3/1 | q2/0

[FINE]'®

Piiklad 2.9 (Prevedeni Mealy— Moore) Bud MS§ = (Q2, X2, 02, Y2, 32) Mealy-
ho automat zadany tabulkou (viz niZe). Sestrojte Mooreiv automat se stejngm
A-chovdnim.

7 véty 2.7 vime, jak takovy automat sestrojit. Definujme Mooretv auto-
mat M§ = (Q2 x Y, Xs,d3, Ya, 3). Jeho stavy budou stavy usporadané dvojice
z kartézského soucinu Q2 x Y3, prechodova funkce d3 bude definovina vztahem
(6) a vystupni funkce 3 déna rovnici (7). Nasleduji tabulky automati M5 a
M.

Mg | x y
M§ | x y (La) | (1,b) | (2,a) | a
1 [1/b] 2/a (L,b) | (Lb) | (2,a) | b
2 | 2/a|1/b (2,a) | (2,a) | (Lb) | a
(2,b) | (22) | (1b) | b

3 Propojovani a dekompozice automatu

3.1 Automatova a stavova kongruence

Definice 3.1 Rekneme, Ze Mooretv automat je redukovany, pokud Zidné dva
ruzné stavy nejsou ekvivalentni.

Definice 3.2 Fkvivalenci = na mnoziné Q nazveme automatovou kongruenci
automatu (Q, X,9,Y,3), pokud plati

(10) (VaeX)(Vq,d €Q)lg=q = 6(q,a) =(d,a))
(11) Va,d €Q)a=d = Blg) =p(d))

Pokud plati alespon podminka (10), hovofime o stavové kongruenci

1

3konec pitkladu

je dilezité si uvédomit, e automatova kongruence je ekvivalence definovana na mnoziné
Q@ jednoho automatu, kdezto ekvivalence popsand v definici 2.4 je na mnozinich Q1 a Q> dvou
automatt (mohou byt rizné)
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O automatovych a stavovych kongruencich si fekneme néco blizsiho az po
objasnéni algoritmu na jejich hledéni (algoritmus 1).

Algoritmus 1 (Konstrukce automatovych a stavovijch kongruenci)

Mgjme automat (@, X,4,Y, 3).

1. Hledani nejhrubsi? automatové kongruence. Na automatu (Q, X, 4,Y, 3)

definujeme ekvivalence ~ pro i € Ny:

df

(Va,d €Q)(a'¥ ¢ = (@~ d) A (Yz € X)(6(g,2) ~ 3(d,2)))

C e 0 o o
Inicializa¢ni krok ~ se pro Mooretiv a Mealyho automat lisi:

df
°q 2 qd = (B(q) = B(¢')) pro Mooreiiv automat
df
e g L ¢ =z e X)(B(q,z) = B(¢,z)) pro Mealyho automat

Jinak feceno, stavy q a ¢’ jsou ekvivalentni v L, pokud vypoéty? v nich
zapocaté maji pro vSechna slova délky mensi nebo rovné ¢ stejné vystupy.

Algoritmus kon¢i, jakmile ="t

Algoritmus je deterministicky a vychazi primo z definice automatové kon-
gruence. Lze nahlédnout, e pokud se ~ dale nerozpada, je nejhrubsi auto-
ny ostatni automatové kongruence ziskime zjemnénim ~, tzn. rozpadem
nékterych t¥id ~ na mensi. Pfitom je viak nutné dbat na to, aby ziskana
relace byla opét automatova kongruence (tj. spliovala podminku (10))!

2. Hledani elementarnich stavovych kongruenci. Stavovi kongruence ~ je
elementarni, pokud existuji dva rizné stavy q a ¢’ takové, Ze ~ je nej-
jemnéjsi* kongruence, pro kterou plati ¢ ~ ¢/. Elementarni stavové kon-
gruence dostdvame opacnym postupem nez nejhrubsi automatovou kon-
gruenci. Vyjdeme od ekvivalence lepici pravé dva prvky® a postupné vy-
tvarime ekvivalence hrubsi a hrubsi. Definujme opét ekvivalenci

0
~= {T107 T207 e 71-'|0Q|71}7

kde T} jsou ekvivalenéni t¥idy a ddle plati [T} |= 2, tzn. tifda T} lepi pravé
dva prvky® a ostatni tiidy obsahuji po jednom prvku (stavu z Q). Nyni
indukei

df 3
¢'~q=@3pp eQ)FacX)(p~p Adp,a) =qgNi@p,a)=q)

2tzn. ma nejméné kongruenéich tifd

3vypottem nad slovem a; ...a, zapoatém ve stavu g1 mam na mysli posloupnost stavi
qi,- .., Qn+1, kterd splituje §(qi, a;) = gi+1 pro vSechna 1 < i < n. Myslim, Ze pojem vypodtu
je zde intuitivné zfejmy a povazuji za zbyteéné vénovat mu zvlastni definici.

“tzn. m3 nejvice kongruenénich t¥id

5Definice: ekvivalence p lepi prvky z1 a x2, pravé kdyz zipz2

6 ;. . , .. o 0 - o . .

vybirdme libovolné dvojice stavii do T}’ a podle toho dostavame riazné stavové kongruence
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Jinymi slovy vezmeme vsechny stavy z jedné tfidy a zjistime prechody
funkce § ze vSech téchto stavii pro dany vstup. Stavy, ziskané jako vysledky
této operace, prohlasime za ekvivalentni.

. s s . n_ n—1 . n . .
Algoritmus konéi, jakmile ~="~". Ekvivalence ~ je stavovou kongruenci.
Praktické pouziti algoritmu je predvedeno v prikladu 3.18.
Nebojime-li se ponotit do algebraickych vyrazt, mizeme oznacit K mnozinu
viech stavovych kongruenci a K’ mnoZinu vSech automatovych kongruenci na

daném automatu a na K definovat operace spojeni (U) a prusek (N) vztahy
(pro w, 7 € K)

(¢,4') € (xNT)
(¢:4') € (mUT)

(¢.4)enn(g,q)er
(Elqla"'aqnaql =4dq,qn :q,)
(Vie(l,n—1) C N)(gi7qi+1V qiTGi+1)

Zajemci si mohou dokézat, ze K(U,N) je svaz a K'(U,N) je jeho podsvaz.
Prvni tvrzeni obna§i ovérit pro N a U komutativitu, asociativitu, absorbci a
idempotenci’. Druhé tvrzeni také neni ziddna véda. Kazda automatova kon-
gruence je z definice i stavovd, tedy K’ C K. Déle kazd4 automatova kongruen-
ce je zjemnénim nejhrubsi automatové kongruence ziskané algoritmem 1, tzn.
K' je uzavien na operace a je tudiz podsvazem K. Oznac¢ime-1i nejhrubsi auto-
matovou kongruenci "~", potom K'(U, N, idg, ~") je dokonce svaz s nejmensim
a nejvétsim prvkem. Navic kazdy prvek ~ svazu K je spojenim elementérnich
stavovych kongruenci.

=
=

3.2 Podilovy automat
Definice 3.3 Méjme automat M = (Q, X,0,Y, ) a na ném automatovou kon-

gruenci ~. Podilovgm automatem automatu M rozumime automat
M/N = (Q7X7 57 YHB)/N = (Q/N7X7 6,7Y761)7
kde definujeme:

(12) d'(lgx,a) = [0(q,a)]~
(13)  Alla~) = Bl9)
Nezéavislost této definice na volbé reprezentanta tiidy kongruence =~ (stav q) je
tieba ovérit: Vezméme dva stavy qi,qo € Q takové, 7Ze g1 = ¢o a ovéfme pod-
minky (12) a (13):

Pro podminku (12) dostdvame definice automatové kongruence (10) a ekvi-
valence stavi ¢ a g9

0'(lg1)~ @) = [0(q1, a)lx = [6(g2, 0)l~ = 9'((g2]x, @),

tedy &' ([q1]~, @) = §'([q2]~, @) pro viechna a € X.
Pro podminku (13) obdobné aplikaci (11) a ekvivalence g1 a go

B'(lail~) = Blar) = Bla2) = B'([g2]~)

Cim# je korektnost definice §' a 3’ prokazana.

"Viechny &tyfi vlastnosti lze ovéfit piimo z definice.
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Tvrzeni 3.4 Ekvivalence z definice 2.4 na automatu (Q, X, 0,Y, 3) je automa-
tovd kongruence.

Dikaz: Vezméme dva stavy q1,qe € QQ takové, ze q1 ~ qo2. Pro ~ dokadZeme nej-
prve podminku (10) z definice automatové kongruence. Uzitim druhého rad-
ku tvrzeni 2.2%, ekvivalence q; ~ ¢2 a opét tvrzeni 2.2 dostdvame pro vechna
a € X,aa € X*

B (0(q1,0), @) = B*(q1,00) = B (g2, a0) = 57 (0(q2, a), @),

a tedy dle definice 2.4 je d(q1,a) ~ d(q2,a).
Podminka (11) z definice automatové kongruence vyplyva z definice 8* a
ekvivalence stavi g a go:

Bla1) = B (q1,A) = (g2, A) = B(q2)

Dokazali jsme, Ze ekvivalence ~, jak jsme ji definovali na zacatku kapitoly v defi-
nici 2.4, spliiuje vSechny pozadavky, aby mohla byt povazovana za automatovou

kongruenci®.

Do konce kapitoly 3.2 povazujme ~ za ekvivalenci stavii automatu (viz
definice 2.4).

Lemma 3.5 Pro podilovy automat (Q', X,0",Y,3') = (Q, X,4,Y, )/~ plati
(14) (Vg€ Q)(Va e X*)((¢)([g]~. @) = [6"(q,0)]~)
Dikaz: Provedeme indukci podle délky «. Pro @ = A dostavame

[67(q, M)~ = [g]~ = (9)"([g]~. A)

pro viechna g € Q. Pokud o # A, plati pro viechna ¢ € Q a a=da€ XT
z definice 6*, ', indukéniho pfedpokladu a definice 6*

()l = [0067(q,e),a)]~ = 0"([6"(q, @")]~, 0) =
0"((0)* ([gl~, @), @) = (6)*([g] v, @)

CBD

Véta 3.6 (O podilovém automatu) Podilovy automat M/, je redukovany a ma
stejné chovani jako automat M.

®mam na mysli Fadek
ﬂ* (Q7 OZ'Y) = ﬂ* (5* (Qa Oz), '7)7
resp. specidlni pripad

ﬂ* (Q7 aa) = /8* (6(% a)a a)

% tim, e porovnavame stavy jednoho automatu, kdezto definice ekvivalence stavii pracuje
s automaty dvéma



14 3 PROPOJOVANI A DEKOMPOZICE AUTOMATU

Diikaz: Necht M/ = (Q', X,d,Y,3) a M = (Q, X,4,Y, 3). Nejprve ukdzeme,
ze M/. mé stejné chovani jako M, tzn. ze odpovidajici stavy ¢ a [g]~ jsou
ekvivalentni, coz okamzité pro viechna ¢ € Q,«a € X* dostavame z definic 5%, 3
a ¢ a lemmatu 3.5

(15) (B)(l~s ) = B8 ([al~, @) = B'([6"(q, )]~ ) =
= /6(6*((17 O[)) = B*(% Ol)

Nyni dokdzeme, ze M’ je redukovany. Budte [¢1]~, [¢2]~ ekvivalentni stavy v
M/ ... Potom podle (15), definice 2.4 a opét (15) pro v8echna o € X*

B (q1,0) = (6) ([a1]~, @) = (6) ([e2]~: @) = B (g2, ),
tedy q1 ~ qo, coz dava [q1]~ = [ga]~.

Definice 3.7 Méjme dva automaty M; = (Qi, X;, 0, Y3, 3i), i = 1,2. Pak troji-
ce

(f: X1 = X2,0:Q1 = Q2,h:Y] = Y3)

se nazgvd homomorfismus'® automati z My do Ms, pokud pro vsechna q € Q1,
a € X1 plati

(16) d2(g9(q), f(a)) = ¢(01(g;a))
(17) Pa(9(q)) = h(Bi(q))

Véta 3.8 KdyZ automaty M; = (Q;, X, 8;,Y,5;), i = 1,2 maji stejné chovdni
a automat My je redukovany, pak existuje homomorfismus automatd z My do
M211

(idx,g: Q1 — Q2,idy)

takovy, Ze g je surjektioni (na).

Diikaz: Definujme g : Q1 — @2 vztahem
daf
(Vg eQi)g(g) ~q)  [CBD

Véta 3.9 Mdme-li Mooreiv automat M = (Q, X, 6,Y, 3), pak existuje Mooretiv
automat M' se stejnym chovdnim, kteryj md nejmensi pocet stavii mezi auto-
maty, které maji stejné chovdni jako M. Pro automat M' ddle plati, Ze je

OPro zdjemce tu mame exkurzi do algebry: homomorfismus dvou algeber A(ai,...,an),
B(B4,...,[3) je jakékoliv zobrazeni f : A — B, které je slufitelné se v8emi operacemi algeber
A, B, tzn. plati

(Vie(n)(Var,...,zm € A)(flai(zr, ... 2m)) = Bi(f(@1), ..., f(2m))),

kde m je arita operaci a;, ;.

V naSem pfipadé jsou algebrami automaty, které ovsem nemaji pouze jednu nosnou mnozinu,
ale trojici mnozin X, @,Y. Je tedy potfeba pfesné urit, co si predstavujeme pod pojmem
sluditelnost s operacemi 4, 3 (viz rovnice (16),(17)).

Y z4pis idx zna&i identickou funkci na mnozing X, tzn. (Vz € X)(z = idx (z)); srovnejte
s definici identické relace

12¢0% je pomérné pochopitelné
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a)

Obr. 2: a) sériové, b) paralelni zapojeni automati

Obr. 3: zpétna vazba nastavé, pokud se v kaskddnim spojeni automatt vytvori
(orientovand) kruznice

e jednoznacné urcen a na izomorfismus'>

o podilovym automatem automatu M podle kongruence ~'*

3.3 Sériova a paralelni dekompozice

V této kapitole ukazeme, jak z jednodussich automatt vytvaret slozitéjsi. K to-
muto Ucelu budeme propojovat Mealyho automaty.

Definice 3.10 Kaskadni spojeni automati je sit tvortend sé€riovymi a paralel-
nimi spojenimi automati (viz obr. 2) bez zpétné vazby (viz obr. 3).

13dvé algebry (automaty) Mi, M- jsou z definice izomorfni, jakmile existuje homomorfismus
(automatii) z My do Moy, ktery je prosty a na (injektivni a surjektivni)
HMekvivalence stavii — viz definici 2.4
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Definice 3.11 Méjme dva automaty M; = (Q;, X;, 0;,Y;, 5i), i = 1,2 takové, Ze
Y1 C Xy. Pak sériovgm spojenim automati My, My rozumime automat

M = Ml(:>)M2 = (Ql X Q27X1757 Y27/3)7
kde pro vsechna a € X1,q1 € Q1 a g2 € Qo

(18) 6((q1,92),a) = (d1(q1,a),02(q2, B1(q1,0)))
(19) B((q1,q2),a) = P2(q2,Bi(q1,a))

Definice 3.12 Rekneme, Ze automat M realizuje automat My, pokud existuji
prostd zobrazeni f : Xo — X1 a g: Qo2 — Q1 a zobrazeni h : Y1 — Yo takovd, Ze
pro vsechna a € Xa,q € Q9

(20) d1(9(q), f(a)) = g(da2(q,a))
(21) Ba(q,a) = h(Bi(g(a), f(a)))
Definice 3.13 Rekneme, Ze automat M md sériovou dekompozici, kdy? existuji

automaty My a My takové, Ze Mi(=)Ms realizuje M a pocet stavi kaZdého
z automati My a My je mensi neZ pocet stavi M.

Definice 3.14 Méjme dva automaty M; = (Q;, X;, 0;,Y;, 5i), i = 1,2 takové, Ze
X1 = Xy = X. Pak paralelnim spojenim automati My, My rozumime automat
M = (M || My) = (@1 X Q2,X,8,Y1 X Ys,3), kde pro viechna a € X1,q1 € Q1
a gz € Q2

(22) o((q1,q2),a) = (01(qr,a),02(q2,0))
(23) B((qMQQ)va) = (ﬂl(q1,a)762(q2,a))
Definice 3.15 Automat M md paralelni dekompozici, pokud existuji automaty

My, My takové, Ze My || My realizuje M a pocet stavi kaZdého z automati My
a Ms je mensi neZ pocet stavu M.

Poznamka: Pro nasledujici vétu je dulezité si osvétlit, co je chapano jako
trividlni ekvivalence. Trividlni ekvivalenci na mnoziné o n prvcich je myslena
ekvivalence o jedné nebo o n t¥idach, tzn. bud jsou ekvivalentni v8echny prvky,
nebo zadné dva ruzné prvky. TentyZz pojem budeme ve stejném smyslu pouzivat
i pro kongruenci.

Véta 3.16 (Sériovd dekompozice) Automat M md sériovou dekompozici, prd-
v€ kdyzZ ma netrividlni stavovou kongruenci.

Dtikaz: Dokazeme nejprve implikaci zleva doprava. Predpokladejme, ze M ma
sériovou dekompozici M' = My (==)M,", tedy existuji f, g, h takova, ze plati
(20) a (21) (nebot M' realizuje M), a dale plati (18), nebot M’ je sériové
spojeni'®. Definujme ekvivalenci p C Q x Q nasledovné:

(24) (Vg € Q)(q1pe2 - (r1 =72))

BM = (Q1 x Q2,X1,6,Y2,8"), Mi = (Qi, Xi,6:,Yi, 8;), M = (Q, X,6,Y, 8)
samoziejmé plati i (19), ale to zde nebudeme potiebovat
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kde g(g;) = (ri,si), i =1,2) (neboli stavy ¢; a g2 jsou v p, jakmile se prvni
slozky ¢g(q1) a g(g2) rovnaji). O relaci p ukdzeme, Ze je netrividlni stavovou
kongruenci, tzn. ovéfime podminku (10) a potom netrividlnost p. Jinymi slovy,
musi platit

q1pg2 = (Va € X)(6(q1,a)pd(qz,a)),

tedy
9(6(Q17a)) = ('rllasll)
9(6(QQ7G)) = (7”,2,8,2)
"= 1

Jak na to? Zkusme vyjadrit g(d(gi,a)). Z (20) a (18) dostavame

9(6(a,0) = 3(g(ar), f(@) = (81(r1, F(@), Da(s1, By (71, £ ())) )
= (Tllvsll)

9(0(a2,0) = 8'(9(a2), (@) = (81(r2, f(a)), 82 (52, B (72, (a))) )
= ('rIQaSIQ)a

z Ceho je vidét, ze (r1 =r2) = (r] =r3), tedy (q1pq2 = 0(q1,a)pd(gz,a)) pro
kazdé a € X a proto p je stavova kongruence. Protoze dva stavy gqi,q2 € Q
jsou v p, pravé kdyz se prvni slozky funkce g : Q — @1 X Q2 na téchto stavech
rovnaji, vytvari p nejvyse tolik ekvivalencnich tiid, kolik je stavi v Q). Protoze
podle definice sériové dekompozice |Q1]<|Q|, ma p méné tiid nez |Q|. Kdyby p
méla jedinou t¥idu, ve v8ech g(q) by musela byt stejnd prvni slozka. Protoze g
je prosta, musela by nutné platit prvni nerovnost ze vztahu

(25) |QI<Ks; (3q € @)(g(q) = (r,5))}<IQa| -

Druhé nerovnost je dina faktem, ze druhé slozky g¢(q) bereme z Q9. Podle
definice sériové dekompozice plati |Q2|<|@Q|, coz je ale ve sporu s nerovnostmi
(25) a tim i s predpokladem triviality p. p je tedy netrividlni.
Ale ted ... 17

Necht nyni M ma netrivialni stavovou kongruenci p. Oznac¢ime-li £ maximal-
ni velikost tfid kongruence p, je k <|Q|. Pfedpokladejme, Ze pro kazdou t¥idu
V' jsou jeji prvky sefazeny, tedy V = (q1v,q2,v,---,q|,v)- Definujme auto-
maty M; a M, nésledovn&:!'® My = (Q/,, X, d01,Y1,51), necht je ,podilovym*
automatem'® automatu M s tim, Ze Y} = Q/, x X a pro kazdé V € Q/, a
a € X je f1(V,a) = (V,a). Dale My = (Q2,Y1,02,Y, 32), kde

Q2 = {1,2,...,k},

'"druh4 implikace

81dea definice M, Ms neni nepochopitelnd. Oba automaty kéduji ve svych stavech stav
z M, ptfi¢emz M; uchovava t¥idu ekvivalence p, ve které se stav z M vyskytuje, a Mo kbduje
jeho poradi v této t¥ide.

195pis je podilovému automatu pfedstavou blizky, protoZe p neni automatovi, ale jen stavova
kongruence
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500, (Vi) = {z proi >|V|

j kdyz 6(qi,v,a) = qjs,(v,a) Proi <|V|

' B lib. prvek proi >|V|
Pa(is (V) = { B(gi,v,a) proi<|V|

Chceme ukizat, ze My(=)Ms = (Q1 X Q2,X,0",Y, ') je sériovou dekompo-
zici M, tedy v prvni fadé, ze viibec M realizuje (tzn. najit prostd zobrazeni
f: X —=>Xag:Q — @1 X Qs azobrazeni h: Y — Y takové, aby platily vzta-
hy (20) a (21) — viz obrazek 4). Polozme h = idy, f =idx a g(qi,v) = (V,9)
pro vSechna ¢; v € @), kde V' je rozkladova tiida p, obsahujici stav ¢; v na pozici
i. Ditkaz vztahu (21) plyne z definice (2, 51, definice sériového spojeni a definice
zobrazeni g

Baiv,a) = Ba(i, (V,a)) = Ba(i, Bi(V,a)) = B'((V,i),a) = B'(g(q), f(a)).

Rovnici (20) dostaneme pro a € X, ¢; v € Q a §(g;,v,a) = ¢,y porovnanim slo-

7ek vyrazi

8 (g(giv),a) =8 ((Vyi),a) = (0:1(V,a),d2(i, (V,a)))
9(0(gqi,v,a)) = (U,7)

Z definice 6; plati 61(V,a) = [0(qi,v,a)], = U, tedy prvni slozky vyrazt na pra-
vych stranach se rovnaji. Druhé slozky se rovnaji pfimo z definice d2, nebot ¢; v
je i-ty prvek ve V a d(qg;v,a) je j-ty prvek v U, tedy d2(4,(V,a)) = j. Z defi-
nice M a z faktu, Ze p je netrividlni, plyne |@Q1|<|@|. Protoze k =|Q2| a p
je netrividlni, vime | Q2|<|Q|, tedy M;(==)M> je sériovou dekompozici M.?!
CBD

Véta 3.17 (Paralelni dekompozice) Automat M md paralelni dekompozici prd-
vé tehdy, kdyZ existuji dvé netrividlni stavové kongruence py, pa takové, Ze pro
kazdé dva rizné stavy q,q € Q plati bud (q1,q2) & p1 nebo (q1,q2) & pa?2.

Diikaz: Dokazme implikaci zleva doprava. Pfedpokladejme, ze M’ = My || My
realizuje M?3 a zobrazeni f : X — X1,9:Q = Q1 xQ2, h: Yy x Yo =Y (f,g
prostd) tuto realizaci uréuji. Definujme ekvivalence py a po. Pro kazdé dva stavy
q1, g2 € Q oznacme g(q1) = (r1,51) a g(g2) = (r2, s2). Pak

(26) (q1,92) € ;1

(27) (q1,42) € p2

7 definic p1, po okamzité vidime, ze obé relace jsou symetrické, reflexivni i tran-
zitivni a jsou tudiz ekvivalencemi. Dokazeme, ze p; a py jsou netrivialni stavové
kongruence a pi N p2 = idg. Vezméme néjaké ¢, g2 € Q. Necht

r =T

e s

S1 = 82

g(q) = (ri,s1)
9(q2) = (r2,s2)

2pryni vyraz lze odvodit z definice g a definice sériového spojeni, druhy je trividlni
21zde je dobré si povsimnout, ¥e M; i M, maji nejméné dva stavy

2nebo oboji

BM = (Ql X Q27 Xa 6IaY1 X Y2a/3,)a M; = (QiaXz (;ia)/izﬂi)z M = (Q: Xa 57 Ya /3)
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Obr. 4: Schéma realizujicich funkci sériové dekompozice

7 definice realizace a paralelniho spojeni plati

9(0(q1,a)) = 0'(g(q), £ (a)) = (61(r1, £(a)), 02(s1, f(a)) = (1, 51)
9(0(q2,a)) = 0'(9(g2), £ (a)) = (41(r2, f(a)), 02(s2, f(a))) = (r5, 53)

Z uvedenych rovnosti podle definice p; a ps vyplyva

—~

L (q1,q2) € p1 = (r1 =1r2) = (r} =715) = (6(q1,0),6(q2,a)) € p1, tedy p1 je
stavova kongruence

!/

2. (q1,92) € p2 = (51 = 52) = (51 = 83) = (0(q1,0),6(q2,a)) € pa, tzn. py je
stavova kongruence

Vsimnéme si nejprve, Ze p; ma nejvyse |Qq| tfid a p, ma nejvyse |Qq] t¥id.
Protoze M' je paralelni dekomporzice, plati |Q1|<|Q| a |Q2|<|Q|, tedy p1 a po
nejsou identické kongruence. DokaZeme sporem, ze p; ma vice nez jednu tridu.
Kdyby p1 lepila vSechny prvky @, pak odstranénim ,zbyteénych* prvku dosta-
neme |Q1|= 1, a tedy |Q1 X Q2|=|Q2|- ProtoZe ale g je prosté, muselo by platit
|Q2|>|Q)|, coz je spor s pozadavky paralelni dekompozice. Obdobné se ukaze, Fe
po nelepi vSechny prvky Q. Ekvivalence p; a po jsou tedy netrividlni stavové
kongruence. Nyni je jesté tfeba overit, ze p; N p = idg, tzn. dokazat implikaci

Va1, € Q)((q1,92) € p1 A (q1,q2) € p2 = q1 = q2)

Vezméme libovolné qq, g2, necht g(q1) = (11, 1) a g(g2) = (12, s2). Pak

qip1q2 = T1=T9

Qp2g2 = 51= 52 } = (9(q1) = 9(a2)) = (01 = q2),

pri¢emz posledni implikace plyne z predpokladu, Ze g je prosté.
Dokézali jsme, Ze relace p; a po, jak jsme je definovali na zacatku této ¢asti
dikazu, vyhovuji podminkdm véty.
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Nyni dokdzeme druhou implikaci. Predpokladejme, Ze p; a ps jsou netrividlni
stavové kongruence automatu M, pro které navic plati

(28) p1Np2=idg

Budeme definovat automaty M; a Ms a zobrazeni f, g, h a ukdZeme, Ze
M' =M || My = (Q1 x Q2,X,8',Y1 x Y5, 3)

pomoci f, g, h** paralelné dekomponuje M. Definujme automaty
My = (Q1,X,01,Y1,51) a My = (Q2, X, 62, Y2, 32)

nasledujicim predpisem

Ql = Q/pl QQ = Q/pz

o(ldlp,a) = [0(g,a)lpy 02([d)psra) = [6(g,a)lp
Vi = Qi xX Yo = @Q2xX
01 = idy, B2 = idy,

Predstavou jsou M;, My blizké podilovym automatim automatu M podle p;
a pg. Déle definujme zobrazeni h: Y1 x Yo =2 Y, f: X - X, g:Q — Q1 X Q3
takto:

e f=1idx
e g(q9) = ([dlp:, [alp,)

e zvolme libovolné yy € Y

W[l 21)s (o], 22)) = { IRl S CRR

Ptechody funkci f, g, h jsou schématicky znazornény na obrazku 5.

Ze vseho nejdiive musime ovérit, Ze h je zobrazeni a f, g jsou prosta zob-
razeni. Pro dané ¢1,q2 je h uréeno jednoznacné (a tedy korektné definovino),
nebot z (28) plyne | [gi],1 N [g2],, |< 1 pro libovolna g1, g2. Je nasnadé, ze f je
prosté. Pro g a pro libovolné ¢1,q2 € Q z (28) dostavame

(1 #a2) = ((a1,92) €1V (q1,q2) & p2) =
= (([a1loy # [a2o)) V ([1]py # [@2)02)) = 9(@1) # 9(a2),
tedy g je prosté zobrazeni (jednozna¢nost definice g plyne z vlastnosti ekvivalen-
ce).

Aby M’ mohlo byt paralelni dekompozici M, musi M’ realizovat M a dale
pocet stavii M; a M musi byt mensi nez pocet stavi M. Druhy pozadavek
je splnén diky netrividlnosti p; a po. Prvni bude splnén, pokud pro M', M a
fs g, h dokdzeme vztahy (20) a (21) z definice realizace. K dikazu (20) pouzijeme
postupné definice g, f,8’,d1,02 a opét g

6,(9(Q)7f(x)) = 61(([Q]pw[‘]]pz)a$)=

= (61([(]]01’37)762([q]p27x)) =
= ([6(q,2)]p1 [6(a,2)]p,) = 9(6(q, 7))

2znadeni zobrazeni zde odpovida definici realizace, definice funkci ' a 4’ viz (22) a (23)
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Obr. 5: Prechody realizujicich funkci paralelni dekompozice

Vztah (21) plati podobné z definic g,f,5",61,62 a h a faktu [¢],, N [g]p, =g

h(B'(9(q). f(2))) = (B ([)ps [a]ps): 2) =
= (ﬁl([q]pu )7/62([(]]027 )):
= h(([dlp,: %), ([d]ps»2)) = Blq, z)

Dokézali jsme, Ze M’ realizuje M a podet stavii automattt My, Mo je mensi neZ
pocet stavit M, tedy M’ je paralelni dekompozici automatu M.

Priklad 3.18 (Hleddni kongruenci automatu) Najdéte nejhrubsi automatovou
a alesporni dvé netrivialni stavové kongruence automatu M, zadaného tabulkou.
Dale sestrojte podilovyj automat M' automatu M podle nejhrubsi automatové
kongruence.

M| 0 | 1
A | B/1| C/0
B | B/1| A/0
C | A4/0 | B/o
D | E/1| AJ0
E | D/1| E/0
F | B/1| C/0

V prvni fadé sestrojime nejhrubsi automatovou kongruenci. Pouzijeme algorit-
mus ze strany 11. Podle néj musime nejprve definovat ekvivalenci ,QJ’ kde dva

% pokud néktery krok dikazu neni zcela ziejmy, doporucuji pfesné si rozepsat viechny pied-
poklady (definice paralelniho spojeni, automati M1, M> a funkei f, g, h) a cilové rovnice (de-
finice realizace) pro automaty a jejich komponenty, které v diikazu vystupuji
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stavy jsou ekvivalentni, pravé kdyz maji pro vSechny vstupy stejné vystupy.
Pro nas to znamend, ze C je ekvivalentni samo se sebou a ostatni stavy kazdy
s kazdym

= {{A,B,D,E,F},{C}}

V ekvivalenci ~ budou ve stejné tridé ty stavy, které jsou ekvivalentni v Lai
prechody pro vSechny vstupy pomoci funkce § jsou ekvivalentni v 2

~={{A,F},{B,D,E},{C}}

Postupné dostavame

= {{A,F},{B, D}, {E}.{C}}

{{A, F},{B}.{D},{E},{C}}

{{4, F},{B},{D},{E},{C}}

Nasli jsme automatovou kongruenci :Z’J:i:Nl_ Protoze kazda automatova kog-
ruence je také stavova, je i ~; stavova kongruence. Navic je ~1 netrividlni, takze

nam zbyva najit jen jednu netrividlni stavovou kongruenci. Algoritmus 1 ndm
radi, abychom vzali néjaké dva stavy, prohlasili je za ekvivalentni (dostaneme

e Qe 2w
|

rgx), prechody z téchto stavil pres stejné vstupy opét prohlasili za ekvivalentni

atd. Vezméme naptiklad A L B. Dostavame

A= {{A, B}, {C},{D} {E},{F}}
Nebof §(A4,1) = C a §(B,1) = A, bude A ~ C:

A= {{A,B,C},{D},{E},{F}}

Ze stavii A, B, C se jiz nikam jinam nedostaneme, tedy 2-/:’1’:"\’2. Ekvivalence
sz%:wg je netrivialni stavovou kongruenci a spolu s ~; vyhovuje podminkdm
prvni ¢asti tlohy.

Prestoze se rika, Ze student by si nemél pridélavat praci a délat vic, nez
se v zadani pozaduje, v ramci lepsiho zaziti konstrukce stavovych kongruenci
uvedu nékteré dalsi:

X = {{A, B} {B},{C},{D},{F}}}
~ = {{A,C,E},{B,D},{F}}

X = {{A,B,C,D,E},{F}}

R = {{C,F},{A},{B},{D},{E}}}
~ = {{4,B,C,F},{D},{E}}

2 = {{A,B,C,F},{D},{E}}

To uz by snad stacdilo, ne?
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Najdéme nyni podilovy automat M’ = (Q', X,¢',Y, 5') automatu M podle
~1. Automat M je Mealyho automat, tedy i M’ bude Mealyho automat. Defini-
ce podilového automatu ¥ika, 7ze mnoZina stavii Q' je mnozinou t¥id automatové
kongruence ~1. Oznac¢me si jednotlivé tfidy po fadé T1,...,Ts, aby manipulace
s nimi byla pirehlednéjsi

~1= {{A7 F}7 {B}7 {0}7 {D}7 {E}} = {Tla 15,13, T47T5}

Automat M’ mé stejnou vstupni a vystupni abecedu jako automat M, te-
dy X ={0,1}, Y ={0,1}. Pfechodovou a vystupni funkci ¢’ a (' dostane-
me tak, Ze z kazdé tridy T; vezmeme libovolny prvek g € T; a definujeme
8(T;,a) = [0(q,a)]~,, B'(T;,a) = B(q,a) pro viechna a € X. Automat M’ za-
piseme tabulkou a budeme hotovi.

M| 0 1

T, | T,/1 | T5/0
Ty | /1 | T1/0
Ts | T1/0 | T»/0
Ty | T5/1 | T1 /0
Ts | Ty/1 | T5/0

Priklad 3.19 (Sestrojeni dekompozic) Sestrojte sériovou a paralelni dekompo-
zici automatu M = (Q, X,0,Y, 3), zadaného tabulkou

M| a b c
1 [6/y|3/z|2/u
2 | 5/z | 4/u| 1)y
31 2/y |5y |4y
4 | 1/z | 6/z | 3/z
5 | 4/u| 1/u | 6/u
6 | 3/u|2/y|5/z

7 tabulky lze o automatu M vy¢ist, ze
Q = {1,2,3,4,5,6}
X = {a,b,c}
Y = {u,y,z}

Sestrojime nejprve sériovou dekompozici podle postupu, ktery ndm nabizi dikaz
véty 3.16. Nejprve budeme pot¥ebovat jednu stavovou kongruenci (oznacme ji

p1 automatu M. Podle algoritmu 1 volbou 1 L 2 dostévime

= {{1.2}, {3}, {4}, {5}, {6}}}
= {{172}7{374}7{576}}
= {{1a2}a{3a4}a{5a6}}

Algoritmus se zastavil a my jsme obdrzeli stavovou kongruenci

(29) p1 = {{1a2}a {3a4}a {576}} = {T17T27T3}-

o = 2o
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Kongruence p; a volba poradi prvki v jednotlivych t¥idich kongruence p;28
nam jednoznacné urcuje automaty

Ml — (QlaXa 517Q1 X Xaﬁl)
My = (Q2,Q1 x X, 62,Y, 32)

z ditkazu véty 3.16 tak, ze M’ = M, (==)M> je sériovou dekompozici M. V au-
tomatech My a M, je

b Ql = {T17T27T3}
e ()2 = {1,2}, nebot tFidy kongruence p; obsahuji maximélné dva prvky
o 01(T,xz) =[6(t,z)],, proz e X, TEp,teT

e 05(i, (T, z)) = j, kdyz funkce ¢ zobrazuje i-ty prvek t¥idy 7' na j-ty prvek
t¥idy S = 01(T,z)?", proi,7 € Q2, T,S € Q1,0 € X
e (31 je identicka funkce
e (32(i,(T,z)) =y, kdyz vystup funkce S z i-tého prvku t¥idy T pii vstupu
rjey,proi € Q, T € Qr,xz € X,y €Y
Funkce f, g, h, které zprostiedkovavaji realizaci, jsou definoviany nasledovné
e f=1idx, h=1idy
e g(q) = (T,i), kde T € @ obsahuje prvek g € T na pozici i
Funkce g je popsana néasledujici tabulkou
¢ | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6
Q(Q) ‘ (Tla 1) ‘ (T172) ‘ (T27 1) ‘ (T272) ‘ (T37 1) ‘ (T372)
Tabulky automatd M; a Ms vypadaji takto
M| o | b | ¢ |
T1 T3/(T1, a) TQ/(Tl, b) Tl/(Tl, C)

Ty | Tv/(Ty,a) | T3/(To,b) | To/(T2,¢)
T3 | T2/(Ts,a) | T1/(Ts,0) | T3/(Ts,¢)

M, | (Tha) | (T17b) | (Tlac) | (T270‘) | (TZab) | (TQ,C) | (T3aa) | (T3ab) | (T37c) |

1 2/y 1/z 2/u 2/y 1/y 2/y 2/u 1/u 2/u

2 1/z 2/u 1/y 1/z 2/z 1/z 1/u 2/y 1/z
Ziskali jsme tedy sériovou dekompozici automatu M. Nyni ziskejme jesté pa-
ralelni podle niavodu z diikazu véty 3.17. Automat M; miZeme vzit nezménén
7z predchozi ¢asti ilohy. Pro konstrukci druhého automatu (ozna¢me ho Ms) po-
tfebujeme néjakou netrividlni stavovou kongruenci ps takovou, aby bylo splnéno
p1 N p2 = idg. Vezméme napiiklad?®

P2 = {{1a375}7 {274a6}} = {517 SQ}

v naSem piipadé je pofadi ddno zdpisem (29)
*Tt¥ida S nés sama o sobé& nezajima, pouze pofadi prvkd v ni

26

28algoritmus pro ziskani p» nastartujeme volbou 1 ~ 3
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Pro automat M3 = (Q3, X3, 03, Y3, 83) plati podobné jako pro M; (nebot jejich
konstrukce je podle dikazu véty 3.17 stejnd)

.X3=X
L4 Q3 :Q/pz — {51752}
o V3=0Q3x X3

03 a (33 jsou ziejmé z tabulky

My| o | b | ¢ |
S1 | S2/(S1,0) ‘ S1/(S1,b) ‘ S2/(S1,¢) ‘
Sy | S1/(S2,a) | S2/(S2,b) | S1/(S2;¢)

Funkce f',¢', h', které realizuji M pomoci M" = M || M3, jsou popsény v dii-
kazu véty 3.17. Pro nasi dlohu:

e f’ je identita

o g :Q— Q1 xQs3;4'(q) =(T,9),
kdegeT € Q1, g€ SEQa,qgeTNS

o h': Yl X Y3 — Y; h,((T7$)7(‘97$)) = B(QV,E)’
kdeqeT € Q1,q€ SE€EQr,z € X,qeTNS

Tabulky funkci g, h vypadaji takto (s tim, Ze pro zbytek defini¢niho oboru h,
tedy pti T NS = () nebo pro z # z’, definujeme h((T,z), (S,z')) = lib. prvek YV

a do tabulky nezapisujeme):2°

q 123456

(9(9)1 | T Ty T3
(9(@)2 | S1 [ Sa|Si|S2]Si] S

T | S |TNnS | h((T,a),(S,a)) | h((T,b),(S,b)) | h((T,c),(S,c))
T | Si 1 Y z n
Ti | S 2 z n Y
Tz | St 3 (] y y
T5 | S» 4 z z z
T; | St 5 u u u
Ts5 | S 6 n Y z

4 Regularni jazyky

4.1 Akceptory

ZafFizeni, které rozpoznava néjaky jazyk L, tzn. pro kazdé vstupni slovo «
rozhodne o tom, zda « patii do L ¢&i nikoliv, nazveme akceptorem. Jedna se

290becné zépisem (z); mam na mysli i-tou slozku vektoru z; konkrétné na tomto misté je
konstrukce pouzita na vektor g(q)
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ve skutecnosti o Mooretiv automat A = (Q, X, d,qo, Y, 3) s vystupni abecedou
Y = {true, false}. Na vystupu je true, pokud vstupni slovo patii do jazyka
rozpoznavaného akceptorem A.

Definice 4.1 Akceptorem A obvykle rozumime pétici A = (Q, X, 6, qo, F), kde
e () je konecnd mnozina stavi

e X je konecnd vstupni abeceda

0:Q x X — Q je prechodovd funkce

qo € Q je inicidlni (nebo také pocdtecni) stav
e I C Q je mnoZina koncovijch (nebo také prijimacich) stavi !

Posloupnost stavii rg, . .. ,r, se nazyvd viypoctem nad slovem o = aqas . .. ay,
kdyz 6(ri_1,a;) = r; pro kazdé i = 1,2,...,n. Rekneme, Ze vyjpocet je piijimaci,
kdyz ro = qo a ry, € F. Slovo a je pFigimdno akceptorem A, kdyZ existuje priji-
maci vypocet nad «, coZ je pravé kdyz 6*(qo,a) € F.

Jazyk prijimany akceptorem A je tvoien mnoZinou vsech slov pFijimanich
akceptorem A, znacime ho L(A). Tedy L(A) = {a € X*;0%(qo, ) € F}.

O dvou akceptorech Aq, Ao vekneme, Ze jsou ekvivalenini, kdyZ pFijimagi
stejny jazyk, tzn. L(Ay) = L(Asg).

Poznamka: Akceptor (obecné jakykoliv automat) nazveme koneény, pokud
si muze zaznamenat pouze koneé¢né mnozstvi informaci, tedy napr. kdyz mé jen
kone¢nou mnozinu stavi.

Definice 4.2 Jazyk L nad abecedou X nazveme reguldrni, je-li prijimdn néja-
kym konecnym akceptorem.

Definice 4.3 Stav q akceptoru A = (Q, X, d, qo, F') je dosaZitelny, kdyz existuje
a € X* takové, Ze ¢ = 0*(qo, ).

Poznamka: Podobné jako Mooreovy a Mealyho automaty, i akceptory mo-
hou byt zadany graficky, tabulkou funkce ¢, pripadné slovné nebo jinym vhod-
nym zpusobem. Vyhnu se slozitym formalnim popistim zadani akceptoru. Radéji
uvedu priklad, ze kterého by mélo byt vSechno jasné.

Priklad 4.4 (Akceptor) Sestrojte akceptor A= (Q,X,0,q0, F), ktery prijima
jazyk

L={a'¥;i,j =0,1,...}.

Jazyk L je mnozinou posloupnosti z abecedy {a,b}, ve kterych po znaku b
jiz. nenasleduje zadné a. Méli bychom tedy definovat akceptor, ktery takové
posloupnosti pfijimé. Jediné, co musime zajistit, je: ,,Pokud po b prijde a, ak-
ceptor jiz vstupni slovo nesmi pfijmout“. Akceptor A na nésledujicim obrizku
vlevo tento pozadavek jisté splhuje.

!Jinymi slovy, mame-li Mooreiv automat A = (Q,X,d,q0,Y,8) s vystupni abecedou
Y = {true, false}, lisi se od akceptoru (@, X, d, qo, F') pouze formélnim zdpisem, pokud plati

F = {q;B(q) = true}
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a, b .A a b
41| 91| g2
A @ a Q2| g3 | Q2

a q3 | 93 | 43
*a—, . @

b
V pravé poloviné obrazku je potom tabulka akceptoru A. Z obrizku, stejné

jako z tabulky, lze vSechny potiebné informace? o akceptoru A vyéist. Pro
poradek uvedu jesté jeden zpusob zadani A. Tato varianta vSak vyZzaduje néjaky
dopliujici popis funkce 6.

A= ({q17QQ7Q3}7 {a, b}a5A,Q1, {CI1,Q2})

Poznamka: Jisté jste si povsimli, Ze pokud se jednou dostaneme do g3, jiz
v ném zistaneme a cely vypocet neni pfijimaci. Staviim s touto vlastnosti se
nékdy ¥ika ,garbage* (odpadové) stavy.

Pov§imnéme si, Ze vzhledem k definici akceptoru je tfeba téchto stavi pou-
zit, kdykoli chceme zajistit, aby vypocet nad zbytkem slova jiz nikdy nebyl
prijimajici, nebot funkce § musi byt definovana pro kazdou dvojici z Q x X,
tzn. akceptor musi v kazdém stavu znat pokracovani pres kazdé pismeno vstup-
ni abecedy?.

Lemma 4.5 Mé&jme akceptory A1 = (Q1,X,01,q1, F1), As = (Q2, X, 62, q2, F>)
takové, Ze plati

1. Q3 ={q € Q1;q je dosazitelny v A, }

2. 09 : Q2 x X — Q9 je restrikce (zuzeni) 61 na Qo, tj. d2(q,z) = 01(q, z) pro
vSechna x € X a q € Q2

3. Fo=FNQ9
Pak jsou tyto akceptory ekvivalentni.

Dikaz: Z¥ejmé L(As) C L(Ay) je trividlni fakt, ktery vyplyva z definice ak-
ceptoru Ay. Necht nyni o € L(.A;) je libovolné slovo. Pro toto slovo existuje
v akceptoru A; vypocet, ktery ovSem neobsahuje stavy z mnoziny Qi \ Qq,
nebot tyto jsou nedosazitelné. To znamend, Ze vypocet probihd pouze stavy
mnoziny ()2, a tedy vzhledem k definici Ay je slovo a pfijimano v A;, pravé
kdy7 je pFijiméno v As.

Podobné jako v automatech, i v akceptorech se definuje ekvivalence stavti.
Nasledujici definice je zfejmé analogicka definici 2.4.

Definice 4.6 Rekneme, Ze dva stavy qi,qz akceptoru A jsou ekvivalentni (pise-
me q1 ~ q2), kdyZ pro vsechna o € X* plati

0 (q1, ) € F & §*(q2,0) € F

2ystupni abeceda, mnozina stavi, inicialni stav (ozna¢en Sipkou dovnit¥), pfijimaci stavy
(8ipka ven), pfechodova funkce
3neformélné ¥eceno. .. nicméné formalné by nebylo nutné ¥ikat nic :)
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Tvrzeni 4.7 Relace ~ z definice 4.6 na akceptoru A= (Q, X, 4, qo, F) je au-
tomatovou kongruenci.

Dikaz: Je t¥eba ovérit podminky (10) a (11) z definice automatové kongruen-
ce 3.2. Vezméme dva stavy qi,q2 € Q takové, Ze q1 ~ ¢o. 7 definice §* a ekviva-
lence stavi g1, ¢o pro libovolné a € X a o € X* dostavame

8 (0(q1,a),a) = §*(q1,a0) € F < F 3 §*(q2, ax) = 6" (§(g2, a), @),

tudiz 6(q1,a) ~ 0(g2,a) a je ovéFena podminka (10). Podminka (11) mé pro
akceptory formalné ponékud jiny zapis*:

Ga~p=>@QeFs&q@ceF)

ProtoZe vztah z definice 4.6 plati i pro a = A, z g1 ~ g2 dostavame ekvivalenci
0*(q1,A) € F < §*(g2,A) € F a nasledné z definice ¢* plati ¢1 € F & q2 € F,
¢imz je ovéfena podminka (11). Relace ~ je tedy automatovou kongruenci.

Definice 4.8 Je-li ~ automatovd kongruence, pak podilovym akceptorem ak-
ceptoru A = (Q, X, 0,qo, F) rozumime akceptor

A/N = (Q/NaXv O’ [QO]N,F/N),
kde pro vsechna q € Q,z € X definujeme
0~ ([g]~, x) = [0(g, )]~

Jako cviceni doporucuji rozmyslet si, ze pro F/. z predchizejici definice
plati

Ff/w={ld~i (e € Q) A(lglw N F #0)} ={lgl; (g € Q) A (lg]~ C F)},

protoze dva stavy akceptoru jsou ekvivalentni v ~ jen tehdy, pokud jsou bud
oba dva v F, nebo 7zadny z nich neni v F°.

Tvrzeni 4.9 Akceptory A a A/~ jsou ekvivalentni.

Dikaz: Pro akceptory A = (Q, X, 0, qo, F) a A/~ plati

a€L(A) & 0 (q,a) € F&[0*(q,a)]e € F/l. &
< 0([q]~s ) € F/w & a € L(A/L),

tedy L(A) = L(A/.).

Definice 4.10 Akceptor A je redukovany, jestlize Zadné dva stavy nejsou ekvi-
valentni.
Akceptor A je dosahujici, jestlize v§echny jeho stavy jsou dosaZitelné.

“7e tato formule je ekvivalentni s (11), ponechavam ¢tendii na rozvazeni
Sviz definice 4.6 pro a = A
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Poznamka: Stejné jako u automatt, i v pripadé akceptort lze snadno na-
hlédnout, ze podilovy akceptor A/. je redukovany, jakmile ~ je automatova
kongruence z definice 4.6°.

Definice 4.11 Necht A; = (Q1, X, 01,q1, F1), A2 = (Q2, X, 02, q2, F») jsou ak-
ceptory. Bijekci” g : Q1 — Q2 nazveme izomorfismem akceptord Ay a As, plati-
li nasledujict podminky:

1. g(q1) = ¢
2. g(Fl) = F2

8. (VgeQ1)(Va € X)(g9(d1(q,a)) = d2(9(q), a))

PrestozZe definice izomorfismu akceptort neni sama o sobé symetricka, pojem
»byt izomorfni“ symetricky samoziejmé je. Vezmeme-li totiz ¢ izomorfismus
akceptorii A; a Ay, je g~ ziejmé izomorfismus Ay a A;.

Tvrzeni 4.12 Pro kazdy akceptor A existuje s nim ekvivalentni redukovany
dosahugjici akceptor.

Dukaz: Vezméme akceptor A = (Q, X, d, qo, F'). Oznacme

M = {q;(Va € X*)(6"(q0, @) # q)},

tedy M je mnozina nedosazitelnych stavi v A. Z lemmatu 4.5 vime, %e je-
Q' =Q\M, FF=FnNQ ad:Q xX — Q zizeni § na @', pak akceptor
A" = (Q', X,0,q0, F') je dosahujici a navic ekvivalentni s A. Déle z tvrzeni 4.9
vime, Ze podilovy akceptor A’/.2 je ekvivalentni s A, tedy i s A. Navic A’/
je redukovany® a jednoduse dostaneme, ze A'/. je dosahujici, protoze A’ je
dosahujici, tudiz jsme k A nagli pozadovany redukovany dosahujici akceptor.
CBD

Véta 4.13 Kazdé dva ekvivalentni redukované dosahujici akceptory jsou izo-
morfni.

Diikaz: Vezméme Ay = (Q1, X, 01, q1, F1), Az = (Q2, X, 2, g2, F») dva akcepto-
ry. Nebot jsme nenaro¢ni, pozadujme pouze, aby byly ekvivalentni, redukované
a dosahujici. Dokazeme, Ze jsou izomorfni, tzn. najdeme bijekci g : Q1 — Qo
spliujici podminky definice 4.11. Definujme

(Yo € X*)(g(0% (q1,0)) = 85 (g2, )

Proc¢? To se uvidi! Ve tiech vinach ovérime, ze g je izomorfismus akceptori:

bviz véta 3.6

"vzéjemné jednoznalné zobrazeni, tzn. zobrazeni prosté a na

8~ viz definice 4.6

®pomérné trivialni, lze formaln& nahlédnout z tvrzeni 4.7 a pfeformulovanim véty 3.6 pro
akceptory
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1. Nejprve ukdzeme, ze g je funkce, tedy Ze je definovani na celém ()1 a
jednomu ¢ € @ pfislusi nejvyse jedno g(q) € Qo.
(a) Vezméme libovolné ¢ € Q1. Nebot A; je dosahujici,
(Fa e X7)(07(q1,2) = q)
(b) Chceme ukézat (Vq,q" € Q1)((¢ = ¢') = (9(q) = g(¢'))). M&jme slo-
va a,f € X* takova, ze 07(q1, ) = d7(q1, ). Potom pro vSechna
v € X* plati
6T(Q1, O(’)’) = 6?((%((]13 O[),’)’) = 6?(6{((]17 /8)7 7) = 61{((]17 /67)7
neboli
ay € L(A1) & By € L(A).
Z ekvivalence akceptori A;, Ay vime L(A;) = L(A3), mizeme tedy
psat ary € L(Az) & [y € L(Az), coz je ekvivalentni zépisu
03 (g2, ay) € Fo & 03(a2, B7) € Fo

pro libovolné v, odkud z definice ekvivalence stavi akceptoru plati
05 (g2, ) ~ 05(qz2, B). Z toho 65(g2, ) = 05 (g2, B), nebot As je redu-
kovany. Oznacime-li ¢ = 67 (q1, @), ¢ = 07(q1, 3), dokdzali jsme

(a=4d") = (9(a) = 9(d)).
Zobrazeni g je tedy funkci.
2. Nyni dokdzeme, Ze g spliiuje t¥i podminky z definice izomorfismu (defini-
ce 4.11).
(a) g(q1) = 9(67(q1,A)) = 05(q2,A) = g2
(b) Vezméme ¢' € Fy. Nebot Aj je dosahujici, (Fa € X*)(¢' = 05(q2, )).
Potom slovo « musi byt z ekvivalence akceptort A, Ay prijima-
no i v Ay, tzn. (3¢q € F1)(q¢ = 07(q1,@)), pricem? z definice g pla-
ti g(q) = ¢'. Z uvedeného plyne F, C g(F;). Podobné z predpokla-
du, 7e A; je dosahujici, vyplyva (Vq € F1)(Fa € X*)(q = 0] (q1,))

a dale z ekvivalence Ay, Ay plati (3¢ € F»)(q' = 65(q2,)). Proto
g(F1) C Fy a s prvni inkluzi g(Fy) = F>.

(c) Necht ¢ € Q1,a € X. Z dosazitelnosti vSech stavii A;
(Fa € X7)(07(q1, ) = q).
Nyni z definic §* a g
9(01(g,a)) = g(61(67(q1, @), a)) = g(67 (g1, a)) =
= 03(q2, aa) = 52(03 (g2, @), a) = d2(g(q), a)
3. Zbyva dokazat, Ze g je bijektivni
(a) Nejprve ukizeme, Ze g je surjektivni (na). Protoze Ay je dosahujici,
(Vg € Q)T € X7)(q = d3(q2, @) = (07 (q1, @))),
tzn. existuje ¢’ = 87 (q1, @) € Q1 takové, ze g(¢') = q.
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(b) Nasim orgasmem bude diikaz injektivity g'°. Chceme, aby pro vsech-
na q,q € Q1 platilo g(q) = g(¢') = q = ¢'. Nebot A; je redukovany,
sta¢i ukazat, %e q ~ ¢/, tzn.

(Vy € X*)(61(q,7) € F1 & 6(¢',v) € ).

Tak do toho!!! Vezméme q,q¢" € Q1,9(q) = g(¢'). Nebot A; je dosa-
hUjiCi, (E‘ O[,IB € X*)(q = 6T(Q1aa)7ql = 6?((]13/6)) Z definice 6*7 q, ql
pro libovolné v € X* plati

6i(q,ay) = 07(07(q1,@),7) = d7(q,7)
(30) = ay € L(A) & 6i(q,7) € Fi
= pyeL(A) & di(d,y) e F
Déle z g(q) = g(q') plati

ay € L(A2) & Fy 3 05(q2,a7) = 03(9(q),7) =
= 03(9(¢),7) = 93(a2,87) € F2 &
<~ /37 € L(*AQ)a
tedy z ekvivalence akceptori Aq, As je
ay € L(Az) = L(A1) & By € L(Az) = L(Ay).
Uzitim této ekvivalence a ekvivalenci (30) dostavame
01(q,7) € F1 < 61(d,7) € F,
tudiz g ~ ¢' a dale g = ¢', nebot A; je redukovany.

Dokézali jsme, 7e pokud dva ekvivalentni akceptory Aq, Az jsou redukované a
dosahujici, je g definované na zac¢atku dikazu izomorfismem téchto akceptort.

Dusledek 4.14 Pro kazZdy reguldrni jazyk existuje aZ na izomorfismus jediny
akceptor s minimdinim poctem stavi, ktery ho piijimd. !

4.2 Syntaktické kongruence jazyku

Definice 4.15 Pravou kongruenci nad X* nazveme kazZdou ekvivalenci ~ na
X*, pro kterou plati (Va, 8,7 € X*)(a ~ = ay ~ (7).

Kongruenci nad X* nazveme kaZdou ekvivalenci ~ na X*, pro kterou plati
Va,B,7,0 € X*)(a~ B = day ~ §5y).

Mejme dale jazyk L C X*. Pak relace ~ na X* se nazyjvd prava syntaktickd
kongruence jazyka L, kdykoliv

Va,f e X*)a~pB< Vye X" ) ay€e L& pByel))

Obdobne relace ~ na X* se nazgvd syntaktickd kongruence jozyka L, kdy-
koliv

(Va,B € X*)(a~ B e (V7,0 € X*)(0ay € L & 0By € L))

0¢zn. budeme dokazovat, 7e g je prosté
Y yyplyva piimo z tvrzeni 4.12 a véty 4.13
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Jak okamzité vidime z predchézejici definice, (pravd) syntakticka kongruence je
reflexivni, symetricka i tranzitivni a je tedy ekvivalenci.

Podobné jako pravé (syntaktické) kogruence mizeme samoziejmé definovat
i levé (syntaktické) kongruence. V dalsim textu s nimi v8ak pracovat nebudeme,
neobtézuji proto sebe (ani Vas) jejich formalni definici.

Tvrzeni 4.16 (Pravad) syntaktickd kongruence jazyka L je (pravou) kongruenci
nad X* pro kazdy jazyk L nad X.

Dukaz: Provedeme pro syntaktickou kongruenci (pro pravé syntaktické kon-
gruence je dikaz obdobny). Je-li ~ syntaktickd kongruence, pak pro libovolna
a, B € X* 7z definice 4.15 plyne pro v8echna v, vy, d1,d0 € X*

(a ~ ,3) < ((51(520[’)/2’)’1 S IR= 51(525’)’271 € L) <
< (01(d2072)71 € L & 61(020872)11 € L) =
= (02ay2 ~ 20372) CBD

Poznamka: Je-li ~ (pravd) syntaktickd kongruence jazyka L C X*, pak
Vo, e X*)(a~f= (0n€ L& B€L)).
Tato trivialita plyne p¥imo z definice pravé syntaktické kongruence (y = A).

Véta 4.17 (Myhill-Nerode) Pro kazdy jazyk L nad abecedou X jsou ndsledugici
podminky ekvivalentni:

1. L je reqularni.
2. Pravad syntakticka kongruence jazyka L md konecné mnoho tFid.

3. Syntaktickd kongruence jazyka L md konecné mnoho trid.

Diikaz provedeme cyklicky. Dokazeme postupné implikace 2 = 1,1 = 3,3 = 2.

2=1. Mame X* a L C X*, pravd syntaktickd kongruence ~ jazyka L mi
koneéné mnoho t¥id. Chceme najit koneény akceptor A = (Q, X, 4, qo, F),
ktery prijimé jazyk L (L = L(A), pak L bude regulirni). Definujme A

nasledovné:
Q = X/
Vae X*)(Va € X) (0([a]~ya) = [aals)
o = [Al~

Fo= {lojv;ae L}

V prvni fadé je t¥eba si uvédomit, ze A je konedény akceptor, protoze
|X*/~| je pocet tiid pravé syntaktické kongruence ~, ktery je dle predpo-
kladu kone¢ny. Hned nato je nutné dokazat korektnost definice prechodové
funkce §, tzn. dokdzat implikaci

ap ~ay = (Va € X)(§([ar]~,a) = §([a2]~,a)),
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ktera ale okamzité plyne z triviality oy ~ ag = [ag]~ = [o2]~.

Jazyk ptijimany akceptorem A je L(A) = {a € X*;0*(qo,) € F}. Pro
vSechna « € L plati

8*(q0, ) = [Aa]~ = [a]~ € F,
tedy a € L(A) a L C L(A). Naopak, pro a € L(A) plati
0 (qo,) € F= (ABeLl)a~PB)=acL=LA)CL

a podle piedchozi ¢asti dikazu L = L(A).

Poznamka: O akceptoru A dokazeme, 7e je navic dosahujici a reduko-
vany a podle diisledku 4.13 m4 ze viech akceptorii!?, p¥ijimajicich jazyk
L, minimalni pocet stavii, ktery je roven poctu rozkladovych tiid pravé
syntaktické kongruence L!!! MnozZina Q je tvofena pravé vsSemi tFidami
[a]~ = 0*(qo, ), € X*, tzn. do libovolného stavu ¢ € Q se dostaneme
7 (o, jakmile na vstupu je reprezentant t¥idy ¢. Odtud A je dosahuji-
ci. Necht déle [a]., [5]~ jsou ekvivalentni ve smyslu definice ekvivalence
stavii akceptoru!. Pak pro vSechna vy € X* plati

(0%(le]~s7) = o]~ € F) <= (0*([B]~,7) = [Br]~ € F),

proto ay € L & [y € L, tudiz z definice pravé syntaktické kongruence
plati & ~ 8 a [a]. = [§]~, neboli A je redukovany.

1 = 3. Mame kone¢ny redukovany dosahujici akceptor A = (Q, X,d,qo, F) a
chceme ukézat, ze syntaktickd kongruence na L(A) mé kone¢né mnoho
t¥id. Definujme relaci = na X* predpisem

axfe (Vge Q) (¢, ) =0%(q,0))

pro a, 3 € X*. Dokdzeme, 7e ~ je syntaktickou kongruenci L(A) s konec-
né mnoha tridami. Reflexivita, symetrie a tranzitivita relace = je zfejma
z definice. Pocet rozkladovych tiid = je nejvyse |Q|/9/', tedy kone&né ¢is-
lo. Zbyva dokézat, Ze = je syntaktickou kongruenci jazyka L(A). Vezméme

12M4me ted na mysli deterministické akceptory. ProtoZe zatim jiné nezname, mii%e se tato
poznamka zdat nemistnd. Nicméné aZ pozndme nedeterministické akceptory, ukaze se byt
velmi podstatnou!!!

13ve smyslu definice 4.6

0Oznatme n =|Q|. Kdy? pro slovo a € X* definujeme zobrazeni f, :@Q — Q piedpisem
fa(q) = 6"(g,) pro kazdé q € Q, pak a =~ 3 pravé kdyZ fo = f3, ale zobrazeni z Q do @ je
n", proto ma = nejvySe n" t¥id; Jiny mozny zptisob odvozeni pocitdnim moznych ukondeni
vypo¢tu nad libovolnym slovem zapocatého v libovolném stavu. Z kazdého stavu skonci vy-
pocet v jednom z m stavi, neboli pro jeden pevny stav ¢ vznikne n t¥id. V definici = je ale
pro vSechna q € @, tedy kazdy z n stavii vytvori n t¥id nezavisle na ostatnich stavech. Proto

n".
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a =~ 3. Potom pro vSechna y,0 € X* a q € @, kdyz polozime ¢' = 6*(q, o),
z definic 6* a ~ plati
0*(q,0ay) = 67(6"(0%(g,0),@),7) = " (0" (¢, ), 7) =
= §"(6"(¢",B),7) = 0" (6"(6"(q,0),8),7) =
= (g, 087),

tedy ooy = 037 a = je kongruenci s kone¢né mnoha tridami.

Zbyva ukazat, Ze = je syntaktickou kongruenci, tzn. pro vSechna o, 3 € X*
ar < (Vo,y € X")(oay € L(A) & ofy € L(A))

Implikace zleva doprava plyne z faktu, Ze ~ je kongruence, coz jsme jiz
dokézali. Zistava opacéna implikace. Vezméme libovolné ¢ € () a oznaéme
@1 = 0*(q,a), g2 = 6*(q, B), ¢imz jsme pozadovany vztah o & [ piepsali na
¢1 = q2. Nebot A je redukovany, staci dokazat g, ~ g2'°, neboli problém
jsme opét prevedli, tentokrat na

(31) (Vv € X*)(0"(q1,7) € F & 6*(q2,7) € F),

coz uz se da vydrzet. Protoze A je dosahujici, jisté existuje o takové, ze
0*(qo, o) = q. Potom plati

F5 6 (q,7) = 6"(q,a7) = 6" (g0, 007) & oay € L(A)
F36%(q2,7) = 6%(a,87) = 0%(q0,087) & opby € L(A)

Protoze dokazujeme implikaci zprava doleva, predpoklddame pravdivost
pravé strany ekvivalence, neboli vime

(Vo,vy € X*)(oay € L(A) & ofy € L(A))

a z predchozich dvou rovnic proto plati (31), ¢imz je implikace zprava
doleva dokdzina a = je syntaktickou kongruenci L(.A).

3 = 2. Ma-li syntakticka kongruence koneény pocet rozkladovych t¥id, mé nut-
né i pravéa syntaktickd kongruence koneény pocet rozkladovych t¥id, nebot
pocet tiid pravé kongruence je zfejmé mensi nebo roven poctu tiid syn-

taktické kongruence.

Priklad 4.18 (Syntaktické kongruence) Najdéte synt. kongruence jazyki

Ly = {a'V;i,j =0,1,...}
Ly = {a'b’;i=0,1,...}

Sestrojme nejprve syntaktickou kongruenci ~p, jazyka L. Zjistime, ktera slo-
va jsou v L; navzijem kongruentni, a poté dokdzeme, ze zddné dvé z téchto
tiid nelze jiz spojit v jednu. VSechna slova typu o;; = a’abb’ jsou mezi sebou
kongruentni, protoze vezmeme-li o;; a oy, potom

15ye smyslu definice 4.6



4.2 Syntaktické kongruence jazykii 35

e priddme-li obéma sloviim suffix'® neobsahujici @ a prefix neobsahujici b,
patii obé novéa slova do L;.

e priddme-li obéma sloviim suffix obsahujici a nebo prefix obsahujici b, zad-
né ze ziskanych slov do L; nepatii.

Slova typu o;; pro i,57 =0,1,... jsou tedy mezi sebou navzdjem kongruentni
v L1 a mohou tvorit tfidu o hledané syntaktické kongruence ~,,. Obdobné se
ukaze kongruence vsech slov typu

o = a’
B = v
Veakpklalyt = (ak" bkb)kba(a"]“ b"’b)é

pro i, ka, ky, kLo, £y, £ > 0, 5 > 07 (tedy a, 3, v jsou dalsi mnoziny, které budou
kandidovat na t¥idy v ~p,). Zbyva dokazat, Ze «, 3,7,0 jsou po dvou ruzné.
T¥ida v se vyznacuje tim, ze pridanim jakéhokoliv prefixu nebo suffixu k jejim
slovim vytvorime slova, kterd nepatii do Li. Slova «a; nejsou kongruentni se
slovy B; (staci volit suffix a)'®, analogicky a # o (volbou suffixu a) a 8 # o
(prefix b). Syntaktickd kongruence jazyka L; ma tedy ¢tyfi (po dvou navzajem
riuzné) tiidy «, 3,7, 0.

UkaZeme nyni, ze syntakticka kongruence ~p,, jazyka Ly m4 nekonecné mno-
ho t¥id. Lehce nahlédneme, ze slova a'b’ a a’b* pro j,k <i, j # k, i pevné'?,
nejsou kongruentni (sta&i pridat suffix bl°=71) a tvoif tedy 4 t¥id ~ L, Po tomto
kratkém tivodu snad kazdy uzna, Ze

~po={{a't’; (i — j) = c};c € Z} U {{a,b}* \ {a'¥;i,5 € No}},

tedy ~r, m4 nekoneéné mnoho ti{d?’.
7 Myhill-Nerodovy véty (4.17) vyplyva, ze jazyk Li je regularni, kdezto Lo

regularni neni?'. | FINE

Nyni poddme charakterizaci syntaktické kongruence pomoci jazyka.

Tvrzeni 4.19 Bud L C X* jazyk. Pak ekvivalence ~ na X* je syntaktickou
kongruenci (resp. pravou syntaktickou kongruenci) jazyka L, pravé kdyZ ~ je
nejhrubsi kongruence (resp. pravd kongruence) takovd, Ze plati

(32) (Va,Be X" )(a~pB=(a€e L& pEeL)).

Sguffixem délky n slova a se rozumi poslednich n znakt slova a; podobné& prefix délky n je
prvnich n znakt; vlastni prefix (suffix) slova a je prefix (suffix) délky mensi nez |o| a rizny
od A.

7 poviimnate si, 7e prazdné slovo A patii pravé do ay

Baia e Ly, Bja & Ly

19e¢ libovolné

207kuste se zamyslet nad tim, pro¢ jsou uvedené tiidy skuteéné t¥idami ~r,, a pocho-
pit to jako trivialitu. Neni to samoziejmé nic tézkého, ale prispéje to k pochopeni myslenky
kongruenci. Mald ndpovéda: t¥ida za znakem sjednoceni (U) je t¥idou téch slov, kterd nelze
zadnym zpusobem doplnit na slova z Lo.

2lregularita L; jiz byla jednou prokazana v p¥ikladu 4.4, neregularita L, bude jedt& jednou
ovérena v prikladu 4.25
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Diikaz: Tvrzeni dokdzeme pro syntaktické kongruence. Nejprve implikaci zleva
doprava. Jak jsme jiz ukazali v tvrzeni 4.16, syntaktickd kongruence ~ jazyka
L je kongruence a plati pro ni (32). Zbyva ukazat, ze ~ je nejhrubsi kongruenci
spliwjici (32), tzn. pro libovolnou kongruenci ~ na X* spliujici (32) ovéfit pro
kazdé a, 8 € X* vatah a = = a ~ 8. M&me o, § € X* takové, Ze a =~ (3. Pak
pro kazdé v,0 € X* plati yao =~ yf0, protoZe = je kongruence. Z vlastnosti (32)
pro = pak plyne (yao € L < vfBo € L), odtud dostavame « ~ 3, protoze ~ je
syntaktickd kongruence.

Syntaktickd kongruence ~ je pro dany jazyk a danou abecedu vzdy pravé
jedna. ProtoZe nejhrubsi kongruence spliujici (32) je také pravé jedna, je podle
prvni implikace rovna ~?2. Tvrzeni je pro syntaktické kongruence dokazané.

Diikaz pro pravé syntaktické kongruence je analogicky.

Definice 4.20 Doplikem jazyka L C X* rozumime jazyk L = {a € X*;a ¢ L}
Lemma 4.21 Reguldarni jazyky jsou uzavieny na doplnky.
Ditkaz: Bud' L(A) reguldrni jazyk, piijimany akceptorem A = (Q, X, d,qo, F').
Dokazeme, ze akceptor A = (Q, X,0d,q0,Q \ F) prijima doplnék L(A) jazyka
[i(‘A) To je ovSem trividlni, nebot koné¢i-li piijimaci vypocet akceptoru A, resp.
A pro néjaké slovo o € L ve stavu ¢, pak g € F < q ¢ Q \ F, tedy

a€L(A) & ad LA

7 definice automatu A. Doplnék regularniho jazyka je piijiman kone¢nym ak-
ceptorem, je tedy regularni.

Vzhledem k predchozimu diikazu je vhodné si trochu pripomenout defini-
ci (4.1) akceptoru a poznadmku o garbage stavech ze strany 27. Zkuste si jako
cvideni porovnat jazyky prijimané akceptory A, B na nésledujicim obrazku:

a,b

B @ A

b a,b

—(1 (22) a3 —(n (@) a3
a a a 2/ a
btf b4

Oba akceptory pfijimaji zfejmé stejny jazyk
L = {ab"a;n € Ny}.

Odlisné se ale chovaji ke sloviim mimo L. A neni podle definice akceptor —
prijde-li nap¥. slovo aaa, nemé definovany prechod z ¢35 pres a. B akceptorem je,
tedy ma definované vSechny prechody — nad slovem aaa skondéi v q4. Budeme-
li nyni podle diikazu lemmatu 4.21 konstruovat akceptory p¥ijimajici L, pak
vskutku L(B) = L, ale L(A) # L, protoZe nepiijima napf. slovo aaa. P¥i¢inu
hledejte v netiplnosti definice funkce § v A.

Pouéeni: Pouzivejte garbage stavy a ¢téte fadné definice??!

22tim jsme se vyhnuli dtikazu druhé implikace
2 abyste nedopadli jako ja, kdy# jsem odsoudil ditkaz lemmatu 4.21, protoZe jsem byl upo-
zornén, ze krachuje pravé na pi¥ikladu jazyka L; neni tomu tak, dikaz je dobie!
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Lemma 4.22 Prunik i sjednoceni dvou reguldarnich jazyku je opét requldrni
jazyk.

Diikaz: M&me dva konecné akceptory A; = (Q;, X;, 0;, ¢, F;), 1 = 1,2, pro které
X1 = X9 = X. Definujme akceptor

_A: (Ql X Q27X7 67 (Q17q2)7F)7

kde 6((q,4"),z) = (01(q,z),2(¢', z)). Vezméme ndjaké slovo o € X*. P¥ijimaci
vypocet akceptoru A nad slovem « necht skonéi ve stavu (gq,q’). Lze snadno
nahlédnout, %e « je pfijimano akceptorem A;, pravé kdyz ¢ € F;. Obdobné
a € L(As) & ¢ € F.

Polozime-li F' = F; x Fy, pak A pfijme « jen tehdy, pokud a pfijme A; i
As, tzn. A piijima prinik jazykta L(A;p) a L(A3).

Polozime-li F = F| x Q2 U Q1 x Fy, pak A pfijme a, pokud p¥ijme « ales-
pon jeden z akceptorii Ay, As, tedy pfijima sjednoceni jazykt L(A;) a L(As).

Protoze A je konecny, jsou jazyky L(A;) U L(Asz) a L(A;) N L(Az) regular-

ni.

Ddsledek 4.23 Regularni jazyky jsou uzaviené na doplnky, konecnd sjednoceni
a konecné priniky.

Dtikaz: Plyne z lemmatu 4.21 a indukci z lemmatu 4.22.

Povsimnéme si nyni nasledujici situace. M&me akceptor A = (Q, X, 6, qo, F)
a slovo @ = ajas...ap € L(A), |a|]= h takové, Ze h >|Q)|. Je ziejmé, Ze prijimaci
vypocet nad slovem « musi projit nékterymi stavy vicekrat. Necht

q0,91y -5y yqjy---qh

je prijimacim vypoc¢tem nad slovem «, tzn. q, € F. Pak existuji cisla 7, ta-
kova, ze i < j a ¢; = ¢; (musi nastat, nebot A >|Q[). Oznacme a1 = a; ...a;
02 = Qjq1...05, 3 = Aji1...ap. Potom

0" (g0, 1) = ¢ = qj = 6™ (qi, v2)
5*(q]',013) =gqp € F.

Lehce nahlédneme, ze kazdé slovo tvaru ajabas, kde k probihd Ny, patii do
jazyka L(A). Tento intuitivni poznatek formalizuje nasledujici véta:

Véta 4.24 (Nuitnd podminka reqularity jazyka) Ke kaZdému requldrnimu jazy-
ku L existuje n € N takové, Ze pro vsechna slova o € L délky vétsi nez n existuji
slova an, a9, as takovd, Ze as # A, |ag|< n, a = aranas a

(V’i € Ng)(alaéag € L).

Ditkaz: Vyplyva z predchazejictho odstavce.

Otéazka konkrétni (miniméalni) hodnoty éisla n pro konkrétni jazyk L zistava
vSak oteviena. Odvozeni véty napovidé, Ze bychom méli hledat akceptor A,
ktery by prijimal jazyk L a mél by minimélni pocet stavii. Podle prvni ¢asti
ditkkazu Myhill-Nerodovy véty mé oviem akceptor A s minimalnim pocétem stavii
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pravé tolik stavi, kolik je rozkladovych tiid pravé syntaktické kongruence ~
jazyka L. Je tedy n rovno poctu stavi akceptoru A (= pocet tiid ~).
Poznamka: Vétu 4.24 lze s tspéchem pouzit, chceme-li dokazat, ze néjaky
jazyk neni regularni (ukdZzeme, ze zadné n nevyhovuje). Neni vak mozné tvrdit,
7e najdeme-li pro n&jaky jazyk L &slo n vyhovujici vété 4.24, je L regularni!l!?*

Priklad 4.25 (Dikaz neregularity jazyka) PouZitim véty 4.24 dokazte, Ze jazyk
L={d"Vn=0,1,...}
nent requldrni.

Dtikaz provedeme sporem. Ptedpokladejme, ze L je reguldrni. Pak pro néj
musi platit véta 4.24, ¢ili existuje n takové, ze libovolné slovo a délky vétsi
ne7 n lze rozlozit na o = ajasas (0 <|as|< n) tak, 7e (Vi € Np)(aabas € L).
Pro¢ si nevzit tieba oy = a™'b"*!. Jak miize vypadat rozklad slova ag? Nebof
0 <|ag|< n, musi nastat jeden z piipadii

oagzai, 0<i<n
e ag=a'tV), 0<i,j,i+j<n
cary =0, 0<j<n

Pokud an = a, pak ajaz € L, nebot v ajag je vice b nez a. Je-li oy = a’b’, pak
aropasas = a1 et ¢ L. Koneéné pro as = b je ajas € L, nebot pocet
b je mensi nez pocet a. Pro libovolné n jsme nasli ay délky vétsi nez n, které
nelze rozlozit na ajasag tak aby vSechna slova alaéag patrila do L, neboli L
nespliuje predpoklady véty 4.24 a tedy neni regularni.

4.3 Nedeterministické akceptory

Dosud jsme hovotili pouze o tzv. deterministickych akceptorech, kde z kazdého
stavu existoval pro kazdé pismeno vstupni abecedy pravé jeden pirechod.

Definice 4.26 Nedeterministicky akceptor je pétice (Q, X,0,1, F), kde

e X wstupni abeceda
e () je konecnd mnozina stavi
e §:Qx X — P(Q) prechodovd funkce?

e I C Q mnoZina inicidlnich stavi

2 Takovym neregularnim jazykem je napiiklad
{ai...an €{0,1}";a1...an = an...a1;n € Ny},

FeCeno jednim slovem jazyk palindromi, tzn. slov ¢tenych odpredu stejné jako odzadu. Uvadim
tento priklad jen jako doklad pfedchozi poznamky a bez dikazu, ktery si zdjemci mohou
provést jako cviceni na pouziti Myhill-Nerodovy véty.

#nékdy je § definovana jako piechodové relace § C Q x X x @, coZ je totéz; mnozina P(Q)
zde znadéi poten¢ni mnozinu mnoZiny @, neboli mnozinu viech podmnozin Q
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e ' C @ mnoZina koncovych (prijimacich) stavi

Pov§imnéme si, ze kazdy deterministicky akceptor je zaroven nedeterminis-
ticky. Naopak to pochopitelné neplati. Neuvedeme-li proto, zda se jedné o deter-
ministicky ¢ nedeterministicky akceptor, rozumi se vzdy nedeterministicky?6.

Déle si povSimnéme, Ze obrazem funkce ¢ pro néjakou dvojici z Q x X mu-
ze byt — a také casto je — prazdna mnozina. Narozdil od deterministickych
akceptori (def. 4.1) tedy nemusime v nedeterministickych pouzivat garbage
stavy.

Definice 4.27 Rekneme, Ze slovo a = ay ...a, € X* je prijimdno N-akcepto-
rem A, jakmile existuje posloupnost stavi ry,...,r. € Q takovd, Ze

e rg€el

o (Vie(0,k—1))(ris1 € 0(ri,ait1))

o rp €F
Posloupnost ro,r1,...,T, se nazjvd piijimajici vijpocet akceptoru A nad slo-
vem «. Pokud posloupnost ro,r1,...,r spliiuje alespon prvni dvé podminky,

miluvime o ni jako o viypoctu akceptoru A nad c.
Jazyk L(A) prijimany akceptorem A je mnoZina vsech slov prijimangch ak-
ceptorem A (tzn. L(A) = {«o; a je pFijimano A})

Tvrzeni 4.28 Nedeterministické akceptory prijimaji prave requldrni jazyky.

Dukaz: Kazdy regularni jazyk je pfijiman deterministickym akceptorem (viz
definice 4.2) a kazdy D-akceptor je zaroven nedeterministicky. Zbyva dokazat
implikace zleva doprava, totiz ze pro libovolny N-akceptor A = (Q, X, 0,1, F)
je L(A) reguldrni jazyk. Jinymi slovy, pfevedeme N-akceptor .4 na D-akceptor
A’ ktery je s nim ekvivalentni. Pro dané vstupni slovo o = ay ... a; uvazujme
posloupnost mnozin A; C Q:

Ay = I
Ay = {q;(3r € A)(g€d(r,ar))}

Ay = {¢(3r e Ap1)(qg € d(r,ar))}

Je ziejmé, 7ze a € L(A), pravé kdyz Ap N F # (). Definujme proto D-akceptor
AI = (Ql7 X? 5,7 I7 FI)’ kde

Q' = PQ)
F' = {ACQANF #0}
0'(A,z) = {q€@;(3reA)qgeilra)}

*6yzhledem k neskladnosti slov (ne)deterministicky budeme nap¥§té pouzivat zkratek
N-akceptor=nedeterministicky akceptor, D-akceptor=deterministicky akceptor
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0,1

@l 0l g

— 40 q1

Obr. 6: N-akceptor prijimajici L,

Akceptor A’ je nesporné deterministicky?” a kone¢ny a piijima stejny jazyk jako
A2 tedy jazyk L(A) = L(A’) je regularni.

Zamysleme se nyni nad slozitosti, resp. po¢tem stavi D- a N-akceptori.
Na piikladé ukazeme, Zze N-akceptory jsou znaéné jednodussi??. Vezméme jazyk
L, = {a € {0,1}*,n-té pismeno od konce je 1}. Tvrdim, Ze existuje N-akceptor
s n + 1 stavy prijimajici jazyk L, kdezto nejmensi D-akceptor pro jazyk L,
mé 2" stavi. Dikaz je snadny. Zminény N-akceptor ukazuje obrazek 6, kde
F = {Qn}

Zbyvé ukazat, ze libovolny D-akceptor, ktery ma prijimat L,, musi mit
nejméné 2" stavi, tzn. podle prvni ¢asti ditkkazu Myhill-Nerodovy véty (4.17)
staci dokazat, ze prava syntaktickd kongruence ~ jazyka L, ma alespon 2" t¥id.
Vezméme dvé slova a = ai,...,ax, 3 =bi,...,b € {0,1}* a jejich suffixy vy, v
délky n?°. Dokazeme ekvivalenci

(33) (Ya =178) = (@~ pB)

To je snadné. Je-li y; = v, pak se poslednich n pismen slov «a, shoduje.
Pridame-li za obé slova «a, 3 suffix o libovolné délky, n-td pismena slov «,
od konce se ziejmé shoduji, neboli

(Vo € {0,1}")(ao € L, & Bo € Ly,),

tedy a ~ .

Je-li 7o # s, pak (3¢ < n)(ak—n+i 7 be—n+i). Zvolime-li slovo o velikosti 4,
pak n-ta pismena slov ao, Bo od konce jsou rtuzna, tedy « # (.

Dokéazali jsme ekvivalenci (33), ze které jiz snadno plyne, ze ~ méa 2" t¥id.
Staci si uvédomit, ze navzajem ruznych suffixi délky n nad abecedou {0,1} je
pravé 27. Obrazek 7 ukazuje D-akceptor s osmi stavy piijimajici L33!

Definice 4.29 Méjme jazyky L1, Ly nad abecedou X . SloZenim (konkatenaci)
jazyki Ly, Ly rozumime jazyk L1Lo = {af;a € Ly, € La}.

Lemma 4.30 Méjme Ly, Lo reqularni jazyky. Potom LiLo je také requldrni.

2"pro kazdou mnozinu A C @ je jednoznaéné definovana piechodova funkce

2 piijimaci vypolet v A je vlastné transverzéalou p¥ijimaciho vypoétu v A’

2Ne 7e by kazdy N-akceptor mél méné stavii nez D-akceptor nebo néco podobného. To
samoziejmé neplati! Ale sestrojime-li pro n&jaky jazyk N- a D-akceptor s nejmensim moZnym
poctem stavi, mé zpravidla N-akceptor stavi vyrazné méné.

30Jsou-li @ nebo B krati nez n, doplnime je zpfedu pismenem 0.

3lstavy zndzorhuji (kéduji) aktudlni p¥iponu &teného slova
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Obr. 7: D-akceptor prijimajici Lg

Dukaz: Necht L; = L(A;), kde pro i = 1,2 jsou A; = (Q;, X, d;, I;, F;) nede-
terministické akceptory, spliiujici podminku Q1 N Q2 = 0. Definujme akceptor
A= (Ql U QQ,X, (5, I,FQ), kde

e [ =1, pokud A & Ly,
e I =1 Ul pokud A € L.
Funkce § je pro vSechna z € X definovina nésledovné:
(Vg € Q2)(0(q, z) = d2(q,2))
(Vg € Q1)(d1(q,z) N F1 =0 = d(q,2) = 61(q, 7))
Vqge Q)01 (q,z) NFy #0 = 0(q,z) = d1(q, z) U I1)

Dokézeme L(A) = Ly Ls. Vezméme nejprve v = ay ... ax € L(A). Pro v existuje
prijimaci vypocet

€R €Q>
—
—N—
T0yT1yeeesTim1,Tiy---Tk € FQ,

kde ry € 6(rp—1,ap) a
° bud’R:Ql, ro € I1 ar; € Iy,

e neho R=0Qx*?, g€ lhaleL.

V druhém pripadé ziejmé v € L. Pak ale také v € Ly Ly, nebot A € Ly. V prv-
nim piipadé probihd prvni ¢ast vypoctu podle definice § pouze v ¢asti (1, druha
pouze v Q3. Piechod mezi @ a Q3 je mozny jen kdyz 01 (r;—1,a;) N Fy # 0, tedy
slovo & = ayq,...,a; je prijimano v A;. Zbytek slova v, tzn. 8 = a;11,...,ak je
prijimano v As, nebot vypocet nad § zacal v r; € I, prochédzel pouze stavy Qo
a skonéil v mnoziné F»33. Pro 7 jsme nasli rozklad o3 takovy, 7e o € Ly, 3 € Lo,

32tzn. do vypottu se zadny stav z Q1 nezapoji.
33Pokud by platilo A € L1, pak pfi pouziti startovaciho stavu ga cely vypocet probiha v Qs
a ziskdme tak rozklad vy = 8 = AS3
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neboli L(.A) C L1L2

Opacnd inkluze neni o mnoho slozitéjsi. Vezméme slova o = aq ... ax € L1 a
B="0b1...by € Ly. Je-li @« = A, pak pfijimaci vypocet A, nad 3 je také prijimaci
vypocet A nad = Af € L(A). Bud alpha # A. Dale necht rg,...,r,_1,7} je

pro né&jaké r. € Fy, ro € I) prijimaci vypocet a v Ay arg,. .., ke je pro néjaké
ri € I, Tipre € Fy piijimaci vypocet 8 v Ay. Potom ro, ... ,76—1, 7k, ..., Tk1e j€

z definice § piijimacim vypoétem slova af v A**. Dokézali jsme LiLo C L(A),
coz s opacnou inkluzi z prvni ¢asti dikazu dava kyZenou rovnost L(A) = Ly Lo.
Nebot A je nesporné koneény N-akceptor, je L Lo regularni jazyk.

Kdyz ted mame operaci konkatenace, je prirozené definovat také ,,mocninu®
néjakého jazyka:

Definice 4.31 Definujme nasledujici jazyky:
L = {A}
L' = L
i-tou mocninou jazyka L rozumime jazyk definovany predpisem

L' = Lt

Ddle definujme L* = |J L'. Operaci * budeme nazyjvat iteraci jazyka L.
1€ Np

Lemma 4.32 Je-li L regquldarni jazyk, pak i L* je requldarni.

Proc¢ je tfeba toto lemma dokazovat, kdyz mame dtsledek 4.23, ktery zajis-
tuje uzavienost regulirnich jazyki na konecné sjednoceni? Protoze sjednoceni
v definici L* bézi pres pf‘irozenaﬁ ¢isla a je tedy nekonecné®.

Dtikaz: Necht L = L(A), A= (Q,X,0,1,F) a existuje prvek s ¢ Q. Defi-
nujme akceptor A; = (Q U {s}, X, 01, U {s}, F U{s}), kde pro vSechna z € X

01(g, ) = {5 pokud (Vg € Q)(6(q,z) N F = 0)
0

d(s,z) =

) yulT pokud(VqEQ)(( z) N F #0)

Tvrdim, ze L* = L(A;). Bud nejprve a € L*. Je-li @ = A, pak « je pfijiméano
v A; stavem s%6. Je-li @ = oo ... g, € L, pak pro kazdé o; existuje v A
piijimaci vypocet I 3 ri1,mi2,...,7in; € F, kde r(j41) € 6(rij, a;;). Potom ale
7 definice 01 je 711,712, .-+, T1(n,—1)sT215 - - » Tkn,, PFijimacim vypoctem «, tzn.
o€ L(.Al).

Na druhou stranu. Bud @ = ay ... a, € L(A;). Je-li« = A, je « € L*. Neni-
li & = A, existuje pfijimaci vypocet ro,...,ry, kde rj11 € §1(rj,aj41), 10 € I,

34pro ty, ktefi to nevidi jako trivialitu, pFipojuji vysvétleni: vypolet zalind v ro € I1. A%
do stavu ri_; se pohybuje pouze v Qi. Potom ale 61(rr_i1,ax) =71} € F1, tedy z defini-
ce 0 mizeme piejit do ryp € In v Casti @2, ve které uz zistaneme az do rp4e € F>. Plati
(VO <i<k+£€)(r; €(ri—1,a;)), tedy r; je pfijimaci vypocet A nad slovem af3

35Zamyslete se nad tim, pro¢ je L™ opravdu jazykem, neboli pro¢ jsou vSechna jeho slova
konec¢na. Je to sice velmi jednoduché, ale moznd vhodné explicitné si uvédomit.

36od toho tam ten stav taky mame, Ze ...
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r, € F. Vezméme vSechny indexy iy < ... <ig, pro néz r;, 1 & 0(r;,ai;41),
dodefinujme 79 = 0,4;4+1 = n a rozdélme prijimaci vypocet slova e na k + 1 ¢asti
(j-t& cast obsahuje stavy ri; 41,742, --,7i,.,-1;7 € (0,k)). Pfechody v ramci
jedné céasti vidy patii do funkce d, pfechody mezi jednotlivymi ¢astmi nikoli.
Musely tedy z definice d; nastat v ptipadé, kdy o(rs; —1,a;;) N F # (), tzn. pro
kazdé r;; 1 existuje stav réj € F takovy, ze

(VieN)(G <k+1=(r €d(ri-1,a)))

Déle lze tvrdit (Vj € (1,k))(ri; € I), opét z definice d;. Potom ale posloupnosti

TijsTij4+1ye - ,rl-jﬂ,l,r;jﬂ jsou” pro j € (0, k) piijimacimi vypoéty akceptoru
A nad slovy
a1 = at...G4
Qg = Q41 ---Q4y
Q41 = Qjp41--- aik+1.

Slovo a jsme rozlozili na oy ... agq1,0; € L(A) = L, kde k + 1 <|a|, tedy ko-
ne¢né ¢islo, neboli o € L*. Mame opa¢nou inkluzi, tedy L* = L(A).

Definice 4.33 Zrcadlovym obrazem slova o = aq ... a, rozumime slovo

at=ay,...a1

Zrcadlovym obrazem jazyka L rozumime jazyk

LE={a®ac L}
Lemma 4.34 Zrcadlovy obraz regularniho jazyka je reguldrni.

Diikaz: Provedeme pouze neformélné (formélni zapis je mozné zkusit jako cvice-
ni). Mame-li akceptor A, ktery pfijima jazyk L, obratime v ném vSechny Sipky
na opacné orientované a zaménime mnoziny vstupnich a vystupnich stavi. Tak-
to upraveny akceptor je ziejmé koneény a piijima jazyk L%.

Poznatky predchézejicich lemmat shrnuje nasledujici véta

Véta 4.35 (Kleene) Reguldrni jazyky tvori nejmensi tiidu®® jazyki, kterd
1. obsahuje vsechny konecné jazyky

2. je uzaviena na konecnd sjednocent, konkatenaci a iteraci

3Tp¥i definici v}, = rp,

38ve smyslu teorie mnozin

39Tato podminka je ekvivalentni podmince ,pro kazdou abecedu X obsahuje tzv. elemen-
tarni jazyky 0, {A} a {z} pro vSechna z € X“, nebot za pfedpokladu platnosti bodu 2 lze
kazdy koneény jazyk vyjadfit z uvedenych jazyki operacemi z bodu 2
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Diikaz: Ze kazdy jazyk, patiici do t¥idy specifikované body 1 a 2, je regularni,
vyplyva z disledku 4.23 a lemmat 4.30 a 4.32. S opacnou inkluzi je to poné-

N 24

vyjadrit operacemi z bodu 2 z jazyka (), {A}, {z} z bodu 1. Necht L C X*,
L=L(A), A=(Q,X,0,qo, F) necht je D-akceptor s n stavy, o¢islovanymi in-
dexy 0,...,n — 10, Vyjadiime L(A) pomoci elementarnich jazykii. Definujme
pro tento ucel jazyky typu

Lij = {a € X*;0%(qs, ) = q;}

Je okamzité vidét, ze L = |J Lg;. Dale definujme
G EF

ij = {a € X" 6" (gi, ) = qj,
(Vo' vlastni prefix «)(6*(¢;, o) = qp = ¢ < k)}

Receno lidsky, v ij jsou vSechna slova, ktera pievedou ¢; na g; pres stavy gy
takové, ze ¢ < k. Ziejmé plati L?jﬂ = L;j. Indukei podle k dokdzeme, Ze pro
libovolné k je ij mozné vytvorit z elementarnich jazykt operacemi z bodu 2.

1. (k=0):
(a) i =74, potom LY = {a € X;0(q;,a) = ¢;} U{A}
(b) i # j, potom LY; = {a € X;d(g;,a) = q;}
Ziejmé tedy L?j je koneénym sjednocenim elementarnich jazyki.

2. (k= k+1): tvrdim, ze

k ko 1k 1k verk
i = Li; U Ly (Lig) " Lig;

-~

L3
Dokazeme tento vztah postupnym dikazem obou inkluzi
(a) L¥ C LZTH. Mgjme a € L#. Potom

i. buda € ij Pak pro vSechna o' libovolné vlastni prefixy a plati
0*(gis ') = qo, kde £ <k <k +1, tedy a € L™,
ii. nebo a = Bay...any, kde B € LE a; € L¥, v € L’,jj. Je-li of
vlastni prefix o, muze nastat pravé jeden z pripadu
A. o je vlastni prefix 3, potom §*(q;, ) = qp, ¢ < k < k + 1.
B. o =3, pak 6*(¢;, &) = qi, k < k + 1.
C. o =pay...a;d", kde o je vlastni prefix oj; ;. Potom
§*(gi, ') = 6% (0% (g, B), 1 . .. jd’) =
gk, ...’y = ... =
8 (qr, ") = qr,t <k <k +1.
D. o = fai ... , pak 6* (g, &) = 6" (qk, ) = qr. k < k + 1.

“tedy Q = {qo0,q1,---,qn-1}
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E. o = Ba;...any, v vlastni prefix . Potom plati
" (q’l? 0[,) =0 (Qka 71) = du,
kde / <k <k +1.
Slovo « patii do ij"rl, nebot 6*(g;, &) = g; a vypocty vSech vlastnich
prefixti konéi ve stavech qp, ¢ < k + 1. Vime L# C ijﬂ.

(b) Lffl C L#. Mé&jme « € ijﬂ. Oznaéme a; prefix a délky s. Ziejmé
miizeme najit posloupnost vSech indexi s1 < s9 < ... < s; takovych,
ze (Vm <1t)(6"(¢i,@s,,) = qr). Nyni polozme

i. B=as; = peLk
ii. (Vm <t)(as,, , = s, 0m = 0 € LE,)
iii. @ =a,y =7 € Lj;
Zjevné o = fBoy . ..o0p_17, tedy
a € L (L)' Li; € L¥,
kdykoli £ > 0. Je-li t = 0, potom vypocet neprosel stavem ¢;, a musel

tedy projit pouze stavy gqp,/ < k, tzn. « € ij C L#. Vime nyni i
Li?j*'l CL#

Obé inkluze davaji rovnost L# = Lffl, tedy z indukéniho predpokladu
lze Lffl sestavit z elementarnich jazyktu operacemi z bodu 2 znéni véty.
Nebot dikaz indukci plati pro vSechna k, tim spis pro k =n + 1, a déle
vime LSJTH =Lpja L= LéJFLUj, kterézto sjednoceni je konecné a jazyky
4q;

v tomto sjednoceni ziskdny jsou jen a pouze operacemi z bodu 2 znéni
véty, je 1 jazyk L sestrojitelny zminénymi operacemi z elementarnich ja-
zykt. Protoze kromé regularity na jazyk L pozadavki nizadnych kladeno
nebylo, 1ze Tici, ze kazdy reguldrni jazyk lze slozit z elementarnich jazyki
operacemi konec¢ného sjednocenti, iteraci a konkatenaci.

K popisu reguldrnich jazykt mazeme ted pouzivat pohodIngji nastroj, nez
jsou slozité mnozinové konstrukce:

Definice 4.36 Reguldrni vyjraz je definovdn indukci

1. 0, A a kaZdd proménnd jsou requldrni vyrazy
2. «a, B reguldrni vijrazy = a + B, a - B,a" jsou regquldrni vijrazy
3. Jin€ requldrni vyrazy nejsou

Kazdému reguldrnimu vyrazu a odpovidé jazyk nad abecedou proménnych,
ktery oznacime L(«). Operaci + odpovida sjednoceni, - konkatenace a * iterace.
Kleeneova véta 1ika, ze regularnimu vyrazu odpovidé regulérni jazyk a naopak,
neboli Ze regularni vyrazy popisuji pravé regularni jazyky.

Poznamka: Kleeneovu vétu lze vyslovit pro regulirni jazyky nad konkrétni
abecedou: ,Regularni jazyky nad libovolnou abecedou X tvori ... *“. Jak je ale
snadno vidét z dikazu Kleeneovy véty, jsou obé znéni navzijem ekvivalentni.
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Mimochodem, Kleeneova véta (resp. jeji ditkkaz) poskytuje navod, jak k da-
nému akceptoru A sestrojit regularni vyraz popisujici jazyk L(A). Staéi pro
vSechna ¢; € F' sestrojit indukci regularni vyrazy pro jazyky Lo; a pospojovat
je mezi sebou operaci +. Netvrdim vSak, Ze tento postup je realizovatelny ve
v8ech pripadech v ,rozumném® case.

Priklad 4.37 (Reguldrni vijraz) Uréete jazyk, ktery odpovidd requldrnimu vy-
razu

(34) v=a"-(b-¢)"+b-(a-c")"

Vyrazu v odpovida regularni jazyk L(v) nad abecedou X = {a,b, c}. K popisu
L(v) pouzijeme formuli (34), kde + nahradime sjednocenim a - konkatenaci.
Sekvence z* se nahradi sekvencemi z%,i = 0,1,...*". A vysledek? Tady je:

L(v) = {a'(bc);i,5 € No} U{blac’)i;i,j € No}

Poznamka: Vzhledem ke korespondenci operaci - a konkatenace se zpra-
vidla - nahrazuje operaci konkatenace jiz v regularnich vyrazech (vynechava se).
Regulérni vyraz v z predchoziho piikladu by pak mél tvar

v =a"*(be)* + blac*)*.

Kdy7 ted vime, %e reguldrni jazyky a reguldrni vyrazy jsou v jedno—jedno-
znactném vztahu, mizeme se zajimat o to jak k reguldrnimu vyrazu sestrojit
akceptor, ktery by pfijimal jemu odpovidajici regularni jazyk.

Algoritmus 2 (Konstrukce automati pro regquldrni vyrazy)

Reknéme, ze mame dany reguldrni vyrazy ai,...,q, nad abecedou X. Zkon-
struujeme k nim akceptory A; = (Q, X, d, qo, F;) takové, ze L(A;) bude jazyk
popsany vyrazem «;. Obecny postup posléze ozifejmime na prikladu:

1. Vytvoiime nové regularni vyrazy of,...,al, takze k i-té proménné ve
vyrazu o pfiddme index i + nj, kde n; je soucet vyskytii vSech promén-
nych ve vyrazech aq,...,aj_1, pro vSechna 4, j. Kdyz i-t4 proménna v «;
byla z, pak fekneme, Ze proménnd z;,; vznikla z proménné z. Abecedu
tvofenou viemi indexovanymi proménnymi ozna¢ime X'.

2. Vytvofime mnoziny*?

o Cr={yz;(3i € (1,n))(Ju,v € (X")*)(uyzv € L(a}))}
o Crr={y;(3i € (L,n))(Tu € (X)")(yu € L))}
e Cirp={y; Que (X))(uy € L(ef))} proi=1,...,n

3. Sestrojime akceptory A; = (Q, X, 0,qo, F;) proi =1,...,n:

“literace jednoprvkového jazyka {z} jsou viechny posloupnosti z' pro i € Np; z znadi libo-
volné pismeno z X
proy,z € X'
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* Q' ={q}UPX)
¢ 5 Q' xX ¢

— 8 (qo0,2) = {y € Crr;y vzniklo z z}

— 0 (A,z) = {z;z vzniklo z z, (3y € A)(yz € C1)}
e () je podmnoZina Q' dosaZitelnd z qq
e :Q x X — Q je restrikce ¢ na Q x X

o { {Ae QANCy # 0} kdyz A ¢ L(w)
' {A EQ;AN C;II % @} U {qo} kdyz A € L(Oli)

proi=1,...,n

Priklad 4.38 (Reguldrni vijrazy) Sestrojte akceptory k reguldarnim vijrazim
a1 = ab*a
as = ac + b*ab*
K feseni pouzijeme algoritmu 2:
1. X ={a,b,c},a = ar1blas, oy = ascs + barb§;
X' ={a1,b2,0a3,a4,c5,bp,a7,bg}
2. o Cr ={a1by, bras,aras,ascs, bgar, azbg, babe, bbg, bgbs }
e Crr ={a1,a4,b5,a7}
o Ctrr ={as}, Cfp = {c5,a7,bs}

3. Definujme

o Q={q,0,{a1,a4,a7r},{bs}, {as}, {b2,bs}, {5}, {ar}, {bs}}
e funkci ¢ tabulkou
Q\X a b
—qo | {ai,a4,a7}  {be}

{a1,a4,0a7} {as} {ba,bs} |

N s|o
—

{be} {a7} {be} 0

{as} 0 0 0

{b2,bg} {as} {ba,bs} 0

{es} 0 0 0

{a7} 0 {bs} 0

{bs} 0 {bs} 0

0 0 0 0

e Polozme
— B = {{as}}

- F2 = {{ala a4, a7}, {an bS}a {85}7 {a7}7 {bS}}
Tim je priklad vytesen! | FINE

Poznamka: Mame-li dva regularni vyrazy «, 8, pak jazyk
L =L(a) NL(B) = {v;v € L(a) Ay € L(B)}

je ziejmé také regularni. Akceptor, pfijimajici L, si jisté kazdy dokaze navrhnout

sam jako cviceni®3.

43Nehledé na to, 7e zminény akceptor byl ji# sestrojen v dikazu lemmatu 4.22 na, strané 37
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4.4 Dvoucestné automaty

Poznamka: Velmi ¢asto se pouziva také oznaceni dvousmérné automaty, které

Vidéli jsme, Ze konecény automat je kontrolni jednotka spolu s hlavou na
vstupni pasce. Hlava ¢te vstupni slovo a podle toho se méni stav kontrolni
jednotky. V kazdém taktu hlava pieéte jedno policko a pak se posune o jedno
policko vpravo.

Nedeterminismus umoznil souc¢asné prohledavani vice vypocti najednou a
nedeterministicky automat prijimé vstupni slovo, kdyz je alespon jeden ze sle-
dovanych vypoc¢ta prijimajici.

Jiné dulezité zobecnéni se tyka zpusobu ziskavani informace ze vstupni pas-
ky. Toto zobecnéni umozni, aby se ¢teci hlava na vstupni paskce pohybova-
la obéma sméry. Takové automaty budeme nazyvat dvoucestné automaty a
ukazeme, Ze prijimaji opét jen regularni jazyky. Uvedené zobecnéni dovoluje
efektivnéjsi ziskavani informaci a tim i zmenseni ¥idici jednotky (poctu stavii),
ale neumozni zpracovavat vice informaci**. Dvoucestny automat p¥ijima dané
slovo, pokud existuje alespon jeden prijimajici vypocet, tj. vypocet, ktery za-
¢ina vypocet na prvnim policku v néjakém inicidlnim stavu a konéi v néjakém
prijimajicim stavu a hlava je na prvnim policku napravo od vstupniho slova.
Formalné definujme:

Definice 4.39 Duvoucestny nedeterministicky automat je pétice (Q, X, 0,1, F),
kde Q, X, I, F ma stejny vijznam jako pro nedeterministicky automat. Funkce
d je definovdana obdobné jako u N-akceptori §: Q x X — P(Q x {—1,0,1}).

Rekneme, Ze A je deterministicky dvoucestny automat, kdyZ |I|=1 a pro
kazdé q € Q a x € X je |0(q,x)|= 1. Proto zapisujeme dvoucestny determinis-
ticky automat jako pétici (Q,X,0,q0, F), kde Q, X, qo a F md stejny vijznam
jako pro deterministicky akceptor a 6 : Q X X — Q x {—1,0,1} je prechodovd
funkce.

Na vstupni pdsce je kazdd pozice mimo vstupni slovo prazdnd® .

Vypocet dvoucestného automatu nad slovem o =ay...a, je posloupnost
dvojic (ro, %), ..., (Tk, k), kde rj jsou stavy automatu, i; jsou celd ¢isla a pla-
i (74155541 — 45) € 0(rj,15) pro kaZdé j =0,...,k — 1. Vipocet je pFijimagici,
kdyZig=1,i,=n+1,r9 € I ar, € F. Slovo « je prijimdno dvoucestnym au-
tomatem A, kdyz existuje prijimajici vypocet automatu A nad slovem a. Jazyk
prigimany dvoucestnym automatem A je mnoZina L(A) vsech slov piijimanijch
automatem A.

Neformalné feceno, dvojice (rj,4;) ve vypoc¢tu automatu A nad slovem «
iika, Ze A je v j-tém taktu ve stavu r; a cte i;-té policko.

Véta 4.40 Jazyk L je prigiman néjakym dvoucestnym automatem, prave kdyz
je requldrni.

4 podobné jako N-akceptory byly efektivnéjsi nez D-akceptory

45Pro prazdné policko vstupni pasky neni ptechodova funkce definovina. Pozd&ji (v kapitole
o Turingovych strojich) uvidime, Ze pro nékteré implementace automatt je vhodné definovat
»,brazdny symbol“, ktery bude stat na vSech polickdch mimo vstupni slovo.
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Dukaz: Mezi dvoucestné automaty patii i nAm dobfe zndmé ,normalni“ (jed-
nocestné) D-akceptory, takze kazdy regularni jazyk je pfijiman dvoucestnym
automatem. DokéZeme opacnou implikaci, tj. 7e kazdy jazyk, ktery je priji-
mén néjakym dvoucestnym automatem, je regularni. Nejdiiv budeme uvazovat,
7e A=(Q,X,0,q0, F) je deterministicky dvousmérny automat. Zkonstruujeme
pro néj nedeterministicky akceptor B takovy, ze L(A) = L(B) a tim ukdZeme,
7e L(A) je regularni jazyk. Pak rozsifime uvedenou konstrukci na obecné dvou-
smérné automaty. Tak do toho ...

Vezméme vstupni slovo a = a; ...a, € L(A) a necht (rg,i0),..., (7%, ik) je
pFijimajici vypocet A nad slovem «. Pozorujme, jak se chova vypocet na pie-
chodu mezi p-tou buitkou a (p + 1)-ni buikou pro néjaké p =0,...,n. Necht
J1y---yJm je rostouci posloupnost vSech indext ¢ takovych, Ze bud iy =p a
tt4+1 =p+1 nebo iy =p+1 a 441 = p. Pak posloupnost rj, 11,...,7;,4+1 na-
zveme piechodovou posloupnosti A nad o mezi p-tou a (p + 1)-ni pozici (viz
obr. 8a). V§imnéme si, ze plati:

e m je liché
o (Vt,8)(1<2t+1,25+1<m,t#s=> (g1 # q2s+1) A (g # q25))*°

Tedy m < 2 |Q|. Kazdou posloupnost stavi qi, ..., qm, spliujici predchozi dvé
podminky*’, budeme nazyvat platnou posloupnosti A. Déle definujeme proces
Skrt(A, B,z), kde A a B jsou platné posloupnosti a z € X. Tento proces simu-
luje ¢innost A na prechodové posloupnosti A mezi p-tou a (p + 1)-ni pozici a
piechodovou posloupnosti B mezi (p + 1)-ni a (p + 2)-ou pozici a pro z = apy1.
Proces bude postupné zaskrtavat prvky v A i B. Pritom v kazdém kroku bude
platit

e pocet zaskrtnutych prvka v A bude sudy, pravé kdyz pocet zaskrtnutych
prvki v B bude sudy?*®,

e zaskrtnuté prvky (v Aiv B) tvori pocateéni interval (tj. pred zaSkrtnutym
prvkem v A, resp. v B jsou vSechny prvky zaskrtnuté).
Proces funguje takto:
49

1. Na zac¢atku neni zasSkrtnuto nic™.

2. Dokud lze zaskrtavat®®, provadime

46hokud by se nap¥. g, vyskytl dvakrat v pfechodové posloupnosti ve stejném sméru, A by se
zacyklil. Jestlize totiz pfed druhym prichodem stavem ¢, automat nedosdhl konce vstupniho
slova, po druhém priichodu ¢, ho jiz nedosdhne, nebot diky tomu, Ze je deterministicky, bude
pti dalsim vypoctu opakovat tu posloupnost stavi a poloh ve vstupnim slové, kterd jej prevadi
z prvniho prichodu ¢, do druhého, tedy na konec vstupniho slova se nikdy nedostane. Pokud
pfed druhym prichodem ¢, dosdhl konce vstupniho slova v nepfijimacim stavu, je situace
obdobna. Jestlize dosdhl konce vstupniho slova ve stavu pfijimacim, neni tf¥eba pokracovat ve
vypocétu — slovo je pfijato (do ¢, se jiz podruhé nejde).

4Tnyni bez ohledu na vstupni slovo

48neboli soudet viech zagkrtnutych prvki v A i B je sudy

1Ozatim je to snadné, Ze ... o

%0pochopitelnd nelze zagkrtavat (mimo jiné) v piipads, 7e je jiz celé A a celé B zaskrtnuté
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(a) je-li v A zaSkrtnuty sudy pocet ¢leni, vezmeme prvni nezaSkrtnu-
ty stav ¢ v A a zaSkrtneme ho. Dokud d(q,z) = (¢’,0), nahrazuje-
me ¢ prvkem ¢'°'. Kdyz 6(¢,z) = (¢, 1) a ¢’ je prvni nezaskrtnu-
ty prvek v B, pak zaSkrtneme ¢’ v B a opakujeme krok 2. Kdyz
d(q,z) = (¢',—1) a ¢ je prvni nezaskrtnuty prvek v A, pak zaskrt-
neme ¢' v A a opakujeme krok 2. V ostatnich pfipadech (tj. napt.
kdyZ cyklus dany podminkou §(q, z) = (¢’,0) nikdy neskond&i) proces
zaskrtavani skon¢i netispésné.

(b) je-li v B zagkrtnuty lichy pocet ¢lent, vezmeme prvni nezaskrtnuty
stav ¢ v B a zaSkrtneme ho. Dokud §(q,z) = (¢’,0) nahrazujeme ¢
prvkem ¢'. Kdyz 6(q,z) = (¢’, 1) a ¢’ je prvni nezaskrtnuty prvek v B,
pak zaSkrtneme ¢’ v B a opakujeme krok 2. Kdyz d(q,z) = (¢', —1)
a ¢ je prvni nezaskrtnuty prvek v A, pak zaSkrtneme ¢’ v A a opa-
kujeme krok 2. V ostatnich piipadech proces zaskrtavani skonéi ne-
aspésné.

3. pokud jsou obé posloupnosti A i B celé zaskrtnuté, algoritmus ispésné
skonéil®?.

Neni od véci se zamyslet nad tim, co vlastné tento algoritmus dél4, pripadné
jako cviceni pro néj zkusit sestavit program. Je tieba si uvédomit, ze stavy z po-
sloupnosti A a B jsou pravé vsechny stavy, které mohou vypocet posunout z(do)
bunky obsahujici z. Déle si v§imnéme, 7e kdyz A je prechodova posloupnost
nad a mezi p-tou a (p + 1)-ni pozici, B je prechodovi posloupnost nad « mezi
(p+1)-ni a (p + 2)-ou pozici a kdy# = = a1, pak proces Skrt(A, B, z) skoné
isp&sné, viz obrazek 8b. Naopak, pokud proces Skrt(A, B,z) skon&l Gspésné,
pak A a B mohou byt pfechodové posloupnosti néjakého vypocétu A nad néja-
kym slovem a mezi p-tou pozici a (p + 1)-ni pozici a mezi (p + 1)-ni pozici a
(p + 2)-ou pozici, kde z je (p + 1)-ni pismeno «. Tato fakta zachytime v nésle-
dujicim lemmatu, které potiebujeme v dikazu véty.

Lemma 4.41 Méjme automat A z pocatku dukazu véty. KdyZ o= aq .. .an,
a € L(A) a jsou-li Ay,...,A, prechodové posloupnosti A nad o takové, Ze
A, je prechodovd posloupnost mezi p-tou a (p + 1)-ni pozici, pak Ay = {qo},
An = {q} pro néjaké q € F a proces Skrt(Ap, Api1,apy1) skonéi dspésné pro
kazdé p=0,...,n—1.

Naopak, kdyz a =aq...a, € X* a Ay,..., A, jsou platné posloupnosti nad
A takové, Ze Ay = {q}, An ={q} pro néjaké q € F a Skrt(Ap, Api1,ap11)
skonci uspésné pro kazdé p =0,...,n — 1, pak existuje pFijimaci vypocet A nad
a, tj. a € L(A).

Dukaz: Kdyz « € L(A), pak podle predchozich Givah plyne pozadované tvrzeni

z definice piechodovych posloupnosti a procesu Skrt pomérné trividlng.
Dokazeme opac¢né tvrzeni. Budeme postupné vytvaret piijimaci vypocet A

nad « a zaskrtavat prvky Ap,..., A, takZe zaSkrtnuté stavy v posloupnostech

5lto jsou piechody z buiiky z zpét do z, co nas ted nezajiméa
52Pokud skonéil, aniz by byly A i B celé zagkrtnuté, jde pochopitelné o netispéch.
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Obr. 8: Prechodové posloupnosti

Ag, ..., A, tvori prechodové posloupnosti doposud zkonstruovaného vypoctu.
Dale bude dan aktivni prvek, bude to posledni stav ve vypocétu a zaroven po-
sledni zaskrtnuty prvek v posloupnostech Ag,..., A,. Navic bude platit:

e kdyz A, ani A, neobsahuje aktivni prvek, pak zaskrtnuté prvky v po-
sloupnostech A, a A1 odpovidaji zaskrtnutym prvkim po ukonceni né-
kterého kroku 2. v procesu Skrt(Ap,, Api1,apt1)-

e kdyz aktivni prvek je v A, a pocet zaskrtnutych prvki v A, je sudy, pak
zaskrtnuté prvky v posloupnostech A, a A,;; odpovidaji zaskrtnutym
prvkiim po ukonceni nékterého kroku 2. v procesu Skrt(Ap, Api1,api1)
a zaroven zaskrtnuté prvky v posloupnostech A, ; a A, po odstranéni
aktivniho prvku odpovidaji zaskrtnutym prvkim po ukonceni nékterého
kroku 2. v procesu Skrt(A,_1, Ay, ap)

e kdyz aktivni prvek je v A, a pocet zaSkrtnutych prvka v A, je lichy,
pak zaskrtnuté prvky v posloupnostech A, _; a A, odpovidaji zaskrtnu-
tym prvkim po ukonéeni nékterého kroku 2. v procesu Skrt(A,—_1, Ay, ay)
a zaroveni zaskrtnuté prvky v posloupnostech A, a A, po odstranéni
aktivniho prvku odpovidaji zaskrtnutym prvkim po ukonceni nékterého
kroku 2. v procesu Skrt(Ap, Api1,api1)

e kdyz aktivni prvek ¢ je v A,, pak

— je-li pocet zaskrtnutych prvki A, sudy, posledni prvek doposud zkon-
struovaného vypoctu je (q,p)

— je-li pocet zaskrtnutych prvki A, lichy, posledni prvek doposud zkon-
struovaného vypoctu je (¢,p+ 1)
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Proces vytvareni prijimaciho vypoc¢tu probiha takto:

1. na pocatku je zaskrtnuty pouze prvek gy € Ag, ktery je také aktivni

2. necht ¢ € A, je aktivni prvek

e kdyz pocet zaSkrtnutych prvki v A je lichy, pak do vypoctu pridava-

me (¢’,p + 1) a nahrazujeme ¢ prvkem ¢’, dokud 6(g,ap+1) = (¢',0).
Kdy7 pfed pfidanim jsme méli vypocet A nad «, pak po pFidani opét
dostaneme vypocet nad «, protoze ptivodni vypocet koncil dvojici
(q,p + 1). Protoze proces Skrt(Ap, Api1,ap41) Gspésné skondi, exis-
tuje okamzik, kdy 0(q, ap+1) = (¢',£) pro £ # 0. Pak bud ¢ = —1 a ¢
je prvni nezaskrtnuty prvek v A, — zaskrtneme ho a do vypoctu pii-
dame (¢’,p), nebo £ =1 a ¢ je prvni nezaskrtnuty prvek v A,y —
zaskrtneme ho a do vypoctu pridame (¢',p + 2). V obou piipadech
obdrzime vypocet nad «, protoze pred pridanim jsme méli vypocet
nad « s poslednim prvkem (g,p + 1), a ¢’ bude novy aktivni prvek.

kdyz pocet zaskrtnutych prvki v A, je sudy, pak pridavame (¢, p) do
vypoétu a nahrazujeme ¢ prvkem ¢, dokud d(q,ap) = (¢’,0). Kdyz
pied pFidianim jsme méli vypocéet A nad «, pak po pridani opét
dostaneme vypocet nad «, protoze ptuvodni vypocet koncil dvojici
(q,p). Protoze proces Skrt(A,_1, Ay, a,) Gsp&sné skonéf, existuje oka-
mzik, kdy (g, ap) = (¢, ¢) pro £ # 0. Pak bud £ = —1 a ¢’ je prvni
nezaskrtnuty prvek v A,_; — zaSkrtneme ho a do vypoctu prida-
me (¢,p—1), nebo £ =1 a ¢’ je prvni nezaskrtnuty prvek v A, —
zaSkrtneme ho a do vypoctu pridame (¢’,p + 1). V obou piipadech
obdrzime vypocet nad «, protoze pred pridanim jsme méli vypocet
s poslednim prvkem (q,p), a ¢’ bude novy aktivni prvek.

3. protoze proces Skrt(Ap, Api1,ap41) Gspéiné skondi pro viechna p z in-

tervalu (0,n — 1), existuje okamzik, kdy aktivnim prvkem je ¢ € A,,, pak
vypocet skonéil prvkem (g,n + 1). Protoze ¢ € F', obdrzeli jsme piijima-
jici vypocet nad a a tedy a € L(A).

Tim je diikaz lemmatu kompletni.

kde

Toto lemma nam radi, jak konstruovat N-akceptor B = (Q', X,d',I', F'),

e (' je mnozina vSech platnych posloupnosti

o V(A xz) ={B € Q'; Skrt(A, B, r) sp&sné skondi} pro kazdou platnou po-
sloupnost A a z € X

e I’ obsahuje jedinou platnou posloupnost {go}
e F' obsahuje vSechny platné posloupnosti {q} pro ¢ € F

Ziejmé z pomocného lemmatu 4.41 plati L(A) = L(B), tedy L(.A) je podle

tvrzeni 4.28 regularni jazyk.
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Uvazujme nyni, ze A = (Q, X, §, I, F) je obecny nedeterministicky dvoucest-
ny automat. Nemiizeme sice pouzit ideu z tvrzeni 4.28 na odstranéni nedeter-
minismu, ale detailnim prohlédnutim piedchozi konstrukce zjistime, Ze deter-
minismus se pouziva ve dvou mistech — aby prechodové posloupnosti mély
omezenou délku a aby proces Skrt(A, B, ) byl deterministicky. Oba problémy
lze v8ak obejit a tuto konstrukci pouzit i pro obecny nedeterministicky dvou-
cestny automat.

Nejprve si vSimnéme, kdyz (rg,ig), ..., (Tk, k) je prijimajici vypocet A nad
slovem « a (ry,4;) = (rs,45) pro t < s, pak

(TO,iU)a ERER (Ttait)a (T5+1,7:s+1), LR ('rkaik)

je opét prijimajici vypocet A. Proto pro kazdé slovo a € L(A) existuje prosty
ptijimajici vypocet®®. Definujeme-li prechodové posloupnosti stejné jako pro
deterministicky dvoucestny automat, pak pro prosty piijimajici vypocet jsou
prechodové posloupnosti platné. To vede k odstranéni prvniho problému.

Za druhé v definici procesu Skrt(A, B, z) nahradime piikaz 6(q,z) = (¢, ¢)
piikazem ,zvolme (¢',¢) € 6(q,z)“. Rekneme, Ze proces Skrt(A, B, z) Gisp&iné
skonéi, kdyZ existuji volby (¢',¢) € §(q,z) takové, 7ze se zaskrtivani povede
uspésné zakondit.

Nyni definujme N-akceptor B = (Q', X, ', I', F') stejné jako pro determinis-
ticky dvoucestny automat s jedinou vyjimkou: I’ je mnoZina vsech platnych po-
sloupnosti {g} pro g € I. Pak stejné argumenty jako v deterministickém pfipadé
nam daji L(A) = L(B) a tedy L(.A) je regularni jazyk, protoze B je N-akceptor.
-CBD

Priklad 4.42 (Dvoucestny automat) Sestrojte dvoucestny automat, prijimagi-
ci jazyk

LI, = {#v#;v € {0,1}*,n-té pismeno slova v od konce je 1}

Jazyk L! je velmi podobny jazyku L, na strané 40, kde jsme ukazovali, Ze
nejlepsi deterministicky akceptor, ktery L, prijima, ma 2" stavi. Kazdy jisté
dokéze nahlédnout, Ze totéz (az na konstantu) plati i pro L, a sestrojit si
nedeterministicky akceptor piijimajici L!,. My ted méame jiny tkol: sestrojit
pro L! deterministicky dvoucestny automat>*. Je to snadné®. ..

N&s automat A bude pracovat tak, ze preéte celé vstupni slovo, vrati se o n
pismen zpét, ovéri, zda n-té pismeno od konce je 1, v pripadé uspéchu docte
vstupni slovo do konce a pfijme, jinak vypocet selze. Automat A s (n + 3)-mi
stavy ukazuje obrazek 9. qo,...,qn+2 jsou stavy A, ohodnoceni hran kéduje
prechodovou funkei a posun ¢teci hlavy na vstupni pasce®®. Neni piili§ obtizné
piesvédCit se, 7e A prijimé pravé L.

Poznamka: O dvoucestnych automatech, které ke své praci pouzivaji ,za-
razky“ (v A to byl znak #), se jesté pozdé&ji®” zminime a ukazeme, 7e p¥ijimaji
také regularni jazyky.

33 prosty pijimaci vipocet je takovy, ve kterém se zadna konfigurace neopakuje
34pochopitelné s co nejméné stavy, jinak to asi nem valny vyznam

35jako vizdycky

% nap¥. ohodnoceni 0, 1/ 4+ 1 znadi pfechod pfes 0 nebo 1 a posun hlavy o +1, tedy vpravo
57y kapitole 4.6 o kvocientech jazykt
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0,1/+1 #,0,1/+1

R R

— 4o q1 q2 qs3 q4 qn+1 qn+2
#/+1 #/-1 o01/-1 0,1/-1 0,1/-1 0,1/-1 1/+1

Obr. 9: Dvoucestny automat A p¥ijimajici L,

Poznamka: Zduraznuji, ze dvoucestny automat sestrojeny v piredchozim
prikladu ma n + 3 stavll a je deterministicky. Nejlepsi jednocestny automat
prijimajici L/, m4 také n + 3 stavii, ale je nedeterministicky!!! Lze tedy vyslovit
hypotézu ,dvoucestné automaty sice nerozsifuji moznosti jednocestnych®®, ale
jsou efektivnéjsi®®“. Uvedend hypotéza je samoziejmé pravdiva, nicméné jeji
ovétreni neni jednoduché a presahuje ramec téchto skript. Je mozné ukizat (viz
[5],12]), Ze existuje jazyk

LY = {#a"bab...ba™cFd* #;1 <k <nA((Vj<n)(1<i; <n)},

pro ktery nejmensi dvoucestny deterministicky automat, ktery ho ptijimé, ma
5n + 6 stavi a kazdy jednocestny D-akceptor, ktery ho prijima, ma alespon
n" stavi. V [5] je navic uveden dikaz, 7ze pfevod dvoucestného D-automatu

n
s n stavy na jednocestny N-akceptor vyzaduje v obecném piipadé Y- (7) (")
k=1

stavii.

Konkrétni jazyky a automaty, na kterych je efektivnost dvoucestnych auto-
mati proti jednocestnym prokazana, nejsou podstatné. Dilezité je, ze hypotéza
z predchoziho odstavce plati véetné slivka 7ddove ve vysvétlujici pozndmce pod
carou.

Poznamka: Protoze jsme se jiz seznamili s nékolika druhy automati, bylo
by asi vhodné uvést pro jednotlivé druhy néjaké ustalené zkratky. Z moznosti, se
typu 1DFA, INFA, 2DFA, 2NFA s vyznamem ,jednocestny deterministicky
koneény automat®, ,jednocestny nedeterministicky koneény automat“, podobné
pro dvoucestné, nekone¢né a dalsi a dalsi.®

4.5 Substituce

Definice 4.43 Substituci z abecedy A do abecedy B nazveme kaZdé zobrazeni
o:A— P(B).
Je-li L jazyk nad A a M jazyk nad B, pak definujeme
o(L) = {a1...ap;
(Fay...a, € L)(Vi=1,2,...,n)(e; € 0(a;))} C B*

58y tom smyslu, 7e pfijimaji stejnou t¥idu jazykd

tedy pro dany jazyk maji bud ¥f4dové méné stavil, nebo alespofi odstaiiuji nedeterminismus

50Tato poznimka byla p¥ipojena pouze proto, aby se ¢tena¥, ktery by se ndhodou dostal
k néjaké literatufe o automatech, nezalekl nezndmych shlukd pismen.
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Vi=1,2,...,n)Fa; € o(a;)) (a1 ..., € M)} C A*

1

Zobrazeni o~ nazyvame inverzni substituci.

Substituce o je requldrni, plati-li, Ze o(a) je reguldrni jazyk pro vsechna
a € A

Abychom zapis v definici trochu polidstili. Substituce o z A do B pfrifazuje
kazdému pismenu a z A mnozinu slov (jazyk) z B, kterymi lze pismeno a na-
hradit. Aplikujeme-li v8echny mozné substituce na vSechna slova z jazyka L
nad A, dostaneme o(L). Naopak pro dany jazyk M nad B kazdé slovo z A*,
které lze alespon jednim zpisobem piepsat substituci o na slovo z M, padne
do o= (M).

Piiklad 4.44 (Substituce) Jsou ddiny abecedy A = {a,b,c}, B ={0,1} a sub-
stitucni zobrazeni o : A — P(B*) o hodnotdch

ola) = {010}
o(b) = {0110}
oe) = {1}

Jazyk L C A* necht je zadan reqularnim vijrazem b*ca™. Urcete jazyky o(L) a

o~ (a(L)).

Protoze kazd4 z mnozin o(z)% ma4 jen jeden prvek, staci v regularnim vyrazu

pro L zaménit jednotlivd pismena jejich obrazy a mame regularni vyraz pro
o(L), tzn.
o(L) = (0110)*1(010)* = N

za predpokladu, ze regularni vyraz ztotoznime s mnozinou slov, které popisuje52.
Najit 0~'(V) neni tak docela trivialni. Tvrdim

L=o""(N).

Kazdy jisté snadno nahlédne, ze inverzni substituci z jazyka N dostaneme vsech-
na slova z L (neboli L C 0~'(N)). Ze nedostaneme Z4dné slovo mimo L, je tieba,
pii formalnim dikazu ovérit. Lze postupovat napt. tak, ze dokdzeme nasledujici
invarianty, jejichz platnost jiz zaru¢uje inkluzi 0~'(N) C L, o kterou nadm jde:

e v kazdém slové z 0! (N) se vyskytuje pravé jedno c.
e v z4dném slové z 0~ (N) po ¢ jiz nenasleduje b.

e v z4dném slové z 0~ (N) se pied ¢ nevyskytuje a.

612 € {a,b,c}
62tento predpoklad je velmi p¥irozeny a budeme jej pouzivat i nadéle
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Tyto invarianty nechavam jiz ¢tendri na rozvazeni. Je mozné samozrejmé pou-
Zit jiné invarianty nebo cely diikaz konstruovat jinak. Po prokazani platnosti
invariantf spolu s trivialni prvni inkluzi dostavdme L = o' (N), co# jsme chtéli
ukazat.

Tim je priklad dokondcen, ...

...ale neni kazda substituce tak prihlednd. Jednoduchou zménou mnozin
o(a),o(b),o(c) uz mizeme ziskat znacné slozitéjsi jazyky, nemluvé pak o jazy-

vvvvvv

substituéni zobrazeni o’

'(a) = {010,0}
(b) {0110,1001}
(¢) = {10,01}

Q. Q. 9
Il

Ziejmé plati
o'(L) = (0110 + 1001)*(01 4 10)(010 + 0)* = N’
Ponékud niroénéjsi je odvodit (o)~ (N'). Oznacime-li

O = (0110 + 1001)*
P = 01+10
R = (010 +0)*,

miizeme se pokusit Glohy ponékud zjednodusit. Podivejme se, jak vypadaji mno-
ziny 0~1(0), o='(P), o' (R). To neni problém®3:

o} 0) = (b+co)
o }(P) = ¢
o '(R) = (a+ aba+ ac+ ca)*

Nékomu by se mozna zdalo, Ze
(35) o H(N') =0~ (0O)o  (P)o!(R)

(neboli o~ (N’) je konkatenaci obrazti mnozin O, P, R v o~!) a Ze jsme tedy ho-
tovi, ale neni tomu tak! Jako protipiiklad uvedme slovo c¢b € o~ 1(011001), které
patif do o1 (N’), nebot 011001 € N', ale v mnoziné o~ '(O)o~ ' (P)o ' (R) za-
hrnuto neni, jak si jisté kazdy snadno ovéfi. Chyba tvahy (35) je v tom, Zze
nebereme v potaz slova z N', kterd zac¢inaji v jedné z mnozin O, P, R a kond&i
v jiné z nich (napt. 011001 zac¢ind prefixem 0110 € O a kondi suffixem 01 € P).
Podivejme se tedy, jak vypadaji tyto p¥ipady%*:

"orP) = o7 (0)(o™ (P) + bc + cb)
Y(PR) = (0 Y(P)+acc+ac+ba+a+aba)o™ " (R),

o~
o~

530pét ztotoziiujeme mno¥inu a reg. vyraz, ktery ji popisuje
84piipad o "' (OR) neni tieba rozebirat, nebot néjaky prvek mnoziny P musi byt ve slovech
z N’ vzdy piitomen
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1

coZ po rozepsani o~ a vynechani zbyteénych ¢lenu dava

oY OP) = (b+cc)*(c+cb)
o' (PR) = (c+ acc+ ba)(a+ aba + ac + ca)*.
Nyni jsme jiz skoro u konce. Ziejmé plati

M

o~ (OPR) = o~ (OP)o~(R) n o~ 1(0)o~(PR) +0-1(0)Qo~'(R),

kde @ je mnozina vSech slov A z {a,b,c}*, pro kterd existuje néjaké slovo
a € OPR s rozkladem a = a; ... o, (kde o; € o(a) Uo(b) Uo(c)) takovym, zZe
pro n&jaké ig (1 < ip < n)

(a1...050 € OP) V (ig41 ... an € PR)
a zaroven

(a1...050 € O)V (ig1-..0n € R)

Po této ukézce sily matematického aparatu pripojuji vysvétleni. Problém je
stejny jako pii konstrukci o~'(OP) a o~'(PR). Mohou se vyskytnout slova,
ktera patii do OPR, ale lze je rozlozit jesté jinym zptsobem, neZ jaky naznacuje
mnozina M9 . Takové slovo je napt. @ = 1001010010 € OPR s rozkladem napi.

ap = 1001
ar, = 0
a3 = 1001
ag = 0

a 19 = 2. Rozborem ptipadt lze zjistit, Ze slovo « je jediné slovo, které prispi-
va do mnoziny ). Vynechame-li z ) slova zahrnuta jiz jednou v M, mame
Q = baba + bacac + cacba + caccea + ccaba + ccaca. Po zjednoduseni

o Y (N') = (b+ce)* - (c+cb+ ace + (ba + cac)(ba + cac) +
cca(ba + ca) + caccca) - (a + aba + ac + ca)*

V uvedeném piikladu je mozné si povSimnout, ze o i o’ jsou reguldrni substitu-
ce. Uznavam, 7e popsany postup je velmi malo podloZen fakty, na ¢emz budu
dale pracovat. Snad alespon nastinuje problémy, které mohou feseni podobnych
prikladu komplikovat, a moznosti jejich prekonani.

Véta 4.45 Meéjme dve abecedy A, B. Pro kaZdou reguldrni substituci o a libo-
volné reguldrni jazyky L C A*, M C B* jsou o(L),0 (M) také requldrni jazy-
ky.

Dikaz:

55neboli zvoleny rozklad téchto slov je mo?né zobrazit inverzni substituci, ale neni moné
jej rozdélit na ¢ast v OP a ¢ast v R (resp. O a PR)
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1. Je-li o reguldrni substituce, pak Va € A je o(a) regularni jazyk. Podle

Kleeneho véty (4.35) existuje reguldrni vyraz [, popisujici jazyk o(a).
Podobné existuje regularni vyraz 8 popisujici L. Potom ale mtzeme kaz-
dou proménnou a € § nahradit vyrazem (3,) a dostaneme regularni vyraz
v (regularita 7 plyne z definice). Jazyk o(L) je zfejmé popisovan regulér-
nim vyrazem <, neboli je regularni.

. Je-li o regularni substituce, pak pro kazdé a € A existuje D-akceptor

Aa = (QaaBa 5aaqa07Fa)

piijimajici jazyk o(a). Od akceptorii A, miizeme btino® pozadovat
(Vai,az € A)(ay # a2 = Qa, N Qq, = 0).

Necht jazyk M je piijiman D-akceptorem®” A = (Q, B, 6, qo, F). Definuj-
me dvoucestny nedeterministicky automat A’ = (Q', A,d',I', F'), kde

Q = @xJQ)U{egr} progr€@Qx (JQa

aEA a€EA

r' = {(qO,qao)-aeA}
F = {ar}
((6(q,b),04(r,b)),0) Vbe B, jellire Qg
'((g,r),a) > (( Q7Qb0 ), 1) Vbe A, pokud r € F,
(gf,1 pokud r € F,,q € F
0

6,(qfaa) =

Pozor!!! Cteci hlava automatu A’ se miize (ale nemusi) pohnout pouze
tehdy, je-li r € F,. A’ je nedeterministicky, tzn. pfijme vstupni slovo, po-
kud existuje prijimaci posloupnost. Funguje vlastné velmi jednoduse. Pro
vstupni slovo a4 . ..a, se pokousi najit ke kazdému a; odpovidajici slovo
a; € o(a;) takové, aby aq ... a, € M. Z definice A’ lze ,vykoukat“, Ze pa-
ralelné probihaji vypoéty v akceptorech A, a A. Nakonec A’ akceptuje
vstupni slovo aj ... a,, pravé kdyz A akceptuje slovo ag ... ay,.

Podrobngji: A’ zaéne vypocet a precte a;. Od té chvile se poloha ¢teci
hlavy neméni a vypocet se pohybuje paralelné v akceptorech A (prvni
slozka) a A, (druhé slozka stavii A") podle prvniho fadku definice ¢’ tak
dlouho, dokud akceptor A’ nenajde vhodné slovo a; € o(ay). Pak se muize
¢tect hlava posunout o pozici vpravo (druhy faddek definice ¢') a vypocet
nyni probihd v A a A,,, pficemz v A se nevraci do pocatecniho stavu, ale
pokracuje tam, kde prestal po precteni ;. Tak postupujeme az k a,,, kde
Aqa, nnavrhne® slovo o, a skonéi v nékterém ze svych piijimacich stavi®®.
Pokud zéroven i momentalni stav v A je pfijimaci, A’ se podle tietiho

56bez Gjmy na obecnosti

67 determinismus akceptori A a A, neni a7 tak dileZity, jen se snazim bano zjednodusit
definici A’

58kdy7 ne, vezmeme si jiny vypodet — od toho je nedeterministicky
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fadku definice §' miiZe pfesunout za vstupni slovo a piejit do piijimaciho
stavu ¢y, takze a; ...a, € L(A") kdykoliv a1 ... o, € M. Z definice §' déle
snadno plyne, 7e A’ miize ptijmout jen slova, kterd jsou v o~ '(M), coz
ponechavam ¢tenafi na rozmyslenit?.

Ukézali jsme, ze A’ nejen ptijima jazyk o~'(M), ale dokonce hled4 od-
povidajici substituovana slova z M. A’ je vzhledem ke své definici jisté
konecny, tedy o~! (M) je regularni.

4.6 Kvocienty jazykua

Definice 4.46 Jsou-li L1, Ly jazyky nad abecedou X, pak

o levym kvocientem Lo podle Li nazveme jazyk

Ll\L2 = {u S X*; (E|'U S Ll)(vu S LQ)}

e pravym kvocientem Lo podle Ly nazveme jazyk

L2/L1 = {u S X*; (E|'U S Ll)(uv S LQ)}

Priklad 4.47 (Kvocienty) K jazykim L = 0*10%, Ly = 10*1 sestrojte pravé a
levé kvocienty Ly podle Lo i naopak.

Resent:
Li/Ly = 0
Lo\Ly = 0
LIy = 10°
L\L, = 0°1

Tvrzeni 4.48 Je-li L regquldrni jazyk nad X, pak pro kazdy (i nereguldrni) jazyk
L' nad X jsou L/L" a L'\L reguldrni jazyky.

Dukaz: L je regularni, tedy existuje dosahujici akceptor A = (Q, X, d,qo, F')
takovy, ze L(A) = L. Definujeme akceptory

AIZ(QaXaaaIaF)v AQZ(QaXa(SaquFI)a
kde

I = {ge@;(3vel)(0"(q,v) =q)}
F' = {qe@;(3vel)(6(q,v) € F)}

59Prakticky to znamena ovéfit, Ze se do qy mtzeme dostat jen zpisobem popsanym v tomto
odstavci.
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Idea této definice je zhruba nasledujici:

Vezmeme vSechna v € L' a stavy, do kterych se pii vypocétu A nad slovy
v dostaneme, oznaéime za inicidlni v A;. Je-li néjaké slovo u pfijimano v A;
s vypoctem zacinajicim v ¢ € I, muselo nutné existovat slovo v € L' takové,
7e 6(qo,v) = q, tzn. vu € L a u € L'\ L. Naopak je-li vu € L pro néjaké v € L'
(tzn. u € L'\L), pak vypocet nad u v A musel zacit ve stavu, do kterého jsme
se dostali po vypoétu nad v. Tyto stavy jsme vSak oznacili za inicidlni v Ay,
neboli u € L(A;) a z celého odstavee L(A;) = L'\ L.

Pro Ay vezmeme vsechna slova v € L’ a najdeme k nim stavy g takové, Ze
§*(q,v) € F™. Ty prohlasime za pfijimaci v As. Je-li néjaké slovo u pFijimano
v As, pak vypocet nad u konéi v nékterém piijimacim stavu g v As a lze tedy
najit v € L', které prodluzuje vypocet z ¢ do pfijimaciho stavu v A, neboli
wv € L awu € L/L'. Je-li naopak uv € L pro néjaké v € L' (tzn. u € L/L'), pak
jisté existuje stav ¢ takovy, %e v ném konéi vypocet nad u v A. Potom ale
d*(q,v) € F, neboli ¢ byl pfijimaci stav v Ay, coz davd u € L(As) a z celého
odstavce L(A) = L/L'.

Akceptory A;, As jsou stejné jako A konecéné, tedy oba kvocienty jsou re-
gulérni.

V kapitole o dvoucestnych automatech jsem slibil, ze zde ukazeme, Ze dvou-
cestné automaty se ,zardzkami“ prijimaji pravé regularni jazyky. Tak do toho.

Definice 4.49 Dvoucestny automat A= (Q, X U{#},0,1,F) (# & X) priji-
ma jazyk T(A) s koncovymi znaky (se zardazkamsi), jestlize

T(A) ={a € X" #a# € L(A)},
kde L(A) je jazyk pFijimany automatem A",

Tvrzeni 4.50 Duvoucestné automaty prijimaji s koncovymi znaky prdvée requ-
larni jazyky.

Diikaz: Ze kazdy regularni jazyk je p¥ijimany néjakym dvoucestnym automatem
s koncovymi znaky, je myslim trivialni’2. Na druhou stranu je-li T(A) jazyk
pFijimany dvoucestnym automatem A s koncovymi znaky, pak ziejmé

T(A) = {#N\(L(A) NLE.) /{#}],
kde

L}%* = {#a#;a € X*}.

Jazyk L}%* je regularni (trivialita — 1DFA s tfemi stavy). L(.A) je regularni
podle 4.40, prinik podle 4.23 a kvocienty podle 4.48, tzn. T'(A) je regularni.
CBD

Kapitolou o kvocientech jazykid jsme ukonéili velkou paséz, tykajici se ak-
ceptorti neboli zarizeni na rozpoznavani reguldrnich jazykt. Vrhnéme se nyni
na mechanismy generujici jazyky. ..

nemusi to jit pro viechna v

"yiz definice 4.39
"ale je vhodné jako cviceni si to rozmyslet
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Definice 5.1 Duojici (X, P) nazveme piepisovaci systém, pokud X je abeceda
a P C{u— v;u,v € X*} koneénd. Dvojici (u — v) nazgvame pravidlo. Kuvili
zkrdceni pouZivame casto pro pravidla (u — vy),..., (u — v,) se stejnou levou
stranou zapisu u — vy |ve | ... | vy.

Rekneme, Ze prepisovaci systém (X, P) primo odvozuje ze slova o slovo 3,

X,P
kdyz a = aquag, f = ayvas a (u — v) € P. Piseme a(:’>)ﬁ.

o ,o(XP) (Xp) (X,P) (X,P)
Posloupnost primijch odvozeni oy = as =" a3 = ... = q,, nazveme

derivaci oy, z aq v prepisovacim systému (X, P). Derivace je minimalni, pokud
ma ze vSech derivaci pro dand oy, oy minimalni pocet primgch odvozeni.

Prepisovaci systém (X, P) odvozuje ze slova « slovo (3, pokud existuje deri-
X,P
vace B z a v (X, P). Piseme oz(:;>)ﬂ.
Definice 5.2 Gramatikou nazveme kazdou ctverici (Vy, Vr, S, P), kde
o Vi je netermindlni abeceda
o V7 je termindlni abeceda

e S € Vy je inicidlni symbol

e (Vy UVp, P) je prepisovaci systém, pro ktery
(u—v)eP=(FAeVyN)(AEu).

Proky v netermindlni abecedé jsou zvany netermindly, prvky termindlni abecedy
prekvapive termindly.
Gramatika G = (Vy,Vp, S, P) generuje jazyk

L(G) = {a € Vi; 8 "= o)

Méme-li gramatiku G = (V, Vr, S, P), pak kvili zkraceni a zpiehlednéni

r~ G , VnUVp,P (. o . . ,
piseme a = § misto a( = ) B. Oba zapisy povazujeme za ekvivalentni a
k k

znamenaji, ze slovo (§ je gramatikou G odvoditelné ze slova a.
7 divodu taspory prostoru a zvysSeni prehlednosti v nésledujicim textu za-
vedeme zcela prirozené ekvivalenci gramatik.

Definice 5.3 O dvou gramatikdich G,G' rekneme, Ze jsou ekvivalentni, kdykoli
generuji stejny jazyk (L(G) = L(G")).

Jazykozpytec Chomski [¢omsky] rozdélil gramatiky do ¢tyf tf¥id. Na jeho
paméatku je nasledujici rozdéleni zvino Chomského hierarchie.
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5.1 Chomského hierarchie

Definice 5.4 1. O libovolné (obecné) gramatice fekneme, Ze je typu 0. Trida
jazyki generovanych libovolnou gramatikou se oznacuje Ly (mluvime pak
o0 jazycich typu 0).

2. Kontextové gramatiky (neboli gramatiky typu 1) jsou gramatiky spliiugici

(V(u—wv) e P)(TX € Vy)
(Ely € (VN U VT)+)(E| ap,09 € (VN U VT)*)
(u=a1 Xas ANv = ayyas)

V pFipade, Ze S neni na pravé strané Zadného pravidla, mize navic kontez-
tovd gramatika obsahovat pravidlo S — A. Generuji tridu L1 konteztovych
jazyk.
3. Bezkontextové gramatiky (gramatiky typu 2) spliiugji
(V(u—v) € P)(u€eVn,ve (VyUVP)")

Generuji tridu Lo bezkontextovijch jazyk.

4. Regularni gramatiky (gramatiky typu 3) spliiugji
V(u—v)eP)[(ueVN)AN(v=aX,a e V;, X € Vy U{A})]
Generugji tridu L3 reqularnich jazyki.

Postupné ukazeme, 7e t¥idy jazyka z Chomského hierarchie jsou usporadany
inkluzi

(36) L3 C Ly C L CLy

a ze L3 jsou vskutku ty regularni jazyky, jak je zname z kapitoly o akceptorech.
Chomského hierarchie pochopitelné nepopisuje vSechny typy gramatik, to
by asi ani neslo. Jako piiklad uvaddim alespon t¥i dalsi typy gramatik:

e Levé regularni gramatiky obsahuji pouze pravidla typu (X — Ya), kde
X e Vyaa eV, Y € VyU{A}. Nikoho asi neptekvapi, ze generuji pravé
regularni jazyky.!

e Linedrni gramatiky jsou obecnéjsi. Obsahuji pravidla (X — oY ), ptipad-
né (X — a), kde a, f € Vi, X,Y € V. Generuji regularni jazyky a né-
které dalsi (napf. {a"b";n =0,1,...} — tento jazyk neni regularni, viz
priklad 4.25) a jsou podmnozinou bezkontextovych gramatik.

e O gramatice G = (Vy, Vp, S, P) fekneme, 7e je nezkracujici, pokud

!Tento fakt lze nahlédnout napiiklad z dikazu tvrzeni 5.8 (viz niZe), kde misto regulérni
gramatiky G miZeme pracovat bez podstatnéjsich zmeén s levou reguldrni gramatikou, ale jisté
by 8el najit i jednodussi diukaz.
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1. S neni na pravé strané zidného pravidla
2. (@ = p)eP=((a=5A3=A)V(l<]A]))

Priklad 5.5 (Gramatika) Sestrojte nezkracujici gramatiku G, generujici jazyk
L = {a'b'c’;i € Np}.
Zapiste odvozeni slova aabbec v gramatice G.

Jak asi kazdého po chvilce zkouseni moznych gramatik napadne, hledana gra-
matika by méla pracovat tak, 7e v prvni fazi vygeneruje slovo a‘c’, prolozené
néjakymi netermindly, kterych by mélo byt také 7. Tyto neterminaly se v druhé
fazi budou prepisovat na b. Vzhledem k tomu, Ze gramatika mé byt nezkracu-
jici, nesmi byt v Zzddném kroku vygenerovano celkem vice nez 37 znaki. Jedna
z moznych gramatik je

G = ({S,B,D},{a,b,c}, S, P),
kde P obsahuje pravidla

S — aBD|A
D — c¢|aBDc

Ba — aB
Be — be
Bb — bb

Generovani v G probih4 tak, 7e nejprve vygeneruje slovo aBD?. Neterminalu
D se muze zbavit pouze prepisem na c. Nez k tomu dojde, mohla byt pouzita
pouze pravidla druhého a tretiho fddku. Pravidlo ve tietim rfadku nam vsak
neméni poc¢ty terminali a netermindlii ve slové a pravidlo druhého fadku spliuje
invariant #a = #B = #c+ 1, kde #z znaéi pocet vyskyt znaku x v dosud
vygenerovaném slové. Pouzitim D — ¢ vyrovname pocty a, B, c a odstranime
D. Ted jiz p¥ichézeji v Gvahu pouze pravidla ve tietim, étvrtém a patém fadku
definice P, jejichz pouzitim vygenerujeme slovo z L.

Zbyva zapsat posloupnost derivaci v G, kterymi lze odvodit slovo aabbce.
Jednou z moznych posloupnosti je

S=% 4BD =% aBaBDc=% aaBBDc=2>
:G> aaBBcc :G> aaBbce :G> aabbcc.

Definice 5.6 O bezkontextové gramatice G = (Vi, Vi, S, P) fekneme, Ze je ve
standartni forme, pokud splniuje ndsledujici podminky:

1. S neni na pravé strané Zadného pravidla

2prazdné slovo nas ted nezajima,
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2. (X —=>AN)eP=X=S5

3. (X = a) € P=a¢Vy (neboli a neni pravé jeden netermindl)

Kazdému je jisté ziejmé, ze v derivacich v bezkontextovych gramatikach se
v jednom kroku (pfimém odvozeni) piepisuje pravé jeden netermindl, nicméné
myslim, Ze je vhodné tuto trivialitu explicitné vyjadrit.

Lemma 5.7 Pro kaZdou bezkontextovou gramatiku G = (Vn,Vp, S, P) existuje
s ni ekvivalentni bezkontextovd gramatika G ve standartni formé. Je-li navic G
requldarni, je i G requldrni.

Diikaz: Necht S ¢ V. Definujme G = (Vi U {S}, V7, S, P). Mnozinu P zkon-
struujeme z P ve tiech fazich odpovidajicich definici gramatiky ve standartni
formé. Jako inicializa¢ni krok zkopirujeme celé P do P.

1. Za kazdé pravidlo (S — a) € P piidame® do P pravidlo (S — a). Po-
¢atecni symbol S se tudiz na pravé strané zadného pravidla neobjevi a
ziejmé L(G) = L(G).

2. Oznatme A C Vy mnoZinu vSech neterminald, které lze néjakym odvoze-
nim piepsat na A*. Pokud S € A, pfiddme do P pravidlo S — A. Déle
pro v8echna X € Vy \ {S}

e vyfadime z P pravidlo (X — A) (pokud tam viibec bylo)

e a pro kazdé pravidlo (X — ), které zistalo v P a pro kazdé vyjad-
fenf o = o Z109Z ... Zp1an, kde ; € (VN U V)", ... # A a
Z; € A, ptidame do P pravidlo (X — ajaz...ay)°.

Ted je t¥eba dokazat, 7e L(G) = L(G).
e Mgjme a € L(G). Slovo « je postupné odvozovano pravidly P, pii-
¢emz nékterd jsou i v P. V derivaci slova o vezméme druhé pravidlo

(X = o) € P, které neni v P®. Takové pravidlo se mohlo do P do-
stat pouze tak, ze bylo odvozeno z nékterého pravidla

p= (X VAL Y anloln) epP

3tzn. (S — «) v P ziistane

vs G . v o, vr s o
‘mnozinu A = {X € Vy; X => A} je mo¥né ziskat napi¥iklad rekursivng — od mnoziny

Ag={X € Vn;(X - A) € P}
postupné prechéizet k delsim odvozenim, kterd piepisuji netermindly na A, tzn.

A ={X eVn;(X > a) € Pac A]_,}.

Ziejmé plati A;—1 C A;. A= U A; a nebot Vy je konecénd mnoZina, je i A konecnd, tudiz
i€Ng
existuje k takové, ze A, = A.
SViimnéte si, #e prvky z A mohou byt obsaZeny i v «;, tzn. Zi,..., Z,_1 nemusi byt

vSechny prvky z A obsaZené v «; vysledek je ten, Ze na pravych strandch pfidanych pravidel
ziskdme vSechny mozné kombinace vynechani nékterych pismen z A v a.

Sprvni pravidlo z P, které neni v P je (S’ — ), které nds nyni nezajima (bylo naplni prvni
¢asti dikazu)
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vynechidnim vsech Z; € A, tedy mélo tvar naptiklad
(X > oqay...an) =p € P.

Pravidlo p miZeme v8ak v P simulovat jako odvozeni, které zac¢ina
v X a pravou stranu p prevadi na p postupnymi piepisy Z; na A
(takové prepisy existuji z definice mnoziny A), tzn. « € L(G).

e Mé&jme naopak slovo a € L(G). Kdyz a = A, pak S € A a tedy P
obsahuje pravidlo (S — ), kde 3 € A* a tedy pravidlo (S — A) € P
a proto o € L(G).
Predpokladejme o #£ A. Vezméme derivaci

S=0=0...2 0=«

v gramatice G a budeme postupné zatrhivat pismena ve slovech j;
(t=mn,...,1). Ve slové B, = a neni zaskrtnuto ziddné pismeno.
— Kdyz B = BioXBin, Bi+1 = Biobi1 a (X — A) € P, pak zatrh-
neme pismeno X v ;.
— Dale kdyz ; = B;0 X Bi1, Biv1 = BioBi20Bi1 a (X = Bi2) € P a
celé (3; 5 je ve slové (311 zatrzeno, pak zatrhneme X ve slové f3;.
Vsimnéte si, ze vSechna zatrzend pismena jsou z A a v derivaci « se
prepiSou na A.
Nyni budeme indukci konstruovat derivaci

§:>’)’1:>’)’2...:>’7m:a

v gramatice G. Ke kazdému slovu §; bude piifazeno slovo 7vj» které
vznikne ze slova 3; vynechinim vSech zatrzenych pismen. Rekneme,
ze takové 7y; odpovida slovu ;. Protoze o # A, neni S zatrzené a
tedy ani nejsou vSechna pismena v [3; zatrzena.

Slovo vzniklé z (3 vynechanim vSech zatrzenych pismen ozna¢me
y1. Ziejmé v, odpovida B; a z definice A plati (S — 1) € P. Mgj-
me (3; a necht mu odpovida ;. Pfedpokladejme, ze §; = 50X i1,
Biv1 = ﬂi,OB’i,Zﬁi,l a necht (X — ,31"2) € P. Kdyz X je zatrzené v (3;,
pak kazdé pismeno f3; o je zatrzeno v 811 a yj odpovida B;41. Uvazuj-
me, ze X neni v (3; zatrzeno. Oznacme postupné v, o, 7,1, ¥j,2 slova,
kterd vzniknou ze slov (3; o, 3;,1, B2 vynechdnim zatrzenych pismen.
Pak vy; = 7;0X7j,1 a protoze nékterd pismena z (3;2 ve slové ;1
nejsou zatrzend, dostavame 7,2 # A a tedy (X — v;2) je pravidlo
z P. Pak Yi+1 = V4,075,275,1 je piimo odvozeno z v; a 741 odpovida
slovu fF;41. Protoze a neobsahuje zatrzené symboly, dostavame pro
néjaké m, ze v, = a odpovida 3, = a a proto a € L(é)

7 obou inkluzi plati L(G) = L(G).

3. Méme jiz bezkontextovou gramatiku G splhujici prvni dvé podminky z de-
finice 5.6. Zbyva t¥eti podminka. Dovolim si tuto ¢ast konstrukce G poné-
kud zatemnit formalitami, nebot je analogickd prechozi ¢asti, kterd byla
naopak ponékud neformélni. Definujme relaci p tak, ze

(VXY e VWX, Y) € p= (X 2 )]
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Relace p je zfejmé tranzitivni a reflexivni’. Z P vyfadime vSechna pravidla
(X = Y), kde X,Y € Vy, a za kazdé pravidlo

(X — a1 1a9Zy ... anloén)
pridame vSechna pravidla

(X — a1 YianYs. .. Yn,lan)
takova, ze (Vi =1,...n—1)((Z;,Y;) € p). Ditkaz rovnosti L(G) = L(G)
by byl velmi podobny jako v bodu 2 a opét by se opiral o fakt, ze odvozeni
v G lze simulovat odvozenim v G a naopak, coz si formalné miize kazdy

provést sam. Velmi nézorny dikaz této casti lze provést pres derivaéni
stromy, o kterych se zminim pozdéji.

7 konstrukce G jednoznacné vyplyva, ze G bude regularni, kdykoli G je regu-

l4rni.

Tvrzeni 5.8 Jazyky tridy L3 jsou requldarni ve smyslu definice regquldrnich ja-
zyki pres automaty.

Dikaz: Spociva v tom, Ze k libovolnému jazyku L € L3 najdeme akceptor A
tak, ze L = L(A), a naopak k akceptoru A najdeme regularni gramatiku G
takovou, ze L(G) = L(A)

1.

Mé&jme regularni gramatiku G ve standartni formé®. Sestrojime nejprve
gramatiku G = (Vy,Vp, S, P), kterd bude také regularni ve standartni
formé a navic bude splhovat

VX, Y eV \{SH(Va eVs) [(X = aY) e P =|o=1]
(VX eV \{SH(VaeV;) [(X = a)e P =|a=1]
NVaeVy) [(S—a) EI5=>|04|§ 1]

Je to jednoduché. Jako inicializaci vSechna pravidla z P zkopirujeme do P.
Ted je G jisté ve standartni formé. Budeme vyfazovat (pfidavat) pravidla
z (do) P tak, aby se zachovala standartni forma G a jazyk generovany G.
Kazdé pravidlo p = (X — aq...a,Y) € P? z P vyhodime a nahradime

sérii pravidel
(X — a1X1),
(V’L = 1, R 2) [(Xz — ai+1XZ~+1)],
(Xn—l — anY),

kde X; jsou nové neterminaly, dosud se ve Vy nevyskytujici'®. Tato pra-
vidla odpovidaji pozadavkim na P, zachovavaji standartni formu G a

"ne v&ak nutné symetricka, nemusi tedy byt ekvivalenci

8timto pozadavkem neztrici dikaz diky tvrzeni 5.7 na obecnosti

%Y € Vv U{A}, X € Vy, mliZe byt tedy X = S

194 p¥id4nim novych pravidel je samoz¥ejmé nutné mnozinu Vi pat¥i¢ng rozsiFit



5.1

Chomského hierarchie 67

jimi vytvofena derivace zfejmé odpovidd ptivodnimu pravidlu p, tudiz
L(G) = L(G). Pro gramatiku G sestrojime N-akceptor A, pro ktery bude
platit L(A) = L(G). Necht f & Viy U V. Pak definujeme

A= (VN U{f}aVTaaa{S}aF)a
kde

. F_{ {f}, pokud (S —»A) ¢ P
| {f,S}, pokud (S — A) e P
{Y e Vy; X — aY € PYU{f},
kdyz (3a € Vi)((X — a) € P)
{Y € Vy; X = aY € P},
kdyz (Va € Vi) ((X = a) € P)

e §(X,a) =

Dokézeme L(G) = L(A). Necht @ = ay ... an, A # a. Pak o € L(Q), pravé
kdyz existuje derivace a z S v G, tzn.

G G G G
S:ale=>...:a1...an_an_lzal...an,

coz je podle definice d nastane pravé tehdy, je-li
X, € 6(S,a1),
(VZ:177n_2) [Xi-i-l ea(Xiaai-I-l)]a
f € 5(Xn717 an)a

¢ili € L(.A). ProtoZe vSechny provedené kroky byly ekvivalence a prazd-
né slovo A je ziejmé piijimano v A pravé kdyz patii do L(G), mizeme

psat L(G) = L(A).

. Nyni m&me A = (Q, X, 0, I, F') nedeterministicky akceptor. Necht S je né-

jaky symbol mimo @ U X. Definujme gramatiku G = (Q U {S}, X, S, P),
kde pro P plati
(Vgel) (S —q) € P]
Vg,re@)(VaeX) [qei(r,a) = (r— aq) € P]
VreQ)VaeX) [FNd(r,a) 0= (r —a) € P]
Dokézeme, 7e G generuje L(A).
(a) Necht @ =ay...ay je slovo z L(A). Pak existuje pfijimaci vypocet
q0;--->9n, kde
q €1
qn € F
(VZ =1,...,n— 1) [qi+1 € 5(qi, ai+1)].
Pak ovSem posloupnost
B7) S=qgp=>aq=...=a01...0n-1@n_1 = a1 ...ay
je z definice P derivaci v G, neboli a € L(G) a L(A) C L(G).
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(b) Je-li @« =ay...a, € L(G), pak S:fﬂzl ...ay. Vzhledem k pravid-
liim v P jediny moZny tvar derivace « z S je (37), coz nastane pouze
pro

qo € Ia
Vi=1,...,n—2) [gi+1 € 0(qi, aiv1)],
qn € Fn 5(Qn71aan) 7é 0.

Pak ovSem qo, ..., g, je pFijimaci vypocet A nad a, tedy « € L(A)
a L(G) C L(A).

Z obou inkluzi dostavame rovnost L(G) = L(A).

Kdyz uz vime, ze definice regularnich jazyki si neodporuji, ale jsou ve shodé,
miizeme si dokdzat jednu ze snadnéjsich inkluzi Chomského hierarchie (36), kon-
krétné L3 C L. Kazdy regularni jazyk je bezkontextovy (tedy L£3 C L), nebot
pravidla regularnich gramatik spliuji pozadavky kladené na pravidla gramatik
bezkontextovych. Naproti tomu existuje jazyk L = {a"b™;n =0,1,...}, ktery
podle prikladu 4.25 neni reguldrni, ale je generovan bezkontextovou gramati-
kou

({S},{a,b},S,{S — aSb | A})
Véta 5.9 Nezkracujici gramatiky generuji prave kontextové jazyky.

Dukaz: Méjme kontextovou gramatiku G = (Vn, Vr, S, P), generujici jazyk L.
G 1, ztejmé spliuje druhou podminku z definice nezkracujici gramatiky. Pouzije-
me otiepany trik a upravime G, tak, aby spliiovala obé podminky a aby se jazyk
L(G1) nezménil. Zavedeme novy pocéateéni netermindl S; a za kazdé pravidlo
(S — a) € P pfiddme (S; — a) do P''. G je nyni jisté nezkracujici, tedy
kazdou kontextovou gramatiku lze prevést na nezkracujici.

Naopak. Necht G je nezkracujici gramatika. Podivejme se, jaki pravidla
mohou piekizet tomu, aby G byla kontextovi. Pravidlo (S — A) ndm nevadi,
nebot z definice nezkracujici gramatiky (str. 62) neni S na pravé strané zad-
ného pravidla. Déle jsou ,v poradku“ pravidla (a« — (), ve kterych existuje
X € Vy, X € a takové, 7e a = a1 Xag, B = ajyas, kde v € (Viy U V) T2, Na
obtiz tedy mohou byt bud pravidla, kde v = A (coz ale nemize nastat, nebot
by bylo |o|>|3|, neboli G by nebyla nezkracujici), nebo kde neexistuje X spl-
fjici uvedené pozadavky. Takova pravidla mohou existovat!'3, le¢ my se s nimi
vypordadame a upravime G tak, aby byla kontextova. Necht

pZ(Al...An%Bl...Bm)EP,

kde A;, B; € Vy U Vp, neni kontextové. Nebot G je nezkracujici, plati ziejmé
m > n. Déle necht M je mnoZina vSech nekontextovych pravidel p z P. Tato
pravidla z G vyhodime a kazdé nahradime ekvivalentni posloupnosti kontexto-
vych pravidel. Ozna¢me T mnozinu vSech terminélt vyskytujicich se v mnoziné

" podrobnéji viz také prvni ¢ast dikazu lemmatu 5.7
124 yplyva trividlng z definice kontextové gramatiky
Bpapt. (XY — Y X) je pravidlo nezkracujici, ale ne kontextové
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M. Za kazdy terminal ¢ € T pridame do Viy novy netermindl A; a do P pravidlo
(A; — t) a ve v8ech pravidlech z P nahradime ¢ netermindlem A;. Jazyk L(G)
se zatim jisté nezménil, nebot jedind moznost, jak se zbavit terminali Ay, je
prepsat je na t. Nyni mame v M pouze netermindly. Je-li

p=(A1...A4, > By...By,) eM
pridame do Vi nové netermindly C',...,C,_1 a do P pravidla
AAy.. A, — Ci1As... A,
CiAs... A, — C1CrA5...A,

Cy...CooAy_1 Ay
Ch...Ch1 Ay
Cy...Ch_1By...Bp

4

Cy...Co1Ap
Cy...Ch_1By...Bp
Cy...Ch_9By_1By ... Bn

Ll

ClBQ...Bm — B1Bsy...B,,
Vyse uvedend posloupnost je nepochybné tvorena kontextovymi pravidly a mi-
zeme ji pravidlo p nahradit. Naopak jakmile jednou pouzijeme prvniho pravidla
posloupnosti, pak se neterminalu C; zbavime aZ poslednim pravidlem, tedy
pridand posloupnost negeneruje vic nez p, neboli jazyk L(G) nedoznal zmény a
G je nyni kontextova.
Kazdou nezkracujici gramatiku 1ze prevést na kontextovou a naopak, ¢imz

je dikaz proveden.
Priklad 5.10 (Nezkracujici— Kontextovd) Nezkracugici gramatiku
G = ({S,B, D},{a,b,c}, S, P),
kde P obsahuje pravidla
S — aBD]|A
D — c|aBDc

Ba — aB
Be — be
Bb — bb,

pievedte na ekvivalentni kontextovou gramatiku G'.'*

Jak snadno zjistime z definice Chomského hierarchie, jediné pravidlo, které
déla z gramatiky G nekontextovou, je p = (Ba — aB). Problém vyfesime podle
navodu poskytnutého piredchozi vétou.

Jako inicializa¢ni krok polozime

G'=G = ({S,B,D},{a,b,c},S, P).
G’ je ted jisté ekvivalentni s G, ale jako na potvoru neni kontextovd, coz asi
nikoho neptekvapi.
Véta 5.9 ¥ika, ze nic neni ztraceno. Naopak tvrdi, Ze'> lze P modifikovat

YMpokud si vzpominate, byla gramatika G ji# jednou vzpomenuta v piikladu 5.5
153 dokonce jak
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na ekvivalentni systém P’, obsahujici jen kontextova pravidla'®. Staéi, aby-
chom pravidlo p zaménili za sekvenci kontextovych pravidel, kterd ho budou
jedno-jednoznacné nahrazovat. Zavedeme novy neterminal A,, kterym ve vSech
pravidlech z P nahradime pismeno a, a p¥iddme pravidlo p, = (A, — a). Dé-
le obohatime mnoZinu neterminali v G’ o novy neterminal C; a piepisovaci
systém P''7 o pravidla

BAa — BCl
BCl — Aaol
AaCI — AaB,

ktera jsou jiz kontextova a podle dikazu véty 5.9 nahrazuji spolu s pravid-
lem p, jedno-jednoznaiéné pravidlo p = (BA, — A,B), které z P’ samoziejmé
vyloucime.

Zkonstruovali jsme gramatiku G’ = ({S, B, D, A,,C1},{a,b,c}, S, P'), kterd
je kontextova a ekvivalentni s G. Systém P’ obsahuje pravidla

S — A.BD|A
D — c¢|A,BDc
Bec — bc
Bb — bb
BA, — B(C,
BC; — A,(4
A,C1 — A.B
A, — a.

5.2 Bezkontextové gramatiky
5.2.1 Normaélni formy

Definice 5.11 Bezkontextovd gramatika G = (Vn, Vr, S, P) je v v Chomského
normdalni formé, pokud kaZdé pravidlo z P mad jeden z ndsledujicich tvari:

1. X 5YZ, kde X,Y,Z € Vy

2. X —a, kde X € Vy,a € Vp
3. 5—=A

Gramatiku v Chomského norméalni formé lze trividlné pozménit tak, aby byla
ve standartni formé (viz definice 5.6)'%.

6 Ekvivalenci na pfepisovacich systémech jsme sice nedefinovali, ale intuice jisté napovida,
%e prepisovaci systémy dvou gramatik G, G’ jsou ekvivalentni, pravé kdyZ je G ekvivalentni
s G'.

1P’ je vytvareny pfepisovaci systém gramatiky G, pokud to neni jasné. ..

18stagi pridat novy po¢ateéni neterminal S; a pokud S byl ptvodni po&ateéni neterminil,
pak za kazdé pravidlo (S — «) pfiddme (S1 — «), ¢imZ po¢ateéni neterminél nebude na pravé
strané zadného pravidla a splnime prvni podminku z definice 5.6. Ostatni podminky jsou
z definice Chomského normélni formy okamzité splnény
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Tvrzeni 5.12 Pro kaZdou bezkontertovou gramatiku G existuje s ni ekvivalent-
ni bezkontextovd gramatika G' v Chomského normdini formé.

Dtikaz: Tradiéné budeme nahrazovat pravidla z G tak dlouho, dokud nebu-
dou v Chomského normélni formé. Biino'® mtizeme piedpoklidat, ze G je ve
standartni formé, ¢im7 se zbavime povinnosti upravovat pravidla (X — A) a
(X = Y) pro (X,Y € Vy). Jako inicializaci polozme

G' = (V](/'7VT757P,) = (VN7VT757P)
(neboli L(G) = L(G")). Vezméme pravidlo
p=(X—A1...4,) EP,,AZ' € Vy UVp.

Je-li n =0, musi byt X = S. Je-li n =1, pak A; € Vp?°. Necht tedy n > 2.
Potom kazdy termindl A;,j € J C (1,n) nahradime v p novym netermindlem
AN € V} ado P’ piidame pravidlo (AY — Aj). Jazyk L(G') se ziejmé nezménil
a v pravidle p jsou nyni samé neterminaly. Do V}; ted pfiddme nové neterminély
Bi,...Bp—2 a p z P vyhodime a nahradime posloupnosti pravidel

X — AlBl
By — A232

Bn72 — AnflAn

Tak nahradime v8echna pivodni pravidla z P'. Platnost L(G) = L(G") je po-
mérné ziejma a pripadd mi zbyteéné ji dokazovat, nebot v podobnych pripa-
dech tak jiz bylo nékolikrat uéinéno napi. v dikazech lemmatu 5.7 a tvrzeni

5.8.

Definice 5.13 Bezkontextovou gramatiku G nazveme v Greibachové normdalni
formé, pokud jeji pravidla maji tvar (X — aa), kde a € Vr,a € V5, S & a.
Navic muze G obsahovat pravidlo (S — A).

Bezkonteztovou gramatiku G nazveme v Hopfové normdlni formé, pokud
jeji pravidla magi tvar (X — aab), kde a,b € Vp, a € Vi, S & a. Navic mize
G obsahovat pravidlo (S — A) a pravidla (S — a) pro a € Vr.

K predchazejicim definicim vedlo ¢asté praktické pouzivani gramatik s uve-
denymi vlastnostmi, podobné jako kdyZ jsme definovali standartni formu. Lze
dokazat, ze kazdou bezkontextovou gramatiku miizeme prevést na gramatiku
ve kterékoliv z uvedenych forem. Tento problém vSak ponechdvam jako cviceni.
Néavod na teSeni poskytuje napr. dikaz tvrzeni 5.12 nebo lemmatu 5.7.

19,a pouziti lemmatu 5.7
200boji vyplyva z toho, 7e G' = G je ve standartni formg.
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5.2.2 Derivaéni stromy

Intuitivnimu pochopeni odvozovani v bezkontextovych gramatikach velmi po-
mahaji struktury, zvané vystizné derivacni stromy. Pfesna matematicka definice
by byla velmi slozita a neprehlednd, uvedu radéji nazornéjsi definici a priklad.

Definice 5.14 Strom T je derivacnim stromem bezkontextové gramatiky G,
pokud

e vnitrni vrcholy jsou ohodnocené netermindly
e [isty jsou ohodnocené termindly nebo netermindly

e je-li A vnitini netermindl se syny Bi,... By uspofddangmi v rovinném
nakresleni T zleva doprava, pak (A — By...By) € P.

Derivacnimu stromu T priradime slovo o = Ay ... Ay, kde A; jsou ohodnoceni
vsech listi stromu T prectend zleva doprava.

Je zfejmé, 7e a € L(G), pravé kdyz existuje derivacéni strom T gramatiky
G, jehoz koten (nejvyssi vrchol) je ohodnocen poc¢ateénim netermindlem a slovo
pritazené stromu 1" je a.

Definice 5.15 Levou (pravou) derivaci odpovidagjici derivacnimu stromu T zis-
kdme tak, Ze zacneme pismenem ohodnocujicim kovten a pouzZijeme rekursivné
pravidla gramatiky G na nejlevéjsi (nejpravéjsi) list-netermindl, ktery je tieba
prepsat.

Priklad 5.16 (Derivacni strom) Sestrojte v gramatice
G=({S,A},{a,b,c},S,{S - aSb| A, A —aA| Ab|c})

derivacni strom slova o = aaachb.

Nejprve si z cviénych davodt uvédomime, jaky jazyk gramatika G generuje.
Asi kazdy po chvilce uvazovani uzna, ze L(G) = iazclﬂ;i,j =1,2,...}. Jeden
FINE

z deriva¢nich stromi slova « je na obrazku 10.

Véta 5.17 (Pumping lemma) KdyZ G = (Vy,Vp, S, P) je bezkontextovd gra-
matika, pak existuji ¢isla m,n € Ny takovd, Ze kazdé slovo o € L(G), |a|>n
Ize napsat jako o = uvvwzy?' tak, Ze plati

1. Jowz|< m
2. v£FAVT#A

3. (Vi € No)(uwv'wzly € L(G))

Nsamoziejmé u, v, w,z,y € Vi
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Obr. 10: Deriva¢ni strom slova aaacbb

Tato véta ma velms podstatny vyznam, chceme-li dokazat, Ze néjaky jazyk neni
bezkontextovy. Aplikaci na prikladé ukizeme pozdéji. Nejprve je tieba vétu
dokazat.

Diikaz: Budeme se snazit pro dané slovo a € L(G) najit pozadovany rozklad
wvwzry. K tomu pouzijeme deriva¢nich stroma??.

Oznaéme 7 mnozinu vSech deriva¢nich strom T gramatiky G, které ma-
ji za koren S, listy ohodnocené termindly a na zadné cesté z kotfene do listu
neexistuji dva rizné uzly ohodnocené stejnym neterminalem. Protoze Vi je ko-
necnd, je délka kazdé cesty kofen—list v 7" € T mensi nebo rovna V|, neboli
stromit T € T je koneéné mnoho?3, neboli miizeme najit n takové, ze kazdy
strom z 7 ma méné nez n listt. Vezmeme-li slovo a € L(G), |o|> n, zddny jeho
derivaéni strom neni v 724, Protoze T & T, existuji v T na jedné cesté kotfen—
list dva rtizné uzly (oznacme je a, 3, necht « je vys nez 3) ohodnocené stejnym
netermindlem X — viz obrazek 11. Potom ale ¢ast T mezi o, § (oznalme ji

*2na¢ bychom je také jinak maéli. . .
Zintuitivné to asi kazdy chipe, ale zkuste si provést korektni diikaz, neboli odhadnout po-
¢et moznych permutaci koneéné mnoha termindlt a netermindli v kone¢né mnoha hladinéach.
Vil ;
Mdj pomérné velmi hruby horni odhad je [] ([Vw UVr| +1)?, kde g je maximaln{ délka
i=1
pravé strany libovolného pravidla v G. Toto je koneckoncii kone¢né ¢islo. Jak jsme dospé-
li k tomuto ¢islu? Rozsifme kazdy deriva¢ni strom z 7 na strom, kde vSechny listy jsou ve
|Vn|-té hladiné a kaZzdy vnitini vrchol ma ¢ synii. P¥idané vrcholy ohodnotime novym sym-
bolem, ktery nepatii do mnoziny Vx U Vr. Pak v i-té hladiné je g* vrchold a proto existuje
([Vaw U V| +1)9° ohodnoceni vrcholi v i-té hlading. Tedy celkovy pocet roziifenych stromi je
[V | ;
mensf nez [] ([Va UVr| +1)? stromi a to dava také horni odhad poctu deriva¢nich stromi

i=1
vT

Z4nebot viechny derivaéni stromy pro o maji vice nez n listt
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S
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Obr. 11: Rozklad slova z bezkontextového jazyka podle Pumping lemmatu

Tap) muzeme vynechat, nebo i libovolnékrat zopakovat?® a dostaneme deri-

va¢ni stromy Ty (vynechanim Tyog), Ty = T, Ty dvojim zopakovanim Tyg,...T;
jsou derivacéni stromy v G a generuji slova uwy, uvwzy, uvvwzzy, . ..?¢, neboli
(Vi € No)(wv'wz'y € L(G)), éim7 je dokdzana, tieti cast véty.

Oznaéme 77 mnozinu vSech derivac¢nich stromt T, které maji za listy ter-
mindly a jsou-li dva rtzné uzly na cesté koren-list ohodnoceny stejnym neter-
minalem, pak jeden z téchto prvki je kofen?”. Podobné jako 7 je i 77 kone¢na,
prestoze vétsi nez T, a existuje tedy m takové, 7ze kazdy strom z 7; ma méné
nez m list, neboli jvwz|< m. Tim mame prvni ¢ast véty.

Btino miizeme piedpoklddat, Ze G je ve standartni formé?®. Pak je-li X
neterminal ohodnocujici koten a zaroven néktery dalsi uzel néjakého stromu

oy « . [ . , v G
T € 71, nemize se prepsat na A ani na samotné X, neboli v odvozeni X — v Xz
*

T, .
Z5Strom na, obrazku 11 odpovida zFejmé odvozeni S = uXy =£ uv X ry = uvwzy, neboli

. . . G G . . ‘ ‘ , .
existuji derivace X = v Xz, X = w (protoze G je bezkontextova). Tim padem jsou
* *
S = uXy = uwy
Ta T, oo o
S=uXy = uvXzy =£ wvXzrry = - = w'Xz'y = w'wz'y,
* * * * * *

derivace v G, které se 1isi pouze poctem zopakovani Casti Tag.
26 derivacni strom T, reprezentuje odvozeni

G G G 9y 2 G G i i G i
S = uXy=—=wXzy=— w’Xe'y== ... = w'Xz'y = w'wz'y
* * * * * *

. . " , e a
*Ttato definice znamend, %e stromy z 77 reprezentuji odvozeni X == v Xz == vwz
* *

2mame na to pieci lemma 5.7
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je bud v # A nebo z # A, coz druhé tvrzeni véty.

Priklad 5.18 (Pumping lemma) UkaZte, Ze jazyk
L={d'bic;i=0,1,...}

nent bezkontextovy.

Diikaz provedeme sporem pomoci Pumping lemmatu (véta 5.17). Predpokla-
dejme L € Lo. Pak existuji ¢isla m, n pro néz plati tvrzeni Pumping lemmatu.
Zvolme ig > max{m,n}, slovo ag = a®b"c necht mé rozklad uvwzy. Nebof
lwz|< m, musi mit vwz jeden z tvart a’,a’d’, b, bick, ¥ pro 0 <i,4,k < m.
Slovo uwy je kratsi nez uvwzy, protoze v # A V x # A. Vypusténim podslov v, z
z uvwzry se zmensil pocet jednoho nebo dvou pismen z a, b, ¢, ale nikdy vSech t¥i
najednou. Porusila se tedy rovnost #a = #b = #c?°, neboli vwy ¢ L. Ukazali
jsme, 7e slovo ag € L nemé rozklad takovy, aby (Vi € No)(uwv'wz'y € L), tedy
L nespliuje Pumping lemma a neni bezkontextovy.

Nyni si miuzeme dokdzat dalsi inkluzi v Chomského hierarchii (36). Pu-
jde ndm o Lo C L1. Vezméme si nejprve L € Lo, tzn. L bezkontextovy. Podle
lemmatu 5.7 existuje jisté bezkontextova gramatika G ve standartni formé, kte-
ra jej generuje. 7Z definice standartni formy a nezkracujici gramatiky vyplyva,
ze kazda gramatika ve standartni formé (tedy i G) je nezkracujici. Podle véty
5.9 prijimaji nezkracujici gramatiky pravé kontextové jazyky, neboli L je kon-
textovy (L € L£y). Zatim vime L9 C L1. Na druhou stranu jazyk L z piikladu
5.5 je podle véty 5.9 kontextovy, ale neni bezkontextovy (viz piiklad 5.18), tzn.
Lo C L.

Poznamka. Pro zajimavost a bez diikazu uvadim jesté kromé pravé pouzi-
tého jazyka L dalsi jazyk

{a'Vdl i, 5 =0,1,...},
ktery neni bezkontextovy. Naproti tomu velmi podobné jazyky

{a'bidddl;i, 5 =0,1,...}
{a'VIdiyi, 5 =0,1,...}

bezkontextové jsou.

Aby byla posloupnost inkluzi (36) dokazana tplné, zbyva L C Ly. Kazdy
jisté uzna, 7e L1 C Ly, nebot kontextové gramatiky jsou specidlnim pripadem
obecnych gramatik. Najit jazyk, ktery by nebyl kontextovy, ovSem jiz tak tri-
vialni neni a zatim na to ani nemame dostatecéné prostiedky. Budeme se proto
muset spokojit pouze s neostrou inkluzi®C.

5.2.3 Operace nad bezkontextovymi gramatikami

P4y znali potet vyskytil pismene 2 v n&jakém slové, v nafem p¥ipadé ag
30Le¢ nezoufejte! Na strané 99 je nekontextovy jazyk pat¥ici do Lo definovan! :)
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Sjednoceni Jsou-li L, Ls bezkontextové jazyky, pak L = Li U Lg je také bez-
kontextovy. Skuteéné, necht bezkontextové gramatiky

Gi = (VNn1,X,51,P),
Gy = (Vn2, X, SS9, P»)

generuji jazyky Li a Lo. Predpokladejme, ze Vi, N Vy, = (. Gramatika, gene-
rujici L, je

G=(VNyiUVnoU{S}, X,S5,PLUP,U{S = 51,5 = S5})

pro S & Vn1 U Vyo. Ziejmé je G bezkontextova a generuje L, to je trivialita a
nebudeme s tim mafrit ¢as. Indukci okamzité dostavame, Ze jsou-li L;,s € I, I

kone¢nd, bezkontextové jazyky, jei L = |J L; bezkontextovy jazyk. T¥ida Ls je
1€l
tedy uzaviena na konecna sjednoceni.

Priniky Bezkontextové jazyky nejsou uzavieny na pruniky. Staci vazit
Ly = {a'b'¢;i,j=0,1,...}
Ly = {a¥Wd5i,j=0,1,...}
L=LNLy, = {a'b’c;i=0,1,...}

Jazyky L; a Ly jsou zfejmé generované bezkontextovymi gramatikami G; =
({S1,951,C}, X, 81, Py), Go = ({S2, 5%, A}, X, Sa, P»), kde

X = {a,b,c}
P, {S1 = aSC | C | A,C = cC|A,S] — aSih| A}
Py = {Sy— AbSic| A| A, A= aA| A, S)— bShe | A}

L ale bezkontextovy neni, coz je ukdzano v piikladu 5.18.

Doplnék Protoze z de Morganovych pravidel pro jakékoli mnoziny, tedy i pro
bezkontextové jazyky plati®!

LiNLy=1L1ULy
a bezkontextové jazyky jsou uzavieny na sjednoceni, nemohou byt uzavieny na

dopliiky, nebot kdyby byly, musely by byt uzavieny i na priniky, coz nejsou.

Konkatenace Jsou-li Lj, Ly bezkontextové jazyky generované gramatikami
Gi = (VNl,X, S1, Pl), Gy = (VNQ,X, SQ,PQ), pak L = LqLs je také bezkontex-
tovy. Opét piredpokladame Vi, N Vy, = 0. Gramatika, generujici L, je

G = (VN1 UV U {S},X, S, P, UP,U {S — 5152})

pro S & Vy1 U Vyg. Opét je trividlni, ze G je bezkontextova a L(G) = LqLs.
Bezkontextové jazyky jsou tedy uzaviené na operaci konkatenace.

3lpfipomeinme si, 7e L znadi doplnék jazyka L
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Iterace (operace *) Necht L je bezkontextovy jazyk a G = (Vy, X, S, P)
gramatika, ktera ho generuje. Potom definujme G' = (Vy U {S1}, X, S1, P’'), kde

P,:PU{51—>A,51—>551}

pro S1 € Vy. Ziejmé G’ je bezkontextovd a L* = L(G'), bezkontextové jazyky
jsou tudiz uzaviené na iteraci.

Zrcadlovy obraz (operace %) Je-li G = (Vy, X, S, P) bezkontextova gra-
matika, pak gramatika, generujici L(G)® (zrcadlovy obraz jazyka L(G)), je
ziejmé G = (Vy, X, S, P'), kde

P ={X = oy (X = a) e P}

Protoze G je bezkontextova, jsou tedy bezkontextové jazyky uzavieny na
zrcadlovy obraz.

6 Zasobnikové automaty

Zasobnikové automaty (déle ¢asto jen ZA) jsou rozsifenim diive definovanych
automatti. Maji navic k dispozici zvlastni druh nekonecné paméti — zdsobnik.
V kazdém kroku museji precéist a smazat symbol na vrcholu zasobniku a na
vrchol zasobniku zapsat néjaké slovo (mtize byt prazdné). Symbol, vlozeny na
zésobnik jako posledni, musi byt pfe¢ten a smazan jako prvni'. Druhym rozsi-
fenim oproti ndm jiz zndmym automatiim je moznost na néjakou dobu zastavit
prijimani dalsich symbolt ze vstupni pasky, tzn. zistat libovolné dlouho na
jedné pozici vstupni pasky a ¢ist pouze ze zasobniku.

Pro potteby této kapitoly ozna¢me X = X U{A}, kdykoli X je kone¢nd
abeceda.

Definice 6.1 Nedeterministicky zasobnikovy automat je sedmice

(Q7X72757 q(]a'rOaF)a
kde

Q@ je konecnd mnozina stavi

X wstupni abeceda

Y zasobnikovd abeceda

§:Q x XA x X — P(Q x X*) prechodovd funkce

qo € Q inicidlni stav
e 179 € X inicidlni zdsobnikovy symbol

e F' C @ mnoZina prijimacich stavi

INeboli aby se ZA dostal k n-tému symbolu pod vrcholem zasobniku, musi nap¥ed piedist
vSech vyssich n — 1 symbola
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Stoji za povSimnuti, jak je vyfeSena volba, zda posunout ¢teci hlavu ¢i nikoliv.
Na rozdil od definice dvoucestnych automati je zde funkce § definovana tak, ze
posun hlavy neni ziejmy z oboru hodnot. Zato je v definiénim oboru X, misto
X, neboli existuji prechody funkce § pres prazdné slovo (tzv. A—prechody), pfi
kterych se hlava na vstupni pasce nepohne (¢te A).

Také je asi moudré zdiraznit, ze ZA v kazdém kroku piecte pravé jedno
pismeno ze zasobniku a na zasobnik zapiSe slovo z X*.

Definice 6.2 Necht A= (Q,X,%,0,qo,r0, F) je zdsobnikovy automat. Potom

e Konfigurace zdsobnikového automatu A je trojice (q,a, ), kde q € Q,
a € X*, fe¥*. A se nachdzi v konfiguraci (q,a, ), pokud je ve sta-
vu q, na vstupni pasce zbyjvd precist slovo a a na zdsobniku je uloZeno
(tzn. na vrcholu zasobniku je proni pismeno slova (3).

e A piimo piejde z konfigurace (q,«, B) do konfigurace (¢', o', 3') (zapiseme
(0,0, B) F (¢, &/, B)), jakmile plati

o =ad
g N
o B,8,8"7 € b€ a0’ € X" a € Xy

(4',7) € 6(q, a,b)
(zdirazniugi moznost a = A)

o A pizejde 2 (QO7 o, /60) do (Qna A, /Bn) (pigeme (q07 o, /80) ';(Qna Qnp, /Bn))ﬁ
pokud existuje posloupnost

(g0, 0, B0) F (q1,01,81) F -+ F (qn, oy Br)

Pokud budeme potiebovat rozlisit, ktery automat prechdzi z jedné kon-
A
figurace do druhé, zapiseme (qg,ao,ﬁg)t(qn,an,ﬁn) (pFechody probihaji

v automatu A).

e Posloupnost konfiguraci nazveme vypoctem automatu na vstupnim slovem
a, pokud pruni konfigurace je (qo,c, 7o) a posledni md tvar (q, A, 3), kde
g€ Q,pex.

Definice 6.3 Mdame-li « € X*, pak tekneme, Ze ZA A= (Q,X,%,d,qo,r0, F)
priyimd « s prazdnym zasobnikem, kdyzZ

(QO7 «, TU) ';(qa Aa A)

pro néjaké q € Q. Jazyk vsech slov prijimangch s prazdngm zdsobnikem oznaci-
me N(A). Zisobnikovy automat A pFijimd « prijimacim stavem, pokud

(C]Oaaﬂ“o) ';(q7A'713)

pro néjaké q € F, B € X*. Jazyk vsech slov prijimangch prijimacim stavem
oznacime L(A).
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Definice 6.4 O ZA A= (Q,X,X%,4,q0,r0,F) Tekneme, Ze je deterministicky,
kdykoli splnuje podminky

e Vae X)\)(VqgeQ)(Vr ex) (16(q,a,7)|< 1)
e VgeQ)(Vrex)  [(0(g,Ar) #0) = (Va € X)[0(g,a,r) = 0]

Prakticky vyznam prvni podminky je podobny jako u ,normélnich“ determi-
nistickych automatt, tzn. aby jednomu stavu byla pro jeden vstup a jeden
znak na zasobniku pFifazena nejvyse jedna dvojice (stav; slovo na zdsobniku).
Druhi podminka ndm zarucuje jednoznac¢nost posunil hlavy po vstupni pas-
ce. Existuje-li pro dana ¢ a » A—prechod, pak neexistuje prechod pies pismeno
z X. Naopak existuje-li alesponn jeden pirechod pres pismeno z X, neexistuje
A-piechod. Tim padem pro dand ¢ a r hlava bud zistane stat (A-prechod),
nebo se pohne o politko vpravo (éte pismeno z X).2

V nésledujicich tvrzenich si shrneme nékteré poznatky o zasobnikovych au-
tomatech.

Tvrzeni 6.5 Pro kazdy zdsobnikovy automat A = (Q,X,X%,0,q0,70,0) existuje
zdsobnikovy automat B takovy, Ze N(A) = L(B).

Dikaz: Definujme ZA B = (Q1, X, 21, d1,q1,71,{q2}), kde
21 = ZU{’I‘l} (A QE
Q1 = QU{q,q} q1,q2 € Q

dq,a,7) VYqgeQ,r €X,a € Xy
5i(ga,r) = {(q0,7r0m1)} Prog=q,a=Ar=mr

{(g2,A)} proa=Ar=r,VqgeQ

0 jinak
Kouzlo této definice neni nijak pfevratné. B pracuje skoro stejné jako A. Na
zacatku pii prechodu z ¢; necha na dné zasobniku ry (druhy fadek definice dy).
Pak probihd vypocet jako v A (prvni fadek) a kdyz skonéi vypocet A s prazd-
nym zasobnikem (tzn. na zasobniku B zistane r1), piejde do pFijimaciho stavu
g2, neboli prijima vstupni slovo pfijimacim stavem. Toto byla hrubé nastinéna
idea definice B. Formalni dikaz rovnosti L(B) = N(A) rozdélime, jak je zvy-
kem, na dvé opac¢né inkluze.

1. Necht a € N(A). Pak existuje vypocet A nad «

A
(38) (QOa «, 7’0) };(% A7 A)

pro né&jaké q € Q. Pak ale
B B B
(QD «, 7’1) l_(qf)a «, 7"07"1) ';((L A7 7"1) }_(qQa A7 A)

je nutné vypocet, kterym B pfijima o piijimacim stavem?, tudiz a € L(B)
a N(A) C L(B).

2posledni souvéti je v ostie vylucovacim poméru (XOR)
3Prvni a posledni p¥imy pfechod vyplyva rovnou z definice 81, prostiedni prechod z (38),
nebot r zistava stile na dné zasobniku B.
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2. Mame-li @ € L(B), pak

B B B
(Q17 «, 7‘1) l_(qf)a «, 7"07"1) ';((L 0/7 /BI) }_(qQa A7 /6)

je vypocet B nad «. Z definice §; (tieti fadek) vyplyva, ze pied prechodem
do g2 muselo byt na zdsobniku pravé r; — neboli 3 =ri ad’ = A — a
po prechodu do g9 je na zasobniku vidy A — neboli 8 = A. Pfitom cely
druhy ptechod probihal z definice §; (prvni fddek) podle automatu A, az
na 71 na dné zasobniku, ale na ten se v druhém prechodu stejné neséahlo.

Tudiz
A
(QO7 «, TO) ';(Q7 Aa A)

je vypocet nad a v A s prazdnym zisobnikem, neboli « € N(A) a spolu

inkluzi z prvni ¢asti dostdviame L(B) = N(A).

Tvrzeni 6.6 Pro kazdy zisobnikovy automat A = (Q, X, %, 0, qo, 70, F') existuje
zasobnikovy automat B takovy, Ze L(A) = N(B).

Diukaz: Sestrojime automat B. Podobné jako v dikazu predchoziho tvrzeni B
bude nepatrné upraveny automat 4. Potiebujeme pouze, pokud A piijme néjaké
slovo prijimacim stavem, aby B vyprazdnil zasobnik. To nam zaru¢i A—prechody
ve stavu ¢;. Automat B nepotiebuje zaddné prijimaci stavy (nebot piijima prazd-
nym zasobnikem), nuze definujme

B = (Q U {q17q2}7X72 U {7’1},(51,Q2,T1,®)

Pro qi, q2 QQ? ™ gza kde
5(Q7aar) quQ\F,CLEXA,TEE

o (q,a,r) = nebog € F,ae X,r €2
6(q,a,r) U{(q1,A)} prog € Fla=A,r € X
51(Q7A7T1) = {(qlarl)} PTOC]EF

(g, Ayr) = {(g,AN)} proreXU{r}
01(q2, Ayr1) = {(qo,mor1)}
d1(q,a,7) = 0 v ostatnich piipadech
Funkce 41 je definovana tak, aby pro stavy z @ \ F kopirovala vypocet v A, pro
stavy z F' méla moZnost provést A—prechod do ¢; a pokud se nékdy B dostane do
q1, aby v ném jiz zlstal a smazal zasobnik. Piidané stavy a zasobnikovy symbol

se uplatni pouze na zacatku a v posledni ¢asti vypoctu B, vypocet okopirovany
7z A neovlivni. Dokazeme L(A) = N(B).

A
1. Necht o € L(.A). Potom pro néjaké ¢ € F, 3 € ¥* je (qo,, 1) I;(q, A, B)
prijimaci vypocet v A, tedy

B B B B
(39) (QQa «, 7’1) l_(q(]a «, TUTI) ';(q» Aa BTI) I_(q17 Aa ,617“1) ';(Qb Aa A)

pro (3,31 € ¥* je ptijimaci vypocet v B, neboli o € N(B).
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2. Mé&jme a € N(B). Pak (39) je pfijimaci vypocet v B, pficemz prostiedni
prechody musely nutné probihat podle prvnich dvou fadka definice 41,
kde se na r; nesahd, a stav q; se v téchto prechodech nevyskytl, tedy

A
zde 01 = 0 a tudiz (qo, a, o) I;(q,A,ﬁ) je ptijimaci vypocet v A%, z ¢ehoz
o € L(A) a s prvni &asti ditkazu L(A) = N(B).

Tvrzeni 6.7 Zasobnikové automaty prijimaji s prazdngm zdsobnikem prdave
bezkontextové jazyky.

Diikaz. Jinymi slovy, ke kazdému zasobnikovému automatu A existuje bezkon-
textova gramatika G takova, ze N(A) = L(G) a naopak. Dtkaz bude spocivat
v tom, Ze k libovolnému ZA A sestrojime bezkontextovou gramatiku G a k li-
bovolné gramatice G € Ly sestrojime ZA A.

1. Bud nejprve A = (Q, X, %, 0, qo, 70, 0). Gramatiku G = (Vy, X, S, P) defi-
nujeme tak, aby simulovala vypocet v A.

Vv = {Stu{(g,rd);q,¢d €Q,r e}
S_>(QOJ“07Q) quQ
(¢,7,q") = a pokud (¢',A) € 6(q,a,7)
P > (q,7,d") = alqi,r1,42)(q2,72,43) - - - (Qks ks ¢')
prok>0aVq,...,q0 €Q
pokud (q1,71...7%) € §(q,a,r)

pro vSechna a € Xy, q,¢ € Q, r,r1,...,rp € X, pficemz pravidla podle
tretiho Ffadku definice P se do P pridaji jen tehdy, kdyz existuji slova
ai,...,qp € X* takova, ze
A
(gisi...opfyri...mpo) b (Gip1, @iy kB, Tig ... T1O)
A !
(qk7 akﬁ’ ’f‘kO') '; (q 5/65 U)

jsouproi=1,...,(k—1) vypocty A pro libovolna § € X*, 0 € ¥*. Ne-
terminal (g, , ¢') explicitné Feceno znamend, ze A je ve stavu ¢, na vrcholu
zasobniku ma r a vypodet odstranujici r z vrcholu zésobniku® skonéi v ¢’®.
G je nesporné bezkontextova. Abychom mohli ukdzat L(G) = N(A), vy-
slovime nejprve pomocné lemma.

Lemma 6.8 Pro vyse definovanou gramatiku G a automat A plati pro
libovolné slovo o € X*, stavy q,q' ar € 2

A
(4,7, ¢) =5 @ == (g,0,7) F(q', A, A).

4¢ musel byt nutné z F, nebot to je jedind mo¥nost, jak se dostat do stavu ¢1 v nésledujicim
piechodu v (39)

®mame na mysli vypodet, ktery odstrani r z vrcholu zdsobniku, ale nic na né& nezapise,
tzn. bylo-li pfed zafatkem vypoctu na zadsobniku slovo r8, po skoncéeni vypocétu bude na
zasobniku 3

6Pfechod z ¢ do ¢’ probiha pfes stavy qi,...,qx (viz tieti Fadek definice P), pFipadnd
rovnou, pokud se nezapisuje na zasobnik.
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Dikaz pomocného lemmatu rozdélime na dvé implikace a kazdou doké-
zeme indukci. Zleva doprava podle délky derivace, zprava doleva podle
délky vypoétu. Prvni krok je pro obé implikace spoleény, nebot z definice
P plati

A
(a:7.0) =2 a & a € Xa A (¢, A) € 3(q,a,r) & (g, F(¢', A, A)
Nyni druhy krok diikazu implikace zleva doprava. Méjme
(¢,7.¢") = ala,r1,a2) - - (@, 70, ¢') = .

Potom « = ad’ pro néjaké a € Xp,a' € X* a (q1,7r1...7%) € d(q,a,7).
Protoze gramatika G je bezkontextova, pro kazdé ¢ =1,2,...,k plati
(qi,ri,qi+1):*>ai7 a a=aqias...q Derivace «; jsou vSak nejméné

o jeden krok kratsi nez derivace «, muzeme tedy pouzit indukéni predpo-
klad

(40) (qi;7is Giv1) = o & (qi 03, 73) F(gigr, A, A)
pro vSechna 7 =1,...,k, z ¢ehoz
(q,0,7)F(qi 00 . ..ap, 1 ... T)

(q2,a2...ak,’r’2...rk)|;---

(Qka g, ’I“k) ';(qla Aa A)

* T *T

Tim je dokazana prvni implikace.
Druhy krok druhé implikace (zprava doleva) bude velmi podobny. Vime,
ze
(Q7 «, ’I“) I_(QIa ala ... Tk) ';(qla Aa A)
pro néjaké ad’ = a,a € Xp,a' € X*,(q1,71...7%) € 0(q,a,r). Potom ale

jisté existuji slova Bi,...,0; € X*® a stavy ¢o,...,q takové, ze B3 = o
a

(Q7a7,r) H (qlaﬁlarl---'rk)t(Qng?a”?---'rk)t"'
'; (qkaﬂkalrk) ';(qlaAaA)
7 toho vyplyvé, ze G obsahuje pravidlo
(Q7 r, q,) — a(q1a 1, q2) e (Qka Tk, q,)

Definujme «o; proi =1,...,(k — 1) tak, Ze §; = ;811 a a = (. Potom
ziejmé (q;, i, ;) l;(qH_l, A, A) pro i < k. Vypocty nad «; jsou ziejmé nej-
méné o jeden krok kratsi, nez vypocty nad «, z indukéniho predpokladu
tedy vime (40), z ¢ehoz

(q,m,¢)=a(q1,7m1,92) - - - (qks 7k q) = a0, .. = ad = a.

s tim, Ze ¢ = qr41
8811 je vidy suffix 3;
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Tim je pomocné lemma dokazano.
Pro kazdé a € X* z definice P a lemmatu 6.8 plyne

G G A
OAS L(G) ~ (S:(QO,TO,Q) :*>O[) A ((QOaaﬂ’o) };((b A7A)) ~
& a€N(A),
pro n&jaké g € @, neboli L(G) = N(A).

2. Mé&jme bezkontextovou gramatiku G = (Vy, Vp, S, P). Definujeme jedno-
stavovy nedeterministicky zasobnikovy automat

A= ({QO}a VTa VT U VN, 57 q0, Sa @),

kde

(qO,X1 Xk) € (5((]0,A,X) pokud (X — X3 Xk) eEP
pro X eV, Xq,..., X eV UVN,E>0
(qo,A) € d(qo,a,a) pro a € Vp

Automat A generuje na zasobniku postupné derivaci vstupniho slova
(ozna¢me ho «) v gramatice G, pfi¢emz ¢teci hlava na vstupni pédsce
se pohne pouze v pripadé, Ze na vrcholu zasobniku je terminal, ktery se
shoduje s pismenem na pozici ¢teci hlavy. Netermindl na vrcholu zasob-
niku prepise podle néjakého pravidla z P. Pokud je na vrcholu zasobniku
terminal, ktery se neshoduje s pismenem na vstupni pasce, je ziejmé, Ze
generované slovo jiz nemtize byt «, neboli vypocet skonéi netispéchem?.
Stejné jako v prvni ¢asti diikazu, i ted vyslovime pomocné lemma, které
z rovnosti L(G) = N(A), o kterou nam jde, udéla trivialitu.

A
Lemma 6.9 (Q0,0l,,B) };(quaA) — ,6%04

Obé implikace dokaZeme indukci, zleva doprava dle délky vypoctu, zprava
doleva dle délky odvozeni.

Zleva doprava. (qo, @, 3)F(qo, A, A) nastane podle definice § pravé teh-
dy, kdyz bud o = 8 € Vp (potom zfejmé ﬁ:*>oz), nebo a=A, 05 € Vy
a (68— «a) € P, dli také B:*>a, ¢imz mame prvni krok. Ve vypoctu

N

1
(qo, a, B) I;(qo, A, A) del$im nez jeden krok mohou nastat z definice 0 dva
pripady:
Vi

A
~ “~

i (Q0,0(,,B) t (qoaa77/61) ';(quAa A)a kde /6 = Xﬁla (X — 7) € P. Vypo—
et V1 je ovSsem kratsi nez V, neboli z indukéniho predpokladu
f=XF =0 = o

9 A je vSak nedeterministicky, proto neni tieba zoufat. Mize uspét jiny vypocet.
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V2

-~

e (qo,a, B)F (qo,c, 3) I;(qO,A,A), kde 8 =af',a =ad,a € Vy. Vy-
pocet V2 je ovSsem kratsi nez V', neboli z indukéniho predpokladu
g = aﬁ’?aa’ = a.

“~

Zprava, doleva. Je-li 8 = o € Vi, potom opakovanym pouzitim druhého
fadku definice § dostaneme (qo, a, () I;(qo,A,A). Je-li ﬂ:*>oz odvozeni

délky alespoii 1, pak rozdélime 8 na 8 = 3'X3"'0. Ziejmé plati o = '/,
0

——f——
muzeme tedy prejit k derivaci Xﬁ"=*>o/ misto B=*>a. Protoze G je
bezkontextovd, jisté pro néjaké pravidlo (X — ) € P plati

o1
——f—
Xp"' =" - o
Derivace O1 je kratsi nez O, pouzijeme tudiz indukéni predpoklad, ktery

nam ¥ika, ze (qo,a’,v3") l;(qo, A, A), a dostavame

(QO7 «, /6) = (q07 /Blala /BIX/BH) ';(qu O/a X/B”) }_(q07 ala 7/6”) ';(qf)a Aa A)

(Na odstranéni ' jsme pouzili druhy ¥addek definice §.) Tim je lemma 6.9

dokéazano.

Pro libovolné o € Vi z lemmatu 6.9 vyplyva

T

@€ L(G) e S=ae ((q0,0,9) A A) & a e N(A),

neboli L(G) = N(A).

K libovolné bezkontextové gramatice jsme sestrojili zisobnikovy automat piiji-
majici s prazdnym zasobnikem stejny jazyk a naopak, tvrzeni 6.7 je tedy doka-

Zano.

Dusledek 6.10 Nasledujici vijroky o jazyku L jsou ekvivalentni:

1. L je bezkontextovy jazyk.
2. Euxistuje zdsobnikovy automat A takovy, Ze L = N(A)

3. Existuje zdsobnikovy automat B takovy, Ze L = L(B)

Ditkaz: vyplyva piimo z tvrzeni 6.5,6.6,6.7.

Definice 6.11 Jazyk L nazijvdme bezkontextovym deterministickym jazykem,
kdyz existuje deterministicky zdsobnikovy automat, ktery ho prijimd.

Okde ' € Vi, X € Vv, 8" € (Vr U Vy)*



85

Je ziejmé, ze bezkontextové deterministické jazyky jsou podmnozinou bez-
kontextovych jazykii.

Pozndmka. Mame-li zasobnikovy automat A, vypocet nad vstupnim slo-
vem se zastavi, kdykoliv se vyprazdni zasobnik!'!. Je-li o € N(A), pak musi
existovat vypocet A nad «, ktery skonéi s prazdnym zasobnikem po piecteni
celého a. Béhem tohoto vypoctu musi byt na zasobniku v kazdém kroku ales-
pon jeden znak. Pokud A je deterministicky, pak je vypocet nad « pravé jeden
a zasobnik se vyprazdni az po precteni a. To ale znamend, ze Zadny vlastni
prefix neni v N(A)! Jazyktm, které neobsahuji zadny vlastni prefix zadného
svého slova, fikame bezprefixové. Z predchoziho vyplyva, Ze bezprefixové de-
terministické bezkontextové jazyky jsou prijimany pravé deterministickymi ZA
s prazdnym zasobnikem.

Tvrzeni 6.12 Doplnék bezkontextového deterministického jazyka L je bezkon-
textovy deterministicky jazyk.

Kazdého asi napadne, Ze staci v automatu A (L(A) = L) zaménit F za Q \ F
a bude prijimat doplnék. Neni to bohuzel tak jednoduché. Jednim z divodi je
napiiklad fakt, ze vypocdet A se nad néjakym slovem o muze dostat do cyklu
A-kroki a nikdy neskonéi. Takové a by jisté nepatiilo do L ani do L, protoze
vypocet neskonéil v zadném za stavi z F ani Q) \ F. Spokojme se tedy s tim, ze
tvrzeni plati a Ze vime, pro¢ neni jednoduché ho dokizat (uvedeny diivod neni
jediny, ktery brani prosté zaméné F za Q \ F).

Tvrzeni 6.13 Bezkontextove deterministické jazyky nejsou uzaviené na prunik
ani sjednocent.

Dtikaz: Pro prinik staci vzit nepatrné pozménéné jazyky Lq, Lo z kapitoly 5.2.3,
na kterych jsme ukazovali, Ze bezkontextové jazyky nejsou uzaviené na prunik.
Ly = {ab'diij=1,...}
Ly = {dVWdij=1,...}
L=LiNLy = {a'bci=1,...}
Nechdvam na ¢tenéri, aby pfijal ziejmy fakt L1 = L(A;) a Ly = N(Asg), kde
pro X ={a,b,c}, ¥ ={a,b,c,ro,m1} je

= ({fl,Ql},X,E,(Sl,QhTO,{fl}) "4 ({QQ} X by 62,Q2,’f‘0,0})

2 =
1(q1,a,m0) = (qu,ar1) 02(q2,a,70) = (g2,71)
1(Q17a7a) = (Q17aa) (q a ’f'1) = (QQ,Tl)
o1 (QIaba a) = (qlaA) (q b ’1“1) (q27b)
61(Q1707T1) = (fl,'f'l) (q ) (q27bb)
1(flacaT1) = (fla,rl) (q ) (QQ,A)

Protoze L1 N Ly = L a jak jiz vime 7 ptikladu 5.18, L neni bezkontextovy,
tim méné bezkontextovy deterministicky, nejsou bezkontextové deterministické
jazyky uzavieny na priinik.!?

"nebot ZA maji z definice povinnost &st ze zasobniku
12Komu by se nezdalo korektni, e zde bereme L bez prizdného slova, miiZe byt klidny,
nebot dikaz z p¥ikladu 5.18 na prazdném slové nestoji, jak je mozno se okamzité presvédcit.
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Podobné jako v kapitole 5.2.3 z de Morganovych pravidel dostavame, Zze
bezkontextové deterministické jazyky nejsou uzavieny na sjednoceni, protoze

nejsou uzavieny na priniky.

Tvrzeni 6.14 Bezkontertové jazyky jsou uzavieny na pruniky s regquldarnimi
jazyky a na levé i pravé kvocienty podle reguldarnich jazyki.

Diikaz: Méjme bezkontextovy jazyk L pfijimany nedeterministickym zasobniko-
vym automatem A = (Q, X, X, d, qo, o, F') koncovym stavem a regularni jazyk
R piijimany N-akceptorem A; = (Q1, X, 61,41, F1).

Nejprve dokazeme, ze L N R je bezkontextovy jazyk. Definujeme zasobniko-
vy automat As = (Q X Q1, X, %, 2, (qo,q1),70, F X Fy), ktery paralelné simu-
luje vypocty A a A;.

((¢',p"), B) € 02((q,p),a,7), pravé kdyz
(0 edipa)nas M)V @ =pra=1))A((d,B) €dga,r))

pro véechna a € Xp,r € ¥,8€ X%, q,¢ € Q,p,p’ € Q1. Ay ziejmé v prvni sloz-
ce svych stavii simuluje vypocet A. Vypocet v druhé slozce probiha stavy z Q1
podle funkce §; a v pfipadé, 7e As ¢te A, zlstava stat. Vypocet Ao je pii-
jimaci, pokud simulace v obou slozkich skonéi v prijimacich stavech. Odtud
LNR=L(Ap)."3

Déle dokdzeme, 7e R\L je bezkontextovy jazyk. Idea bude podobnd jako
pro prunik, jen neznamou ¢ast slova z L musime uhodnout, ale od toho mame
nedeterminismus. Definujme ZA

A3 = (Q X Ql U QaXa 537 (CIO,Q1),7“0,F),
kde d5 je dana predpisem

63((q,p), A,r) = AU{((d",p),B); (¢',B) € 6(q, A, r)}U
U{((d,p"),8); By € X)[(¢',B) € 6(q,y,7) Ap" € d1(p,y)]},
kde

4 ) e} kdyipe B
0 kdyz p € Fy

pro kazdé g € Q,p € Q1,7 € X
e 05(q,z,7) = d(q,z,r) pro viechna ¢ € Q,z € X, r € X

Zasobnikovy automat As nejprve hada slovo v € R a zaroven paralelné simuluje
vypocéty A a A; nad v (tim ovéfuje, Zze v € R). Hlava na vstupni pasce ptitom
zustava na prvnim policku. Kdykoliv se simulace A; dostane do koncového
stavu (tzn. v € R), miize Az piejit do ,normélnich stavi automatu A'* a

13Misto R neni mozné dat jednodude bezkontextovy jazyk, protoze pak by .As musel zapiso-
vat na zdsobnik slova z ¥ x ¥; a neméme zaruceno, %e automaty A a A zapisuji na zésobnik
slova stejné délky. Kdyby naptiklad A zapsal na zasobnik v jednom kroku delsi slovo nez A;,
kde by byl vrchol zdsobniku As?

Ymyslime stavy z Q
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pokracovat v simulaci vypocétu A nad vstupnim slovem. Z toho vidime, Zze Ag
prijimé vstupni slovo u pravé tehdy, kdyz existuje slovo v € R takové, Ze vu € L,
neboli L(A3z) = R\L.

Podobné dokézeme, 7e L/R je bezkontextovy jazyk. Definujme ZA

-'4-4 = (Q X Ql UQ7X7647(QO7Q1)7r07F X F1)7

kde d3 je dana predpisem
L (54((],17,7‘) = (5(q,x,r) U A7 kde

A= {(¢,q1),r} kdyzz=A
0 kdyz x # A

pro kazdé g € Q,x € Xp,r € X3

4((g,p), A,r) = {((d',p), B); (¢, B) € 6(q, A, )}V
u{((d".p"),8); By € X)[(d',B) € d(q,y,7) AP € d1(p,y)]}

pro kazdé g € Q,p € Q1,7 € X2

Automat A4 pfijme vstupni slovo u jen tehdy, pokud pieéte celou vstupni pasku,
coZ se mu pro neprazdné vstupni slovo muze podarit pouze v prvnim bodu
definice ¢4. Dalsi nutnou podminkou pro to, aby vypocet A4 byl p¥ijimaci,
je nalezeni slova v € R takového, ze uv € L. To je vynuceno druhym bodem
definice 4. Obé& nutné podminky ndm zarucuji L(A4) = L/R.

Poznamka. Je-li L deterministicky bezkontextovy jazyk, pak konstrukce
prvni ¢asti predchoziho dikazu (ovSem pro deterministické automaty) ukazuje,
ze L N R je deterministicky bezkontextovy jazyk. O kvocientech to vsak tvrdit
nemuzeme, nebot nedeterminismus byl pro nas v druhé a treti ¢asti dikazu
velmi podstatny.

Ponorme se nyni nepatrné do vektorovych prostort, kde prekvapivé zjistime,
ze kazdy bezkontextovy jazyk nad jednoprvkovou mnozinou je regulérni.

Definice 6.15 Mnozina A je semilinedarni ve vektorovém prostoru V , kdyZ exi-
stuji a1,...,a €V aVi,..., Vi CV wvektorové podprostory V takové, Ze & € A
k
pravé kdyz kazdd soutadnice vektoru & je nezdapornd a @ € |J (a; + V;).
i=1
Je-li A={ay,...,a,} a a € A*, ozname p,, () pocet vyskytd prvku a;
vaav(a) = (pe(a),...,pe(a)) vektor vyskytl jednotlivych pismen z A v «.
Potom plati nasledujici véta, kterou uvedeme bez dikazu.

Véta 6.16 (Parikh) Pro kaZdy bezkontextovy jazyk L je V(L) = {v(a);a € L}
semilinedrni mnozina ve vektorovém prostoru nad celymi c¢isly a existuje requ-
larni jazyk R takovy, Ze V(L) = V(R).

Ze V(L) je semilinearni, nAm ted zrovna k ni¢emu neni, ale pokud je L jazyk
nad jednoprvkovou abecedou {a}, tak podle druhé ¢asti véty okamzité vidime,
ze existuje R regularni jazyk, ktery ma stejné poéty vyskyti a jako jazyk L,
neboli L = R. Z toho
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Dusledek 6.17 KazZdy bezkontextovy jazyk nad jednoprvkovou abecedou je re-
guldrni.

Ukonceme nyni tuto ostudnou kapitolu a vrhnéme se na vyvrcholeni pied-
nasky, na Turingovy stroje (¢ti [tjuringovy], resp. [turingovy]).
7 Turingovy stroje

Definice 7.1 Deterministicky jednopdskovy Turinguv stroj je sedmice

(Q7X7Y7 57qoanF)7
kde
e () je konecnd mnoZina stavi

o X wvstupni abeceda

Y D X pracovni abeceda

§:QxY = QxY x{—1,0,1} prechodovd funkce

qo nicidlni stav

e BeY,B¢X prdazdny symbol (Blank)

o I' C Q prFijimaci stavy
Turinguv stroj muze zapisovat na vstupni pdsku a libovolné se po ni pohybovat.
Misto Turingiv(ovy) stroj(e) kvili zkraceni zipisu obcas pouzijeme zkratky
T.s..

Ptechodovou funkci ¢ v deterministickém Turingové stroji definujeme Gasto

jako 0 : (Q\ F) xY — Q x Y x {—1,0,1}. To proto, aby T.s. z pfijimacich sta-
vi jiz nepokracoval ve vypoctu.

Definice 7.2 Konfigurace T.s. T = (Q, X,Y, 6, qo, B, F) je trojice (c,q, 3), kde
a,B€Y*, g€ Q. Rekneme, Ze T se nachdzi v konfiguraci (o, q, B), prave kdyZ

e na i-tém policku vstupni pdsky je i-t€ pismeno slova af3, pokud i <|af),
nebo B, pokud i >|af].

o T je ve stavu q a hlava na vstupni pdsce cte pozici |of.

Mozné nékoho napadne, Ze konfigurace, které se lisi pouze poc¢tem B na konci
B, jsou ekvivalentni. Proto vézte, Ze fekneme-li konfigurace, myslime tim za-
stupce celé jedné tiidy ekvivalence (vétsinou neni podstatné, kterou konkrétni
konfiguraci méme na mysli).

Definice 7.3 T.s. primo (v jednom kroku) piejde z konfigurace («, q, 3) do kon-

figurace (y,r,0) (piseme (o, q, ) (v, r,0)), pokud nastane pravé jedna z ndsle-
dugicich podminek:
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1. a =~a, cf =0, 0(q,a) = (r,c,—1) pro néjaké a,c €Y
2. a=da,y=dc, =0, d(qa)=(rrc0) proa,ceY
3. a=da,y=dcd, 8=do, §(q,a) = (r,c,+1) pro a,c,d €Y

T.s. prejde z konfigurace (a,q,B) do (v,r,0) (piseme («, q,ﬁ)l;(*y,r,a)),
pokud existuje posloupnost primgych prechodi zacinagici v (,q,3) a kondcici
v (y,1,0).

Budeme-li potirebovat rozlisit, v kterém T.s. prechody probihaji, uvedeme po-
dobné jako u zasobnikovych automatt nad operator prechodu jméno piislusného
Turingova stroje.

Definice 7.4 Turingiv stroj T = (Q, X, Y, 0, qo, B, F) prijimd slovo acc € X1,
pokud plati (a,qo, ) l;(B,q,A) pro néjaké q € F.

T prigima A, kdyz (B, qo, A) l;(B,q,A) pro néjaké q € F.2

Slovo « je tedy prijimano T.s. T, pokud po skonéeni vypoctu je vstupni paska
celd smazand (pfepsand na B), ¢teci hlava je na prvnim policku pasky a T se
nachézi v pfijimacim stavu®.

Podobné jako jiz nékolikrat, definujeme L(T) = {a € X*; T piijimé a} ja-
zyk vSech slov prijimanych T.s. T

Definice 7.5 Jazyk L nazveme rekursivné spocetnym, jakmile je prijimdn néja-
kym Turingovym strojem T (L = L(T)).

Poznamka. Diikazy vSech tvrzeni, které si budeme o Turingovych strojich
uvadét, by pri formalnim provedeni zabraly velmi mnoho prostorocasu a byly
by zna¢né nepiehledné. Omezime se proto vzdy na vysvétleni hlavni myslenky,
piipadné pouzitych triki, coz povazuji za dostacujicit.

7.1 Odvozené Turingovy stroje

Pro libovolny T.s T mtzeme piedpokladat |F|= 1, protoze kdyby |F|> 1, lze T
roz$itit o jeden stav gy, do kterého povedou A-piechody® ze viech stavii z F a
predefinovat F' = {qs}. Jazyk L(T) se zfejmé nezméni a |F|= 1.

Podobné mizeme fici, ze T prijimé ac, pokud (a, qo, @) l;(ﬁ, 4,7),q € F, ne-
bot T lze rozsifit tak, aby po dosazeni stavu ¢ € F' smazal obsah pasky a presel
do nového pfijimaciho stavu gy, ¢imz dostdvame T.s. piijimajici ac podle pii-
vodni definice (7.4). Pochopitelné pii pouziti této definice pfijimaciho vypoctu

'pro néjaké a € X, a € X~

2Misto A zde miize byt libovolné slovo z Blanki, zaleZi na kandidatovi vybraném ze t¥idy
ekvivalentnich konfiguraci.

®Definice akceptujici konfigurace se asto v riiznych ucenych knihach lidi, nicméné na t¥idy
prijimanych jazyki to nemd vliv.

‘takové dikazy budeme oznacovat , abychom je odlisili od téch ,korektnégjsich®

5 A-pFechody jsou zde realizovany moznosti nepohybovat se po vstupni pasce a zapisovat
pfectené pismeno, tzn. §(q,z) = (¢, z,0)
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je treba zajistit, aby se T.s. nedostal do stavi v F' pred prec¢tenim vstupniho
slova.

Sedmice Ty, = (Q, X, Y, d,qo, B, F') je k—paskovy Turingv stroj s k paskami
(k < +00)8. Ze viech pasek T} najednou ¢te i na viechny najednou mize za-
pisovat. Cteci hlavy nemusi byt na paskich vSechny na stejné pozici. Definice
k—péaskového stroje je vesmés stejna jako u jednopéskového, az na

d:(Q\F) ><Yk—>Q><Yk><{—1,0,1}k,
resp.
§:(Q\F)xY* 5 Qx (Y x{-1,0,1})F.

Konfigurace k-péskového stroje je (v, q, 5;)F_,". Pied zac4tkem vypoctu obsa-
huje prvni paska vstupni slovo, ostatni jsou prazdné.

Tvrzeni 7.6 k-pdskoveé Turingovy stroje pFijimaji prave rekursivné spocetné
jazyky.

Dukaz: K danému k—péaskovému Ty = (Q, X, Y, d, qo, B, F') sestrojime jednopés-
kovy T.s T, p¥ijimajici stejny jazyk jako Ty. T.s T = (Q', X,Y",d', qo, B, F') si
bude na své jediné pasce pamatovat obsahy pasek a polohy ¢tecich hlav na jed-
notlivych paskich stroje Ty. Proto definujeme Y’ = X U (Y x {0,1})* U {B}.
Je-li Ty, v konfiguraci (a1¢31) ... (arqBk), pak na i—tém misté pasky T je sym-
bol (;y;,i Uj)?:p kde® ;y; je i-té pismeno slova «;3;B* a ;uj = 1, pokud hlava
na j—té pasce je na i—té pozici (jinak ;u; = 0)°. Podrobnosti o @', F' a §' si
odpustim. T.s T pracuje podle nasledujiciho algoritmu:

1. T piepise svoji pasku tak, aby kédovala pasky'® T}, hlava T bude na
prvni pozici a gy bude kédovan ve stavu T'.

2. T prejde celou popsanou pasku, zjisti, které pismeno ¢te j—ta hlava Ty
pro vSechna 57 =1,...,k, a zapamatuje si to ve stavech.

3. Simuluje krok T} a vysledek si zapamatuje ve stavech.

4. Hlava se pohybuje nazpatek a aktualizuje obsah pasky. Pokrac¢uje krokem
2.

5. Kdyz se simulace T}, dostane do prijimaciho stavu, T' smaze obsah pasky,
presune hlavu na prvni pozici a prejde do piijimaciho stavu.

6Tzn. pasek je kone¢n& mnoho.

"tzn. konfigurace jsou z mnoziny (Y* x @ x Y*)*; poviimnéte si prosim, e pro kazdou
k-tici je stav z mnoziny @ stejny pro vSechny slozky

8z4pis ;u; neni n&jaky standartni, jen jsem nevédél, kam umistit index i, aby nevypadal
jako mocnina nebo index dvourozmérného pole

%e vhodné si uvédomit, 7e pro pevné j existuje pravé jedno i takové, 7e ;ju; = 1

107 sice kéduje viechny pasky, ale na zacatku vypoctu T}, jsou viechny pasky kromé prvni
prazdné
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Je myslim mozné intuitivné nahlédnout, ze L(T') = L(T}). Pochopitelné T bude
mit daleko vice stavii, nebot v nich musi kédovat pismena prectend na paskich
T}.. Funkce ¢’ asi také neni zrovna ,céteni ke kafi“, nicméné tyto problémy ne-

chdm vaZnym zijemctim o teorii automat. | CBD/2

Definice 7.7 Nedeterministicky jednopdskovy Turingiv stroj'! je definovdn ja-
ko deterministicky. Rozdil je opét pouze v

§:(Q\F)xY = P(QxY x{-1,0,1}).

Slovo a« je prijimano N-Turingovym strojem (Q, X,Y, 0, qo, B, F'), kdyz exi-
stuge prijimaci vypocet (a, qo, o) I;(B, q,\) pro q € F. Slovo A je prijimdno, kdyz
existuje prijimaci vgpocet (B, qo, A) l;(B,q,A) pro néjaké q € F.

Tvrzeni 7.8 N-Turingovy stroje prijimaji prave rekursivné spocetné jazyky.

Dukaz: Pro dany N-T.s. Ty = (Q, X,Y, 4, qo, B, F') budeme definovat determi-
nisticky tiipaskovy stroj 77 = (Q', X, Y", ¢, ¢}, B, F'), jehoz prvni paska obsa-
huje vstupni slovo, druha simuluje vypocet T a tfeti urcuje, ktery vypocet se
provadi.

Je-li k maximalni velikost mnoziny 0(q, y), pak pro vSechna g € Q,y € Y ta-
kova, Ze §(q,y) # 0, zvolime posloupnost Oy, délky nejvyse k z prvki mnoziny
Q xY x {—1,0,1} takovou, %e ((r,a,i)je clenem Ogy)&((r,a,i) € 6(q,y))*2.

Na tteti pasce je slovo z {1,...,k} délky 7. Tim je urceno, ze na druhé pasce
se provede vypocet Ty majici ¢ krokt a pro j-ty krok vypoctu je vybran [;-ty
¢len posloupnosti Oy, (pro g, y urcené v kroku j — 1), kde [; je j—té pismeno na
treti pasce. Vysledny efekt je ten, 7ze existuje jednoznaéna korespondence mezi
viemi vypocéty T a obsahem tieti pasky.'

T’ pracuje podle schématu

1. Na treti pasce napiSe na prvni pozici 1 a zbytek necha B. Na prvni pasce
je vstupni slovo.

2. Simuluje prvnich 4 krokt vypocétu T, kde ¢ je délka slova na tieti pasce.
Jestlize vypocet skonéi predcasné v nepfijimacim stavu nebo probéhne
viech 7 kroki a T nepiijme, pak T” vygeneruje na tieti pasce dalsi po-
sloupnost a pokracuje krokem 2.

3. Pokud najde pfijimaci vypocet, smaze vSechny pasky, nastavi hlavy na
zacatek a prejde do prijimaciho stavu.

T' je deterministicky pfijima stejny jazyk jako Tn.|CBD/2

UPro zkriceni budeme ¢asto psat N-T.s. a D-T.s. misto nedeterministicky a deterministicky
Turingiv stroj.

1204,y se ligi od 8(q,y) tim, %e je usporaddani

13Pro odtemnéni. Na t¥eti pasce je slovo I1...l;, kde I; € {1,...,k}. Kdyz T’ v j-tém kroku
¢te a; (nemusi byt j-té pismeno na prvni pasce) a je ve stavu g, pak pokracujeme [;-tym
¢lenem posloupnosti Oy,q; (pokud takovy ¢len neexistuje, T’ generuje dal&i posloupnost — viz
nize)
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Definice 7.9 T.s. je linedrni, pokud nemuze prekrocit délku vstupniho slova. To
znamend, Ze pro vsechna q € Q bud §(q, B) neni definovdno (prazdnd mnozina),
nebo 6(¢q, B) = (¢’, B, —1)'4.

Tvrzeni 7.10 Pro kazdy T.s. T existuje gramatika G takovd, Ze L(G) = L(T).
Je-li T linedrni, pak existuje nezkracujici gramatika s touto vlastnosti.

Diikaz: Pro Turingtuv stroj T' = (Q, X,Y,d,q0, B, {qr}) vybudujeme gramati-

ku G=({B1,S,M}UQUY,X,S, P), kterd bude pro kazdy pfijimaci vypocet
T
(a, qo, @) l;(B,qf,A) generovat postupné odzadu jednotlivé konfigurace T, az

se dostane k vychozi konfiguraci, ze které nakonec vypudi ¢p a ziskd vstupni
slovo'®. B; je pouze formélni symbol, ktery ¥ika, Ze za nim stoji jiz jen sama
B. Podobné B\ formalné urcuje zacatek pasky. P obsahuje nasledujici pravidla
(pro vSechna z,y,z € Y,q,7 € Q):

1. (S = ByBq;B))
2. (rzy — zqy), pokud d(q,2) = (r,z,—1)
3. (zry — zqy), pokud §(q, z) = (r,z,0)
4. (zyr — zqy), pokud d(q, z) = (r,z,+1)
5. (reBy — 2qBy), pokud 0(q, z) = (r,z, —1)
6. (rBy — zqBy), pokud 6(q, z) = (r, B, —1)
7. (zrBy — zqBy), pokud 6(q, z) = (r,z,0)
8. (zBrBy — zqBy), pokud d(q, 2) = (r,z,+1)
9. (Boxqo — xM), pokud z € X

10. (BoBgy — M)

11. (Mz — M)

12. (MB;1 — A)

13. (MB — M)

Pokud aa € L(T), existuje prijimaci vypocet (a,qo,aB) l;(B,qf,Bl), coz
odpovida v G derivaci

S= ByBq; B — ByagyaB1 = aMaB; = aacM B; = aa € L(G)
Pokud A € L(T), existuje ptijimaci vypocet (B, qo, ) I;(B,qf,A), coz v G od-
povida derivaci

S—= BOBquBl :*> ByBgqyB| — MB|, = Ae L(G)

YTato druha mo¥nost je nutns, aby T.s. mél viibec Sanci poznat konec vstupniho slova
15yelmi nazorné je to vidét v piikladu 7.18
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Je-li « € L(G), existuje odvozeni S =y, = - - - = 7y = «, kde pro né&jaké
1 slovo ~y; obsahuje néjaky stav a «; 11 jiz ne. Stavem obsazenym v 7; musel byt
z definice G stav g bezprostiedné nésledujici po prvnim pismenu +;'%, neboli
Vi l;*yl je prijimaci vypocet T nad «, tzn. L(G) = L(T).

Je-li T' linearni, pak nesmi piekrocit délku vstupniho slova, neboli pravidlo
8 se nikdy nepouzije. Problém jsou pravidla 9, 10, 12 a 13. Pro jejich odstra-
néni pouzijeme jednoduchy trik. VSimnéme si, 7ze kazdé vygenerované slovo
obsahuje pred pouzitim pravidla 9, resp. 10 pravé jedno pismeno By, které je
vzdy na zacatku slova, a pravé jedno pismeno Bj, které je vzdy na konci slova.
Stejné tak obsahuje pravé jedno pismeno z mnoziny (). Vytvoime novou mno-
zinu netermindli Vy, =Y x Q' x {0,1} x {0,1}, kde Q' vznikne z @ pfiddnim
nového pismene 0. Nyni libovolné slovo a = ay ...a, € (Vy U X)*!7 vygenero-
vané gramatikou G bez pouziti pravidla 9, resp. 10 transformujeme na slovo

T =by...by 3 € V) tak, 7e

o b = (a;,0,0,0), kdyZ a;11 € QU {B1} a a;—1 # By

e b; = (a;,q,0,0), kdyz a;41 = q € Q, aj42 # B1 a a;—1 # By
e b, = (a;,0,1,0), kdyz a;11 = By a a;—1 # By

e b, =(a;,q,1,0), kdyz a;11 = q € Q, a;42 = By a a;j—1 # By
e b =(a;,0,0,1), kdyz a;11 € QU {B1} aa;—1 = By

e b =(a;,q,0,1), kdyz a;11 = q € Q, ajr2 # By aa;j—1 = By
e b =(a;,0,1,1), kdyz aj;1 = By aa;—1 = By

e b =(aj,q,1,1), kdyz a;11 = q € Q, ajy2 = By aa;—1 = By

pro vechna a; € {S, M} UY. Pismena a; € Q U { By, B} nenahrazujeme'®

Nynf{ zkonstruujeme gramatiku G = (V, X, (B, qy,1), P'), kterd bude ne-
zkracujici a bude generovat stejny jazyk jako G. Prvnich sedm typu pravidel
gramatiky G zkopirujeme do GT a upravime je tak, aby platilo, 7e kdy# se v
ptivodni gramatice vygeneruje slovo a, pak se v pozménéné gramatice G7 vy-
generuje slovo o712, Zbyla pravidla z gramatiky G vyfadime a do GT ptiddme
pravidla

e (a,q,0,1)(b,0,0,0) — ab pro a,b € X

16nepoéitaje Bo

"V = {Bo,B1,5,M}UQUY

18komu se spravné zd4, Ze ve slové ol ztistanou mezery po Bo, B; a stavu z Q, miiZe byt
klidny — po skonéeni nahrazovéni tyto mezery vyhodime a ziskdme slovo a” délky n — 3 bez
mezer.

Y pap¥iklad pravidla typu 5 piejdou na pravidla typu

T

{(u7 T,O,i)(ﬁ,o, 170) - (U,O, O)i)(zzq) 1a0)$
i€ {07 1},’[14,[17,2 € Y,T,q € Qv(;(qa Z) = (T,CL‘,—].)}
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(a,q0,0,1)(b,0,1,0) = ab pro a,b € X

(a,qo,1,1) > aproa € X
a(b,0,0,0) — ab pro a,b € X

a(b,0,1,0) — ab pro a,b € X

Lehce se presvédéime, ze nova gramatika je nezkracujici a generuje jazyk L(T).

Tvrzeni 7.11 Pro kazZdou gramatiku G ezistuje T.s. T tak, Ze L(G) = L(T).
Je-li G nezkracujict, pak T je linedrni.

Dikaz: Mé&jme gramatiku G = (Vy, Vi, S, P). Definujeme dvoupaskovy nedeter-
ministicky T.s. T = (Q, Vr, VN U Vp, 0,40, 70, F). Na prvni pasce bude vstupni
slovo, na druhé bude probihat simulace generovani G2°. T pracuje podle algo-
ritmu:

1. Na druhé péasce vygeneruje S. Na prvni pasce je vstupni slovo.

2. Je-li na druhé pésce slovo «; (neboli S — «;) a «; obsahuje netermindl,

pak T ,uhodne* pravidlo p pouzité k dalsimu generovini a misto pouziti
v «a; a prepiSe ¢ast druhé pasky podle p, ¢cimz dostane dalsi slovo o;41.

3. Jakmile slovo na druhé pasce neobsahuje neterminal, porovna jej s prvni
péaskou. Pokud se slova shoduji, mame vyhrano. Pokud ne, nemusime
zoufat, nebot T' je nedeterministicky.

Je-li G nezkracujici a T by vygeneroval na druhé pasce slovo delsi nez vstupni,
kazda derivace na druhé pasce jiz bude delsi nez vstupni slovo, protoze T' ma k

dispozici pouze nezkracujici pravidla. | CBD/2

7Z tvrzeni 7.10,7.11 a 5.9%! vyplyva
Dusledek 7.12 Gramatiky generuji prave rekursivné spocetné jazyky. Kontez-
tové jazyky jsou pFijimdny prave linedrnimi T.s.
Tvrzeni 7.13 Rekursivne spocetné i kontextove jazyky jsou uzavieny na ko-

necnd sjednocent, konkatenaci, iteraci a zrcadlovy obraz.

Diikaz: Konstrukce gramatik generujicich vysledky zminénych operaci je stejné
jako v kapitole 5.2.3?2. Diikaz lze provést i pres konstrukci T.s. piijimajicich
uvedené jazyky. Vétsinou vystacime s dvoupaskovymi stroji, simulujicimi na
kazdé pasce vypocet jednoho stroje prijimajiciho vstupni jazyk.

Tvrzeni 7.14 Kontextové jazyky jsou uzavieny na doplnky, tim pddem i na
pruniky.

Prvni ¢ast tvrzeni patii mezi tzv. LBA-problémy?:

20T je nedeterministicky proto, 7e G muize obsahovat vice pravidel s jednou levou stranou.

2 Nezkracujici gramatiky generuji pravé kontextové jazyky.

22P§{ konkatenaci musime oddglit generovani obou gramatik od sebe, coz udélame tak, Ze
gramatiky budou mit disjunktni mnozZiny netermindli a zadny termindl se nevyskytne na levé
strané zadného pravidla. Nechdvam ctenari na rozvazeni, Ze toto omezeni neujima dikazu na
obecnosti.

*3Linear Bounding Automatons — linedrné omezené automaty
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1. Jsou kontextové jazyky prijimany deterministickymi linedrnimi T.s.7 —
dosud nevyteseno!!!

2. Jsou kontextové jazyky uzavieny na dopliiky? — Ano.

Poznamka. Je-li T' Turingiv stroj pracujici nad vstupni abecedou X, pak
pro a € X* milZe ziejmé nastat pravé jeden z nasledujicich pripadi:

e Vypocet T nad « skondi.
e Vypocet se zacykli (vrati se do stejné konfigurace).

e Vypocet pokracuje do nekone¢na (nikdy neprojde dvakrat stejnou konfi-
guraci).

Definice 7.15 T.s. T rozhoduje jazyk L mnad X, kdyZ se vypocet pro kazdé
vstupni slovo zastavi a L(T) = L. Jazyk L je rekursivni, pokud existuje T.s.,
ktery ho rozhoduje.

Tato definice tvori model pojmu algoritmus.

Véta 7.16 L je rekursivni, pravé kdy? L a L (dopinék) jsou rekursivné spocet-
ne.

Dukaz: Je-li L rekursivni, pak existuje T.s. T = (Q, X,Y, 4, qo, B, F), ktery ho
rozhoduje. Piedpokladejme, 7ze T ma pravé dva stavy ge, qr, ve kterych se
zastavi. Necht F' = {qs}. Pak T piijima L a (Q, X,Y, 4§, qo, {q.}) zjevné piijima
L, tzn. L, L jsou rekursivné spocetné.

Naopak, jsou-li L, L rekursivné spocetné, pak existuji T.s. T}, Th takové,
7e L = L(Ty), L = L(T5). Definujme dvoupaskovy T.s. T', ktery na prvni pasce
simuluje vypocet T1, na druhé Th. Necht T” se zastavi, jakmile se zastavi T7 nebo
Ty, tedy se zastavi®* nad kazdym vstupnim slovem, a p¥ijme, pokud piijima T},
tzn. pokud simulace na prvni pasce skoné¢i v pfijimacim stavu. | CBD/2

7 véty 7.16 vyplyva, ze jazyk L, ktery neni rekursivni, neni ani kontextovy.
Kdyby totiz byl kontextovy, byl by i jeho doplnék kontextovy?®, tedy by L i L
byly rekursivné spoéetné®®, neboli L by byl rekursivni, co je spor. Tento fakt
pozdéji vyuzijeme, proto ho zformalizujeme do lemmatu.

Lemma 7.17 KazZdy kontextovy jazyk je rekursivni.

Churchova these: Kazdy jazyk, ktery lze néjakym zpusobem popsat konec-
nym vyrazem, je rekursivné spocetny.

Churchova these je metavéta, nelze ji tedy v jazyce automati dokizat, jen
vyvratit. Problémy s dokazatelnosti plynou z nemoznosti formalizovat pojem
Hkonecny vyraz‘“.

Y zastavi, ne pozastavi

Zprotoze kontextové jazyky jsou uzavieny na doplitky (viz tvrzeni 7.14)

26 protoze rekursivné spotetné jazyky jsou generovany obecnymi gramatikami a jsou tedy
nadmnozinou kontextovych jazyku
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Priklad 7.18 (Turingiv stroj) Sestrojime T.s. T = (Q,X,Y,6,q0, B, F) priji-
magici palindromy nad abecedou X = {c,d}, tzn. L(T) = {o; & = aft}.

Reseni: Slovni vysvétleni pripojim pozdéji. Definujme Turingtiv stroj 7':

Q = {C]OaCYOaQmeQdaC]fanaCI%CIf}
Fo= {q}
Y = {cd,B,#}

Funkce § : (Q\ F) xY — Q@ xY x {—1,0,1} je popsana tabulkou

X\@Q qo do q e
c|| Ges#5+1 | g6, B, +1 | qi,¢,—1 | geyc,+1
d | qa#,+1 | q4,B,+1 | q1,d,—1 | qcd,+1
B || ¢ B,0 | q,B,—1|q@,B,+1 | ¢f,B,—1

# — — qo,#, +1 —

qd @ qf %

cl|l qi,¢,+1 | q1,B,—1 — —

d qd,d,—i—l — ql,B,—l —
B| ¢,B,~1|q,B,~1|q,B,~1]|¢B,~-1
# - Qf,B,O qf,B,O qf,B,O

T je konstruovan tak, ze vzdy precte pismeno na zacatku vstupniho slova,
zapamatuje si ho ve stavu (¢. nebo ¢4) a smaze ho. V ¢, nebo ¢4 prejde na
konec slova (aniz by ménil idaje na vstupni pasce) a pokud je posledni pismeno
shodné s prvnim (viz indexy stavii), smaze ho a vraci se na zac¢atek slova, dokud
nenarazi na B nebo # (ndvrat probiha v ¢;)?". Pak se zase obrati a s informaci
o prvnim pismenu jde na konec, coz se opakuje tak dlouho, dokud se prvni a
posledni pismena shoduji a neni celd paska smazéna. Po smazani celé pasky
T prejde do ¢o, dojde na zacatek pasky (stale v ¢o), kde lezi symbol #, pies
ktery piejde do pfijimaciho stavu gy a # smaZe — slovo je pfijato. Je vhodné
si rozmyslet, jak T prijima prazdné slovo a jak se vyporada s palindromy liché
délky, coz nechavdm jako cviceni.

Kdyz uz mame T.s. T, pfijimajici palindromy, sestrojime podle navodu z di-
kazu tvrzeni 7.10 gramatiku G = (Vy, Vr, S, P), kterd palindromy generuje.

Vn
Vi =

{317 Sa M7 q0, (?07(]17%7%, Qfa(ﬁ,%a qf, B7 #7 c, d}

{e,d}

P bude obsahovat nasledujici pravidla. Uvadim je oznacend vzdy podle piislus-
ného bodu v ditkazu 7.10. y znadi libovolny symbol z {B, #,c,d}, = € {¢c,d}

VS — ByBgsB:
D¢By — Bquy
@By — Bqy
@By — cqy | dafy

2"Neni-li posledni pismeno shodné s prvnim, pak se vypocet zastavi (§ neni definovina).
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Qcy — cqy
qdy — dqy
®»By — By | Bafy | Baly | Beay
Bary — Baoy | #dfy | #aly | #aoy
YByg. — cdoy
Byqa — dqoy
CYyqec — €qcy
dyqe — dqey
cYyqq —  €qqy
dyqa — dqay
Byq — Bqy
#yqe —  cqoy
#yqa — dqoy
#ydo — #aqy
¢{BBi — Bq.B
¢/BBi — Bq,B,
¢1BB1 — cqi{B1 | dqul
@2BB1 — BB | BqiB: | Bq{Bi | Bg;B
qcBr —  cqiBy
qdB1 — dq B
“giBi — Bq.B
¢/Bi — BqaB
@ B1 — cqiB | dg{By
©@B1 — B@Bi | Be{B1 | Bq{B: | BexB1
)BqyB1 — BqoBi | #¢B1 | #¢{B1 | #¢B
BBq.B1 — cqbBi
BBqyB, — dqoB;
cBq.B1 — cq.B
cBqsB1 — cqqiB
dBq;B1 — dgiB
dBq.B1 — dq.B
BBqyB1 — BqbB;
#Bq.B1 — cqoB
#BqiB1 — dqoB
#BqB1 — #q@bB
9)B0$q0 — M
")ByBgy — M
Wpe — eM
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Md — dM

MB — BM

M# — #M
2DMB, - A
BMB — M

Pokusme se nyni vygenerovat néjaky jednoduchy palindrom, napt. c. Ktera
pravidla G a v jakém poradi pouzijeme? Experimentalné jsem ovéril, Ze nejlepsi
je zjistit posloupnost stavi (resp. konfiguraci) pfi vypoctu T a zpétné urcit
pravidla pouzita pro generovani. Vypocet nad slovem ¢ probihd konfigurace

T T T
(Ca q0, BA) l_(#Ba 9e, A) l_(#a qf,BA) l_(BaqfaBA) ~ (Ba qf, A)

T
Ted sta¢i v podstaté vzit posloupnost konfiguraci, obratit ji, misto - dat = a
dostavame?®

S =5 ByBqy By == Bo#qi By =
=% By#Bq.B; == BycqoB1 —> cMB; == ¢

Pro zajimavost uvadim jesté odvozeni palindromu cdcedce, jiz bez navodné po-
sloupnosti konfiguraci stroje T'. Nad operatorem odvozeni je opét ¢islo pouzitého
pravidla, nahrazujeme podtrZenou ¢ast slova.

S=L ByBq;B) == By#qyB1 == Bo#BgaB) = By#BBg,B) ==
-2 By#BBB{B, = By#BBqB) = By#BBcq{B) ==

-2 By#BBcBg.Bi = By#BBcg.BB) — #BcjycBB) =

—L By#BqiccBB) = By# BeqicBB, == By#Beeq BB, =

=2 Bo#Beedg) B = Bo# Beed BgyBy = Bo#BecdgyBB) ==
—L By#Bcegad BBy == By# BegacdBB) == Bo#dgoccd BBy =
—L Bo#qidccd BB) == By#dqccd BBy = By#degicdBB) ==
=2 Bo#decqidBB) == Bo#deedgqi BBy == Bo#tdecdeg; B =
=% By#deedcBg. B = By#tdecdeq, BB == By#decdg.cBB) —
—L By#dceqodeBB) = By#tdegecdcBB) == By#tdgccde BB =
:4> BycqodeedeB By 2. cMdcedeB By =N cdMcedeB By =N

1L cdeMedeBBy 22 cdeeMdeB By =% cdecdMceB By ==

=N cdeedeM B By 2 cdecdeM B 1 22 cdeede

Z prikladu je velmi dobte vidét, jak gramatika G presné kopiruje obraceny
vypocet T, jak stavy g1 a go putuji vstupnim slovem doleva a stavy g. a qq
doprava a jak funguji zarazky qf, ¢, Go a qo. | FINE

%nad operdtor => pisi misto jména gramatiky ¢islo skupiny pouzitého pravidla
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7.2 Univerzalni Turingtv stroj

Kazdy T.s.?° 1ze jedno-jednozna¢éné zakédovat do fetézce znaki. Na jednodu-
chém piikladu ukdzeme jednu z mnoha moznosti kédovani.

Priklad 7.19 (Kddovdini) Méjme T.s. T = (Q,X,Y,d,qo, B, F), kde

Q {90, 1}
X = {a,b}
Y = {a7 b7 B7 #}
F = {q}
O\X a b B i

q0 q17#7+1 q17#7+1 q07B7_1 QO,B,O
q1 q17B7+]— q17a70 qﬂaBa_]- 7

Zakédugte T jedno-jednoznacné do tetézce {0,1}*.

Nehloubejte p¥ilis nad tim, co T déla (podle mého nézoru pfijiméa celou mnozi-
nu X*), dilezité je, ze ho zakédujeme do fetézce z {0,1}3°. Reknéme, Ze

q = 010
qu = 0110
a = 010
b = 0110
B = 01110
# = 011110
+1 = 010
0 = 0110
-1 = 01110

(0(q;z) = (¢',y,5)) = kéd(q)kéd(z)kéd(q")kéd (y)kod ()

Vsimnéte si, ze vSechny kdody zacinaji a kon¢i nulou a uvniti zZddnou nulu
neobsahuji. Kédu 000 lze uzit jako oddélovace. Zakdédujeme postupné mno-
ziny Q, X, Y \ X, funkci 0, poc¢atecni stav, Blank a F' a vytvoiime z nich jeden
fetézec, kde jednotlivé komponenty oddélime tfemi nulami (tabulka 3). Tento
fetézec jedno-jednoznacéné kdéduje T

Samoziejmé je nepieberné mnozstvi jinych zptsobu kdédovani. Pro nas vsak
neni dulezité, jak stroje kddovat, ale Ze jedno-jednoznacné kédovat jdou.

Definice 7.20 Turinguv stroj nazveme univerzdalni, pravée kdyz prijima vSechny
dvojice (k6d(T); )" takové Ze T.s. T prijimd slovo c.

2obecné jakykoliv automat
30jak jinak, vzdyt jsme informatici
31kde znak ,; (stfednik) je n&jaky jednoznaény oddélovad
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; < o
0000100110000 010011000001110011110000 0100100110011110010

012 013 014

01001100110011110010010011100100111001110010011110010011100110

021 d21 022

611001001100111001661100100110011100106110}911001100100110

023 qo0

~ ~ AN~
0110011100100111001110000 010 000 010 000

Tabulka 3: Kéd stroje T. (d;; znamend, ze kodujeme i-ty radek a j-ty sloupec
tabulky zadani funkce §).

Univerzalni T.s existuje a jazyk, ktery prijima, je
L, = {(k6d(T); ); T piijima a}

a je nesporné rekursivné spocetny. Naznacim zptsob prace univerzalniho Turin-
gova stroje. Bude mit dvé péasky. Na prvni padsce mé& napsané vstupni slovo
(k6d(T'); ). Nejprve ovéiime, jestli je vstupni slovo forméalné v poradku (t.j.
jestli k6d ma vSechny komponenty dané predepsanym zptisobem, jestli kod(T')
a « jsou oddéleny piredepsanym oddélovacem, atd. Pak prepiseme « na dru-
hou pésku, kde budeme simulovat praci T.s T'. Okamzity stav a pozice hlavy T
bude zaznamenana na prvni pasce za vstupnim slovem. Univerzalni Turingiv
stroj na zakladé znalosti pozice hlavy, zjisti pismeno, které precetl T'. Na zakla-
dé znalosti stavu a prec¢teného pismena, najde v kod(7T) hodnotu prechodové
funkce, zméni okamzity stav, pozici hlavy a na druhé pasce zaznamena odpovi-
dajici zménu obsahu pasky 7'. Tento proces porad opakuje. Zastavi se, az kdyz
se zastavi T, a pfijme, kdyZ pfijme T' (toto mtiize provést, protoze v k6d(T') je
zaznamenana i mnozina F)3?. D4 se ukazat, 7e L, neni rekursivné spocetny,
tzn. podle véty 7.16 L, neni rekursivni a podle tvrzeni 7.17 neni ani kontextovy.
Méame L, € Ly, ale L, & L1, a protoze jiz vime £; C Ly (viz strana 75), dokaza-
li jsme konecné i posledni ostrou inkluzi £; C Ly z Chomského hierarchie (36).
Protoze ne kazdy mi musi véfit, Zze L, neni rekursivné spocetny, ¢imz padem
by tento odstavec prisel vnive¢, uvedu jiny jazyk, o kterém dokazi, ze skuteéné
neni rekursivni. Uvedeny diikaz lze z modifikovat tak, abychom dostali, ze L,
neni rekursivné spocetny.
Uvazujme jazyk

L!, = {a;stroj s kddem « piijima slovo o}
Lemma 7.21 L!, neni rekursivné spocetnsj.

Ditikaz. Provedeme sporem. P¥edpokladejme, 7e L/, je rekursivné spocetny, tzn.
existuje T.s. T', ktery ho pfijima (L(T') = L},). Pak a € L!,, pravé kdyz bud «
neni kddem zadného stroje, nebo stroj s kddem « slovo « neprijima. Potom ale

32uvedeny popis piedpoklada, 7e T je deterministicky, pro nedeterministické se musi pouZit

metoda simulace nedeterministického Turingova stroje deterministickym, viz tvrzeni 7.8
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T’ piijima koéd(T"), pravé kdyz kéd(T') € L!,, pravé kdyz T' neptijima kod(T"),
COZ je Spor.

Jazyk L! neni rekursivné spocetny, neboli podle véty 7.16 L, neni rekursiv-
ni. Lze lehce ukazat, 7e L', je rekursivné spocetny33.

Bez diikazu si uvedeme nékolik jazyki a jejich zarazeni:

Lyae = {(k6d(T);a); vypocet T nad « se zastavi} € Lo
— neni rekursivni
Ly = {ko6d(T); vypocet T se zastavi pro kazdé vst. slovo} & Lo
Lreg = {k6d(T); T piijimé regularni jazyk} ¢ Lo
Ly = {ko6d(T);T ptijima prazdny jazyk} & Lo
Lg, = {k6d(T);T ptijiméa konecny jazyk} & Lo

Je-li G bezkontextova gramatika, pak

LGy = {k6d(G); L(G) = Vi} ¢ Lo
Liists = {k6d(G); L(G) # 0} € Lo

Lipe = {k6d(G); L(G) € L3} & Ly

Lg, = {k6d(G); L(G) konetny} & Lo

Postuv problém: Vstupem pro Postiv problém jsou posloupnosti slov
A1y.ee,0naf,...,0n, kde oy, B; € X™* pro néjakou abecedu X . Postiiv problém
m$ TeSeni, jakmile existuje posloupnost indexti i1, ... ,1, takova, ze

Qi) Qi+ - G = B Biy -+« - Biys
kde 1 <i; < n pro vSechna j. Jazyk
Lp,gt = {vstup pro Posttiv problém, ktery ma reseni}

je rekursivné spocetny, ale neni rekursivni. Posttiv problém se ¢asto vyuziva pri
zjistovani, ze néjaky jazyk neni rekursivni.

Tvrzeni 7.22 Rekursivné spocetn€ jazyky jsou uzavieny na prunik.

Diikaz: Vezméme dva jazyky L, Lo prijimané jednopaskovymi deterministicky-
mi Turingovymi stroji 77, T>. Definujme novy dvoupaskovy T.s. T, ktery na
prvni pasce bude simulovat vypocet 77 a na druhé T5. Pokud jeden z vypocti
(napt. T1) skonéi diive nez druhy, na odpovidajici (prvni) pasce budou probihat
A-prechody ve stavu, ve kterém vypocet skoncéil, dokud neskon¢i vypocet i na
druhé pasce. Kdyz obé simulace skonéi v prijimacich stavech, T vstupni slovo

prijme. Myslim, Ze je intuitivné jasné, ze L(T) = L N Ly. |CBD/2

33Intuitivné — vezmeme modifikovany univerzalni Ts., ktery si vstupni slovo o nejprve
zduplikuje na (a;a) a pak teprve provede vypocet.
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T¥ida, Lg £2 Ll LU
Sjednoceni || ano (4.22) ano (kap. 5.2.3) ano (7.13) )
Prinik || ano (4.22) ne (kap. 5.2.3) ano (7.14) )
Iterace || ano (4.32) ano (kap. 5.2.3) ano (7.13) ano (7.13)
(4.34) (7.13) )

(4.21) (7.14)

(4.30) (7.13)

Zrc. obraz || ano (4.34) ano (kap. 5.2.3) ano
Doplnék || ano (4.21) ne (kap. 5.2.3) ano
Konkatenace || ano (4.30) ano (kap. 5.2.3) ano

ne (7.21)
ano (7.13)

Tabulka 4: Uzavienost t¥id Chomského hierarchie na operace

T¥ida || Nazev Automaty Gramatiky
L3 || regularni Akceptory regularni
dvouc. automaty (4.40)
L2 || bezkontextové Zasobnikové automaty (6.10) | bezkontextové
L1 || kontextové Linedrni T.s. (7.12) kontextové
nezkracujici (5.9)
Lo || rekursivné spocetné (7.12) | T.s. vSechny

Tabulka 5: Kritéria pro zarazeni jazyka do Chomského hierarchie

A Prehled jazyku podle Chomského hierarchie

Tabulka 5 ukazuje, které gramatiky generuji a které automatu ptijimaji kterou
tridu jazyk.

V tabulce 4 je uvedena uzavienost t¥id Chomského hierarchie na operace.

Tabulka 6 ¥ik4, jak urcit, Ze néjaky jazyk (ne)patii do nékteré z tiid. Pokud
jazyk nespliiuje uvedenou(é) nutnou(é) podminku(y), zarucené do dané tiidy
nepatii. Pokud spliuje postacujici, jisté do dané t¥idy patii. Nutnymi i po-
stacujicimi podminkami pro vSechny tfidy je samoziejmé sestrojeni automatu
(gramatiky) z tabulky 5.

V zavorkach jsou ¢isla lemmat, tvrzeni, vét nebo disledkt, ze kterych uve-
deny tdaj vyplyva.



Trida Podminka
nutna postacujici
L3 || Myhill-Nerode (4.17) Myhill-Nerode
véta 4.24 sestrojeni regularniho vyrazu
Lo || Pumping lemma (5.17) —
Ly || Doplnék je v Ly (7.16,7.17) | —
Loy || — —

Tabulka 6: Nutné a postacujici podminky pro zarazeni jazyka
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