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Tato skripta slou¾í jako pomùcka k pøedná¹ce þAutomaty a gramatikyÿ na

MFF UK. Obsahují tedy pouze základní úvod do dané problematiky. Vìt¹i-

na kapitol zde uvedených je zestruènìním (a také þpolid¹tìnímÿ, jak doufám)

knihy [2].
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1 Základní pojmy z teorie jazykù

� Abeceda A je libovolná koneèná mno¾ina A

� prvky abecedy A budeme nazývat písmena, resp. symboly

� Slovem nazveme ka¾dou koneènou posloupnost písmen, její délku nazveme

délkou slova

� prázdné slovo (slovo délky 0) oznaèíme �

� mno¾inu v¹ech slov nad abecedou A oznaèíme A

�

� A

+

= A

�

n f�g (mno¾ina v¹ech neprázdných slov nad A)

� libovolnou podmno¾inu L mno¾iny A

�

nazveme jazykem nad A (L � A

�

)

� pro slova � = a

1

: : : a

m

a � = b

1

: : : b

n

de�nujeme operaci conc tak, ¾e

conc(�; �) = �� = a

1

: : : a

m

b

1

: : : b

n

(pro m;n 2 N) (jedná se o slo¾ení øe-

tìzcù, resp. slov)

1

Poznámka: Na tomto místì pova¾uji za velmi vhodné si pøipomenout, co

znamená koneèná posloupnost, resp. mno¾ina. Koneènou mno¾inou máme na

mysli mno¾inu koneèné velikosti, neboli velikost této mno¾iny je rovna nìkte-

rému pøirozenému èíslu

2

. Podobnì posloupnost je koneèná, pokud je její délka

rovna pøirozenému èíslu. Pøirozených èísel je ale nekoneènì mnoho, z èeho¾

napøíklad vidíme, ¾e mno¾ina A

�

v¹ech slov nad abecedou A je nekoneèná, kdy-

koliv A 6= ;. Vìøím, ¾e se k této poznámce rádi vrátí v¹ichni, kdo v prùbìhu

ètení následujících kapitol zabloudí v pojmech koneèno, nekoneèno a podob-

nì. Pro pøípad nejvy¹¹í nouze pøipojuji místo záchranného kruhu fakt shrnující

celou poznámku:

Pøirozených èísel je nekoneènì mnoho. Ka¾dé pøirozené èíslo je ko-

neèné.

Naprosto stejná tvrzení platí samozøejmì i pro N

0

a Z (celá èísla).

Teorie jazykù nachází ¹iroké uplatnìní v lingvistice, teorii programovacích

jazykù, biologii a dal¹ích oborech.

2 Úvod do teorie automatù

2.1 Historie

Teorie automatù je pomìrnì mladá vìda. Vznikla poèátkem druhé ètvrtiny

20. století na popud logiky jako obor, hledající mo¾nosti koneèného popisu ne-

koneèných objektù. U jejího zrodu stáli zejména Turing, Kleene, Post, Church

a Markov. De�nice Turingova stroje z roku 1936 natrvalo zaøadila výzkum au-

tomatù mezi významná odvìtví moderní vìdy. K dal¹ímu rozvoji pøispìli v roce

1

Lehce nahlédneme, ¾e operace skládání øetìzcù je asociativní, � je její jednotkový prvek,

a ¾e tedy A

�

(conc;�) je monoid (dokonce volný nad mno¾inou A).

2

znaèíme N , resp. N

0

pro pøirozená èísla obohacená o 0.
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Tabulka 1: Tøídy jazykù

Typ akceptoru

(A)

 ! Tøída jazykù rozpozná-

vaná akceptory typu A

Typ gramatiky

(G)

 ! Tøída jazykù generova-

ná gramatikami typu G

Tabulka 2: Schéma práce gramatik a akceptorù

Vstupní slovo �! Akceptor A �! Výstup (slovo patøí,

resp. nepatøí do ja-

zyka rozpoznávané-

ho akceptorem A)

Vstup (bázová

slova jazyka L)

�! Gramatika G �! Jazyk L

1943 biologové McGullcik a Pitts. V letech 1954{1960 byly koneènì polo¾eny

základy formální teorie koneèných automatù (Hu�mann, Kleene), co¾ vedlo ke

zvý¹enému zájmu o tento obor v 60-tých letech.

2.2 Automaty a jazyky

Teorie automatù se zabývá konstrukcí zaøízení na rozpoznávání jazykù (akcep-

tory, resp. automaty) a mechanismù na generování jazykù (gramatiky). Ka¾-

dému typu akceptoru (gramatiky) lze pøiøadit tøídu jazykù, které dané zaøízení

rozpozná (generuje). Vlastnostmi tøíd jazykù rozpoznávaných (generovaných)

daným zaøízením a vztahy mezi jazyky rozpoznávanými (generovanými) rùzný-

mi akceptory (gramatikami) se zabývá teorie jazykù (viz tab. 1). Schématické

znázornìní práce rozpoznávacích zaøízení a generujících mechanismù naleznete

v tab. 2.

2.3 Klasi�kace automatù

Automaty

1

lze klasi�kovat (tøídit) podle nejrùznìj¹ích hledisek. Mezi nejpou¾í-

vanìj¹í patøí

� pou¾itá pamì»

2

� zpùsob urèení následující kon�gurace

3

� pøístup ke vstupním datùm

4

1

nebo akceptory, proto¾e to je pro na¹e potøeby jedno a to samé. Automaty je ponìkud

obecnìj¹í slovo, akceptory výsti¾nìj¹í

2

¾ádná, zásobník, atd.

3

jak je zadán zpùsob pøechodu automatu z jednoho stavu do druhého (pevnì daný, výbìr

z mno¾iny mo¾ných pøechodù)

4

zpùsob ètení vstupních dat (pohyb ve vstupním slovì, které má automat provìøit)
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V následujících kapitolách se nejprve budeme trochu zabývat automaty obecnì,

potom pøejdeme k akceptorùm a vztahùm mezi akceptory a jazyky.

2.4 Mooreùv automat

De�nice 2.1 Mooreovým automatem rozumíme ¹estici (Q;X; �; q

0

; Y; �), resp.

pìtici (Q;X; �; Y; �)

5

, kde

� X oznaèuje vstupní abecedu

� Q (koneènou) mno¾inu stavù automatu

� � : Q�X ! Q pøechodovou funkci

� q

0

2 Q poèáteèní stav

� Y výstupní abecedu

� � : Q! Y výstupní funkci

Mooreùv automat si pøedstavujeme jako zaøízení, které má kontrolní jednotku,

která mù¾e nabývat koneènì mnoha stavù, vstupní a výstupní pásku. Pásky

jsou rozdìlené na jednotlivé políèka, která jsou oèíslována kladnými celými èísly.

Ka¾dé políèko mù¾e obsahovat jen jeden znak abecedy nebo mù¾e být prázdné.

Vstupní slovo � = a

1

: : : a

n

je napsané na prvních n políèkách vstupní pásky, tj.

a

i

je na i-tém políèku pro i � n a pro i > n je i-té políèko prázdné. Po vstupní

pásce se pohybuje hlava, která pøeète v¾dy obsah jednoho políèka. Po výstupní

pásce se pohybuje hlava, která zapisuje na tuto pásku výstup automatu. Auto-

mat tedy pracuje v jednotlivých taktech. Na poèátku své èinnosti se automat

nachází ve stavu q

0

a obì hlavy jsou na prvních políèkách své pásky. V jednom

taktu hlava na vstupní pásce pøeète písmeno ze vstupu, které je napsáno na

prohlí¾eném i-tém políèku, a v závislosti na pøeèteném písmenu a funkci � pøe-

chází do dal¹ího stavu. Hlava na vstupní pásce se pøesune na i+ 1-ní políèko.

Zároveò hlava na výstupní pásce zapí¹e výstup automatu, který závisí pouze na

stavu automatu. Tuto závislost urèuje funkce �. Po zapsání výstupu se hlava

na výstupní pásce pøesune také na dal¹í políèko.

Je pøirozené de�novat roz¹íøení funkcí � (pøechod z jednoho stavu do jiného

v závislosti na pøeèteném písmenu) na �

�

: Q�X

�

! Q (pøechod z jednoho

stavu do jiného v závislosti na pøeèteném slovì) a � (výstup v závislosti na

momentálním stavu automatu) na �

�

: Q�X

�

! Y (výstup v závislosti na

pøeèteném slovì) následovnì:

�

�

(q;�)

df

= q �

�

(q; �a)

df

= �(�

�

(q; �); a);(1)

�

�

(q; �)

df

= �(�

�

(q; �));(2)

pro q 2 Q, a 2 X a � 2 X

�

.

Dále de�nujme pøekladovou funkci �

p

: Q�X

�

! Y

�

�

p

(q;�)

df

= � �

p

(q; �a)

df

= �

p

(q; �)�

�

(q; �a)(3)

5

nìkdy nás nezajímá poèáteèní stav, ale práce automatu bez závislosti na nìm
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pro q 2 Q, a 2 X a � 2 X

�

. Pøekladová funkce, jak je zøejmé z de�nice, vrátí

pro dané vstupní slovo odpovídající slovo výstupní

6

.

Tvrzení 2.2 (8�; 
 2 X

�

)(8 q 2 Q)

�

�

(q; �
) = �

�

(�

�

(q; �); 
)

�

�

(q; �
) = �

�

(�

�

(q; �); 
)

�

p

(q; �
) = �

p

(q; �)�

p

(�

�

(q; �); 
):

Dùkaz: Provedeme pro první rovnost (ostatní jsou analogické) indukcí dle délky


. Pro 
 = � rovnost plyne z de�nice. Pøedpokládejme tedy 
 6= �. Buï 
 = 


0

b

(pro nìjaké 


0

2 X

�

; b 2 X). Potom postupnì z de�nice, indukèního pøedpokla-

du a opìt z de�nice dostáváme

�

�

(q; �
) = �(�

�

(q; �


0

); b) = �(�

�

(�

�

(q; �); 


0

); b) = �

�

(�

�

(q; �); 
)

Èím¾ je dùkaz proveden. CBD

2.5 Mealyho automat

De�nice Mealyho automatu je velmi blízká Mooreovu automatu (a jak se pozdìji

uká¾e, dá se jeden na druhý pøevést).

De�nice 2.3 Mealyho automat je ¹estice (Q;X; �; q

0

; Y; �), resp. pøi vynechání

iniciálního stavu pìtice (Q;X; �; Y; �). Jednotlivé prvky odpovídají popisu v ka-

pitole 2.4 (Mooreùv automat), a¾ na �, které je zde de�nováno jako zobrazení

� : Q�X ! Y . Výstup Mealyho automatu tedy závisí na momentálním stavu

a znaku na vstupu.

I pro Mealyho automat de�nujeme zobrazení �

�

a �

�

, a to stejnì jako pro

Mooreùv automat.

7

2.6 Zadávání automatù v praxi

Nejèastìj¹ím zpùsobem zadání Mooreova automatu M = (Q;X; �; q

0

; Y; �) je

tabulka jQ j �(jX j+1), kde ka¾dý øádek pøíslu¹í jednomu stavu a ka¾dý slou-

pec jednomu vstupnímu symbolu. V posledním sloupci jsou uvedeny hodnoty

výstupní funkce �. Ostatní sloupce de�nují funkci �, tzn. danému stavu z Q

pøiøazují pro daný vstup opìt nìjaký stav z Q. Vstupní stav q

0

(pokud je nutné

jej zadat) se oznaèuje ¹ipkou.

Mealyho automat se zadává podobnou tabulkou, jen poslední sloupec chybí

a polo¾ky tabulky jsou tvoøeny dvojicemi �=�, kde � je opìt hodnota pøechodové

a � výstupní funkce.

Následující tabulky ukazují pøíklady zadání

� Mooreova automatu M

o

= (Q

o

;X

o

; �

o

; Y

o

; �

o

) (vlevo),

6

pøièem¾ práce automatu nad slovem � nemusí zaèínat v q

0

; pøekladová funkce je de�nována

pro v¹echny stavy z Q

7

a¾ na �

�

(q;�), co¾ v pøípadì Mealyho automatu nemá smysl!
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�-

d/i
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�
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b/k

6

Obr. 1: Automat M

e

zadaný gra�cky

� Mealyho automatu M

e

= (Q

e

;X

e

; �

e

; Y

e

; �

e

) (vpravo).

M

o

a b c d

) q

1

q

1

q

5

q

2

q

4

1

q

2

q

5

q

2

q

1

q

3

0

q

3

q

1

q

1

q

2

q

1

1

q

4

q

3

q

2

q

5

q

4

1

q

5

q

2

q

4

q

3

q

2

0

M

e

a b d

1 3=k 1=i 1=m

2 1=i 3=n 4=o

3 2=m 3=k 1=i

) 4 1=k 2=n 4=m

Z tabulek lze napøíklad vyèíst, ¾e automat M

o

pøejde ze stavu q

3

pøi vstupu

b do stavu q

1

a na výstupu je 1. Automat M

e

ze stavu 2 pøi vstupu d pøejde do

stavu 4, na výstupu bude o.

8

Jiným pomìrnì bì¾ným zpùsobem zadání automatu je orientovaný graf,

ve kterém stavy tvoøí uzly a hrany znázoròují pøechody mezi stavy. Obrázek 1

ukazuje gra�ckou reprezentaci automatuM

e

zadaného vý¹e uvedenou tabulkou.

2.7 Ekvivalence Mooreova a Mealyho automatu

De�nice 2.4 Mìjme dva Mooreovy automaty

9

(Q

i

;X; �

i

; Y; �

i

), i = 1; 2 se stej-

nou vstupní a výstupní abecedou. Øekneme, ¾e stavy q

1

a q

2

(q

i

2 Q

i

) jsou

ekvivalentní (pí¹eme q

1

� q

2

), pokud pro v¹echna � 2 X

�

platí

�

�

1

(q

1

; �) = �

�

2

(q

2

; �):(4)

8

Jako cvièení by nebylo ¹patné zkusit si vypsat vstupní a výstupní abecedy a mno¾iny

stavù obou automatù

9

ne nutnì rùzné
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Øekneme, ¾e stavy q

1

a q

2

jsou �-ekvivalentní (pí¹eme q

1

�

� q

2

), pokud (4) platí

pro v¹echna � 2 X

+

.

10

Pro Mealyho automaty je �-ekvivalence de�nována stejnì jako pro Moo-

reovy. Ekvivalence na Mealyho automatech nemá smysl, nebo» v její de�nici

vystupuje libovolné � 2 X

�

, tedy i � = �. Výstupní funkce �, potøebná pro

zavedení pojmu ekvivalence, v¹ak nad prázdným slovem v Mealyho automa-

tu není de�nována. Pojem �-ekvivalence de�nujeme analogicky také pro jeden

Mealyho a jeden Mooreùv automat.

De�nice 2.5 Øekneme, ¾e dva Mooreovy automaty (Q

i

;X; �

i

; Y; �

i

), i = 1; 2

mají stejné chování (resp. stejné �-chování), pokud

(8 q

1

2 Q

1

)(9 q

2

2 Q

2

)(q

1

� q

2

)

(8 q

2

2 Q

2

)(9 q

1

2 Q

1

)(q

1

� q

2

);

resp. q

1

�

� q

2

, jde-li o �-chování.

Podobnì jako u pøedchozí de�nice 2.4, i zde je nutno poznamenat, ¾e pro

Mealyho automaty je stejné �-chování de�nováno jako pro Mooreovy. De�no-

vat pro Mealyho automaty stejné chování v¹ak nemá smysl. Stejné �-chování

de�nujeme beze zmìny také pro jeden Mealyho a jeden Mooreùv automat.

Vìta 2.6 (Moore!Mealy) Mìjme Mooreùv automat (Q;X; �; Y; �

1

) a Mealyho

automat (Q;X; �; Y; �

2

), pro které platí

(8 q 2 Q)(8 a 2 X)(�

2

(q; a) = �

1

(�(q; a)))(5)

Potom mají tyto dva automaty stejné �-chování.

Dùkaz: Podle de�nice 2.5 je tøeba najít ke ka¾dému stavu jednoho automatu

�-ekvivalentní stav automatu druhého a naopak. Relace �-ekvivalence se nám

zde pøímo nabízí coby identita, tzn. stav q 2 Q Mealyho automatu oznaèíme za

�-ekvivalentní s tým¾ stavem q v Mooreovì a naopak. Musíme v¹ak ovìøit, ¾e

identita id

Q

11

je zde skuteènì �-ekvivalence (viz de�nice 2.4). Vezmìme libovol-

ný stav q 2 Q, nìjaké � = �

0

a pro �

0

2 X

�

, a 2 X . Z de�nice �

�

, pøedpokladu

(5), de�nice �

�

a opìt de�nice �

�

dostáváme

�

�

2

(q; �) = �

2

(�

�

(q; �

0

); a) =

= �

1

(�(�

�

(q; �

0

); a)) = �

1

(�

�

(q; �

0

a)) = �

�

1

(q; �)

Za podmínky (5) jsme ke ka¾dému stavu Mooreova automatu na¹li (identic-

ký) �-ekvivalentní stav Mealyho automatu a naopak, tedy tyto automaty mají

stejné �-chování. CBD

10

Jinými slovy, dva stavy jsou ekvivalentní, pokud výpoèet zapoèatý v ka¾dém z nich nad

stejným slovem dává stejný výstup

11

pod zápisem id

Q

se skrývá identická relace nad mno¾inou Q, tzn. ka¾dý prvek je ekviva-

lentní právì sám se sebou
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Vìta 2.7 (Mealy!Moore) Mìjme Mealyho automat (Q;X; �

1

; Y; �

1

) a Moo-

reùv automat (Q� Y;X; �

2

; Y; �

2

), pro které platí (8 q 2 Q)(8 a 2 X)(8 y 2 Y )

�

2

((q; y); a) = (�

1

(q; a); �

1

(q; a))(6)

�

2

((q; y)) = y(7)

Potom mají tyto dva automaty stejné �-chování.

Dùkaz: Abychom prokázali stejné �-chování dvou automatù, musíme najít pøí-

slu¹né �-ekvivalentní stavy. Jak by asi ka¾dý èekal, za relaci �-ekvivalence

vezmeme

(8 q 2 Q)(8 y 2 Y )((q; y)

�

� q)

Ovìøit, ¾e je to skuteènì �-ekvivalence, znamená dokázat rovnost

(8� 2 X

+

)(�

�

2

((q; y); �) = �

�

1

(q; �))(8)

Doká¾eme nejprve vztah

(8� 2 X

+

)(8 q 2 Q)(8 y 2 Y )(�

�

2

((q; y); �) = (�

�

1

(q; �); �

�

1

(q; �)))(9)

který pozdìji vyu¾ijeme. Dùkaz vztahu (9) provedeme indukcí podle délky �:

pro � = a 2 X je z de�nice �

�

, pøedpokladu (6) a z de�nice �

�

a �

�

�

�

2

((q; y); a) = �

2

((q; y); a) = (�

1

(q; a); �

1

(q; a)) = (�

�

1

(q; a); �

�

1

(q; a))

Pro slovo délky jedna tedy vztah (9) platí. Pøedpokládejme nyní � = �

0

a a nech»

pro �

0

platí (9). Potom z de�nice �

�

, indukèního pøedpokladu, pøedpokladu (6)

a de�nice �

�

a �

�

mù¾eme psát

�

�

2

((q; y); a) = �

2

(�

�

2

((q; y); �

0

); a) = �

2

((�

�

1

(q; �

0

); �

�

1

(q; �

0

)); a) =

= (�

1

(�

�

1

(q; �

0

); a); �

1

(�

�

1

(q; �

0

); a)) = (�

�

1

(q; a); �

�

1

(q; a))

Tím jsme dokázali vztah (9) a mù¾eme pøikroèit k dùkazu vìty (tedy rovnice

(8)). Postupným pou¾itím de�nice �

�

, vztahu (9) a pøedpokladu (7) dostáváme

�

�

2

((q; y); �) = �

2

(�

�

2

((q; y); �)) = �

2

(�

�

1

(q; �); �

�

1

(q; �)) = �

�

1

(q; �)

Tím je dokázána rovnost (8), zvolená relace

�

� je opravdu �-ekvivalence. Po-

dle de�nice

�

� pro ka¾dý stav Mealyho automatu existuje alespoò jeden stav

Mooreova automatu s ním �-ekvivalentní a naopak, tedy automaty popsané

v pøedpokladech vìty mají stejné �-chování. CBD

Uvedené vìty nám øíkají nejen, ¾e lze Mooreùv automat pøevést na Mealyho

(a naopak) se stejným �-chováním, ale nadto poskytují pøesný návod, jak to

máme provést. Nebo» teï u¾ umíme pøevést jeden automat na druhý, platí

de�nice, vìty a tvrzení, vyslovená a dokázaná pro jeden typ automatù, okam¾itì

i pro druhý

12

.

Od této chvíle, pokud nebude øeèeno jinak, budeme pracovat jenom s Moo-

reovými automaty s tím, ¾e pøedchozí odstavec si podr¾íme stále v pamìti.

12

a¾ na to, ¾e � na vstupu Mealyho automatu nemá smysl(!), co¾ je ale triviálnì o¹etøitelný

problém. Nicménì je tøeba si uvìdomit, ¾e kdykoliv pou¾íváme �

�

(q; �) bez urèení, zda se jedná

o Mealyho nebo Mooreùv automat, a pí¹eme � 2 X

�

, mìlo by být pod èarou poznamenáno,

¾e pro Mealyho je � 2 X

+

. Vzhledem k tomuto odstavci to nadále pova¾uji za samozøejmost

a poznámky pod èarou na úèet �

�

v Mealyho automatech si s laskavým dovolením odpustím.
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Pøíklad 2.8 (Pøevedení Moore!Mealy) Je dán automat M

o

ze strany 7. Se-

strojte Mealyho automat se stejným �-chováním jako M

o

.

Vìta 2.6 nám øíká, jak takový automat máme sestrojit. Mealyho automat

M

e

1

= (Q;X; �; Y; �

1

) se bude od M

o

li¹it pouze výstupní funkcí, kterou de�nu-

jeme pomocí výstupní funkce � pøedpisem (5). Výsledek je zøejmý z tabulky.

M

e

1

a b c d

) q

1

q

1

=1 q

5

=0 q

2

=0 q

4

=1

q

2

q

5

=0 q

2

=0 q

1

=1 q

3

=1

q

3

q

1

=1 q

1

=1 q

2

=0 q

1

=1

q

4

q

3

=1 q

2

=0 q

5

=0 q

4

=1

q

5

q

2

=0 q

4

=1 q

3

=1 q

2

=0

FINE

13

Pøíklad 2.9 (Pøevedení Mealy!Moore) Buï M

e

2

= (Q

2

;X

2

; �

2

; Y

2

; �

2

) Mealy-

ho automat zadaný tabulkou (viz ní¾e). Sestrojte Mooreùv automat se stejným

�-chováním.

Z vìty 2.7 víme, jak takový automat sestrojit. De�nujme Mooreùv auto-

matM

o

3

= (Q

2

� Y

2

;X

2

; �

3

; Y

2

; �

3

). Jeho stavy budou stavy uspoøádané dvojice

z kartézského souèinu Q

2

� Y

2

, pøechodová funkce �

3

bude de�nována vztahem

(6) a výstupní funkce �

3

dána rovnicí (7). Následují tabulky automatù M

e

2

a

M

o

3

.

M

e

2

x y

1 1/b 2/a

2 2/a 1/b

M

o

3

x y

(1,a) (1,b) (2,a) a

(1,b) (1,b) (2,a) b

(2,a) (2,a) (1,b) a

(2,b) (2,a) (1,b) b

FINE

3 Propojování a dekompozice automatù

3.1 Automatová a stavová kongruence

De�nice 3.1 Øekneme, ¾e Mooreùv automat je redukovaný, pokud ¾ádné dva

rùzné stavy nejsou ekvivalentní.

De�nice 3.2 Ekvivalenci � na mno¾inì Q nazveme automatovou kongruencí

automatu (Q;X; �; Y; �), pokud platí

(8 a 2 X)(8 q; q

0

2 Q)(q � q

0

) �(q; a) � �(q

0

; a))(10)

(8 q; q

0

2 Q)(q � q

0

) �(q) = �(q

0

))(11)

Pokud platí alespoò podmínka (10), hovoøíme o stavové kongruenci

1

13

konec pøíkladu

1

je dùle¾ité si uvìdomit, ¾e automatová kongruence je ekvivalence de�novaná na mno¾inì

Q jednoho automatu, kde¾to ekvivalence popsaná v de�nici 2.4 je na mno¾inách Q

1

a Q

2

dvou

automatù (mohou být rùzné)
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O automatových a stavových kongruencích si øekneme nìco bli¾¹ího a¾ po

objasnìní algoritmu na jejich hledání (algoritmus 1).

Algoritmus 1 (Konstrukce automatových a stavových kongruencí)

Mìjme automat (Q;X; �; Y; �).

1. Hledání nejhrub¹í

2

automatové kongruence. Na automatu (Q;X; �; Y; �)

de�nujeme ekvivalence

i

� pro i 2 N

0

:

(8 q; q

0

2 Q)

�

q

i+1

� q

0

df

� (q

i

� q

0

) ^ (8x 2 X)(�(q; x)

i

� �(q

0

; x))

�

Inicializaèní krok

0

� se pro Mooreùv a Mealyho automat li¹í:

� q

0

� q

0

df

� (�(q) = �(q

0

)) pro Mooreùv automat

� q

0

� q

0

df

� (8x 2 X)(�(q; x) = �(q

0

; x)) pro Mealyho automat

Jinak øeèeno, stavy q a q

0

jsou ekvivalentní v

i

�, pokud výpoèty

3

v nich

zapoèaté mají pro v¹echna slova délky men¹í nebo rovné i stejné výstupy.

Algoritmus konèí, jakmile

n

�=

n�1

� .

Algoritmus je deterministický a vychází pøímo z de�nice automatové kon-

gruence. Lze nahlédnout, ¾e pokud se

n

� dále nerozpadá, je nejhrub¹í auto-

matovou kongruencí daného automatu. Nejjemnìj¹í je zøejmì id

Q

. V¹ech-

ny ostatní automatové kongruence získáme zjemnìním

n

�, tzn. rozpadem

nìkterých tøíd

n

� na men¹í. Pøitom je v¹ak nutné dbát na to, aby získaná

relace byla opìt automatová kongruence (tj. splòovala podmínku (10))!

2. Hledání elementárních stavových kongruencí. Stavová kongruence � je

elementární, pokud existují dva rùzné stavy q a q

0

takové, ¾e � je nej-

jemnìj¹í

4

kongruence, pro kterou platí q � q

0

. Elementární stavové kon-

gruence dostáváme opaèným postupem ne¾ nejhrub¹í automatovou kon-

gruenci. Vyjdeme od ekvivalence lepící právì dva prvky

5

a postupnì vy-

tváøíme ekvivalence hrub¹í a hrub¹í. De�nujme opìt ekvivalenci

0

�= fT

0

1

; T

0

2

; : : : ; T

0

jQj�1

g;

kde T

0

i

jsou ekvivalenèní tøídy a dále platí jT

0

1

j= 2, tzn. tøída T

0

1

lepí právì

dva prvky

6

a ostatní tøídy obsahují po jednom prvku (stavu z Q). Nyní

indukcí

q

i+1

� q

0

df

� (9 p; p

0

2 Q)(9 a 2 X)(p

i

� p

0

^ �(p; a) = q ^ �(p

0

; a) = q

0

)

2

tzn. má nejménì kongruenèích tøíd

3

výpoètem nad slovem a

1

: : : a

n

zapoèatém ve stavu q

1

mám na mysli posloupnost stavù

q

1

; : : : ; q

n+1

, která splòuje �(q

i

; a

i

) = q

i+1

pro v¹echna 1 � i � n. Myslím, ¾e pojem výpoètu

je zde intuitivnì zøejmý a pova¾uji za zbyteèné vìnovat mu zvlá¹tní de�nici.

4

tzn. má nejvíce kongruenèních tøíd

5

De�nice: ekvivalence � lepí prvky x

1

a x

2

, právì kdy¾ x

1

�x

2

6

vybíráme libovolné dvojice stavù do T

0

1

a podle toho dostáváme rùzné stavové kongruence
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Jinými slovy vezmeme v¹echny stavy z jedné tøídy a zjistíme pøechody

funkce � ze v¹ech tìchto stavù pro daný vstup. Stavy, získané jako výsledky

této operace, prohlásíme za ekvivalentní.

Algoritmus konèí, jakmile

n

�=

n�1

� . Ekvivalence

n

� je stavovou kongruencí.

Praktické pou¾ití algoritmu je pøedvedeno v pøíkladu 3.18.

Nebojíme-li se ponoøit do algebraických výrazù, mù¾eme oznaèitK mno¾inu

v¹ech stavových kongruencí a K

0

mno¾inu v¹ech automatových kongruencí na

daném automatu a na K de�novat operace spojení ([) a prùsek (\) vztahy

(pro �; � 2 K)

(q; q

0

) 2 (� \ �) , (q; q

0

) 2 � ^ (q; q

0

) 2 �

(q; q

0

) 2 (� [ �) , (9 q

1

; : : : ; q

n

; q

1

= q; q

n

= q

0

)

(8 i 2 h1; n� 1i � N)(q

i

�q

i+1

_ q

i

�q

i+1

)

Zájemci si mohou dokázat, ¾e K([;\) je svaz a K

0

([;\) je jeho podsvaz.

První tvrzení obná¹í ovìøit pro \ a [ komutativitu, asociativitu, absorbci a

idempotenci

7

. Druhé tvrzení také není ¾ádná vìda. Ka¾dá automatová kon-

gruence je z de�nice i stavová, tedy K

0

� K. Dále ka¾dá automatová kongruen-

ce je zjemnìním nejhrub¹í automatové kongruence získané algoritmem 1, tzn.

K

0

je uzavøen na operace a je tudí¾ podsvazem K. Oznaèíme-li nejhrub¹í auto-

matovou kongruenci

max

� , potom K

0

([;\; id

Q

;

max

� ) je dokonce svaz s nejmen¹ím

a nejvìt¹ím prvkem. Navíc ka¾dý prvek � svazu K je spojením elementárních

stavových kongruencí.

3.2 Podílový automat

De�nice 3.3 Mìjme automat M = (Q;X; �; Y; �) a na nìm automatovou kon-

gruenci �. Podílovým automatem automatu M rozumíme automat

M=

�

= (Q;X; �; Y; �)=

�

= (Q=

�

;X; �

0

; Y; �

0

);

kde de�nujeme:

�

0

([q]

�

; a) = [�(q; a)]

�

(12)

�

0

([q]

�

) = �(q)(13)

Nezávislost této de�nice na volbì reprezentanta tøídy kongruence � (stav q) je

tøeba ovìøit: Vezmìme dva stavy q

1

; q

2

2 Q takové, ¾e q

1

� q

2

a ovìøme pod-

mínky (12) a (13):

Pro podmínku (12) dostáváme de�nice automatové kongruence (10) a ekvi-

valence stavù q

1

a q

2

�

0

([q

1

]

�

; a) = [�(q

1

; a)]

�

= [�(q

2

; a)]

�

= �

0

([q

2

]

�

; a);

tedy �

0

([q

1

]

�

; a) � �

0

([q

2

]

�

; a) pro v¹echna a 2 X.

Pro podmínku (13) obdobnì aplikací (11) a ekvivalence q

1

a q

2

�

0

([q

1

]

�

) = �(q

1

) = �(q

2

) = �

0

([q

2

]

�

)

Èím¾ je korektnost de�nice �

0

a �

0

prokázána.

7

V¹echny ètyøi vlastnosti lze ovìøit pøímo z de�nice.
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Tvrzení 3.4 Ekvivalence z de�nice 2.4 na automatu (Q;X; �; Y; �) je automa-

tová kongruence.

Dùkaz: Vezmìme dva stavy q

1

; q

2

2 Q takové, ¾e q

1

� q

2

. Pro � doká¾eme nej-

prve podmínku (10) z de�nice automatové kongruence. U¾itím druhého øád-

ku tvrzení 2.2

8

, ekvivalence q

1

� q

2

a opìt tvrzení 2.2 dostáváme pro v¹echna

a 2 X;� 2 X

�

�

�

(�(q

1

; a); �) = �

�

(q

1

; a�) = �

�

(q

2

; a�) = �

�

(�(q

2

; a); �);

a tedy dle de�nice 2.4 je �(q

1

; a) � �(q

2

; a).

Podmínka (11) z de�nice automatové kongruence vyplývá z de�nice �

�

a

ekvivalence stavù q

1

a q

2

:

�(q

1

) = �

�

(q

1

;�) = �

�

(q

2

;�) = �(q

2

)

Dokázali jsme, ¾e ekvivalence �, jak jsme ji de�novali na zaèátku kapitoly v de�-

nici 2.4, splòuje v¹echny po¾adavky, aby mohla být pova¾ována za automatovou

kongruenci

9

. CBD

Do konce kapitoly 3.2 pova¾ujme � za ekvivalenci stavù automatu (viz

de�nice 2.4).

Lemma 3.5 Pro podílový automat (Q

0

;X; �

0

; Y; �

0

) = (Q;X; �; Y; �)=

�

platí

(8 q 2 Q)(8� 2 X

�

)((�

0

)

�

([q]

�

; �) = [�

�

(q; �)]

�

)(14)

Dùkaz: Provedeme indukcí podle délky �. Pro � = � dostáváme

[�

�

(q;�)]

�

= [q]

�

= (�

0

)

�

([q]

�

;�)

pro v¹echna q 2 Q. Pokud � 6= �, platí pro v¹echna q 2 Q a � = �

0

a 2 X

+

z de�nice �

�

; �

0

, indukèního pøedpokladu a de�nice �

�

[�

�

(q; �)]

�

= [�(�

�

(q; �

0

); a)]

�

= �

0

([�

�

(q; �

0

)]

�

; a) =

= �

0

((�

0

)

�

([q]

�

; �

0

); a) = (�

0

)

�

([q]

�

; �)

CBD

Vìta 3.6 (O podílovém automatu) Podílový automat M=

�

je redukovaný a má

stejné chování jako automat M .

8

mám na mysli øádek

�

�

(q; �
) = �

�

(�

�

(q; �); 
);

resp. speciální pøípad

�

�

(q; a�) = �

�

(�(q; a); �)

9

s tím, ¾e porovnáváme stavy jednoho automatu, kde¾to de�nice ekvivalence stavù pracuje

s automaty dvìma
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Dùkaz: Nech» M=

�

= (Q

0

;X; �

0

; Y; �

0

) a M = (Q;X; �; Y; �). Nejprve uká¾eme,

¾e M=

�

má stejné chování jako M , tzn. ¾e odpovídající stavy q a [q]

�

jsou

ekvivalentní, co¾ okam¾itì pro v¹echna q 2 Q;� 2 X

�

dostáváme z de�nic �

�

; �

0

a �

0

a lemmatu 3.5

(�

0

)

�

([q]

�

; �) = �

0

((�

0

)

�

([q]

�

; �)) = �

0

([�

�

(q; �)]

�

) =

= �(�

�

(q; �)) = �

�

(q; �)

(15)

Nyní doká¾eme, ¾e M

0

je redukovaný. Buïte [q

1

]

�

, [q

2

]

�

ekvivalentní stavy v

M=

�

. Potom podle (15), de�nice 2.4 a opìt (15) pro v¹echna � 2 X

�

�

�

(q

1

; �) = (�

0

)

�

([q

1

]

�

; �) = (�

0

)

�

([q

2

]

�

; �) = �

�

(q

2

; �);

tedy q

1

� q

2

, co¾ dává [q

1

]

�

= [q

2

]

�

. CBD

De�nice 3.7 Mìjme dva automaty M

i

= (Q

i

;X

i

; �

i

; Y

i

; �

i

), i = 1; 2. Pak troji-

ce

(f : X

1

! X

2

; g : Q

1

! Q

2

; h : Y

1

! Y

2

)

se nazývá homomor�smus

10

automatù z M

1

do M

2

, pokud pro v¹echna q 2 Q

1

,

a 2 X

1

platí

�

2

(g(q); f(a)) = g(�

1

(q; a))(16)

�

2

(g(q)) = h(�

1

(q))(17)

Vìta 3.8 Kdy¾ automaty M

i

= (Q

i

;X; �

i

; Y; �

i

), i = 1; 2 mají stejné chování

a automat M

2

je redukovaný, pak existuje homomor�smus automatù z M

1

do

M

2

11

(id

X

; g : Q

1

! Q

2

; id

Y

)

takový, ¾e g je surjektivní (na).

Dùkaz: De�nujme g : Q

1

! Q

2

vztahem

(8 q 2 Q

1

)(g(q)

df

� q) CBD

Vìta 3.9 Máme-li Mooreùv automat M = (Q;X; �; Y; �), pak existuje Mooreùv

automat M

0

se stejným chováním, který má nejmen¹í poèet stavù mezi auto-

maty, které mají stejné chování jako M

12

. Pro automat M

0

dále platí, ¾e je

10

Pro zájemce tu máme exkurzi do algebry: homomor�smus dvou algeber A(�

1

; : : : ; �

n

),

B(�

1

; : : : ; �

n

) je jakékoliv zobrazení f : A! B, které je sluèitelné se v¹emi operacemi algeber

A;B, tzn. platí

(8 i 2 h1;ni)(8x

1

; : : : ; x

m

2 A)(f(�

i

(x

1

; : : : ; x

m

)) = �

i

(f(x

1

); : : : ; f(x

m

)));

kde m je arita operací �

i

; �

i

.

V na¹em pøípadì jsou algebrami automaty, které ov¹em nemají pouze jednu nosnou mno¾inu,

ale trojici mno¾in X;Q; Y . Je tedy potøeba pøesnì urèit, co si pøedstavujeme pod pojmem

sluèitelnost s operacemi �; � (viz rovnice (16),(17)).

11

zápis id

X

znaèí identickou funkci na mno¾inì X, tzn. (8x 2 X)(x = id

X

(x)); srovnejte

s de�nicí identické relace

12

co¾ je pomìrnì pochopitelné
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M

1

M

1

M

1

M

1

- - -

-

-

-

? -

-

6

6

-

?

a)

b)

Obr. 2: a) sériové, b) paralelní zapojení automatù

M

1

M

n

- - - -

#  

? - -

Obr. 3: zpìtná vazba nastává, pokud se v kaskádním spojení automatù vytvoøí

(orientovaná) kru¾nice

� jednoznaènì urèen a¾ na izomor�smus

13

� podílovým automatem automatu M podle kongruence �

14

3.3 Sériová a paralelní dekompozice

V této kapitole uká¾eme, jak z jednodu¹¹ích automatù vytváøet slo¾itìj¹í. K to-

muto úèelu budeme propojovat Mealyho automaty.

De�nice 3.10 Kaskádní spojení automatù je sí» tvoøená sériovými a paralel-

ními spojeními automatù (viz obr. 2) bez zpìtné vazby (viz obr. 3).

13

dvì algebry (automaty)M

1

,M

2

jsou z de�nice izomorfní, jakmile existuje homomor�smus

(automatù) z M

1

do M

2

, který je prostý a na (injektivní a surjektivní)

14

ekvivalence stavù | viz de�nici 2.4
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De�nice 3.11 Mìjme dva automaty M

i

= (Q

i

;X

i

; �

i

; Y

i

; �

i

), i = 1; 2 takové, ¾e

Y

1

� X

2

. Pak sériovým spojením automatù M

1

;M

2

rozumíme automat

M =M

1

(=))M

2

= (Q

1

�Q

2

;X

1

; �; Y

2

; �);

kde pro v¹echna a 2 X

1

; q

1

2 Q

1

a q

2

2 Q

2

�((q

1

; q

2

); a) = (�

1

(q

1

; a); �

2

(q

2

; �

1

(q

1

; a)))(18)

�((q

1

; q

2

); a) = �

2

(q

2

; �

1

(q

1

; a))(19)

De�nice 3.12 Øekneme, ¾e automat M

1

realizuje automat M

2

, pokud existují

prostá zobrazení f : X

2

! X

1

a g : Q

2

! Q

1

a zobrazení h : Y

1

! Y

2

taková, ¾e

pro v¹echna a 2 X

2

; q 2 Q

2

�

1

(g(q); f(a)) = g(�

2

(q; a))(20)

�

2

(q; a) = h(�

1

(g(q); f(a)))(21)

De�nice 3.13 Øekneme, ¾e automat M má sériovou dekompozici, kdy¾ existují

automaty M

1

a M

2

takové, ¾e M

1

(=))M

2

realizuje M a poèet stavù ka¾dého

z automatù M

1

a M

2

je men¹í ne¾ poèet stavù M .

De�nice 3.14 Mìjme dva automaty M

i

= (Q

i

;X

i

; �

i

; Y

i

; �

i

), i = 1; 2 takové, ¾e

X

1

= X

2

= X. Pak paralelním spojením automatù M

1

;M

2

rozumíme automat

M = (M

1

kM

2

) = (Q

1

�Q

2

;X; �; Y

1

� Y

2

; �), kde pro v¹echna a 2 X

1

,q

1

2 Q

1

a q

2

2 Q

2

�((q

1

; q

2

); a) = (�

1

(q

1

; a); �

2

(q

2

; a))(22)

�((q

1

; q

2

); a) = (�

1

(q

1

; a); �

2

(q

2

; a))(23)

De�nice 3.15 Automat M má paralelní dekompozici, pokud existují automaty

M

1

;M

2

takové, ¾e M

1

kM

2

realizuje M a poèet stavù ka¾dého z automatù M

1

a M

2

je men¹í ne¾ poèet stavù M .

Poznámka: Pro následující vìtu je dùle¾ité si osvìtlit, co je chápáno jako

triviální ekvivalence. Triviální ekvivalencí na mno¾inì o n prvcích je my¹lena

ekvivalence o jedné nebo o n tøídách, tzn. buï jsou ekvivalentní v¹echny prvky,

nebo ¾ádné dva rùzné prvky. Tentý¾ pojem budeme ve stejném smyslu pou¾ívat

i pro kongruenci.

Vìta 3.16 (Sériová dekompozice) Automat M má sériovou dekompozici, prá-

vì kdy¾ má netriviální stavovou kongruenci.

Dùkaz: Doká¾eme nejprve implikaci zleva doprava. Pøedpokládejme, ¾e M má

sériovou dekompozici M

0

=M

1

(=))M

2

15

, tedy existují f; g; h taková, ¾e platí

(20) a (21) (nebo» M

0

realizuje M), a dále platí (18), nebo» M

0

je sériové

spojení

16

. De�nujme ekvivalenci � � Q�Q následovnì:

(8 q

i

2 Q)(q

1

�q

2

df

� (r

1

= r

2

))(24)

15

M

0

= (Q

1

�Q

2

; X

1

; �

0

; Y

2

; �

0

), M

i

= (Q

i

; X

i

; �

i

; Y

i

; �

i

), M = (Q;X; �; Y; �)

16

samozøejmì platí i (19), ale to zde nebudeme potøebovat
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kde g(q

i

) = (r

i

; s

i

); i = 1; 2) (neboli stavy q

1

a q

2

jsou v �, jakmile se první

slo¾ky g(q

1

) a g(q

2

) rovnají). O relaci � uká¾eme, ¾e je netriviální stavovou

kongruencí, tzn. ovìøíme podmínku (10) a potom netriviálnost �. Jinými slovy,

musí platit

q

1

�q

2

) (8 a 2 X)(�(q

1

; a)��(q

2

; a));

tedy

g(�(q

1

; a)) = (r

0

1

; s

0

1

)

g(�(q

2

; a)) = (r

0

2

; s

0

2

)

r

0

1

= r

0

2

Jak na to? Zkusme vyjádøit g(�(q

i

; a)). Z (20) a (18) dostáváme

g(�(q

1

; a)) = �

0

(g(q

1

); f(a)) =

�

�

1

(r

1

; f(a)); �

2

(s

1

; �

1

(r

1

; f(a)))

�

= (r

0

1

; s

0

1

)

g(�(q

2

; a)) = �

0

(g(q

2

); f(a)) =

�

�

1

(r

2

; f(a)); �

2

(s

2

; �

1

(r

2

; f(a)))

�

= (r

0

2

; s

0

2

);

z èeho¾ je vidìt, ¾e (r

1

= r

2

)) (r

0

1

= r

0

2

), tedy (q

1

�q

2

) �(q

1

; a)��(q

2

; a)) pro

ka¾dé a 2 X a proto � je stavová kongruence. Proto¾e dva stavy q

1

; q

2

2 Q

jsou v �, právì kdy¾ se první slo¾ky funkce g : Q! Q

1

�Q

2

na tìchto stavech

rovnají, vytváøí � nejvý¹e tolik ekvivalenèních tøíd, kolik je stavù v Q

1

. Proto¾e

podle de�nice sériové dekompozice jQ

1

j<jQj, má � ménì tøíd ne¾ jQj. Kdyby �

mìla jedinou tøídu, ve v¹ech g(q) by musela být stejná první slo¾ka. Proto¾e g

je prostá, musela by nutnì platit první nerovnost ze vztahu

jQj�jfs; (9q 2 Q)(g(q) = (r; s))gj�jQ

2

j :(25)

Druhá nerovnost je dána faktem, ¾e druhé slo¾ky g(q) bereme z Q

2

. Podle

de�nice sériové dekompozice platí jQ

2

j<jQj, co¾ je ale ve sporu s nerovnostmi

(25) a tím i s pøedpokladem triviality �. � je tedy netriviální.

Ale teï : : :

17

Nech» nyní M má netriviální stavovou kongruenci �. Oznaèíme-li k maximál-

ní velikost tøíd kongruence �, je k <jQj. Pøedpokládejme, ¾e pro ka¾dou tøídu

V jsou její prvky seøazeny, tedy V = (q

1;V

; q

2;V

; : : : ; q

jV j;V

). De�nujme auto-

maty M

1

a M

2

následovnì:

18

M

1

= (Q=

�

;X; �

1

; Y

1

; �

1

), nech» je þpodílovýmÿ

automatem

19

automatu M s tím, ¾e Y

1

= Q=

�

�X a pro ka¾dé V 2 Q=

�

a

a 2 X je �

1

(V; a) = (V; a). Dále M

2

= (Q

2

; Y

1

; �

2

; Y; �

2

), kde

Q

2

= f1; 2; : : : ; kg;

17

druhá implikace

18

Idea de�nice M

1

;M

2

není nepochopitelná. Oba automaty kódují ve svých stavech stav

z M , pøièem¾ M

1

uchovává tøídu ekvivalence �, ve které se stav z M vyskytuje, a M

2

kóduje

jeho poøadí v této tøídì.

19

spí¹ je podílovému automatu pøedstavou blízký, proto¾e � není automatová, ale jen stavová

kongruence
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�

2

(i; (V; a)) =

(

i pro i >jV j

j kdy¾ �(q

i;V

; a) = q

j;�

1

(V;a)

pro i �jV j

�

2

(i; (V; a)) =

(

lib. prvek pro i >jV j

�(q

i;V

; a) pro i �jV j

Chceme ukázat, ¾e M

1

(=))M

2

= (Q

1

�Q

2

;X; �

0

; Y; �

0

) je sériovou dekompo-

zicí M , tedy v první øadì, ¾e vùbec M realizuje (tzn. najít prostá zobrazení

f : X ! X a g : Q! Q

1

�Q

2

a zobrazení h : Y ! Y takové, aby platily vzta-

hy (20) a (21) | viz obrázek 4). Polo¾me h = id

Y

, f = id

X

a g(q

i;V

) = (V; i)

pro v¹echna q

i;V

2 Q, kde V je rozkladová tøída �, obsahující stav q

i;V

na pozici

i. Dùkaz vztahu (21) plyne z de�nice �

2

; �

1

, de�nice sériového spojení a de�nice

zobrazení g

�(q

i;V

; a) = �

2

(i; (V; a)) = �

2

(i; �

1

(V; a)) = �

0

((V; i); a) = �

0

(g(q); f(a)):

Rovnici (20) dostaneme pro a 2 X; q

i;V

2 Q a �(q

i;V

; a) = q

j;U

porovnáním slo-

¾ek výrazù

20

�

0

(g(q

i;V

); a) = �

0

((V; i); a) = (�

1

(V; a); �

2

(i; (V; a)))

g(�(q

i;V

; a)) = (U; j)

Z de�nice �

1

platí �

1

(V; a) = [�(q

i;V

; a)]

�

= U , tedy první slo¾ky výrazù na pra-

vých stranách se rovnají. Druhé slo¾ky se rovnají pøímo z de�nice �

2

, nebo» q

i;V

je i-tý prvek ve V a �(q

i;V

; a) je j-tý prvek v U , tedy �

2

(i; (V; a)) = j. Z de�-

nice M

1

a z faktu, ¾e � je netriviální, plyne jQ

1

j<jQ j. Proto¾e k =jQ

2

j a �

je netriviální, víme jQ

2

j<jQ j, tedy M

1

(=))M

2

je sériovou dekompozicí M .

21

CBD

Vìta 3.17 (Paralelní dekompozice) AutomatM má paralelní dekompozici prá-

vì tehdy, kdy¾ existují dvì netriviální stavové kongruence �

1

; �

2

takové, ¾e pro

ka¾dé dva rùzné stavy q; q

0

2 Q platí buï (q

1

; q

2

) 62 �

1

nebo (q

1

; q

2

) 62 �

2

22

.

Dùkaz: Doka¾me implikaci zleva doprava. Pøedpokládejme, ¾e M

0

=M

1

kM

2

realizuje M

23

a zobrazení f : X ! X

1

, g : Q! Q

1

�Q

2

, h : Y

1

� Y

2

! Y (f ,g

prostá) tuto realizaci urèují. De�nujme ekvivalence �

1

a �

2

. Pro ka¾dé dva stavy

q

1

; q

2

2 Q oznaème g(q

1

) = (r

1

; s

1

) a g(q

2

) = (r

2

; s

2

). Pak

(q

1

; q

2

) 2 �

1

df

� r

1

= r

2

(26)

(q

1

; q

2

) 2 �

2

df

� s

1

= s

2

(27)

Z de�nic �

1

; �

2

okam¾itì vidíme, ¾e obì relace jsou symetrické, re
exivní i tran-

zitivní a jsou tudí¾ ekvivalencemi. Doká¾eme, ¾e �

1

a �

2

jsou netriviální stavové

kongruence a �

1

\ �

2

= id

Q

. Vezmìme nìjaké q

1

; q

2

2 Q. Nech»

g(q

1

) = (r

1

; s

1

)

g(q

2

) = (r

2

; s

2

)

20

první výraz lze odvodit z de�nice g a de�nice sériového spojení, druhý je triviální

21

zde je dobré si pov¹imnout, ¾e M

1

i M

2

mají nejménì dva stavy

22

nebo obojí

23

M

0

= (Q

1

�Q

2

; X; �

0

; Y

1

� Y

2

; �

0

), M

i

= (Q

i

; X; �

i

; Y

i

; �

i

), M = (Q;X; �; Y; �)
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Obr. 4: Schéma realizujících funkcí sériové dekompozice

Z de�nice realizace a paralelního spojení platí

g(�(q

1

; a)) = �

0

(g(q

1

); f(a)) = (�

1

(r

1

; f(a)); �

2

(s

1

; f(a))) = (r

0

1

; s

0

1

)

g(�(q

2

; a)) = �

0

(g(q

2

); f(a)) = (�

1

(r

2

; f(a)); �

2

(s

2

; f(a))) = (r

0

2

; s

0

2

)

Z uvedených rovností podle de�nice �

1

a �

2

vyplývá

1. (q

1

; q

2

) 2 �

1

) (r

1

= r

2

)) (r

0

1

= r

0

2

)) (�(q

1

; a); �(q

2

; a)) 2 �

1

, tedy �

1

je

stavová kongruence

2. (q

1

; q

2

) 2 �

2

) (s

1

= s

2

)) (s

0

1

= s

0

2

)) (�(q

1

; a); �(q

2

; a)) 2 �

2

, tzn. �

2

je

stavová kongruence

V¹imnìme si nejprve, ¾e �

1

má nejvý¹e jQ

1

j tøíd a �

2

má nejvý¹e jQ

2

j tøíd.

Proto¾e M

0

je paralelní dekompozice, platí jQ

1

j<jQj a jQ

2

j<jQj, tedy �

1

a �

2

nejsou identické kongruence. Doká¾eme sporem, ¾e �

1

má více ne¾ jednu tøídu.

Kdyby �

1

lepila v¹echny prvky Q, pak odstranìním þzbyteènýchÿ prvkù dosta-

neme jQ

1

j= 1, a tedy jQ

1

�Q

2

j=jQ

2

j. Proto¾e ale g je prosté, muselo by platit

jQ

2

j�jQj, co¾ je spor s po¾adavky paralelní dekompozice. Obdobnì se uká¾e, øe

�

2

nelepí v¹echny prvky Q. Ekvivalence �

1

a �

2

jsou tedy netriviální stavové

kongruence. Nyní je je¹tì tøeba ovìøit, ¾e �

1

\ �

2

= id

Q

, tzn. dokázat implikaci

(8 q

1

; q

2

2 Q)((q

1

; q

2

) 2 �

1

^ (q

1

; q

2

) 2 �

2

) q

1

= q

2

)

Vezmìme libovolné q

1

; q

2

, nech» g(q

1

) = (r

1

; s

1

) a g(q

2

) = (r

2

; s

2

). Pak

q

1

�

1

q

2

) r

1

= r

2

q

1

�

2

q

2

) s

1

= s

2

)

) (g(q

1

) = g(q

2

))) (q

1

= q

2

);

pøièem¾ poslední implikace plyne z pøedpokladu, ¾e g je prosté.

Dokázali jsme, ¾e relace �

1

a �

2

, jak jsme je de�novali na zaèátku této èásti

dùkazu, vyhovují podmínkám vìty.
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Nyní doká¾eme druhou implikaci. Pøedpokládejme, ¾e �

1

a �

2

jsou netriviální

stavové kongruence automatu M , pro které navíc platí

�

1

\ �

2

= id

Q

(28)

Budeme de�novat automaty M

1

a M

2

a zobrazení f; g; h a uká¾eme, ¾e

M

0

=M

1

kM

2

= (Q

1

�Q

2

;X; �

0

; Y

1

� Y

2

; �

0

)

pomocí f; g; h

24

paralelnì dekomponuje M . De�nujme automaty

M

1

= (Q

1

;X; �

1

; Y

1

; �

1

) a M

2

= (Q

2

;X; �

2

; Y

2

; �

2

)

následujícím pøedpisem

Q

1

= Q=

�

1

Q

2

= Q=

�

2

�

1

([q]

�

1

; a) = [�(q; a)]

�

1

�

2

([q]

�

2

; a) = [�(q; a)]

�

2

Y

1

= Q

1

�X Y

2

= Q

2

�X

�

1

= id

Y

1

�

2

= id

Y

2

Pøedstavou jsou M

1

;M

2

blízké podílovým automatùm automatu M podle �

1

a �

2

. Dále de�nujme zobrazení h : Y

1

� Y

2

! Y , f : X ! X, g : Q! Q

1

�Q

2

takto:

� f = id

X

� g(q) = ([q]

�

1

; [q]

�

2

)

� zvolme libovolné y

0

2 Y

h(([q

1

]

�

1

; x

1

); ([q

2

]

�

2

; x

2

)) =

(

�(q; x

1

) pro q 2 [q

1

]

�

1

\ [q

2

]

�

2

a x

1

= x

2

y

0

pro [q

1

]

�

1

\ [q

2

]

�

2

= ; nebo x

1

6= x

2

Pøechody funkcí f; g; h jsou schématicky znázornìny na obrázku 5.

Ze v¹eho nejdøíve musíme ovìøit, ¾e h je zobrazení a f; g jsou prostá zob-

razení. Pro daná q

1

; q

2

je h urèeno jednoznaènì (a tedy korektnì de�nováno),

nebo» z (28) plyne j [q

1

]

�1

\ [q

2

]

�

2

j� 1 pro libovolná q

1

; q

2

. Je nasnadì, ¾e f je

prosté. Pro g a pro libovolné q

1

; q

2

2 Q z (28) dostáváme

(q

1

6= q

2

) ) ((q

1

; q

2

) 62 �

1

_ (q

1

; q

2

) 62 �

2

))

) (([q

1

]

�

1

6= [q

2

]

�

1

) _ ([q

1

]

�

2

6= [q

2

]

�

2

))) g(q

1

) 6= g(q

2

);

tedy g je prosté zobrazení (jednoznaènost de�nice g plyne z vlastností ekvivalen-

ce).

Aby M

0

mohlo být paralelní dekompozicí M , musí M

0

realizovat M a dále

poèet stavù M

1

a M

2

musí být men¹í ne¾ poèet stavù M . Druhý po¾adavek

je splnìn díky netriviálnosti �

1

a �

2

. První bude splnìn, pokud pro M

0

;M a

f; g; h doká¾eme vztahy (20) a (21) z de�nice realizace. K dùkazu (20) pou¾ijeme

postupnì de�nice g,f ,�

0

,�

1

,�

2

a opìt g

�

0

(g(q); f(x)) = �

0

(([q]

�

1

; [q]

�

2

); x) =

= (�

1

([q]

�

1

; x); �

2

([q]

�

2

; x)) =

= ([�(q; x)]

�

1

; [�(q; x)]

�

2

) = g(�(q; x))

24

znaèení zobrazení zde odpovídá de�nici realizace, de�nice funkcí �

0

a �

0

viz (22) a (23)
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Obr. 5: Pøechody realizujících funkcí paralelní dekompozice

Vztah (21) platí podobnì z de�nic g,f ,�

0

,�

1

,�

2

a h a faktu [q]

�

1

\ [q]

�

2

= q

h(�

0

(g(q); f(x))) = h(�

0

([q]

�

2

; [q]

�

2

); x) =

= h(�

1

([q]

�

1

; x); �

2

([q]

�

2

; x)) =

= h(([q]

�

1

; x); ([q]

�

2

; x)) = �(q; x)

Dokázali jsme, ¾e M

0

realizuje M a poèet stavù automatù M

1

;M

2

je men¹í ne¾

poèet stavù M , tedy M

0

je paralelní dekompozicí automatu M .

25

CBD

Pøíklad 3.18 (Hledání kongruencí automatu) Najdìte nejhrub¹í automatovou

a alespoò dvì netriviální stavové kongruence automatu M , zadaného tabulkou.

Dále sestrojte podílový automat M

0

automatu M podle nejhrub¹í automatové

kongruence.

M 0 1

A B=1 C=0

B B=1 A=0

C A=0 B=0

D E=1 A=0

E D=1 E=0

F B=1 C=0

V první øadì sestrojíme nejhrub¹í automatovou kongruenci. Pou¾ijeme algorit-

mus ze strany 11. Podle nìj musíme nejprve de�novat ekvivalenci

0

�, kde dva

25

pokud nìkterý krok dùkazu není zcela zøejmý, doporuèuji pøesnì si rozepsat v¹echny pøed-

poklady (de�nice paralelního spojení, automatù M

1

;M

2

a funkcí f; g; h) a cílové rovnice (de-

�nice realizace) pro automaty a jejich komponenty, které v dùkazu vystupují
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stavy jsou ekvivalentní, právì kdy¾ mají pro v¹echny vstupy stejné výstupy.

Pro nás to znamená, ¾e C je ekvivalentní samo se sebou a ostatní stavy ka¾dý

s ka¾dým

0

�= ffA;B;D;E; Fg; fCgg

V ekvivalenci

1

� budou ve stejné tøídì ty stavy, které jsou ekvivalentní v

0

� a i

pøechody pro v¹echny vstupy pomocí funkce � jsou ekvivalentní v

0

�

1

�= ffA;Fg; fB;D;Eg; fCgg

Postupnì dostáváme

2

� = ffA;Fg; fB;Dg; fEg; fCgg

3

� = ffA;Fg; fBg; fDg; fEg; fCgg

4

� = ffA;Fg; fBg; fDg; fEg; fCgg

Na¹li jsme automatovou kongruenci

3

�=

4

�=�

1

. Proto¾e ka¾dá automatová kog-

ruence je také stavová, je i �

1

stavová kongruence. Navíc je �

1

netriviální, tak¾e

nám zbývá najít jen jednu netriviální stavovou kongruenci. Algoritmus 1 nám

radí, abychom vzali nìjaké dva stavy, prohlásili je za ekvivalentní (dostaneme

0

�), pøechody z tìchto stavù pøes stejné vstupy opìt prohlásili za ekvivalentní

atd. Vezmìme napøíklad A

0

� B. Dostáváme

0

�= ffA;Bg; fCg; fDg; fEg; fFgg

Nebo» �(A; 1) = C a �(B; 1) = A, bude A

1

� C:

1

�= ffA;B;Cg; fDg; fEg; fFgg

Ze stavù A;B;C se ji¾ nikam jinam nedostaneme, tedy

2

�=

1

�=�

2

. Ekvivalence

1

�=

2

�=�

2

je netriviální stavovou kongruencí a spolu s �

1

vyhovuje podmínkám

první èásti úlohy.

Pøesto¾e se øíká, ¾e student by si nemìl pøidìlávat práci a dìlat víc, ne¾

se v zadání po¾aduje, v rámci lep¹ího za¾ití konstrukce stavových kongruencí

uvedu nìkteré dal¹í:

0

� = ffA;Eg; fBg; fCg; fDg; fFggg

1

� = ffA;C;Eg; fB;Dg; fFgg

2

� = ffA;B;C;D;Eg; fFgg

0

� = ffC;Fg; fAg; fBg; fDg; fEggg

1

� = ffA;B;C; Fg; fDg; fEgg

2

� = ffA;B;C; Fg; fDg; fEgg

To u¾ by snad staèilo, ne?
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Najdìme nyní podílový automat M

0

= (Q

0

;X; �

0

; Y; �

0

) automatu M podle

�

1

. Automat M je Mealyho automat, tedy iM

0

bude Mealyho automat. De�ni-

ce podílového automatu øíká, ¾e mno¾ina stavù Q

0

je mno¾inou tøíd automatové

kongruence �

1

. Oznaème si jednotlivé tøídy po øadì T

1

; : : : ; T

5

, aby manipulace

s nimi byla pøehlednìj¹í

�

1

= ffA;Fg; fBg; fCg; fDg; fEgg = fT

1

; T

2

; T

3

; T

4

; T

5

g

Automat M

0

má stejnou vstupní a výstupní abecedu jako automat M , te-

dy X = f0; 1g; Y = f0; 1g. Pøechodovou a výstupní funkci �

0

a �

0

dostane-

me tak, ¾e z ka¾dé tøídy T

i

vezmeme libovolný prvek q 2 T

i

a de�nujeme

�

0

(T

i

; a) = [�(q; a)]

�

1

, �

0

(T

i

; a) = �(q; a) pro v¹echna a 2 X . Automat M

0

za-

pí¹eme tabulkou a budeme hotovi.

M

0

0 1

T

1

T

2

/1 T

3

/0

T

2

T

2

/1 T

1

/0

T

3

T

1

/0 T

2

/0

T

4

T

5

/1 T

1

/0

T

5

T

4

/1 T

5

/0

FINE

Pøíklad 3.19 (Sestrojení dekompozic) Sestrojte sériovou a paralelní dekompo-

zici automatu M = (Q;X; �; Y; �), zadaného tabulkou

M a b c

1 6=y 3=z 2=u

2 5=z 4=u 1=y

3 2=y 5=y 4=y

4 1=z 6=z 3=z

5 4=u 1=u 6=u

6 3=u 2=y 5=z

Z tabulky lze o automatu M vyèíst, ¾e

Q = f1; 2; 3; 4; 5; 6g

X = fa; b; cg

Y = fu; y; zg

Sestrojíme nejprve sériovou dekompozici podle postupu, který nám nabízí dùkaz

vìty 3.16. Nejprve budeme potøebovat jednu stavovou kongruenci (oznaème ji

�

1

automatu M . Podle algoritmu 1 volbou 1

0

� 2 dostáváme

0

� = ff1; 2g; f3g; f4g; f5g; f6ggg

1

� = ff1; 2g; f3; 4g; f5; 6gg

2

� = ff1; 2g; f3; 4g; f5; 6gg

Algoritmus se zastavil a my jsme obdr¾eli stavovou kongruenci

�

1

= ff1; 2g; f3; 4g; f5; 6gg = fT

1

; T

2

; T

3

g:(29)
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Kongruence �

1

a volba poøadí prvkù v jednotlivých tøídách kongruence �

1

26

nám jednoznaènì urèuje automaty

M

1

= (Q

1

;X; �

1

; Q

1

�X;�

1

)

M

2

= (Q

2

; Q

1

�X; �

2

; Y; �

2

)

z dùkazu vìty 3.16 tak, ¾e M

0

=M

1

(=))M

2

je sériovou dekompozicí M . V au-

tomatech M

1

a M

2

je

� Q

1

= fT

1

; T

2

; T

3

g

� Q

2

= f1; 2g, nebo» tøídy kongruence �

1

obsahují maximálnì dva prvky

� �

1

(T; x) = [�(t; x)]

�

1

pro x 2 X , T 2 �

1

, t 2 T

� �

2

(i; (T; x)) = j, kdy¾ funkce � zobrazuje i-tý prvek tøídy T na j-tý prvek

tøídy S = �

1

(T; x)

27

, pro i; j 2 Q

2

, T; S 2 Q

1

,x 2 X

� �

1

je identická funkce

� �

2

(i; (T; x)) = y, kdy¾ výstup funkce � z i-tého prvku tøídy T pøi vstupu

x je y, pro i 2 Q

2

; T 2 Q

1

; x 2 X; y 2 Y

Funkce f; g; h, které zprostøedkovávají realizaci, jsou de�novány následovnì

� f = id

X

, h = id

Y

� g(q) = (T; i), kde T 2 Q

1

obsahuje prvek q 2 T na pozici i

Funkce g je popsána následující tabulkou

q 1 2 3 4 5 6

g(q) (T

1

; 1) (T

1

; 2) (T

2

; 1) (T

2

; 2) (T

3

; 1) (T

3

; 2)

Tabulky automatù M

1

a M

2

vypadají takto

M

1

a b c

T

1

T

3

=(T

1

; a) T

2

=(T

1

; b) T

1

=(T

1

; c)

T

2

T

1

=(T

2

; a) T

3

=(T

2

; b) T

2

=(T

2

; c)

T

3

T

2

=(T

3

; a) T

1

=(T

3

; b) T

3

=(T

3

; c)

M

2

(T

1

; a) (T

1

; b) (T

1

; c) (T

2

; a) (T

2

; b) (T

2

; c) (T

3

; a) (T

3

; b) (T

3

; c)

1 2=y 1=z 2=u 2=y 1=y 2=y 2=u 1=u 2=u

2 1=z 2=u 1=y 1=z 2=z 1=z 1=u 2=y 1=z

Získali jsme tedy sériovou dekompozici automatu M . Nyní získejme je¹tì pa-

ralelní podle návodu z dùkazu vìty 3.17. Automat M

1

mù¾eme vzít nezmìnìn

z pøedchozí èásti úlohy. Pro konstrukci druhého automatu (oznaème hoM

3

) po-

tøebujeme nìjakou netriviální stavovou kongruenci �

2

takovou, aby bylo splnìno

�

1

\ �

2

= id

Q

. Vezmìme napøíklad

28

�

2

= ff1; 3; 5g; f2; 4; 6gg = fS

1

; S

2

g

26

v na¹em pøípadì je poøadí dáno zápisem (29)

27

tøída S nás sama o sobì nezajímá, pouze poøadí prvkù v ní

28

algoritmus pro získání �

2

nastartujeme volbou 1

0

� 3
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Pro automat M

3

= (Q

3

;X

3

; �

3

; Y

3

; �

3

) platí podobnì jako pro M

1

(nebo» jejich

konstrukce je podle dùkazu vìty 3.17 stejná)

� X

3

= X

� Q

3

= Q=

�

2

= fS

1

; S

2

g

� Y

3

= Q

3

�X

3

� �

3

a �

3

jsou zøejmé z tabulky

M

3

a b c

S

1

S

2

=(S

1

; a) S

1

=(S

1

; b) S

2

=(S

1

; c)

S

2

S

1

=(S

2

; a) S

2

=(S

2

; b) S

1

=(S

2

; c)

Funkce f

0

; g

0

; h

0

, které realizují M pomocí M

00

=M

1

kM

3

, jsou popsány v dù-

kazu vìty 3.17. Pro na¹i úlohu:

� f

0

je identita

� g

0

: Q! Q

1

�Q

3

; g

0

(q) = (T; S),

kde q 2 T 2 Q

1

; q 2 S 2 Q

2

; q 2 T \ S

� h

0

: Y

1

� Y

3

! Y ; h

0

((T; x); (S; x)) = �(q; x),

kde q 2 T 2 Q

1

; q 2 S 2 Q

2

; x 2 X; q 2 T \ S

Tabulky funkcí g; h vypadají takto (s tím, ¾e pro zbytek de�nièního oboru h,

tedy pøi T \ S = ; nebo pro x 6= x

0

, de�nujeme h((T; x); (S; x

0

)) = lib. prvek Y

a do tabulky nezapisujeme):

29

q 1 2 3 4 5 6

(g(q))

1

T

1

T

2

T

3

(g(q))

2

S

1

S

2

S

1

S

2

S

1

S

2

T S T \ S h((T; a); (S; a)) h((T; b); (S; b)) h((T; c); (S; c))

T

1

S

1

1 y z u

T

1

S

2

2 z u y

T

2

S

1

3 y y y

T

2

S

2

4 z z z

T

3

S

1

5 u u u

T

3

S

2

6 u y z

FINE

4 Regulární jazyky

4.1 Akceptory

Zaøízení, které rozpoznává nìjaký jazyk L, tzn. pro ka¾dé vstupní slovo �

rozhodne o tom, zda � patøí do L èi nikoliv, nazveme akceptorem. Jedná se

29

obecnì zápisem (x)

i

mám na mysli i-tou slo¾ku vektoru x; konkrétnì na tomto místì je

konstrukce pou¾ita na vektor g(q)
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ve skuteènosti o Mooreùv automat A = (Q;X; �; q

0

; Y; �) s výstupní abecedou

Y = ftrue; falseg. Na výstupu je true, pokud vstupní slovo patøí do jazyka

rozpoznávaného akceptorem A.

De�nice 4.1 Akceptorem A obvykle rozumíme pìtici A = (Q;X; �; q

0

; F ), kde

� Q je koneèná mno¾ina stavù

� X je koneèná vstupní abeceda

� � : Q�X ! Q je pøechodová funkce

� q

0

2 Q je iniciální (nebo také poèáteèní) stav

� F � Q je mno¾ina koncových (nebo také pøijímacích) stavù

1

Posloupnost stavù r

0

; : : : ; r

n

se nazývá výpoètem nad slovem � = a

1

a

2

: : : a

n

,

kdy¾ �(r

i�1

; a

i

) = r

i

pro ka¾dé i = 1; 2; : : : ; n. Øekneme, ¾e výpoèet je pøijímací,

kdy¾ r

0

= q

0

a r

n

2 F . Slovo � je pøijímáno akceptorem A, kdy¾ existuje pøijí-

mací výpoèet nad �, co¾ je právì kdy¾ �

�

(q

0

; �) 2 F .

Jazyk pøijímaný akceptorem A je tvoøen mno¾inou v¹ech slov pøijímaných

akceptorem A, znaèíme ho L(A). Tedy L(A) = f� 2 X

�

; �

�

(q

0

; �) 2 Fg.

O dvou akceptorech A

1

;A

2

øekneme, ¾e jsou ekvivalentní, kdy¾ pøijímají

stejný jazyk, tzn. L(A

1

) = L(A

2

).

Poznámka: Akceptor (obecnì jakýkoliv automat) nazveme koneèný, pokud

si mù¾e zaznamenat pouze koneèné mno¾ství informací, tedy napø. kdy¾ má jen

koneènou mno¾inu stavù.

De�nice 4.2 Jazyk L nad abecedou X nazveme regulární, je-li pøijímán nìja-

kým koneèným akceptorem.

De�nice 4.3 Stav q akceptoru A = (Q;X; �; q

0

; F ) je dosa¾itelný, kdy¾ existuje

� 2 X

�

takové, ¾e q = �

�

(q

0

; �).

Poznámka: Podobnì jako Mooreovy a Mealyho automaty, i akceptory mo-

hou být zadány gra�cky, tabulkou funkce �, pøípadnì slovnì nebo jiným vhod-

ným zpùsobem. Vyhnu se slo¾itým formálním popisùm zadání akceptoru. Radìji

uvedu pøíklad, ze kterého by mìlo být v¹echno jasné.

Pøíklad 4.4 (Akceptor) Sestrojte akceptor A = (Q;X; �; q

0

; F ), který pøijímá

jazyk

L = fa

i

b

j

; i; j = 0; 1; : : :g:

Jazyk L je mno¾inou posloupností z abecedy fa; bg, ve kterých po znaku b

ji¾ nenásleduje ¾ádné a. Mìli bychom tedy de�novat akceptor, který takové

posloupnosti pøijímá. Jediné, co musíme zajistit, je: þPokud po b pøijde a, ak-

ceptor ji¾ vstupní slovo nesmí pøijmoutÿ. Akceptor A na následujícím obrázku

vlevo tento po¾adavek jistì splòuje.

1

Jinými slovy, máme-li Mooreùv automat A = (Q;X; �; q

0

; Y; �) s výstupní abecedou

Y = ftrue; falseg, li¹í se od akceptoru (Q;X; �; q

0

; F ) pouze formálním zápisem, pokud platí

F = fq; �(q) = trueg
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�


��

�


��

�


��

- -

?

q

1

q

2

q

3

-

@

@

@I

� �

� �

� �

?

?

6

b

a

a; b

a

b

A

A a b

$ q

1

q

1

q

2

 q

2

q

3

q

2

q

3

q

3

q

3

V pravé polovinì obrázku je potom tabulka akceptoru A. Z obrázku, stejnì

jako z tabulky, lze v¹echny potøebné informace

2

o akceptoru A vyèíst. Pro

poøádek uvedu je¹tì jeden zpùsob zadání A. Tato varianta v¹ak vy¾aduje nìjaký

doplòující popis funkce �.

A = (fq

1

; q

2

; q

3

g; fa; bg; �

A

; q

1

; fq

1

; q

2

g)

FINE

Poznámka: Jistì jste si pov¹imli, ¾e pokud se jednou dostaneme do q

3

, ji¾

v nìm zùstaneme a celý výpoèet není pøijímací. Stavùm s touto vlastností se

nìkdy øíká þgarbageÿ (odpadové) stavy.

Pov¹imnìme si, ¾e vzhledem k de�nici akceptoru je tøeba tìchto stavù pou-

¾ít, kdykoli chceme zajistit, aby výpoèet nad zbytkem slova ji¾ nikdy nebyl

pøijímající, nebo» funkce � musí být de�novaná pro ka¾dou dvojici z Q�X ,

tzn. akceptor musí v ka¾dém stavu znát pokraèování pøes ka¾dé písmeno vstup-

ní abecedy

3

.

Lemma 4.5 Mìjme akceptory A

1

= (Q

1

;X; �

1

; q

1

; F

1

), A

2

= (Q

2

;X; �

2

; q

2

; F

2

)

takové, ¾e platí

1. Q

2

= fq 2 Q

1

; q je dosa¾itelný v A

1

g

2. �

2

: Q

2

�X ! Q

2

je restrikce (zú¾ení) �

1

na Q

2

, tj. �

2

(q; x) = �

1

(q; x) pro

v¹echna x 2 X a q 2 Q

2

3. F

2

= F

1

\Q

2

Pak jsou tyto akceptory ekvivalentní.

Dùkaz: Zøejmì L(A

2

) � L(A

1

) je triviální fakt, který vyplývá z de�nice ak-

ceptoru A

2

. Nech» nyní � 2 L(A

1

) je libovolné slovo. Pro toto slovo existuje

v akceptoru A

1

výpoèet, který ov¹em neobsahuje stavy z mno¾iny Q

1

nQ

2

,

nebo» tyto jsou nedosa¾itelné. To znamená, ¾e výpoèet probíhá pouze stavy

mno¾iny Q

2

, a tedy vzhledem k de�nici A

2

je slovo � pøijímáno v A

1

, právì

kdy¾ je pøijímáno v A

2

. CBD

Podobnì jako v automatech, i v akceptorech se de�nuje ekvivalence stavù.

Následující de�nice je zøejmì analogická de�nici 2.4.

De�nice 4.6 Øekneme, ¾e dva stavy q

1

; q

2

akceptoru A jsou ekvivalentní (pí¹e-

me q

1

� q

2

), kdy¾ pro v¹echna � 2 X

�

platí

�

�

(q

1

; �) 2 F , �

�

(q

2

; �) 2 F

2

vstupní abeceda, mno¾ina stavù, iniciální stav (oznaèen ¹ipkou dovnitø), pøijímací stavy

(¹ipka ven), pøechodová funkce

3

neformálnì øeèeno: : : nicménì formálnì by nebylo nutné øíkat nic :)
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Tvrzení 4.7 Relace � z de�nice 4.6 na akceptoru A = (Q;X; �; q

0

; F ) je au-

tomatovou kongruencí.

Dùkaz: Je tøeba ovìøit podmínky (10) a (11) z de�nice automatové kongruen-

ce 3.2. Vezmìme dva stavy q

1

; q

2

2 Q takové, ¾e q

1

� q

2

. Z de�nice �

�

a ekviva-

lence stavù q

1

; q

2

pro libovolné a 2 X a � 2 X

�

dostáváme

�

�

(�(q

1

; a); �) = �

�

(q

1

; a�) 2 F () F 3 �

�

(q

2

; a�) = �

�

(�(q

2

; a); �);

tudí¾ �(q

1

; a) � �(q

2

; a) a je ovìøena podmínka (10). Podmínka (11) má pro

akceptory formálnì ponìkud jiný zápis

4

:

q

1

� q

2

) (q

1

2 F , q

2

2 F )

Proto¾e vztah z de�nice 4.6 platí i pro � = �, z q

1

� q

2

dostáváme ekvivalenci

�

�

(q

1

;�) 2 F , �

�

(q

2

;�) 2 F a následnì z de�nice �

�

platí q

1

2 F , q

2

2 F ,

èím¾ je ovìøena podmínka (11). Relace � je tedy automatovou kongruencí.

CBD

De�nice 4.8 Je-li � automatová kongruence, pak podílovým akceptorem ak-

ceptoru A = (Q;X; �; q

0

; F ) rozumíme akceptor

A=

�

= (Q=

�

;X; �

�

; [q

0

]

�

; F=

�

);

kde pro v¹echna q 2 Q;x 2 X de�nujeme

�

�

([q]

�

; x) = [�(q; x)]

�

Jako cvièení doporuèuji rozmyslet si, ¾e pro F=

�

z pøedcházející de�nice

platí

F=

�

= f[q]

�

; (q 2 Q) ^ ([q]

�

\ F 6= ;)g = f[q]

�

; (q 2 Q) ^ ([q]

�

� F )g;

proto¾e dva stavy akceptoru jsou ekvivalentní v � jen tehdy, pokud jsou buï

oba dva v F , nebo ¾ádný z nich není v F

5

.

Tvrzení 4.9 Akceptory A a A=

�

jsou ekvivalentní.

Dùkaz: Pro akceptory A = (Q;X; �; q

0

; F ) a A=

�

platí

� 2 L(A) , �

�

(q

0

; �) 2 F , [�

�

(q

0

; �)]

�

2 F=

�

,

, �

�

�

([q

0

]

�

; �) 2 F=

�

, � 2 L(A=

�

);

tedy L(A) = L(A=

�

). CBD

De�nice 4.10 Akceptor A je redukovaný, jestli¾e ¾ádné dva stavy nejsou ekvi-

valentní.

Akceptor A je dosahující, jestli¾e v¹echny jeho stavy jsou dosa¾itelné.

4

¾e tato formule je ekvivalentní s (11), ponechávám ètenáøi na rozvá¾ení

5

viz de�nice 4.6 pro � = �
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Poznámka: Stejnì jako u automatù, i v pøípadì akceptorù lze snadno na-

hlédnout, ¾e podílový akceptor A=

�

je redukovaný, jakmile � je automatová

kongruence z de�nice 4.6

6

.

De�nice 4.11 Nech» A

1

= (Q

1

;X; �

1

; q

1

; F

1

), A

2

= (Q

2

;X; �

2

; q

2

; F

2

) jsou ak-

ceptory. Bijekci

7

g : Q

1

! Q

2

nazveme izomor�smem akceptorù A

1

a A

2

, platí-

li následující podmínky:

1. g(q

1

) = q

2

2. g(F

1

) = F

2

3. (8 q 2 Q

1

)(8 a 2 X)(g(�

1

(q; a)) = �

2

(g(q); a))

Pøesto¾e de�nice izomor�smu akceptorù není sama o sobì symetrická, pojem

þbýt izomorfníÿ symetrický samozøejmì je. Vezmeme-li toti¾ g izomor�smus

akceptorù A

1

a A

2

, je g

�1

zøejmì izomor�smus A

2

a A

1

.

Tvrzení 4.12 Pro ka¾dý akceptor A existuje s ním ekvivalentní redukovaný

dosahující akceptor.

Dùkaz: Vezmìme akceptor A = (Q;X; �; q

0

; F ). Oznaème

M = fq; (8� 2 X

�

)(�

�

(q

0

; �) 6= q)g;

tedy M je mno¾ina nedosa¾itelných stavù v A. Z lemmatu 4.5 víme, ¾e je-

li Q

0

= Q nM , F

0

= F \Q

0

a �

0

: Q

0

�X ! Q

0

zú¾ení � na Q

0

, pak akceptor

A

0

= (Q

0

;X; �

0

; q

0

; F

0

) je dosahující a navíc ekvivalentní s A. Dále z tvrzení 4.9

víme, ¾e podílový akceptor A

0

=

�

8

je ekvivalentní s A

0

, tedy i s A. Navíc A

0

=

�

je redukovaný

9

a jednodu¹e dostaneme, ¾e A

0

=

�

je dosahující, proto¾e A

0

je

dosahující, tudí¾ jsme k A na¹li po¾adovaný redukovaný dosahující akceptor.

CBD

Vìta 4.13 Ka¾dé dva ekvivalentní redukované dosahující akceptory jsou izo-

morfní.

Dùkaz: Vezmìme A

1

= (Q

1

;X; �

1

; q

1

; F

1

), A

2

= (Q

2

;X; �

2

; q

2

; F

2

) dva akcepto-

ry. Nebo» jsme nenároèní, po¾adujme pouze, aby byly ekvivalentní, redukované

a dosahující. Doká¾eme, ¾e jsou izomorfní, tzn. najdeme bijekci g : Q

1

! Q

2

splòující podmínky de�nice 4.11. De�nujme

(8� 2 X

�

)(g(�

�

1

(q

1

; �))

df

= �

�

2

(q

2

; �))

Proè? To se uvidí! Ve tøech vlnách ovìøíme, ¾e g je izomor�smus akceptorù:

6

viz vìta 3.6

7

vzájemnì jednoznaèné zobrazení, tzn. zobrazení prosté a na

8

� viz de�nice 4.6

9

pomìrnì triviální, lze formálnì nahlédnout z tvrzení 4.7 a pøeformulováním vìty 3.6 pro

akceptory
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1. Nejprve uká¾eme, ¾e g je funkce, tedy ¾e je de�novaná na celém Q

1

a

jednomu q 2 Q

1

pøíslu¹í nejvý¹e jedno g(q) 2 Q

2

.

(a) Vezmìme libovolné q 2 Q

1

. Nebo» A

1

je dosahující,

(9� 2 X

�

)(�

�

1

(q

1

; �) = q)

(b) Chceme ukázat (8 q; q

0

2 Q

1

)((q = q

0

)) (g(q) = g(q

0

))). Mìjme slo-

va �; � 2 X

�

taková, ¾e �

�

1

(q

1

; �) = �

�

1

(q

1

; �). Potom pro v¹echna


 2 X

�

platí

�

�

1

(q

1

; �
) = �

�

1

(�

�

1

(q

1

; �); 
) = �

�

1

(�

�

1

(q

1

; �); 
) = �

�

1

(q

1

; �
);

neboli

�
 2 L(A

1

), �
 2 L(A

1

):

Z ekvivalence akceptorù A

1

;A

2

víme L(A

1

) = L(A

2

), mù¾eme tedy

psát �
 2 L(A

2

), �
 2 L(A

2

), co¾ je ekvivalentní zápisu

�

�

2

(q

2

; �
) 2 F

2

, �

�

2

(q

2

; �
) 2 F

2

pro libovolné 
, odkud z de�nice ekvivalence stavù akceptoru platí

�

�

2

(q

2

; �) � �

�

2

(q

2

; �). Z toho �

�

2

(q

2

; �) = �

�

2

(q

2

; �), nebo» A

2

je redu-

kovaný. Oznaèíme-li q = �

�

1

(q

1

; �); q

0

= �

�

1

(q

1

; �), dokázali jsme

(q = q

0

)) (g(q) = g(q

0

)):

Zobrazení g je tedy funkcí.

2. Nyní doká¾eme, ¾e g splòuje tøi podmínky z de�nice izomor�smu (de�ni-

ce 4.11).

(a) g(q

1

) = g(�

�

1

(q

1

;�)) = �

�

2

(q

2

;�) = q

2

(b) Vezmìme q

0

2 F

2

. Nebo» A

2

je dosahující, (9� 2 X

�

)(q

0

= �

�

2

(q

2

; �)).

Potom slovo � musí být z ekvivalence akceptorù A

1

;A

2

pøijímá-

no i v A

1

, tzn. (9 q 2 F

1

)(q = �

�

1

(q

1

; �)), pøièem¾ z de�nice g pla-

tí g(q) = q

0

. Z uvedeného plyne F

2

� g(F

1

). Podobnì z pøedpokla-

du, ¾e A

1

je dosahující, vyplývá (8 q 2 F

1

)(9� 2 X

�

)(q = �

�

1

(q

1

; �))

a dále z ekvivalence A

1

;A

2

platí (9 q

0

2 F

2

)(q

0

= �

�

2

(q

2

; �)). Proto

g(F

1

) � F

2

a s první inkluzí g(F

1

) = F

2

.

(c) Nech» q 2 Q

1

; a 2 X . Z dosa¾itelnosti v¹ech stavù A

1

(9� 2 X

�

)(�

�

1

(q

1

; �) = q):

Nyní z de�nic �

�

a g

g(�

1

(q; a)) = g(�

1

(�

�

1

(q

1

; �); a)) = g(�

�

1

(q

1

; �a)) =

= �

�

2

(q

2

; �a) = �

2

(�

�

2

(q

2

; �); a) = �

2

(g(q); a)

3. Zbývá dokázat, ¾e g je bijektivní

(a) Nejprve uká¾eme, ¾e g je surjektivní (na). Proto¾e A

2

je dosahující,

(8 q 2 Q

2

)(9� 2 X

�

)(q = �

�

2

(q

2

; �) = g(�

�

1

(q

1

; �)));

tzn. existuje q

0

= �

�

1

(q

1

; �) 2 Q

1

takové, ¾e g(q

0

) = q.
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(b) Na¹ím orgasmem bude dùkaz injektivity g

10

. Chceme, aby pro v¹ech-

na q; q

0

2 Q

1

platilo g(q) = g(q

0

)) q = q

0

. Nebo» A

1

je redukovaný,

staèí ukázat, ¾e q � q

0

, tzn.

(8 
 2 X

�

)(�

�

1

(q; 
) 2 F

1

, �

�

1

(q

0

; 
) 2 F

1

):

Tak do toho!!! Vezmìme q; q

0

2 Q

1

; g(q) = g(q

0

). Nebo» A

1

je dosa-

hující, (9�; � 2 X

�

)(q = �

�

1

(q

1

; �); q

0

= �

�

1

(q

1

; �)). Z de�nice �

�

, q, q

0

pro libovolné 
 2 X

�

platí

�

�

1

(q

1

; �
) = �

�

1

(�

�

1

(q

1

; �); 
) = �

�

1

(q; 
)

) �
 2 L(A

1

), �

�

1

(q; 
) 2 F

1

�

�

1

(q

1

; �
) = �

�

1

(�

�

1

(q

1

; �); 
) = �

�

1

(q

0

; 
)

) �
 2 L(A

1

), �

�

1

(q

0

; 
) 2 F

1

(30)

Dále z g(q) = g(q

0

) platí

�
 2 L(A

2

) , F

2

3 �

�

2

(q

2

; �
) = �

�

2

(g(q); 
) =

= �

�

2

(g(q

0

); 
) = �

�

2

(q

2

; �
) 2 F

2

,

, �
 2 L(A

2

);

tedy z ekvivalence akceptorù A

1

;A

2

je

�
 2 L(A

2

) = L(A

1

), �
 2 L(A

2

) = L(A

1

):

U¾itím této ekvivalence a ekvivalencí (30) dostáváme

�

�

1

(q; 
) 2 F

1

, �

�

1

(q

0

; 
) 2 F

1

;

tudí¾ q � q

0

a dále q = q

0

, nebo» A

1

je redukovaný. CBD

Dokázali jsme, ¾e pokud dva ekvivalentní akceptory A

1

;A

2

jsou redukované a

dosahující, je g de�nované na zaèátku dùkazu izomor�smem tìchto akceptorù.

Dùsledek 4.14 Pro ka¾dý regulární jazyk existuje a¾ na izomor�smus jediný

akceptor s minimálním poètem stavù, který ho pøijímá.

11

4.2 Syntaktické kongruence jazykù

De�nice 4.15 Pravou kongruencí nad X

�

nazveme ka¾dou ekvivalenci � na

X

�

, pro kterou platí (8�; �; 
 2 X

�

)(� � � ) �
 � �
).

Kongruencí nad X

�

nazveme ka¾dou ekvivalenci � na X

�

, pro kterou platí

(8�; �; 
; � 2 X

�

)(� � � ) ��
 � ��
).

Mìjme dále jazyk L � X

�

. Pak relace � na X

�

se nazývá pravá syntaktická

kongruence jazyka L, kdykoliv

(8�; � 2 X

�

)(� � � () (8 
 2 X

�

)(�
 2 L, �
 2 L))

Obdobnì relace � na X

�

se nazývá syntaktická kongruence jazyka L, kdy-

koliv

(8�; � 2 X

�

)(� � � () (8 
; � 2 X

�

)(��
 2 L, ��
 2 L))

10

tzn. budeme dokazovat, ¾e g je prosté

11

vyplývá pøímo z tvrzení 4.12 a vìty 4.13
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Jak okam¾itì vidíme z pøedcházející de�nice, (pravá) syntaktická kongruence je

re
exivní, symetrická i tranzitivní a je tedy ekvivalencí.

Podobnì jako pravé (syntaktické) kogruence mù¾eme samozøejmì de�novat

i levé (syntaktické) kongruence. V dal¹ím textu s nimi v¹ak pracovat nebudeme,

neobtì¾uji proto sebe (ani Vás) jejich formální de�nicí.

Tvrzení 4.16 (Pravá) syntaktická kongruence jazyka L je (pravou) kongruencí

nad X

�

pro ka¾dý jazyk L nad X.

Dùkaz: Provedeme pro syntaktickou kongruenci (pro pravé syntaktické kon-

gruence je dùkaz obdobný). Je-li � syntaktická kongruence, pak pro libovolná

�; � 2 X

�

z de�nice 4.15 plyne pro v¹echna 


1

; 


2

; �

1

; �

2

2 X

�

(� � �) () (�

1

�

2

�


2




1

2 L, �

1

�

2

�


2




1

2 L)()

() (�

1

(�

2

�


2

)


1

2 L, �

1

(�

2

�


2

)


1

2 L) =)

=) (�

2

�


2

� �

2

�


2

) CBD

Poznámka: Je-li � (pravá) syntaktická kongruence jazyka L � X

�

, pak

(8�; � 2 X

�

)(� � � =) (� 2 L, � 2 L)):

Tato trivialita plyne pøímo z de�nice pravé syntaktické kongruence (
 = �).

Vìta 4.17 (Myhill-Nerode) Pro ka¾dý jazyk L nad abecedou X jsou následující

podmínky ekvivalentní:

1. L je regulární.

2. Pravá syntaktická kongruence jazyka L má koneènì mnoho tøíd.

3. Syntaktická kongruence jazyka L má koneènì mnoho tøíd.

Dùkaz provedeme cyklicky. Doká¾eme postupnì implikace 2) 1; 1) 3; 3) 2.

2) 1: Máme X

�

a L � X

�

, pravá syntaktická kongruence � jazyka L má

koneènì mnoho tøíd. Chceme najít koneèný akceptor A = (Q;X; �; q

0

; F ),

který pøijímá jazyk L (L = L(A), pak L bude regulární). De�nujme A

následovnì:

Q = X

�

=

�

(8� 2 X

�

)(8 a 2 X) (�([�]

�

; a) = [�a]

�

)

q

0

= [�]

�

F = f[�]

�

;� 2 Lg

V první øadì je tøeba si uvìdomit, ¾e A je koneèný akceptor, proto¾e

jX

�

=

�

j je poèet tøíd pravé syntaktické kongruence �, který je dle pøedpo-

kladu koneèný. Hned nato je nutné dokázat korektnost de�nice pøechodové

funkce �, tzn. dokázat implikaci

�

1

� �

2

) (8 a 2 X)(�([�

1

]

�

; a) = �([�

2

]

�

; a));
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která ale okam¾itì plyne z triviality �

1

� �

2

) [�

1

]

�

= [�

2

]

�

.

Jazyk pøijímaný akceptorem A je L(A) = f� 2 X

�

; �

�

(q

0

; �) 2 Fg. Pro

v¹echna � 2 L platí

�

�

(q

0

; �) = [��]

�

= [�]

�

2 F;

tedy � 2 L(A) a L � L(A). Naopak, pro � 2 L(A) platí

�

�

(q

0

; �) 2 F ) (9� 2 L)(� � �)) � 2 L) L(A) � L

a podle pøedchozí èásti dùkazu L = L(A).

Poznámka: O akceptoru A doká¾eme, ¾e je navíc dosahující a reduko-

vaný a podle dùsledku 4.13 má ze v¹ech akceptorù

12

, pøijímajících jazyk

L, minimální poèet stavù, který je roven poètu rozkladových tøíd pravé

syntaktické kongruence L!!! Mno¾ina Q je tvoøena právì v¹emi tøídami

[�]

�

= �

�

(q

0

; �); � 2 X

�

, tzn. do libovolného stavu q 2 Q se dostaneme

z q

0

, jakmile na vstupu je reprezentant tøídy q. Odtud A je dosahují-

cí. Nech» dále [�]

�

; [�]

�

jsou ekvivalentní ve smyslu de�nice ekvivalence

stavù akceptoru

13

. Pak pro v¹echna 
 2 X

�

platí

(�

�

([�]

�

; 
) = [�
]

�

2 F )() (�

�

([�]

�

; 
) = [�
]

�

2 F );

proto �
 2 L, �
 2 L, tudí¾ z de�nice pravé syntaktické kongruence

platí � � � a [�]

�

= [�]

�

, neboli A je redukovaný.

1) 3: Máme koneèný redukovaný dosahující akceptor A = (Q;X; �; q

0

; F ) a

chceme ukázat, ¾e syntaktická kongruence na L(A) má koneènì mnoho

tøíd. De�nujme relaci � na X

�

pøedpisem

� � � , (8 q 2 Q)(�

�

(q; �) = �

�

(q; �))

pro �; � 2 X

�

. Doká¾eme, ¾e � je syntaktickou kongruencí L(A) s koneè-

nì mnoha tøídami. Re
exivita, symetrie a tranzitivita relace � je zøejmá

z de�nice. Poèet rozkladových tøíd � je nejvý¹e jQj

jQj14

, tedy koneèné èís-

lo. Zbývá dokázat, ¾e � je syntaktickou kongruencí jazyka L(A). Vezmìme

12

Máme teï na mysli deterministické akceptory. Proto¾e zatím jiné neznáme, mù¾e se tato

poznámka zdát nemístná. Nicménì a¾ poznáme nedeterministické akceptory, uká¾e se být

velmi podstatnou!!!

13

ve smyslu de�nice 4.6

14

Oznaème n =jQj. Kdy¾ pro slovo � 2 X

�

de�nujeme zobrazení f

�

: Q! Q pøedpisem

f

�

(q) = �

�

(q; �) pro ka¾dé q 2 Q, pak � � � právì kdy¾ f

�

= f

�

, ale zobrazení z Q do Q je

n

n

, proto má � nejvý¹e n

n

tøíd; Jiný mo¾ný zpùsob odvození poèítáním mo¾ných ukonèení

výpoètu nad libovolným slovem zapoèatého v libovolném stavu. Z ka¾dého stavu skonèí vý-

poèet v jednom z n stavù, neboli pro jeden pevný stav q vznikne n tøíd. V de�nici � je ale

pro v¹echna q 2 Q, tedy ka¾dý z n stavù vytvoøí n tøíd nezávisle na ostatních stavech. Proto

n

n

.
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� � �. Potom pro v¹echna 
; � 2 X

�

a q 2 Q, kdy¾ polo¾íme q

0

= �

�

(q; �),

z de�nic �

�

a � platí

�

�

(q; ��
) = �

�

(�

�

(�

�

(q; �); �); 
) = �

�

(�

�

(q

0

; �); 
) =

= �

�

(�

�

(q

0

; �); 
) = �

�

(�

�

(�

�

(q; �); �); 
) =

= �

�

(q; ��
);

tedy ��
 � ��
 a � je kongruencí s koneènì mnoha tøídami.

Zbývá ukázat, ¾e � je syntaktickou kongruencí, tzn. pro v¹echna �; � 2 X

�

� � � () (8�; 
 2 X

�

)(��
 2 L(A), ��
 2 L(A))

Implikace zleva doprava plyne z faktu, ¾e � je kongruence, co¾ jsme ji¾

dokázali. Zùstává opaèná implikace. Vezmìme libovolné q 2 Q a oznaème

q

1

= �

�

(q; �); q

2

= �

�

(q; �), èím¾ jsme po¾adovaný vztah � � � pøepsali na

q

1

= q

2

. Nebo» A je redukovaný, staèí dokázat q

1

� q

2

15

, neboli problém

jsme opìt pøevedli, tentokrát na

(8 
 2 X

�

)(�

�

(q

1

; 
) 2 F , �

�

(q

2

; 
) 2 F );(31)

co¾ u¾ se dá vydr¾et. Proto¾e A je dosahující, jistì existuje � takové, ¾e

�

�

(q

0

; �) = q. Potom platí

F 3 �

�

(q

1

; 
) = �

�

(q; �
) = �

�

(q

0

; ��
) , ��
 2 L(A)

F 3 �

�

(q

2

; 
) = �

�

(q; �
) = �

�

(q

0

; ��
) , ��
 2 L(A)

Proto¾e dokazujeme implikaci zprava doleva, pøedpokládáme pravdivost

pravé strany ekvivalence, neboli víme

(8�; 
 2 X

�

)(��
 2 L(A), ��
 2 L(A))

a z pøedchozích dvou rovnic proto platí (31), èím¾ je implikace zprava

doleva dokázána a � je syntaktickou kongruencí L(A).

3) 2: Má-li syntaktická kongruence koneèný poèet rozkladových tøíd, má nut-

nì i pravá syntaktická kongruence koneèný poèet rozkladových tøíd, nebo»

poèet tøíd pravé kongruence je zøejmì men¹í nebo roven poètu tøíd syn-

taktické kongruence. CBD

Pøíklad 4.18 (Syntaktické kongruence) Najdìte synt. kongruence jazykù

L

1

= fa

i

b

j

; i; j = 0; 1; : : :g

L

2

= fa

i

b

i

; i = 0; 1; : : :g

Sestrojme nejprve syntaktickou kongruenci �

L

1

jazyka L

1

. Zjistíme, která slo-

va jsou v L

1

navzájem kongruentní, a poté doká¾eme, ¾e ¾ádné dvì z tìchto

tøíd nelze ji¾ spojit v jednu. V¹echna slova typu �

ij

= a

i

abb

j

jsou mezi sebou

kongruentní, proto¾e vezmeme-li �

ij

a �

kl

, potom

15

ve smyslu de�nice 4.6
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� pøidáme-li obìma slovùm su�x

16

neobsahující a a pre�x neobsahující b,

patøí obì nová slova do L

1

.

� pøidáme-li obìma slovùm su�x obsahující a nebo pre�x obsahující b, ¾ád-

né ze získaných slov do L

1

nepatøí.

Slova typu �

ij

pro i; j = 0; 1; : : : jsou tedy mezi sebou navzájem kongruentní

v L

1

a mohou tvoøit tøídu � hledané syntaktické kongruence �

L

1

. Obdobnì se

uká¾e kongruence v¹ech slov typu

�

i

= a

i

�

j

= b

j




k

a

k

b

k`

a

`

b

`

= (a

k

a

b

k

b

)

k

ba(a

`

a

b

`

b

)

`

pro i; k

a

; k

b

; k; `

a

; `

b

; ` � 0, j > 0

17

(tedy �, �, 
 jsou dal¹í mno¾iny, které budou

kandidovat na tøídy v �

L

1

). Zbývá dokázat, ¾e �; �; 
; � jsou po dvou rùzné.

Tøída 
 se vyznaèuje tím, ¾e pøidáním jakéhokoliv pre�xu nebo su�xu k jejím

slovùm vytvoøíme slova, která nepatøí do L

1

. Slova �

i

nejsou kongruentní se

slovy �

j

(staèí volit su�x a)

18

, analogicky � 6= � (volbou su�xu a) a � 6= �

(pre�x b). Syntaktická kongruence jazyka L

1

má tedy ètyøi (po dvou navzájem

rùzné) tøídy �; �; 
; �.

Uká¾eme nyní, ¾e syntaktická kongruence �

L

2

jazyka L

2

má nekoneènì mno-

ho tøíd. Lehce nahlédneme, ¾e slova a

i

b

j

a a

i

b

k

pro j; k � i, j 6= k, i pevné

19

,

nejsou kongruentní (staèí pøidat su�x b

ji�jj

) a tvoøí tedy i tøíd �

L

2

. Po tomto

krátkém úvodu snad ka¾dý uzná, ¾e

�

L

2

= ffa

i

b

j

; (i � j) = cg; c 2 Zg [ ffa; bg

�

n fa

i

b

j

; i; j 2 N

0

gg;

tedy �

L

2

má nekoneènì mnoho tøíd

20

.

Z Myhill-Nerodovy vìty (4.17) vyplývá, ¾e jazyk L

1

je regulární, kde¾to L

2

regulární není

21

. FINE

Nyní podáme charakterizaci syntaktické kongruence pomocí jazyka.

Tvrzení 4.19 Buï L � X

�

jazyk. Pak ekvivalence � na X

�

je syntaktickou

kongruencí (resp. pravou syntaktickou kongruencí) jazyka L, právì kdy¾ � je

nejhrub¹í kongruence (resp. pravá kongruence) taková, ¾e platí

(8�; � 2 X

�

)(� � � ) (� 2 L, � 2 L)):(32)

16

su�xem délky n slova � se rozumí posledních n znakù slova �; podobnì pre�x délky n je

prvních n znakù; vlastní pre�x (su�x) slova � je pre�x (su�x) délky men¹í ne¾ j�j a rùzný

od �.

17

pov¹imnìte si, ¾e prázdné slovo � patøí právì do �

i

18

�

i

a 2 L

1

; �

j

a 62 L

1

19

leè libovolné

20

Zkuste se zamyslet nad tím, proè jsou uvedené tøídy skuteènì tøídami �

L

2

, a pocho-

pit to jako trivialitu. Není to samozøejmì nic tì¾kého, ale pøispìje to k pochopení my¹lenky

kongruencí. Malá nápovìda: tøída za znakem sjednocení ([) je tøídou tìch slov, která nelze

¾ádným zpùsobem doplnit na slova z L

2

.

21

regularita L

1

ji¾ byla jednou prokázána v pøíkladu 4.4, neregularita L

2

bude je¹tì jednou

ovìøena v pøíkladu 4.25
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Dùkaz: Tvrzení doká¾eme pro syntaktické kongruence. Nejprve implikaci zleva

doprava. Jak jsme ji¾ ukázali v tvrzení 4.16, syntaktická kongruence � jazyka

L je kongruence a platí pro ni (32). Zbývá ukázat, ¾e � je nejhrub¹í kongruencí

splòující (32), tzn. pro libovolnou kongruenci � na X

�

splòující (32) ovìøit pro

ka¾dé �; � 2 X

�

vztah � � � ) � � �. Mìjme �; � 2 X

�

takové, ¾e � � �. Pak

pro ka¾dé 
; � 2 X

�

platí 
�� � 
��, proto¾e � je kongruence. Z vlastnosti (32)

pro � pak plyne (
�� 2 L, 
�� 2 L), odtud dostáváme � � �, proto¾e � je

syntaktická kongruence.

Syntaktická kongruence � je pro daný jazyk a danou abecedu v¾dy právì

jedna. Proto¾e nejhrub¹í kongruence splòující (32) je také právì jedna, je podle

první implikace rovna �

22

. Tvrzení je pro syntaktické kongruence dokázané.

Dùkaz pro pravé syntaktické kongruence je analogický. CBD

De�nice 4.20 Doplòkem jazyka L � X

�

rozumíme jazyk

�

L = f� 2 X

�

;� 62 Lg

Lemma 4.21 Regulární jazyky jsou uzavøeny na doplòky.

Dùkaz: Buï L(A) regulární jazyk, pøijímaný akceptorem A = (Q;X; �; q

0

; F ).

Doká¾eme, ¾e akceptor

�

A = (Q;X; �; q

0

; Q n F ) pøijímá doplnìk L(

�

A) jazyka

L(A). To je ov¹em triviální, nebo» konèí-li pøijímací výpoèet akceptoru A, resp.

�

A pro nìjaké slovo � 2 L ve stavu q, pak q 2 F , q 62 Q n F , tedy

� 2 L(A), � 62 L(

�

A)

z de�nice automatu

�

A. Doplnìk regulárního jazyka je pøijímán koneèným ak-

ceptorem, je tedy regulární. CBD

Vzhledem k pøedchozímu dùkazu je vhodné si trochu pøipomenout de�ni-

ci (4.1) akceptoru a poznámku o garbage stavech ze strany 27. Zkuste si jako

cvièení porovnat jazyky pøijímané akceptory A, B na následujícím obrázku:

�


��

�


��

�


��

�


��

�


��

�


��

�


��

- -

�

�

�

��

@

@

@

@I

� �

?

- -

� � � �

6

6

q

1

q

2

q

3

q

4

q

1

q

2

q

3

aaa a

b a; b

a; b

b b

- - - -

B A

Oba akceptory pøijímají zøejmì stejný jazyk

L = fab

n

a;n 2 N

0

g:

Odli¹nì se ale chovají ke slovùm mimo L. A není podle de�nice akceptor |

pøijde-li napø. slovo aaa, nemá de�novaný pøechod z q

3

pøes a. B akceptorem je,

tedy má de�nované v¹echny pøechody | nad slovem aaa skonèí v q

4

. Budeme-

li nyní podle dùkazu lemmatu 4.21 konstruovat akceptory pøijímající

�

L, pak

vskutku L(B) =

�

L, ale L(A) 6=

�

L, proto¾e nepøijímá napø. slovo aaa. Pøíèinu

hledejte v neúplnosti de�nice funkce � v A.

Pouèení: Pou¾ívejte garbage stavy a ètìte øádnì de�nice

23

!

22

tím jsme se vyhnuli dùkazu druhé implikace

23

abyste nedopadli jako já, kdy¾ jsem odsoudil dùkaz lemmatu 4.21, proto¾e jsem byl upo-

zornìn, ¾e krachuje právì na pøíkladu jazyka L; není tomu tak, dùkaz je dobøe!
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Lemma 4.22 Prùnik i sjednocení dvou regulárních jazykù je opìt regulární

jazyk.

Dùkaz: Mìjme dva koneèné akceptory A

i

= (Q

i

;X

i

; �

i

; q

i

; F

i

), i = 1; 2, pro které

X

1

= X

2

= X. De�nujme akceptor

A = (Q

1

�Q

2

;X; �; (q

1

; q

2

); F );

kde �((q; q

0

); x) = (�

1

(q; x); �

2

(q

0

; x)). Vezmìme nìjaké slovo � 2 X

�

. Pøijímací

výpoèet akceptoru A nad slovem � nech» skonèí ve stavu (q; q

0

). Lze snadno

nahlédnout, ¾e � je pøijímáno akceptorem A

1

, právì kdy¾ q 2 F

1

. Obdobnì

� 2 L(A

2

), q

0

2 F

2

.

Polo¾íme-li F = F

1

� F

2

, pak A pøijme � jen tehdy, pokud � pøijme A

1

i

A

2

, tzn. A pøijímá prùnik jazykù L(A

1

) a L(A

2

).

Polo¾íme-li F = F

1

�Q

2

[Q

1

� F

2

, pak A pøijme �, pokud pøijme � ales-

poò jeden z akceptorù A

1

, A

2

, tedy pøijímá sjednocení jazykù L(A

1

) a L(A

2

).

Proto¾e A je koneèný, jsou jazyky L(A

1

) [ L(A

2

) a L(A

1

) \ L(A

2

) regulár-

ní. CBD

Dùsledek 4.23 Regulární jazyky jsou uzavøené na doplòky, koneèná sjednocení

a koneèné prùniky.

Dùkaz: Plyne z lemmatu 4.21 a indukcí z lemmatu 4.22. CBD

Pov¹imnìme si nyní následující situace. Mìjme akceptor A = (Q;X; �; q

0

; F )

a slovo � = a

1

a

2

: : : a

h

2 L(A); j�j= h takové, ¾e h >jQj. Je zøejmé, ¾e pøijímací

výpoèet nad slovem � musí projít nìkterými stavy vícekrát. Nech»

q

0

; q

1

; : : : ; q

i

; : : : ; q

j

; : : : ; q

h

je pøijímacím výpoètem nad slovem �, tzn. q

h

2 F . Pak existují èísla i; j ta-

ková, ¾e i < j a q

i

= q

j

(musí nastat, nebo» h >jQj). Oznaème �

1

= a

1

: : : a

i

,

�

2

= a

i+1

: : : a

j

, �

3

= a

j+1

: : : a

h

. Potom

�

�

(q

0

; �

1

) = q

i

= q

j

= �

�

(q

i

; �

2

)

�

�

(q

j

; �

3

) = q

h

2 F:

Lehce nahlédneme, ¾e ka¾dé slovo tvaru �

1

�

k

2

�

3

, kde k probíhá N

0

, patøí do

jazyka L(A). Tento intuitivní poznatek formalizuje následující vìta:

Vìta 4.24 (Nutná podmínka regularity jazyka) Ke ka¾dému regulárnímu jazy-

ku L existuje n 2 N takové, ¾e pro v¹echna slova � 2 L délky vìt¹í ne¾ n existují

slova �

1

; �

2

; �

3

taková, ¾e �

2

6= �, j�

2

j� n, � = �

1

�

2

�

3

a

(8 i 2 N

0

)(�

1

�

i

2

�

3

2 L):

Dùkaz: Vyplývá z pøedcházejícího odstavce. CBD

Otázka konkrétní (minimální) hodnoty èísla n pro konkrétní jazyk L zùstává

v¹ak otevøená. Odvození vìty napovídá, ¾e bychom mìli hledat akceptor A,

který by pøijímal jazyk L a mìl by minimální poèet stavù. Podle první èásti

dùkazu Myhill-Nerodovy vìty má ov¹em akceptor A s minimálním poètem stavù
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právì tolik stavù, kolik je rozkladových tøíd pravé syntaktické kongruence �

jazyka L. Je tedy n rovno poètu stavù akceptoru A (= poèet tøíd �).

Poznámka: Vìtu 4.24 lze s úspìchem pou¾ít, chceme-li dokázat, ¾e nìjaký

jazyk není regulární (uká¾eme, ¾e ¾ádné n nevyhovuje). Není v¹ak mo¾né tvrdit,

¾e najdeme-li pro nìjaký jazyk L èíslo n vyhovující vìtì 4.24, je L regulární!!!

24

Pøíklad 4.25 (Dùkaz neregularity jazyka) Pou¾itím vìty 4.24 doka¾te, ¾e jazyk

L = fa

n

b

n

;n = 0; 1; : : :g

není regulární.

Dùkaz provedeme sporem. Pøedpokládejme, ¾e L je regulární. Pak pro nìj

musí platit vìta 4.24, èili existuje n takové, ¾e libovolné slovo � délky vìt¹í

ne¾ n lze rozlo¾it na � = �

1

�

2

�

3

(0 <j�

2

j� n) tak, ¾e (8 i 2 N

0

)(�

1

�

i

2

�

3

2 L).

Proè si nevzít tøeba �

0

= a

n+1

b

n+1

. Jak mù¾e vypadat rozklad slova �

0

? Nebo»

0 <j�

2

j� n, musí nastat jeden z pøípadù

� �

2

= a

i

; 0 < i � n

� �

2

= a

i

b

j

; 0 < i; j; i+ j � n

� �

2

= b

j

; 0 < j � n

Pokud �

2

= a

i

, pak �

1

�

3

62 L, nebo» v �

1

�

3

je více b ne¾ a. Je-li �

2

= a

i

b

j

, pak

�

1

�

2

�

2

�

3

= a

n+1

b

j

a

i

b

n+1

62 L. Koneènì pro �

2

= b

j

je �

1

�

3

62 L, nebo» poèet

b je men¹í ne¾ poèet a. Pro libovolné n jsme na¹li �

0

délky vìt¹í ne¾ n, které

nelze rozlo¾it na �

1

�

2

�

3

tak aby v¹echna slova �

1

�

i

2

�

3

patøila do L, neboli L

nesplòuje pøedpoklady vìty 4.24 a tedy není regulární. FINE

4.3 Nedeterministické akceptory

Dosud jsme hovoøili pouze o tzv. deterministických akceptorech, kde z ka¾dého

stavu existoval pro ka¾dé písmeno vstupní abecedy právì jeden pøechod.

De�nice 4.26 Nedeterministický akceptor je pìtice (Q;X; �; I; F ), kde

� X vstupní abeceda

� Q je koneèná mno¾ina stavù

� � : Q�X ! P(Q) pøechodová funkce

25

� I � Q mno¾ina iniciálních stavù

24

Takovým neregulárním jazykem je napøíklad

fa

1

: : : a

n

2 f0; 1g

�

; a

1

: : : a

n

= a

n

: : : a

1

;n 2 N

0

g;

øeèeno jedním slovem jazyk palindromù, tzn. slov ètených odpøedu stejnì jako odzadu. Uvádím

tento pøíklad jen jako doklad pøedchozí poznámky a bez dùkazu, který si zájemci mohou

provést jako cvièení na pou¾ití Myhill-Nerodovy vìty.

25

nìkdy je � de�nována jako pøechodová relace � � Q�X �Q, co¾ je toté¾; mno¾ina P(Q)

zde znaèí potenèní mno¾inu mno¾iny Q, neboli mno¾inu v¹ech podmno¾in Q
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� F � Q mno¾ina koncových (pøijímacích) stavù

Pov¹imnìme si, ¾e ka¾dý deterministický akceptor je zároveò nedeterminis-

tický. Naopak to pochopitelnì neplatí. Neuvedeme-li proto, zda se jedná o deter-

ministický èi nedeterministický akceptor, rozumí se v¾dy nedeterministický

26

.

Dále si pov¹imnìme, ¾e obrazem funkce � pro nìjakou dvojici z Q�X mù-

¾e být | a také èasto je | prázdná mno¾ina. Narozdíl od deterministických

akceptorù (def. 4.1) tedy nemusíme v nedeterministických pou¾ívat garbage

stavy.

De�nice 4.27 Øekneme, ¾e slovo � = a

1

: : : a

k

2 X

�

je pøijímáno N-akcepto-

rem A, jakmile existuje posloupnost stavù r

0

; : : : ; r

k

2 Q taková, ¾e

� r

0

2 I

� (8 i 2 h0; k � 1i)(r

i+1

2 �(r

i

; a

i+1

))

� r

k

2 F

Posloupnost r

0

; r

1

; : : : ; r

n

se nazývá pøijímající výpoèet akceptoru A nad slo-

vem �. Pokud posloupnost r

0

; r

1

; : : : ; r

n

splòuje alespoò první dvì podmínky,

mluvíme o ní jako o výpoètu akceptoru A nad �.

Jazyk L(A) pøijímaný akceptorem A je mno¾ina v¹ech slov pøijímaných ak-

ceptorem A (tzn. L(A) = f�;� je pøijímáno Ag)

Tvrzení 4.28 Nedeterministické akceptory pøijímají právì regulární jazyky.

Dùkaz: Ka¾dý regulární jazyk je pøijímán deterministickým akceptorem (viz

de�nice 4.2) a ka¾dý D-akceptor je zároveò nedeterministický. Zbývá dokázat

implikace zleva doprava, toti¾ ¾e pro libovolný N-akceptor A = (Q;X; �; I; F )

je L(A) regulární jazyk. Jinými slovy, pøevedeme N-akceptor A na D-akceptor

A

0

, který je s ním ekvivalentní. Pro dané vstupní slovo � = a

1

: : : a

k

uva¾ujme

posloupnost mno¾in A

i

� Q:

A

0

= I

A

1

= fq; (9 r 2 A

0

)(q 2 �(r; a

1

))g

.

.

.

A

k

= fq; (9 r 2 A

k�1

)(q 2 �(r; a

k

))g

Je zøejmé, ¾e � 2 L(A), právì kdy¾ A

k

\ F 6= ;. De�nujme proto D-akceptor

A

0

= (Q

0

;X; �

0

; I; F

0

), kde

Q

0

= P(Q)

F

0

= fA � Q;A \ F 6= ;g

�

0

(A; x) = fq 2 Q; (9 r 2 A)(q 2 �(r; x))g:

26

vzhledem k neskladnosti slov (ne)deterministický budeme napøí¹tì pou¾ívat zkratek

N-akceptor=nedeterministický akceptor, D-akceptor=deterministický akceptor
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q
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Obr. 6: N-akceptor pøijímající L

n

Akceptor A

0

je nespornì deterministický

27

a koneèný a pøijímá stejný jazyk jako

A

28

, tedy jazyk L(A) = L(A

0

) je regulární. CBD

Zamysleme se nyní nad slo¾itostí, resp. poètem stavù D- a N-akceptorù.

Na pøíkladì uká¾eme, ¾e N-akceptory jsou znaènì jednodu¹¹í

29

. Vezmìme jazyk

L

n

= f� 2 f0; 1g

�

; n-té písmeno od konce je 1g. Tvrdím, ¾e existuje N-akceptor

s n+ 1 stavy pøijímající jazyk L

n

, kde¾to nejmen¹í D-akceptor pro jazyk L

n

má 2

n

stavù. Dùkaz je snadný. Zmínìný N-akceptor ukazuje obrázek 6, kde

F = fq

n

g.

Zbývá ukázat, ¾e libovolný D-akceptor, který má pøijímat L

n

, musí mít

nejménì 2

n

stavù, tzn. podle první èásti dùkazu Myhill-Nerodovy vìty (4.17)

staèí dokázat, ¾e pravá syntaktická kongruence � jazyka L

n

má alespoò 2

n

tøíd.

Vezmìme dvì slova � = a

1

; : : : ; a

k

; � = b

1

; : : : ; b

`

2 f0; 1g

�

a jejich su�xy 


�

, 


�

délky n

30

. Doká¾eme ekvivalenci

(


�

= 


�

)() (� � �)(33)

To je snadné. Je-li 


1

= 


2

, pak se posledních n písmen slov �; � shoduje.

Pøidáme-li za obì slova �; � su�x � libovolné délky, n-tá písmena slov �; �

od konce se zøejmì shodují, neboli

(8� 2 f0; 1g

�

)(�� 2 L

n

, �� 2 L

n

);

tedy � � �.

Je-li 


�

6= 


�

, pak (9 i < n)(a

k�n+i

6= b

`�n+i

). Zvolíme-li slovo � velikosti i,

pak n-tá písmena slov ��; �� od konce jsou rùzná, tedy � 6� �.

Dokázali jsme ekvivalenci (33), ze které ji¾ snadno plyne, ¾e � má 2

n

tøíd.

Staèí si uvìdomit, ¾e navzájem rùzných su�xù délky n nad abecedou f0; 1g je

právì 2

n

. Obrázek 7 ukazuje D-akceptor s osmi stavy pøijímající L

3

31

.

De�nice 4.29 Mìjme jazyky L

1

; L

2

nad abecedou X. Slo¾ením (konkatenací)

jazykù L

1

; L

2

rozumíme jazyk L

1

L

2

= f��;� 2 L

1

; � 2 L

2

g.

Lemma 4.30 Mìjme L

1

; L

2

regulární jazyky. Potom L

1

L

2

je také regulární.

27

pro ka¾dou mno¾inu A � Q je jednoznaènì de�nována pøechodová funkce

28

pøijímací výpoèet v A je vlastnì transverzálou pøijímacího výpoètu v A

0

29

Ne ¾e by ka¾dý N-akceptor mìl ménì stavù ne¾ D-akceptor nebo nìco podobného. To

samozøejmì neplatí! Ale sestrojíme-li pro nìjaký jazyk N- a D-akceptor s nejmen¹ím mo¾ným

poètem stavù, má zpravidla N-akceptor stavù výraznì ménì.

30

Jsou-li � nebo � krat¹í ne¾ n, doplníme je zpøedu písmenem 0.

31

stavy znázoròují (kódují) aktuální pøíponu èteného slova
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Obr. 7: D-akceptor pøijímající L

3

Dùkaz: Nech» L

i

= L(A

i

), kde pro i = 1; 2 jsou A

i

= (Q

i

;X; �

i

; I

i

; F

i

) nede-

terministické akceptory, splòující podmínku Q

1

\Q

2

= ;. De�nujme akceptor

A = (Q

1

[Q

2

;X; �; I; F

2

), kde

� I = I

1

, pokud � 62 L

1

,

� I = I

1

[ I

2

, pokud � 2 L

1

.

Funkce � je pro v¹echna x 2 X de�nována následovnì:

(8 q 2 Q

2

)(�(q; x) = �

2

(q; x))

(8 q 2 Q

1

)(�

1

(q; x) \ F

1

= ; ) �(q; x) = �

1

(q; x))

(8 q 2 Q

1

)(�

1

(q; x) \ F

1

6= ; ) �(q; x) = �

1

(q; x) [ I

2

)

Doká¾eme L(A) = L

1

L

2

. Vezmìme nejprve 
 = a

1

: : : a

k

2 L(A). Pro 
 existuje

pøijímací výpoèet

2R

z }| {

r

0

; r

1

; : : : ; r

i�1

;

2Q

2

z }| {

r

i

; : : : ; r

k

2 F

2

;

kde r

`

2 �(r

`�1

; a

`

) a

� buï R = Q

1

, r

0

2 I

1

a r

i

2 I

2

,

� nebo R = Q

2

32

, q

0

2 I

2

a � 2 L

1

.

V druhém pøípadì zøejmì 
 2 L

2

. Pak ale také 
 2 L

1

L

2

, nebo» � 2 L

1

. V prv-

ním pøípadì probíhá první èást výpoètu podle de�nice � pouze v èásti Q

1

, druhá

pouze v Q

2

. Pøechod mezi Q

1

a Q

2

je mo¾ný jen kdy¾ �

1

(r

i�1

; a

i

) \ F

1

6= ;, tedy

slovo � = a

1

; : : : ; a

i

je pøijímáno v A

1

. Zbytek slova 
, tzn. � = a

i+1

; : : : ; a

k

je

pøijímáno v A

2

, nebo» výpoèet nad � zaèal v r

i

2 I

2

, procházel pouze stavy Q

2

a skonèil v mno¾inì F

2

33

. Pro 
 jsme na¹li rozklad �� takový, ¾e � 2 L

1

; � 2 L

2

,

32

tzn. do výpoètu se ¾ádný stav z Q

1

nezapojí.

33

Pokud by platilo � 2 L

1

, pak pøi pou¾ití startovacího stavu q

2

celý výpoèet probíhá v Q

2

a získáme tak rozklad 
 = � = ��
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neboli L(A) � L

1

L

2

.

Opaèná inkluze není o mnoho slo¾itìj¹í. Vezmìme slova � = a

1

: : : a

k

2 L

1

a

� = b

1

: : : b

`

2 L

2

. Je-li � = �, pak pøijímací výpoèet A

2

nad � je také pøijímací

výpoèet A nad � = �� 2 L(A). Buï alpha 6= �. Dále nech» r

0

; : : : ; r

k�1

; r

0

k

je

pro nìjaké r

0

k

2 F

1

, r

0

2 I

1

pøijímací výpoèet � v A

1

a r

k

; : : : ; r

k+`

je pro nìjaké

r

k

2 I

2

, r

k+`

2 F

2

pøijímací výpoèet � v A

2

. Potom r

0

; : : : ; r

k�1

; r

k

; : : : ; r

k+`

je

z de�nice � pøijímacím výpoètem slova �� v A

34

. Dokázali jsme L

1

L

2

� L(A),

co¾ s opaènou inkluzí z první èásti dùkazu dává ký¾enou rovnost L(A) = L

1

L

2

.

Nebo» A je nespornì koneèný N-akceptor, je L

1

L

2

regulární jazyk. CBD

Kdy¾ teï máme operaci konkatenace, je pøirozené de�novat také þmocninuÿ

nìjakého jazyka:

De�nice 4.31 De�nujme následující jazyky:

L

0

= f�g

L

1

= L

i-tou mocninou jazyka L rozumíme jazyk de�novaný pøedpisem

L

i

= LL

i�1

Dále de�nujme L

�

=

S

i2N

0

L

i

. Operaci

�

budeme nazývat iterací jazyka L.

Lemma 4.32 Je-li L regulární jazyk, pak i L

�

je regulární.

Proè je tøeba toto lemma dokazovat, kdy¾ máme dùsledek 4.23, který zaji¹-

»uje uzavøenost regulárních jazykù na koneèná sjednocení? Proto¾e sjednocení

v de�nici L

�

bì¾í pøes pøirozená èísla a je tedy nekoneèné

35

.

Dùkaz: Nech» L = L(A), A = (Q;X; �; I; F ) a existuje prvek s 62 Q. De�-

nujme akceptor A

1

= (Q [ fsg;X; �

1

; I [ fsg; F [ fsg), kde pro v¹echna x 2 X

�

1

(q; x) =

(

�(q; x) pokud (8 q 2 Q)(�(q; x) \ F = ;)

�(q; x) [ I pokud (8 q 2 Q)(�(q; x) \ F 6= ;)

�

1

(s; x) = ;

Tvrdím, ¾e L

�

= L(A

1

). Buï nejprve � 2 L

�

. Je-li � = �, pak � je pøijímáno

v A

1

stavem s

36

. Je-li � = �

1

�

2

: : : �

k

; �

i

2 L, pak pro ka¾dé �

i

existuje v A

pøijímací výpoèet I 3 r

i1

; r

i2

; : : : ; r

in

i

2 F , kde r

i(j+1)

2 �(r

ij

; a

ij

). Potom ale

z de�nice �

1

je r

11

; r

12

; : : : ; r

1(n

1

�1)

; r

21

; : : : ; r

kn

k

pøijímacím výpoètem �, tzn.

� 2 L(A

1

).

Na druhou stranu. Buï � = a

1

: : : a

n

2 L(A

1

). Je-li � = �, je � 2 L

�

. Není-

li � = �, existuje pøijímací výpoèet r

0

; : : : ; r

n

, kde r

j+1

2 �

1

(r

j

; a

j+1

), r

0

2 I,

34

pro ty, kteøí to nevidí jako trivialitu, pøipojuji vysvìtlení: výpoèet zaèíná v r

0

2 I

1

. A¾

do stavu r

k�1

se pohybuje pouze v Q

1

. Potom ale �

1

(r

k�1

; a

k

) = r

0

k

2 F

1

, tedy z de�ni-

ce � mù¾eme pøejít do r

k

2 I

2

v èásti Q

2

, ve které u¾ zùstaneme a¾ do r

k+`

2 F

2

. Platí

(8 0 < i � k + `)(r

i

2 �(r

i�1

; a

i

)), tedy r

i

je pøijímací výpoèet A nad slovem ��

35

Zamyslete se nad tím, proè je L

�

opravdu jazykem, neboli proè jsou v¹echna jeho slova

koneèná. Je to sice velmi jednoduché, ale mo¾ná vhodné explicitnì si uvìdomit.

36

od toho tam ten stav taky máme, ¾e : : :
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r

n

2 F . Vezmìme v¹echny indexy i

1

< : : : < i

k

, pro nì¾ r

i

j

+1

62 �(r

i

j

; a

i

j

+1

),

dode�nujme i

0

= 0; i

k+1

= n a rozdìlme pøijímací výpoèet slova � na k + 1 èástí

(j-tá èást obsahuje stavy r

i

j

+1

; r

i

j

+2

; : : : ; r

i

j+1

�1

; j 2 h0; ki). Pøechody v rámci

jedné èásti v¾dy patøí do funkce �, pøechody mezi jednotlivými èástmi nikoli.

Musely tedy z de�nice �

1

nastat v pøípadì, kdy �(r

i

j

�1

; a

i

j

) \ F 6= ;, tzn. pro

ka¾dé r

i

j

�1

existuje stav r

0

i

j

2 F takový, ¾e

(8 j 2 N)(j � k + 1) (r

0

i

j

2 �(r

i

j

�1

; a

i

j

))):

Dále lze tvrdit (8 j 2 h1; ki)(r

i

j

2 I), opìt z de�nice �

1

. Potom ale posloupnosti

r

i

j

; r

i

j

+1

; : : : ; r

i

j+1

�1

; r

0

i

j+1

jsou

37

pro j 2 h0; ki pøijímacími výpoèty akceptoru

A nad slovy

�

1

= a

1

: : : a

i

1

�

2

= a

i

1

+1

: : : a

i

2

.

.

.

�

k+1

= a

i

k

+1

: : : a

i

k+1

:

Slovo � jsme rozlo¾ili na �

1

: : : �

k+1

; �

i

2 L(A) = L, kde k + 1 �j�j, tedy ko-

neèné èíslo, neboli � 2 L

�

. Máme opaènou inkluzi, tedy L

�

= L(

�

A). CBD

De�nice 4.33 Zrcadlovým obrazem slova � = a

1

: : : a

n

rozumíme slovo

�

R

= a

n

: : : a

1

Zrcadlovým obrazem jazyka L rozumíme jazyk

L

R

= f�

R

;� 2 Lg

Lemma 4.34 Zrcadlový obraz regulárního jazyka je regulární.

Dùkaz: Provedeme pouze neformálnì (formální zápis je mo¾né zkusit jako cvièe-

ní). Máme-li akceptor A, který pøijímá jazyk L, obrátíme v nìm v¹echny ¹ipky

na opaènì orientované a zamìníme mno¾iny vstupních a výstupních stavù. Tak-

to upravený akceptor je zøejmì koneèný a pøijímá jazyk L

R

. CBD

Poznatky pøedcházejících lemmat shrnuje následující vìta

Vìta 4.35 (Kleene) Regulární jazyky tvoøí nejmen¹í tøídu

38

jazykù, která

1. obsahuje v¹echny koneèné jazyky

39

2. je uzavøena na koneèná sjednocení, konkatenaci a iteraci

37

pøi de�nici r

0

n

= r

n

38

ve smyslu teorie mno¾in

39

Tato podmínka je ekvivalentní podmínce þpro ka¾dou abecedu X obsahuje tzv. elemen-

tární jazyky ;; f�g a fxg pro v¹echna x 2 Xÿ, nebo» za pøedpokladu platnosti bodu 2 lze

ka¾dý koneèný jazyk vyjádøit z uvedených jazykù operacemi z bodu 2
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Dùkaz: ®e ka¾dý jazyk, patøící do tøídy speci�kované body 1 a 2, je regulární,

vyplývá z dùsledku 4.23 a lemmat 4.30 a 4.32. S opaènou inkluzí je to ponì-

kud slo¾itìj¹í. Vezmìme si L regulární jazyk a sna¾me se dokázat, ¾e se dá

vyjádøit operacemi z bodu 2 z jazykù ;, f�g, fxg z bodu 1. Nech» L � X

�

,

L = L(A), A = (Q;X; �; q

0

; F ) nech» je D-akceptor s n stavy, oèíslovanými in-

dexy 0; : : : ; n� 1

40

. Vyjádøíme L(A) pomocí elementárních jazykù. De�nujme

pro tento úèel jazyky typu

L

ij

= f� 2 X

�

; �

�

(q

i

; �) = q

j

g

Je okam¾itì vidìt, ¾e L =

S

q

j

2F

L

0j

. Dále de�nujme

L

k

ij

= f� 2 X

�

; �

�

(q

i

; �) = q

j

;

(8�

0

vlastní pre�x �)(�

�

(q

i

; �

0

) = q

`

) ` < k)g

Øeèeno lidsky, v L

k

ij

jsou v¹echna slova, která pøevedou q

i

na q

j

pøes stavy q

`

takové, ¾e ` < k. Zøejmì platí L

n+1

ij

= L

ij

. Indukcí podle k doká¾eme, ¾e pro

libovolné k je L

k

ij

mo¾né vytvoøit z elementárních jazykù operacemi z bodu 2.

1. (k = 0):

(a) i = j, potom L

0

ii

= fa 2 X; �(q

i

; a) = q

i

g [ f�g

(b) i 6= j, potom L

0

ij

= fa 2 X; �(q

i

; a) = q

j

g

Zøejmì tedy L

0

ij

je koneèným sjednocením elementárních jazykù.

2. (k ! k + 1): tvrdím, ¾e

L

k+1

ij

= L

k

ij

[ L

k

ik

(L

k

kk

)

�

L

k

kj

| {z }

L#

Doká¾eme tento vztah postupným dùkazem obou inkluzí

(a) L

#

� L

k+1

ij

. Mìjme � 2 L

#

. Potom

i. buï � 2 L

k

ij

. Pak pro v¹echna �

0

libovolné vlastní pre�xy � platí

�

�

(q

i

; �

0

) = q

`

, kde ` < k < k + 1, tedy � 2 L

k+1

ij

,

ii. nebo � = ��

1

: : : �

m


, kde � 2 L

k

ik

; �

i

2 L

k

kk

; 
 2 L

k

kj

. Je-li �

0

vlastní pre�x �, mù¾e nastat právì jeden z pøípadù

A. �

0

je vlastní pre�x �, potom �

�

(q

i

; �

0

) = q

`

; ` < k < k + 1.

B. �

0

= �, pak �

�

(q

i

; �

0

) = q

k

; k < k + 1.

C. �

0

= ��

1

: : : �

j

�

00

, kde �

00

je vlastní pre�x �

j+1

. Potom

�

�

(q

i

; �

0

) = �

�

(�

�

(q

i

; �); �

1

: : : �

j

�

00

) =

�

�

(q

k

; �

1

: : : �

j

�

00

) = : : : =

�

�

(q

k

; �

00

) = q

`

; ` < k < k + 1:

D. �

0

= ��

1

: : : �

j

, pak �

�

(q

i

; �

0

) = �

�

(q

k

; �

j

) = q

k

; k < k + 1.

40

tedy Q = fq

0

; q

1

; : : : ; q

n�1

g
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E. �

0

= ��

1

: : : �

m




0

, 


0

vlastní pre�x 
. Potom platí

�

�

(q

i

; �

0

) = �

�

(q

k

; 


0

) = q

`

;

kde ` < k < k + 1.

Slovo � patøí do L

k+1

ij

, nebo» �

�

(q

i

; �) = q

j

a výpoèty v¹ech vlastních

pre�xù konèí ve stavech q

`

; ` < k + 1. Víme L

#

� L

k+1

ij

.

(b) L

k+1

ij

� L

#

. Mìjme � 2 L

k+1

ij

. Oznaème �

s

pre�x � délky s. Zøejmì

mù¾eme najít posloupnost v¹ech indexù s

1

< s

2

< : : : < s

t

takových,

¾e (8m � t)(�

�

(q

i

; �

s

m

) = q

k

). Nyní polo¾me

i. � = �

s

1

) � 2 L

k

ik

ii. (8m < t)(�

s

m+1

= �

s

m

�

m

) �

m

2 L

k

kk

)

iii. � = �

s

t


 ) 
 2 L

k

kj

Zjevnì � = ��

1

: : : �

t�1


, tedy

� 2 L

k

ik

(L

k

kk

)

t�1

L

k

kj

� L

#

;

kdykoli t > 0. Je-li t = 0, potom výpoèet nepro¹el stavem q

k

a musel

tedy projít pouze stavy q

`

; ` < k, tzn. � 2 L

k

ij

� L

#

. Víme nyní i

L

k+1

ij

� L

#

Obì inkluze dávají rovnost L

#

= L

k+1

ij

, tedy z indukèního pøedpokladu

lze L

k+1

ij

sestavit z elementárních jazykù operacemi z bodu 2 znìní vìty.

Nebo» dùkaz indukcí platí pro v¹echna k, tím spí¹ pro k = n+ 1, a dále

víme L

n+1

0j

= L

0j

a L =

S

q

j

2F

L

0j

, které¾to sjednocení je koneèné a jazyky

v tomto sjednocení získány jsou jen a pouze operacemi z bodu 2 znìní

vìty, je i jazyk L sestrojitelný zmínìnými operacemi z elementárních ja-

zykù. Proto¾e kromì regularity na jazyk L po¾adavkù ni¾ádných kladeno

nebylo, lze øíci, ¾e ka¾dý regulární jazyk lze slo¾it z elementárních jazykù

operacemi koneèného sjednocení, iterací a konkatenací. CBD

K popisu regulárních jazykù mù¾eme teï pou¾ívat pohodlnìj¹í nástroj, ne¾

jsou slo¾ité mno¾inové konstrukce:

De�nice 4.36 Regulární výraz je de�nován indukcí

1. ;;� a ka¾dá promìnná jsou regulární výrazy

2. �, � regulární výrazy =) �+ �; � � �; �

�

jsou regulární výrazy

3. jiné regulární výrazy nejsou

Ka¾dému regulárnímu výrazu � odpovídá jazyk nad abecedou promìnných,

který oznaèíme L(�). Operaci + odpovídá sjednocení, � konkatenace a

�

iterace.

Kleeneova vìta øíká, ¾e regulárnímu výrazu odpovídá regulární jazyk a naopak,

neboli ¾e regulární výrazy popisují právì regulární jazyky.

Poznámka: Kleeneovu vìtu lze vyslovit pro regulární jazyky nad konkrétní

abecedou: þRegulární jazyky nad libovolnou abecedou X tvoøí : : : ÿ. Jak je ale

snadno vidìt z dùkazu Kleeneovy vìty, jsou obì znìní navzájem ekvivalentní.
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Mimochodem, Kleeneova vìta (resp. její dùkaz) poskytuje návod, jak k da-

nému akceptoru A sestrojit regulární výraz popisující jazyk L(A). Staèí pro

v¹echna q

j

2 F sestrojit indukcí regulární výrazy pro jazyky L

0j

a pospojovat

je mezi sebou operací +. Netvrdím v¹ak, ¾e tento postup je realizovatelný ve

v¹ech pøípadech v þrozumnémÿ èase.

Pøíklad 4.37 (Regulární výraz) Urèete jazyk, který odpovídá regulárnímu vý-

razu

v = a

�

� (b � c)

�

+ b � (a � c

�

)

�

(34)

Výrazu v odpovídá regulární jazyk L(v) nad abecedou X = fa; b; cg. K popisu

L(v) pou¾ijeme formuli (34), kde + nahradíme sjednocením a � konkatenací.

Sekvence x

�

se nahradí sekvencemi x

i

; i = 0; 1; : : :

41

. A výsledek? Tady je:

L(v) = fa

i

(bc)

j

; i; j 2 N

0

g [ fb(ac

i

)

j

; i; j 2 N

0

g

FINE

Poznámka: Vzhledem ke korespondenci operací � a konkatenace se zpra-

vidla � nahrazuje operací konkatenace ji¾ v regulárních výrazech (vynechává se).

Regulární výraz v z pøedchozího pøíkladu by pak mìl tvar

v = a

�

(bc)

�

+ b(ac

�

)

�

:

Kdy¾ teï víme, ¾e regulární jazyky a regulární výrazy jsou v jedno{jedno-

znaèném vztahu, mù¾eme se zajímat o to jak k regulárnímu výrazu sestrojit

akceptor, který by pøijímal jemu odpovídající regulární jazyk.

Algoritmus 2 (Konstrukce automatù pro regulární výrazy)

Øeknìme, ¾e máme dány regulární výrazy �

1

; : : : ; �

n

nad abecedou X. Zkon-

struujeme k nim akceptory A

i

= (Q;X; �; q

0

; F

i

) takové, ¾e L(A

i

) bude jazyk

popsaný výrazem �

i

. Obecný postup posléze ozøejmíme na pøíkladu:

1. Vytvoøíme nové regulární výrazy �

0

1

; : : : ; �

0

n

, tak¾e k i-té promìnné ve

výrazu �

j

pøidáme index i+ n

j

, kde n

j

je souèet výskytù v¹ech promìn-

ných ve výrazech �

1

; : : : ; �

j�1

, pro v¹echna i; j. Kdy¾ i-tá promìnná v �

j

byla x, pak øekneme, ¾e promìnná x

i+n

j

vznikla z promìnné x. Abecedu

tvoøenou v¹emi indexovanými promìnnými oznaèíme X

0

.

2. Vytvoøíme mno¾iny

42

� C

I

= fyz; (9 i 2 h1; ni)(9u; v 2 (X

0

)

�

)(uyzv 2 L(�

0

i

))g

� C

II

= fy; (9 i 2 h1; ni)(9u 2 (X

0

)

�

)(yu 2 L(�

0

i

))g

� C

i

III

= fy; (9u 2 (X

0

)

�

)(uy 2 L(�

0

i

))g pro i = 1; : : : ; n

3. Sestrojíme akceptory A

i

= (Q;X; �; q

0

; F

i

) pro i = 1; : : : ; n:

41

iterace jednoprvkového jazyka fxg jsou v¹echny posloupnosti x

i

pro i 2 N

0

; x znaèí libo-

volné písmeno z X

42

pro y; z 2 X

0
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� Q

0

= fq

0

g [ P(X

0

)

� �

0

: Q

0

�X ! Q

0

{ �

0

(q

0

; x) = fy 2 C

II

; y vzniklo z xg

{ �

0

(A; x) = fz; z vzniklo z x; (9 y 2 A)(yz 2 C

I

)g

� Q je podmno¾ina Q

0

dosa¾itelná z q

0

� � : Q�X ! Q je restrikce �

0

na Q�X

� F

i

=

(

fA 2 Q;A \ C

i

III

6= ;g kdy¾ � =2 L(�

i

)

fA 2 Q;A \ C

i

III

6= ;g [ fq

0

g kdy¾ � 2 L(�

i

)

pro i = 1; : : : ; n

Pøíklad 4.38 (Regulární výrazy) Sestrojte akceptory k regulárním výrazùm

�

1

= ab

�

a

�

2

= ac+ b

�

ab

�

K øe¹ení pou¾ijeme algoritmu 2:

1. X = fa; b; cg; �

0

1

= a

1

b

�

2

a

3

; �

0

2

= a

4

c

5

+ b

�

6

a

7

b

�

8

;

X

0

= fa

1

; b

2

; a

3

; a

4

; c

5

; b

6

; a

7

; b

8

g

2. � C

I

= fa

1

b

2

; b

2

a

3

; a

1

a

3

; a

4

c

5

; b

6

a

7

; a

7

b

8

; b

2

b

2

; b

6

b

6

; b

8

b

8

g

� C

II

= fa

1

; a

4

; b

6

; a

7

g

� C

1

III

= fa

3

g; C

2

III

= fc

5

; a

7

; b

8

g

3. De�nujme

� Q = fq

0

; ;; fa

1

; a

4

; a

7

g; fb

6

g; fa

3

g; fb

2

; b

8

g; fc

5

g; fa

7

g; fb

8

gg

� funkci � tabulkou

QnX a b c

! q

0

fa

1

; a

4

; a

7

g fb

6

g ;

fa

1

; a

4

; a

7

g fa

3

g fb

2

; b

8

g fc

5

g

fb

6

g fa

7

g fb

6

g ;

fa

3

g ; ; ;

fb

2

; b

8

g fa

3

g fb

2

; b

8

g ;

fc

5

g ; ; ;

fa

7

g ; fb

8

g ;

fb

8

g ; fb

8

g ;

; ; ; ;

� Polo¾me

{ F

1

= ffa

3

gg

{ F

2

= ffa

1

; a

4

; a

7

g; fb

2

; b

8

g; fc

5

g; fa

7

g; fb

8

gg

Tím je pøíklad vyøe¹en! FINE

Poznámka: Máme-li dva regulární výrazy �; �, pak jazyk

L = L(�) \ L(�) = f
; 
 2 L(�) ^ 
 2 L(�)g

je zøejmì také regulární. Akceptor, pøijímajícíL, si jistì ka¾dý doká¾e navrhnout

sám jako cvièení

43

.

43

Nehledì na to, ¾e zmínìný akceptor byl ji¾ sestrojen v dùkazu lemmatu 4.22 na stranì 37
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4.4 Dvoucestné automaty

Poznámka: Velmi èasto se pou¾ívá také oznaèení dvousmìrné automaty, které

je mo¾ná výsti¾nìj¹í.

Vidìli jsme, ¾e koneèný automat je kontrolní jednotka spolu s hlavou na

vstupní pásce. Hlava ète vstupní slovo a podle toho se mìní stav kontrolní

jednotky. V ka¾dém taktu hlava pøeète jedno políèko a pak se posune o jedno

políèko vpravo.

Nedeterminismus umo¾nil souèasné prohledávání více výpoètù najednou a

nedeterministický automat pøijímá vstupní slovo, kdy¾ je alespoò jeden ze sle-

dovaných výpoètù pøijímající.

Jiné dùle¾ité zobecnìní se týká zpùsobu získávání informace ze vstupní pás-

ky. Toto zobecnìní umo¾ní, aby se ètecí hlava na vstupní páskce pohybova-

la obìma smìry. Takové automaty budeme nazývat dvoucestné automaty a

uká¾eme, ¾e pøijímají opìt jen regulární jazyky. Uvedené zobecnìní dovoluje

efektivnìj¹í získávání informací a tím i zmen¹ení øídící jednotky (poètu stavù),

ale neumo¾ní zpracovávat více informací

44

. Dvoucestný automat pøijímá dané

slovo, pokud existuje alespoò jeden pøijímající výpoèet, tj. výpoèet, který za-

èíná výpoèet na prvním políèku v nìjakém iniciálním stavu a konèí v nìjakém

pøijímajícím stavu a hlava je na prvním políèku napravo od vstupního slova.

Formálnì de�nujme:

De�nice 4.39 Dvoucestný nedeterministický automat je pìtice (Q;X; �; I; F ),

kde Q, X, I, F má stejný význam jako pro nedeterministický automat. Funkce

� je de�nována obdobnì jako u N-akceptorù � : Q�X ! P(Q� f�1; 0; 1g).

Øekneme, ¾e A je deterministický dvoucestný automat, kdy¾ jIj= 1 a pro

ka¾dé q 2 Q a x 2 X je j�(q; x)j= 1. Proto zapisujeme dvoucestný determinis-

tický automat jako pìtici (Q;X; �; q

0

; F ), kde Q, X, q

0

a F má stejný význam

jako pro deterministický akceptor a � : Q�X ! Q� f�1; 0; 1g je pøechodová

funkce.

Na vstupní pásce je ka¾dá pozice mimo vstupní slovo prázdná

45

.

Výpoèet dvoucestného automatu nad slovem � = a

1

: : : a

n

je posloupnost

dvojic (r

0

; i

0

); : : : ; (r

k

; i

k

), kde r

j

jsou stavy automatu, i

j

jsou celá èísla a pla-

tí (r

j+1

; i

j+1

� i

j

) 2 �(r

j

; i

j

) pro ka¾dé j = 0; : : : ; k � 1. Výpoèet je pøijímající,

kdy¾ i

0

= 1, i

k

= n+ 1, r

0

2 I a r

k

2 F . Slovo � je pøijímáno dvoucestným au-

tomatem A, kdy¾ existuje pøijímající výpoèet automatu A nad slovem �. Jazyk

pøijímaný dvoucestným automatem A je mno¾ina L(A) v¹ech slov pøijímaných

automatem A.

Neformálnì øeèeno, dvojice (r

j

; i

j

) ve výpoètu automatu A nad slovem �

øíká, ¾e A je v j-tém taktu ve stavu r

j

a ète i

j

-té políèko.

Vìta 4.40 Jazyk L je pøijímán nìjakým dvoucestným automatem, právì kdy¾

je regulární.

44

podobnì jako N-akceptory byly efektivnìj¹í ne¾ D-akceptory

45

Pro prázdné políèko vstupní pásky není pøechodová funkce de�nována. Pozdìji (v kapitole

o Turingových strojích) uvidíme, ¾e pro nìkteré implementace automatù je vhodné de�novat

þprázdný symbolÿ, který bude stát na v¹ech políèkách mimo vstupní slovo.
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Dùkaz: Mezi dvoucestné automaty patøí i nám dobøe známé þnormálníÿ (jed-

nocestné) D-akceptory, tak¾e ka¾dý regulární jazyk je pøijímán dvoucestným

automatem. Doká¾eme opaènou implikaci, tj. ¾e ka¾dý jazyk, který je pøijí-

mán nìjakým dvoucestným automatem, je regulární. Nejdøív budeme uva¾ovat,

¾e A = (Q;X; �; q

0

; F ) je deterministický dvousmìrný automat. Zkonstruujeme

pro nìj nedeterministický akceptor B takový, ¾e L(A) = L(B) a tím uká¾eme,

¾e L(A) je regulární jazyk. Pak roz¹íøíme uvedenou konstrukci na obecné dvou-

smìrné automaty. Tak do toho : : :

Vezmìme vstupní slovo � = a

1

: : : a

n

2 L(A) a nech» (r

0

; i

0

); : : : ; (r

k

; i

k

) je

pøijímající výpoèet A nad slovem �. Pozorujme, jak se chová výpoèet na pøe-

chodu mezi p-tou buòkou a (p+ 1)-ní buòkou pro nìjaké p = 0; : : : ; n. Nech»

j

1

; : : : ; j

m

je rostoucí posloupnost v¹ech indexù t takových, ¾e buï i

t

= p a

i

t+1

= p+ 1 nebo i

t

= p+ 1 a i

t+1

= p. Pak posloupnost r

j

1

+1

; : : : ; r

j

m

+1

na-

zveme pøechodovou posloupností A nad � mezi p-tou a (p+ 1)-ní pozicí (viz

obr. 8a). V¹imnìme si, ¾e platí:

� m je liché

� (8 t; s)(1 � 2t+ 1; 2s+ 1 � m; t 6= s) (q

2t+1

6= q

2s+1

) ^ (q

2t

6= q

2s

))

46

Tedy m � 2 jQj. Ka¾dou posloupnost stavù q

1

; : : : ; q

m

, splòující pøedchozí dvì

podmínky

47

, budeme nazývat platnou posloupností A. Dále de�nujeme proces

©krt(A;B; x), kde A a B jsou platné posloupnosti a x 2 X . Tento proces simu-

luje èinnost A na pøechodové posloupnosti A mezi p-tou a (p+ 1)-ní pozicí a

pøechodovou posloupností B mezi (p+ 1)-ní a (p+ 2)-ou pozicí a pro x = a

p+1

.

Proces bude postupnì za¹krtávat prvky v A i B. Pøitom v ka¾dém kroku bude

platit

� poèet za¹krtnutých prvkù v A bude sudý, právì kdy¾ poèet za¹krtnutých

prvkù v B bude sudý

48

,

� za¹krtnuté prvky (v A i vB) tvoøí poèáteèní interval (tj. pøed za¹krtnutým

prvkem v A, resp. v B jsou v¹echny prvky za¹krtnuté).

Proces funguje takto:

1. Na zaèátku není za¹krtnuto nic

49

.

2. Dokud lze za¹krtávat

50

, provádíme

46

pokud by se napø. q

`

vyskytl dvakrát v pøechodové posloupnosti ve stejném smìru,A by se

zacyklil. Jestli¾e toti¾ pøed druhým prùchodem stavem q

`

automat nedosáhl konce vstupního

slova, po druhém prùchodu q

`

ho ji¾ nedosáhne, nebo» díky tomu, ¾e je deterministický, bude

pøi dal¹ím výpoètu opakovat tu posloupnost stavù a poloh ve vstupním slovì, která jej pøevádí

z prvního prùchodu q

`

do druhého, tedy na konec vstupního slova se nikdy nedostane. Pokud

pøed druhým prùchodem q

`

dosáhl konce vstupního slova v nepøijímacím stavu, je situace

obdobná. Jestli¾e dosáhl konce vstupního slova ve stavu pøijímacím, není tøeba pokraèovat ve

výpoètu | slovo je pøijato (do q

`

se ji¾ podruhé nejde).

47

nyní bez ohledu na vstupní slovo

48

neboli souèet v¹ech za¹krtnutých prvkù v A i B je sudý

49

zatím je to snadné, ¾e : : : �̂

50

pochopitelnì nelze za¹krtávat (mimo jiné) v pøípadì, ¾e je ji¾ celé A a celé B za¹krtnuté
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(a) je-li v A za¹krtnutý sudý poèet èlenù, vezmeme první neza¹krtnu-

tý stav q v A a za¹krtneme ho. Dokud �(q; x) = (q

0

; 0), nahrazuje-

me q prvkem q

051

. Kdy¾ �(q; x) = (q

0

; 1) a q

0

je první neza¹krtnu-

tý prvek v B, pak za¹krtneme q

0

v B a opakujeme krok 2. Kdy¾

�(q; x) = (q

0

;�1) a q

0

je první neza¹krtnutý prvek v A, pak za¹krt-

neme q

0

v A a opakujeme krok 2. V ostatních pøípadech (tj. napø.

kdy¾ cyklus daný podmínkou �(q; x) = (q

0

; 0) nikdy neskonèí) proces

za¹krtávání skonèí neúspì¹nì.

(b) je-li v B za¹krtnutý lichý poèet èlenù, vezmeme první neza¹krtnutý

stav q v B a za¹krtneme ho. Dokud �(q; x) = (q

0

; 0) nahrazujeme q

prvkem q

0

. Kdy¾ �(q; x) = (q

0

; 1) a q

0

je první neza¹krtnutý prvek v B,

pak za¹krtneme q

0

v B a opakujeme krok 2. Kdy¾ �(q; x) = (q

0

;�1)

a q

0

je první neza¹krtnutý prvek v A, pak za¹krtneme q

0

v A a opa-

kujeme krok 2. V ostatních pøípadech proces za¹krtávání skonèí ne-

úspì¹nì.

3. pokud jsou obì posloupnosti A i B celé za¹krtnuté, algoritmus úspì¹nì

skonèil

52

.

Není od vìci se zamyslet nad tím, co vlastnì tento algoritmus dìlá, pøípadnì

jako cvièení pro nìj zkusit sestavit program. Je tøeba si uvìdomit, ¾e stavy z po-

sloupnostíA a B jsou právì v¹echny stavy, které mohou výpoèet posunout z(do)

buòky obsahující x. Dále si v¹imnìme, ¾e kdy¾ A je pøechodová posloupnost

nad � mezi p-tou a (p+ 1)-ní pozicí, B je pøechodová posloupnost nad � mezi

(p+ 1)-ní a (p+ 2)-ou pozicí a kdy¾ x = a

p+1

, pak proces ©krt(A;B; x) skonèí

úspì¹nì, viz obrázek 8b. Naopak, pokud proces ©krt(A;B; x) skonèí úspì¹nì,

pak A a B mohou být pøechodové posloupnosti nìjakého výpoètu A nad nìja-

kým slovem � mezi p-tou pozicí a (p+ 1)-ní pozicí a mezi (p+ 1)-ní pozicí a

(p+ 2)-ou pozicí, kde x je (p+ 1)-ní písmeno �. Tato fakta zachytíme v násle-

dujícím lemmatu, které potøebujeme v dùkazu vìty.

Lemma 4.41 Mìjme automat A z poèátku dùkazu vìty. Kdy¾ � = a

1

: : : a

n

,

� 2 L(A) a jsou-li A

0

; : : : ; A

n

pøechodové posloupnosti A nad � takové, ¾e

A

p

je pøechodová posloupnost mezi p-tou a (p+ 1)-ní pozicí, pak A

0

= fq

0

g,

A

n

= fqg pro nìjaké q 2 F a proces ©krt(A

p

; A

p+1

; a

p+1

) skonèí úspì¹nì pro

ka¾dé p = 0; : : : ; n� 1.

Naopak, kdy¾ � = a

1

: : : a

n

2 X

�

a A

0

; : : : ; A

n

jsou platné posloupnosti nad

A takové, ¾e A

0

= fq

0

g, A

n

= fqg pro nìjaké q 2 F a ©krt(A

p

; A

p+1

; a

p+1

)

skonèí úspì¹nì pro ka¾dé p = 0; : : : ; n� 1, pak existuje pøijímací výpoèet A nad

�, tj. � 2 L(A).

Dùkaz: Kdy¾ � 2 L(A), pak podle pøedchozích úvah plyne po¾adované tvrzení

z de�nice pøechodových posloupností a procesu ©krt pomìrnì triviálnì.

Doká¾eme opaèné tvrzení. Budeme postupnì vytváøet pøijímací výpoèet A

nad � a za¹krtávat prvky A

0

; : : : ; A

n

tak¾e za¹krtnuté stavy v posloupnostech

51

to jsou pøechody z buòky x zpìt do x, co¾ nás teï nezajímá

52

Pokud skonèil, ani¾ by byly A i B celé za¹krtnuté, jde pochopitelnì o neúspìch.
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Obr. 8: Pøechodové posloupnosti

A

0

; : : : ; A

n

tvoøí pøechodové posloupnosti doposud zkonstruovaného výpoètu.

Dále bude dán aktivní prvek, bude to poslední stav ve výpoètu a zároveò po-

slední za¹krtnutý prvek v posloupnostech A

0

; : : : ; A

n

. Navíc bude platit:

� kdy¾ A

p

ani A

p+1

neobsahuje aktivní prvek, pak za¹krtnuté prvky v po-

sloupnostech A

p

a A

p+1

odpovídají za¹krtnutým prvkùm po ukonèení nì-

kterého kroku 2. v procesu ©krt(A

p

; A

p+1

; a

p+1

).

� kdy¾ aktivní prvek je v A

p

a poèet za¹krtnutých prvkù v A

p

je sudý, pak

za¹krtnuté prvky v posloupnostech A

p

a A

p+1

odpovídají za¹krtnutým

prvkùm po ukonèení nìkterého kroku 2. v procesu ©krt(A

p

; A

p+1

; a

p+1

)

a zároveò za¹krtnuté prvky v posloupnostech A

p�1

a A

p

po odstranìní

aktivního prvku odpovídají za¹krtnutým prvkùm po ukonèení nìkterého

kroku 2. v procesu ©krt(A

p�1

; A

p

; a

p

)

� kdy¾ aktivní prvek je v A

p

a poèet za¹krtnutých prvkù v A

p

je lichý,

pak za¹krtnuté prvky v posloupnostech A

p�1

a A

p

odpovídají za¹krtnu-

tým prvkùm po ukonèení nìkterého kroku 2. v procesu ©krt(A

p�1

; A

p

; a

p

)

a zároveò za¹krtnuté prvky v posloupnostech A

p

a A

p+1

po odstranìní

aktivního prvku odpovídají za¹krtnutým prvkùm po ukonèení nìkterého

kroku 2. v procesu ©krt(A

p

; A

p+1

; a

p+1

)

� kdy¾ aktivní prvek q je v A

p

, pak

{ je-li poèet za¹krtnutých prvkùA

p

sudý, poslední prvek doposud zkon-

struovaného výpoètu je (q; p)

{ je-li poèet za¹krtnutých prvkùA

p

lichý, poslední prvek doposud zkon-

struovaného výpoètu je (q; p+ 1)
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Proces vytváøení pøijímacího výpoètu probíhá takto:

1. na poèátku je za¹krtnutý pouze prvek q

0

2 A

0

, který je také aktivní

2. nech» q 2 A

p

je aktivní prvek

� kdy¾ poèet za¹krtnutých prvkù v A

p

je lichý, pak do výpoètu pøidává-

me (q

0

; p+ 1) a nahrazujeme q prvkem q

0

, dokud �(q; a

p+1

) = (q

0

; 0).

Kdy¾ pøed pøidáním jsme mìli výpoèet A nad �, pak po pøidání opìt

dostaneme výpoèet nad �, proto¾e pùvodní výpoèet konèil dvojicí

(q; p+ 1). Proto¾e proces ©krt(A

p

; A

p+1

; a

p+1

) úspì¹nì skonèí, exis-

tuje okam¾ik, kdy �(q; a

p+1

) = (q

0

; `) pro ` 6= 0. Pak buï ` = �1 a q

0

je první neza¹krtnutý prvek v A

p

| za¹krtneme ho a do výpoètu pøi-

dáme (q

0

; p), nebo ` = 1 a q

0

je první neza¹krtnutý prvek v A

p+1

|

za¹krtneme ho a do výpoètu pøidáme (q

0

; p+ 2). V obou pøípadech

obdr¾íme výpoèet nad �, proto¾e pøed pøidáním jsme mìli výpoèet

nad � s posledním prvkem (q; p+ 1), a q

0

bude nový aktivní prvek.

� kdy¾ poèet za¹krtnutých prvkù v A

p

je sudý, pak pøidáváme (q

0

; p) do

výpoètu a nahrazujeme q prvkem q

0

, dokud �(q; a

p

) = (q

0

; 0). Kdy¾

pøed pøidáním jsme mìli výpoèet A nad �, pak po pøidání opìt

dostaneme výpoèet nad �, proto¾e pùvodní výpoèet konèil dvojicí

(q; p). Proto¾e proces ©krt(A

p�1

; A

p

; a

p

) úspì¹nì skonèí, existuje oka-

m¾ik, kdy �(q; a

p

) = (q

0

; `) pro ` 6= 0. Pak buï ` = �1 a q

0

je první

neza¹krtnutý prvek v A

p�1

| za¹krtneme ho a do výpoètu pøidá-

me (q

0

; p� 1), nebo ` = 1 a q

0

je první neza¹krtnutý prvek v A

p

|

za¹krtneme ho a do výpoètu pøidáme (q

0

; p+ 1). V obou pøípadech

obdr¾íme výpoèet nad �, proto¾e pøed pøidáním jsme mìli výpoèet

s posledním prvkem (q; p), a q

0

bude nový aktivní prvek.

3. proto¾e proces ©krt(A

p

; A

p+1

; a

p+1

) úspì¹nì skonèí pro v¹echna p z in-

tervalu h0; n� 1i, existuje okam¾ik, kdy aktivním prvkem je q 2 A

n

, pak

výpoèet skonèil prvkem (q; n+ 1). Proto¾e q 2 F , obdr¾eli jsme pøijíma-

jící výpoèet nad � a tedy � 2 L(A).

Tím je dùkaz lemmatu kompletní. CBD

Toto lemma nám radí, jak konstruovat N-akceptor B = (Q

0

;X; �

0

; I

0

; F

0

),

kde

� Q

0

je mno¾ina v¹ech platných posloupností

� �

0

(A; x) = fB 2 Q

0

;©krt(A;B; x) úspì¹nì skonèíg pro ka¾dou platnou po-

sloupnost A a x 2 X

� I

0

obsahuje jedinou platnou posloupnost fq

0

g

� F

0

obsahuje v¹echny platné posloupnosti fqg pro q 2 F

Zøejmì z pomocného lemmatu 4.41 platí L(A) = L(B), tedy L(A) je podle

tvrzení 4.28 regulární jazyk.
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Uva¾ujme nyní, ¾e A = (Q;X; �; I; F ) je obecný nedeterministický dvoucest-

ný automat. Nemù¾eme sice pou¾ít ideu z tvrzení 4.28 na odstranìní nedeter-

minismu, ale detailním prohlédnutím pøedchozí konstrukce zjistíme, ¾e deter-

minismus se pou¾ívá ve dvou místech | aby pøechodové posloupnosti mìly

omezenou délku a aby proces ©krt(A;B; x) byl deterministický. Oba problémy

lze v¹ak obejít a tuto konstrukci pou¾ít i pro obecný nedeterministický dvou-

cestný automat.

Nejprve si v¹imnìme, kdy¾ (r

0

; i

0

); : : : ; (r

k

; i

k

) je pøijímající výpoèet A nad

slovem � a (r

t

; i

t

) = (r

s

; i

s

) pro t < s, pak

(r

0

; i

0

); : : : ; (r

t

; i

t

); (r

s+1

; i

s+1

); : : : ; (r

k

; i

k

)

je opìt pøijímající výpoèet A. Proto pro ka¾dé slovo � 2 L(A) existuje prostý

pøijímající výpoèet

53

. De�nujeme-li pøechodové posloupnosti stejnì jako pro

deterministický dvoucestný automat, pak pro prostý pøijímající výpoèet jsou

pøechodové posloupnosti platné. To vede k odstranìní prvního problému.

Za druhé v de�nici procesu ©krt(A;B; x) nahradíme pøíkaz �(q; x) = (q

0

; `)

pøíkazem þzvolme (q

0

; `) 2 �(q; x)ÿ. Øekneme, ¾e proces ©krt(A;B; x) úspì¹nì

skonèí, kdy¾ existují volby (q

0

; `) 2 �(q; x) takové, ¾e se za¹krtávání povede

úspì¹nì zakonèit.

Nyní de�nujme N-akceptor B = (Q

0

;X; �

0

; I

0

; F

0

) stejnì jako pro determinis-

tický dvoucestný automat s jedinou výjimkou: I

0

je mno¾ina v¹ech platných po-

sloupností fqg pro q 2 I. Pak stejné argumenty jako v deterministickém pøípadì

nám dají L(A) = L(B) a tedy L(A) je regulární jazyk, proto¾e B je N-akceptor.

CBD

Pøíklad 4.42 (Dvoucestný automat) Sestrojte dvoucestný automat, pøijímají-

cí jazyk

L

0

n

= f#v#; v 2 f0; 1g

�

; n-té písmeno slova v od konce je 1g

Jazyk L

0

n

je velmi podobný jazyku L

n

na stranì 40, kde jsme ukazovali, ¾e

nejlep¹í deterministický akceptor, který L

n

pøijímá, má 2

n

stavù. Ka¾dý jistì

doká¾e nahlédnout, ¾e toté¾ (a¾ na konstantu) platí i pro L

0

n

, a sestrojit si

nedeterministický akceptor pøijímající L

0

n

. My teï máme jiný úkol: sestrojit

pro L

0

n

deterministický dvoucestný automat

54

. Je to snadné

55

: : :

Ná¹ automat A bude pracovat tak, ¾e pøeète celé vstupní slovo, vrátí se o n

písmen zpìt, ovìøí, zda n-té písmeno od konce je 1, v pøípadì úspìchu doète

vstupní slovo do konce a pøijme, jinak výpoèet sel¾e. Automat A s (n+ 3)-mi

stavy ukazuje obrázek 9. q

0

; : : : ; q

n+2

jsou stavy A, ohodnocení hran kóduje

pøechodovou funkci a posun ètecí hlavy na vstupní pásce

56

. Není pøíli¹ obtí¾né

pøesvìdèit se, ¾e A pøijímá právì L

0

n

. FINE

Poznámka: O dvoucestných automatech, které ke své práci pou¾ívají þza-

rá¾kyÿ (v A to byl znak #), se je¹tì pozdìji

57

zmíníme a uká¾eme, ¾e pøijímají

také regulární jazyky.

53

prostý pøijímací výpoèet je takový, ve kterém se ¾ádná kon�gurace neopakuje

54

pochopitelnì s co nejménì stavy, jinak to asi nemá valný význam

55

jako v¾dycky

56

napø. ohodnocení 0; 1=+ 1 znaèí pøechod pøes 0 nebo 1 a posun hlavy o +1, tedy vpravo

57

v kapitole 4.6 o kvocientech jazykù
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q

0

q

1

q

2

q

3

q

4

q

n+1

q

n+2

- - - - - - - - -

: : :

�� ��

??

#/+1 #/�1

0,1/+1 #,0,1/+1

0,1/�1 0,1/�1 0,1/�1 0,1/�1 1/+1

Obr. 9: Dvoucestný automat A pøijímající L

0

n

Poznámka: Zdùrazòuji, ¾e dvoucestný automat sestrojený v pøedchozím

pøíkladu má n+ 3 stavù a je deterministický. Nejlep¹í jednocestný automat

pøijímající L

0

n

má také n+ 3 stavù, ale je nedeterministický!!! Lze tedy vyslovit

hypotézu þdvoucestné automaty sice neroz¹iøují mo¾nosti jednocestných

58

, ale

jsou efektivnìj¹í

59

ÿ. Uvedená hypotéza je samozøejmì pravdivá, nicménì její

ovìøení není jednoduché a pøesahuje rámec tìchto skript. Je mo¾né ukázat (viz

[5],[2]), ¾e existuje jazyk

L

1

n

= f#a

i

1

ba

i

2

b : : : ba

i

n

c

k

d

i

k

#; 1 � k � n ^ (8 j � n)(1 � i

j

� n)g;

pro který nejmen¹í dvoucestný deterministický automat, který ho pøijímá, má

5n+ 6 stavù a ka¾dý jednocestný D-akceptor, který ho pøijímá, má alespoò

n

n

stavù. V [5] je navíc uveden dùkaz, ¾e pøevod dvoucestného D-automatu

s n stavy na jednocestný N-akceptor vy¾aduje v obecném pøípadì

n

P

k=1

�

n

k

��

n

k�1

�

stavù.

Konkrétní jazyky a automaty, na kterých je efektivnost dvoucestných auto-

matù proti jednocestným prokázana, nejsou podstatné. Dùle¾ité je, ¾e hypotéza

z pøedchozího odstavce platí vèetnì slùvka øádovì ve vysvìtlující poznámce pod

èarou.

Poznámka: Proto¾e jsme se ji¾ seznámili s nìkolika druhy automatù, bylo

by asi vhodné uvést pro jednotlivé druhy nìjaké ustálené zkratky. Z mo¾ností, se

kterými jsem se v literatuøe doposud setkal, mi pøipadaly nejlogiètìj¹í zkratky

typu 1DFA, 1NFA, 2DFA, 2NFA s významem þjednocestný deterministický

koneèný automatÿ, þjednocestný nedeterministický koneèný automatÿ, podobnì

pro dvoucestné, nekoneèné a dal¹í a dal¹í.

60

4.5 Substituce

De�nice 4.43 Substitucí z abecedy A do abecedy B nazveme ka¾dé zobrazení

� : A! P(B

�

).

Je-li L jazyk nad A a M jazyk nad B, pak de�nujeme

�(L) = f�

1

: : : �

n

;

(9 a

1

: : : a

n

2 L)(8 i = 1; 2; : : : ; n)(�

i

2 �(a

i

))g � B

�

58

v tom smyslu, ¾e pøijímají stejnou tøídu jazykù

59

tedy pro daný jazyk mají buï øádovì ménì stavù, nebo alespoò odstaòují nedeterminismus

60

Tato poznámka byla pøipojena pouze proto, aby se ètenáø, který by se náhodou dostal

k nìjaké literatuøe o automatech, nezalekl neznámých shlukù písmen.
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�

�1

(M) = fa

1

: : : a

n

;

(8 i = 1; 2; : : : ; n)(9�

i

2 �(a

i

))(�

1

: : : �

n

2M)g � A

�

Zobrazení �

�1

nazýváme inverzní substitucí.

Substituce � je regulární, platí-li, ¾e �(a) je regulární jazyk pro v¹echna

a 2 A.

Abychom zápis v de�nici trochu polid¹tili. Substituce � z A do B pøiøazuje

ka¾dému písmenu a z A mno¾inu slov (jazyk) z B, kterými lze písmeno a na-

hradit. Aplikujeme-li v¹echny mo¾né substituce na v¹echna slova z jazyka L

nad A, dostaneme �(L). Naopak pro daný jazyk M nad B ka¾dé slovo z A

�

,

které lze alespoò jedním zpùsobem pøepsat substitucí � na slovo z M , padne

do �

�1

(M).

Pøíklad 4.44 (Substituce) Jsou dány abecedy A = fa; b; cg, B = f0; 1g a sub-

stituèní zobrazení � : A! P(B

�

) o hodnotách

�(a) = f010g

�(b) = f0110g

�(c) = f1g

Jazyk L � A

�

nech» je zadán regulárním výrazem b

�

ca

�

. Urèete jazyky �(L) a

�

�1

(�(L)).

Proto¾e ka¾dá z mno¾in �(x)

61

má jen jeden prvek, staèí v regulárním výrazu

pro L zamìnit jednotlivá písmena jejich obrazy a máme regulární výraz pro

�(L), tzn.

�(L) = (0110)

�

1(010)

�

= N

za pøedpokladu, ¾e regulární výraz ztoto¾níme s mno¾inou slov, které popisuje

62

.

Najít �

�1

(N) není tak docela triviální. Tvrdím

L = �

�1

(N):

Ka¾dý jistì snadno nahlédne, ¾e inverzní substitucí z jazyka N dostaneme v¹ech-

na slova z L (neboli L � �

�1

(N)). ®e nedostaneme ¾ádné slovo mimo L, je tøeba

pøi formálním dùkazu ovìøit. Lze postupovat napø. tak, ¾e doká¾eme následující

invarianty, jejich¾ platnost ji¾ zaruèuje inkluzi �

�1

(N) � L, o kterou nám jde:

� v ka¾dém slovì z �

�1

(N) se vyskytuje právì jedno c.

� v ¾ádném slovì z �

�1

(N) po c ji¾ nenásleduje b.

� v ¾ádném slovì z �

�1

(N) se pøed c nevyskytuje a.

61

x 2 fa; b; cg

62

tento pøedpoklad je velmi pøirozený a budeme jej pou¾ívat i nadále
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Tyto invarianty nechávám ji¾ ètenáøi na rozvá¾ení. Je mo¾né samozøejmì pou-

¾ít jiné invarianty nebo celý dùkaz konstruovat jinak. Po prokázání platnosti

invariantù spolu s triviální první inkluzí dostáváme L = �

�1

(N), co¾ jsme chtìli

ukázat.

Tím je pøíklad dokonèen, : : :

: : : ale není ka¾dá substituce tak prùhledná. Jednoduchou zmìnou mno¾in

�(a); �(b); �(c) u¾ mù¾eme získat znaènì slo¾itìj¹í jazyky, nemluvì pak o jazy-

cích �

�1

(�(L)). Takovým zdánlivì jen o málo slo¾itìj¹ím pøíkladem zmìny � je

substituèní zobrazení �

0

�

0

(a) = f010; 0g

�

0

(b) = f0110; 1001g

�

0

(c) = f10; 01g

Zøejmì platí

�

0

(L) = (0110 + 1001)

�

(01 + 10)(010 + 0)

�

= N

0

Ponìkud nároènìj¹í je odvodit (�

0

)

�1

(N

0

). Oznaèíme-li

O = (0110 + 1001)

�

P = 01 + 10

R = (010 + 0)

�

;

mù¾eme se pokusit úlohy ponìkud zjednodu¹it. Podívejme se, jak vypadají mno-

¾iny �

�1

(O), �

�1

(P ), �

�1

(R). To není problém

63

:

�

�1

(O) = (b+ cc)

�

�

�1

(P ) = c

�

�1

(R) = (a+ aba+ ac+ ca)

�

Nìkomu by se mo¾ná zdálo, ¾e

�

�1

(N

0

) = �

�1

(O)�

�1

(P )�

�1

(R)(35)

(neboli �

�1

(N

0

) je konkatenací obrazù mno¾in O;P;R v �

�1

) a ¾e jsme tedy ho-

tovi, ale není tomu tak! Jako protipøíklad uveïme slovo cb 2 �

�1

(011001), které

patøí do �

�1

(N

0

), nebo» 011001 2 N

0

, ale v mno¾inì �

�1

(O)�

�1

(P )�

�1

(R) za-

hrnuto není, jak si jistì ka¾dý snadno ovìøí. Chyba úvahy (35) je v tom, ¾e

nebereme v potaz slova z N

0

, která zaèínají v jedné z mno¾in O;P;R a konèí

v jiné z nich (napø. 011001 zaèíná pre�xem 0110 2 O a konèí su�xem 01 2 P ).

Podívejme se tedy, jak vypadají tyto pøípady

64

:

�

�1

(OP ) = �

�1

(O)(�

�1

(P ) + bc+ cb)

�

�1

(PR) = (�

�1

(P ) + acc+ ac+ ba+ a+ aba)�

�1

(R);

63

opìt ztoto¾òujeme mno¾inu a reg. výraz, který ji popisuje

64

pøípad �

�1

(OR) není tøeba rozebírat, nebo» nìjaký prvek mno¾iny P musí být ve slovech

z N

0

v¾dy pøítomen
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co¾ po rozepsání �

�1

a vynechání zbyteèných èlenù dává

�

�1

(OP ) = (b+ cc)

�

(c+ cb)

�

�1

(PR) = (c+ acc+ ba)(a+ aba+ ac+ ca)

�

:

Nyní jsme ji¾ skoro u konce. Zøejmì platí

�

�1

(OPR) =

M

z }| {

�

�1

(OP )�

�1

(R) + �

�1

(O)�

�1

(PR) +�

�1

(O)Q�

�1

(R);

kde Q je mno¾ina v¹ech slov � z fa; b; cg

�

, pro která existuje nìjaké slovo

� 2 OPR s rozkladem � = �

1

: : : �

n

(kde �

i

2 �(a) [ �(b) [ �(c)) takovým, ¾e

pro nìjaké i

0

(1 � i

0

� n)

(�

1

: : : �

i

0

62 OP ) _ (�

i

0

+1

: : : �

n

62 PR)

a zároveò

(�

1

: : : �

i

0

62 O) _ (�

i

0

+1

: : : �

n

62 R)

Po této ukázce síly matematického aparátu pøipojuji vysvìtlení. Problém je

stejný jako pøi konstrukci �

�1

(OP ) a �

�1

(PR). Mohou se vyskytnout slova,

která patøí do OPR, ale lze je rozlo¾it je¹tì jiným zpùsobem, ne¾ jaký naznaèuje

mno¾inaM

65

. Takové slovo je napø. � = 1001010010 2 OPR s rozkladem napø.

�

1

= 1001

�

2

= 0

�

3

= 1001

�

4

= 0

a i

0

= 2. Rozborem pøípadù lze zjistit, ¾e slovo � je jediné slovo, které pøispí-

vá do mno¾iny Q. Vynecháme-li z Q slova zahrnutá ji¾ jednou v M , máme

Q = baba+ bacac+ cacba+ caccca + ccaba+ ccaca. Po zjednodu¹ení

�

�1

(N

0

) = (b+ cc)

�

� (c+ cb+ acc+ (ba+ cac)(ba+ cac) +

cca(ba+ ca) + caccca) � (a+ aba+ ac+ ca)

�

V uvedeném pøíkladu je mo¾né si pov¹imnout, ¾e � i �

0

jsou regulární substitu-

ce. Uznávám, ¾e popsaný postup je velmi málo podlo¾en fakty, na èem¾ budu

dále pracovat. Snad alespoò nastiòuje problémy, které mohou øe¹ení podobných

pøíkladù komplikovat, a mo¾nosti jejich pøekonání. FINE

Vìta 4.45 Mìjme dvì abecedy A, B. Pro ka¾dou regulární substituci � a libo-

volné regulární jazyky L � A

�

;M � B

�

jsou �(L); �

�1

(M) také regulární jazy-

ky.

Dùkaz:

65

neboli zvolený rozklad tìchto slov je mo¾né zobrazit inverzní substitucí, ale není mo¾né

jej rozdìlit na èást v OP a èást v R (resp. O a PR)
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1. Je-li � regulární substituce, pak 8 a 2 A je �(a) regulární jazyk. Podle

Kleeneho vìty (4.35) existuje regulární výraz �

a

popisující jazyk �(a).

Podobnì existuje regulární výraz � popisující L. Potom ale mù¾eme ka¾-

dou promìnnou a 2 � nahradit výrazem (�

a

) a dostaneme regulární výraz


 (regularita 
 plyne z de�nice). Jazyk �(L) je zøejmì popisován regulár-

ním výrazem 
, neboli je regulární.

2. Je-li � regulární substituce, pak pro ka¾dé a 2 A existuje D-akceptor

A

a

= (Q

a

; B; �

a

; q

a0

; F

a

)

pøijímající jazyk �(a). Od akceptorù A

a

mù¾eme búno

66

po¾adovat

(8 a

1

; a

2

2 A)(a

1

6= a

2

) Q

a

1

\Q

a

2

= ;):

Nech» jazyk M je pøijímán D-akceptorem

67

A = (Q;B; �; q

0

; F ). De�nuj-

me dvoucestný nedeterministický automat A

0

= (Q

0

; A; �

0

; I

0

; F

0

), kde

Q

0

= (Q�

[

a2A

Q

a

) [ fq

f

g pro q

f

62 Q�

[

a2A

Q

a

I

0

= f(q

0

; q

a0

); a 2 Ag

F

0

= fq

f

g

�

0

((q; r); a) 3

8

>

<

>

:

((�(q; b); �

a

(r; b)); 0) 8 b 2 B, je-li r 2 Q

a

((q; q

b0

); 1) 8 b 2 A, pokud r 2 F

a

(q

f

; 1) pokud r 2 F

a

; q 2 F

�

0

(q

f

; a) = ;

Pozor!!! Ètecí hlava automatu A

0

se mù¾e (ale nemusí) pohnout pouze

tehdy, je-li r 2 F

a

. A

0

je nedeterministický, tzn. pøijme vstupní slovo, po-

kud existuje pøijímací posloupnost. Funguje vlastnì velmi jednodu¹e. Pro

vstupní slovo a

1

: : : a

n

se pokou¹í najít ke ka¾dému a

i

odpovídající slovo

�

i

2 �(a

i

) takové, aby �

1

: : : �

n

2M . Z de�nice A

0

lze þvykoukatÿ, ¾e pa-

ralelnì probíhají výpoèty v akceptorech A

a

i

a A. Nakonec A

0

akceptuje

vstupní slovo a

1

: : : a

n

, právì kdy¾ A akceptuje slovo �

1

: : : �

n

.

Podrobnìji: A

0

zaène výpoèet a pøeète a

1

. Od té chvíle se poloha ètecí

hlavy nemìní a výpoèet se pohybuje paralelnì v akceptorech A (první

slo¾ka) a A

a

1

(druhá slo¾ka stavù A

0

) podle prvního øádku de�nice �

0

tak

dlouho, dokud akceptor A

0

nenajde vhodné slovo �

1

2 �(a

1

). Pak se mù¾e

ètecí hlava posunout o pozici vpravo (druhý øádek de�nice �

0

) a výpoèet

nyní probíhá v A a A

a

2

, pøièem¾ v A se nevrací do poèáteèního stavu, ale

pokraèuje tam, kde pøestal po pøeètení �

1

. Tak postupujeme a¾ k a

n

, kde

A

a

n

þnavrhneÿ slovo �

n

a skonèí v nìkterém ze svých pøijímacích stavù

68

.

Pokud zároveò i momentální stav v A je pøijímací, A

0

se podle tøetího

66

bez újmy na obecnosti

67

determinismus akceptorù A a A

a

není a¾ tak dùle¾itý, jen se sna¾ím búno zjednodu¹it

de�nici A

0

68

kdy¾ ne, vezmeme si jiný výpoèet | od toho je nedeterministický
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øádku de�nice �

0

mù¾e pøesunout za vstupní slovo a pøejít do pøijímacího

stavu q

f

, tak¾e a

1

: : : a

n

2 L(A

0

) kdykoliv �

1

: : : �

n

2M . Z de�nice �

0

dále

snadno plyne, ¾e A

0

mù¾e pøijmout jen slova, která jsou v �

�1

(M), co¾

ponechávám ètenáøi na rozmy¹lení

69

.

Ukázali jsme, ¾e A

0

nejen pøijímá jazyk �

�1

(M), ale dokonce hledá od-

povídající substituovaná slova z M . A

0

je vzhledem ke své de�nici jistì

koneèný, tedy �

�1

(M) je regulární. CBD

4.6 Kvocienty jazykù

De�nice 4.46 Jsou-li L

1

; L

2

jazyky nad abecedou X, pak

� levým kvocientem L

2

podle L

1

nazveme jazyk

L

1

nL

2

= fu 2 X

�

; (9 v 2 L

1

)(vu 2 L

2

)g

� pravým kvocientem L

2

podle L

1

nazveme jazyk

L

2

=L

1

= fu 2 X

�

; (9 v 2 L

1

)(uv 2 L

2

)g

Pøíklad 4.47 (Kvocienty) K jazykùm L

1

= 0

�

10

�

; L

2

= 10

�

1 sestrojte pravé a

levé kvocienty L

1

podle L

2

i naopak.

Øe¹ení:

L

1

=L

2

= ;

L

2

nL

1

= ;

L

2

=L

1

= 10

�

L

1

nL

2

= 0

�

1

Tvrzení 4.48 Je-li L regulární jazyk nad X, pak pro ka¾dý (i neregulární) jazyk

L

0

nad X jsou L=L

0

a L

0

nL regulární jazyky.

Dùkaz: L je regulární, tedy existuje dosahující akceptor A = (Q;X; �; q

0

; F )

takový, ¾e L(A) = L. De�nujeme akceptory

A

1

= (Q;X; �; I; F ); A

2

= (Q;X; �; q

0

; F

0

);

kde

I = fq 2 Q; (9 v 2 L

0

)(�

�

(q

0

; v) = q)g

F

0

= fq 2 Q; (9 v 2 L

0

)(�

�

(q; v) 2 F )g

69

Prakticky to znamená ovìøit, ¾e se do q

f

mù¾eme dostat jen zpùsobem popsaným v tomto

odstavci.
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Idea této de�nice je zhruba následující:

Vezmeme v¹echna v 2 L

0

a stavy, do kterých se pøi výpoètu A nad slovy

v dostaneme, oznaèíme za iniciální v A

1

. Je-li nìjaké slovo u pøijímáno v A

1

s výpoètem zaèínajícím v q 2 I, muselo nutnì existovat slovo v 2 L

0

takové,

¾e �(q

0

; v) = q, tzn. vu 2 L a u 2 L

0

nL. Naopak je-li vu 2 L pro nìjaké v 2 L

0

(tzn. u 2 L

0

nL), pak výpoèet nad u v A musel zaèít ve stavu, do kterého jsme

se dostali po výpoètu nad v. Tyto stavy jsme v¹ak oznaèili za iniciální v A

1

,

neboli u 2 L(A

1

) a z celého odstavce L(A

1

) = L

0

nL.

Pro A

2

vezmeme v¹echna slova v 2 L

0

a najdeme k nim stavy q takové, ¾e

�

�

(q; v) 2 F

70

. Ty prohlásíme za pøijímací v A

2

. Je-li nìjaké slovo u pøijímáno

v A

2

, pak výpoèet nad u konèí v nìkterém pøijímacím stavu q v A

2

a lze tedy

najít v 2 L

0

, které prodlu¾uje výpoèet z q do pøijímacího stavu v A, neboli

uv 2 L a u 2 L=L

0

. Je-li naopak uv 2 L pro nìjaké v 2 L

0

(tzn. u 2 L=L

0

), pak

jistì existuje stav q takový, ¾e v nìm konèí výpoèet nad u v A. Potom ale

�

�

(q; v) 2 F , neboli q byl pøijímací stav v A

2

, co¾ dává u 2 L(A

2

) a z celého

odstavce L(A

2

) = L=L

0

.

Akceptory A

1

;A

2

jsou stejnì jako A koneèné, tedy oba kvocienty jsou re-

gulární. CBD

V kapitole o dvoucestných automatech jsem slíbil, ¾e zde uká¾eme, ¾e dvou-

cestné automaty se þzará¾kamiÿ pøijímají právì regulární jazyky. Tak do toho.

De�nice 4.49 Dvoucestný automat A = (Q;X [ f#g; �; I; F ) (# 62 X) pøijí-

má jazyk T (A) s koncovými znaky (se zará¾kami), jestli¾e

T (A) = f� 2 X

�

;#�# 2 L(A)g;

kde L(A) je jazyk pøijímaný automatem A

71

.

Tvrzení 4.50 Dvoucestné automaty pøijímají s koncovými znaky právì regu-

lární jazyky.

Dùkaz: ®e ka¾dý regulární jazyk je pøijímaný nìjakým dvoucestným automatem

s koncovými znaky, je myslím triviální

72

. Na druhou stranu je-li T (A) jazyk

pøijímaný dvoucestným automatem A s koncovými znaky, pak zøejmì

T (A) = f#gn[(L(A) \ L

#

X

�

)=f#g];

kde

L

#

X

�

= f#�#;� 2 X

�

g:

Jazyk L

#

X

�

je regulární (trivialita | 1DFA s tøemi stavy). L(A) je regulární

podle 4.40, prùnik podle 4.23 a kvocienty podle 4.48, tzn. T (A) je regulární.

CBD

Kapitolou o kvocientech jazykù jsme ukonèili velkou pasá¾, týkající se ak-

ceptorù neboli zaøízení na rozpoznávání regulárních jazykù. Vrhnìme se nyní

na mechanismy generující jazyky: : :

70

nemusí to jít pro v¹echna v

71

viz de�nice 4.39

72

ale je vhodné jako cvièení si to rozmyslet
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5 Gramatiky

De�nice 5.1 Dvojici (X;P ) nazveme pøepisovací systém, pokud X je abeceda

a P � fu! v;u; v 2 X

�

g koneèná. Dvojici (u! v) nazýváme pravidlo. Kvùli

zkrácení pou¾íváme èasto pro pravidla (u! v

1

); : : : ; (u! v

n

) se stejnou levou

stranou zápisu u! v

1

j v

2

j : : : j v

n

.

Øekneme, ¾e pøepisovací systém (X;P ) pøímo odvozuje ze slova � slovo �,

kdy¾ � = �

1

u�

2

, � = �

1

v�

2

a (u! v) 2 P . Pí¹eme �

(X;P )

=) �.

Posloupnost pøímých odvození �

1

(X;P )

=) �

2

(X;P )

=) �

3

(X;P )

=) : : :

(X;P )

=) �

n

nazveme

derivací �

n

z �

1

v pøepisovacím systému (X;P ). Derivace je minimální, pokud

má ze v¹ech derivací pro daná �

1

, �

n

minimální poèet pøímých odvození.

Pøepisovací systém (X;P ) odvozuje ze slova � slovo �, pokud existuje deri-

vace � z � v (X;P ). Pí¹eme �

(X;P )

=)

�

�.

De�nice 5.2 Gramatikou nazveme ka¾dou ètveøici (V

N

; V

T

; S; P ), kde

� V

N

je neterminální abeceda

� V

T

je terminální abeceda

� S 2 V

N

je iniciální symbol

� (V

N

[ V

T

; P ) je pøepisovací systém, pro který

(u! v) 2 P ) (9A 2 V

N

)(A 2 u):

Prvky v neterminální abecedì jsou zvány neterminály, prvky terminální abecedy

pøekvapivì terminály.

Gramatika G = (V

N

; V

T

; S; P ) generuje jazyk

L(G) = f� 2 V

�

T

;S

(V

N

[V

T

;P )

=)

�

�g

Máme-li gramatiku G = (V

N

; V

T

; S; P ), pak kvùli zkrácení a zpøehlednìní

pí¹eme �

G

=)

�

� místo �

(V

N

[V

T

;P )

=)

�

�. Oba zápisy pova¾ujeme za ekvivalentní a

znamenají, ¾e slovo � je gramatikou G odvoditelné ze slova �.

Z dùvodu úspory prostoru a zvý¹ení pøehlednosti v následujícím textu za-

vedeme zcela pøirozenì ekvivalenci gramatik.

De�nice 5.3 O dvou gramatikách G;G

0

øekneme, ¾e jsou ekvivalentní, kdykoli

generují stejný jazyk (L(G) = L(G

0

)).

Jazykozpytec Chomski [èomsky] rozdìlil gramatiky do ètyø tøíd. Na jeho

památku je následující rozdìlení zváno Chomského hierarchie.
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5.1 Chomského hierarchie

De�nice 5.4 1. O libovolné (obecné) gramatice øekneme, ¾e je typu 0. Tøída

jazykù generovaných libovolnou gramatikou se oznaèuje L

0

(mluvíme pak

o jazycích typu 0).

2. Kontextové gramatiky (neboli gramatiky typu 1) jsou gramatiky splòující

(8 (u! v) 2 P )(9X 2 V

N

)

(9 y 2 (V

N

[ V

T

)

+

)(9�

1

; �

2

2 (V

N

[ V

T

)

�

)

(u = �

1

X�

2

^ v = �

1

y�

2

)

V pøípadì, ¾e S není na pravé stranì ¾ádného pravidla, mù¾e navíc kontex-

tová gramatika obsahovat pravidlo S ! �. Generují tøídu L

1

kontextových

jazykù.

3. Bezkontextové gramatiky (gramatiky typu 2) splòují

(8 (u! v) 2 P )(u 2 V

N

; v 2 (V

N

[ V

T

)

�

)

Generují tøídu L

2

bezkontextových jazykù.

4. Regulární gramatiky (gramatiky typu 3) splòují

(8 (u! v) 2 P ) [(u 2 V

N

) ^ (v = �X;� 2 V

�

T

;X 2 V

N

[ f�g)]

Generují tøídu L

3

regulárních jazykù.

Postupnì uká¾eme, ¾e tøídy jazykù z Chomského hierarchie jsou uspoøádány

inkluzí

L

3

� L

2

� L

1

� L

0

(36)

a ¾e L

3

jsou vskutku ty regulární jazyky, jak je známe z kapitoly o akceptorech.

Chomského hierarchie pochopitelnì nepopisuje v¹echny typy gramatik, to

by asi ani ne¹lo. Jako pøíklad uvádím alespoò tøi dal¹í typy gramatik:

� Levé regulární gramatiky obsahují pouze pravidla typu (X ! Y �), kde

X 2 V

N

a � 2 V

�

T

, Y 2 V

N

[ f�g. Nikoho asi nepøekvapí, ¾e generují právì

regulární jazyky.

1

� Lineární gramatiky jsou obecnìj¹í. Obsahují pravidla (X ! �Y �), pøípad-

nì (X ! �), kde �; � 2 V

�

T

, X;Y 2 V

N

. Generují regulární jazyky a nì-

které dal¹í (napø. fa

n

b

n

;n = 0; 1; : : :g | tento jazyk není regulární, viz

pøíklad 4.25) a jsou podmno¾inou bezkontextových gramatik.

� O gramatice G = (V

N

; V

T

; S; P ) øekneme, ¾e je nezkracující, pokud

1

Tento fakt lze nahlédnout napøíklad z dùkazu tvrzení 5.8 (viz ní¾e), kde místo regulární

gramatiky G mù¾eme pracovat bez podstatnìj¹ích zmìn s levou regulární gramatikou, ale jistì

by ¹el najít i jednodu¹¹í dùkaz.
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1. S není na pravé stranì ¾ádného pravidla

2. (�! �) 2 P ) ((� = S ^ � = �) _ (j�j�j�j))

Pøíklad 5.5 (Gramatika) Sestrojte nezkracující gramatiku G, generující jazyk

L = fa

i

b

i

c

i

; i 2 N

0

g:

Zapi¹te odvození slova aabbcc v gramatice G.

Jak asi ka¾dého po chvilce zkou¹ení mo¾ných gramatik napadne, hledaná gra-

matika by mìla pracovat tak, ¾e v první fázi vygeneruje slovo a

i

c

i

, prolo¾ené

nìjakými neterminály, kterých by mìlo být také i. Tyto neterminály se v druhé

fázi budou pøepisovat na b. Vzhledem k tomu, ¾e gramatika má být nezkracu-

jící, nesmí být v ¾ádném kroku vygenerováno celkem více ne¾ 3i znakù. Jedna

z mo¾ných gramatik je

G = (fS;B;Dg; fa; b; cg; S; P );

kde P obsahuje pravidla

S ! aBD j �

D ! c j aBDc

Ba ! aB

Bc ! bc

Bb ! bb

Generování v G probíhá tak, ¾e nejprve vygeneruje slovo aBD

2

. Neterminálu

D se mù¾e zbavit pouze pøepisem na c. Ne¾ k tomu dojde, mohla být pou¾ita

pouze pravidla druhého a tøetího øádku. Pravidlo ve tøetím øádku nám v¹ak

nemìní poèty terminálù a neterminálù ve slovì a pravidlo druhého øádku splòuje

invariant #a = #B = #c+ 1, kde #x znaèí poèet výskytù znaku x v dosud

vygenerovaném slovì. Pou¾itím D ! c vyrovnáme poèty a;B; c a odstraníme

D. Teï ji¾ pøicházejí v úvahu pouze pravidla ve tøetím, ètvrtém a pátém øádku

de�nice P , jejich¾ pou¾itím vygenerujeme slovo z L.

Zbývá zapsat posloupnost derivací v G, kterými lze odvodit slovo aabbcc.

Jednou z mo¾ných posloupností je

S

G

=) aBD

G

=) aBaBDc

G

=) aaBBDc

G

=)

G

=)aaBBcc

G

=) aaBbcc

G

=) aabbcc:

FINE

De�nice 5.6 O bezkontextové gramatice G = (V

N

; V

T

; S; P ) øekneme, ¾e je ve

standartní formì, pokud splòuje následující podmínky:

1. S není na pravé stranì ¾ádného pravidla

2

prázdné slovo nás teï nezajímá
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2. (X ! �) 2 P ) X = S

3. (X ! �) 2 P ) � 62 V

N

(neboli � není právì jeden neterminál)

Ka¾dému je jistì zøejmé, ¾e v derivacích v bezkontextových gramatikách se

v jednom kroku (pøímém odvození) pøepisuje právì jeden neterminál, nicménì

myslím, ¾e je vhodné tuto trivialitu explicitnì vyjádøit.

Lemma 5.7 Pro ka¾dou bezkontextovou gramatiku G = (V

N

; V

T

; S; P ) existuje

s ní ekvivalentní bezkontextová gramatika

~

G ve standartní formì. Je-li navíc G

regulární, je i

~

G regulární.

Dùkaz: Nech»

~

S 62 V

N

. De�nujme

~

G = (V

N

[ f

~

Sg; V

T

;

~

S;

~

P ). Mno¾inu

~

P zkon-

struujeme z P ve tøech fázích odpovídajících de�nici gramatiky ve standartní

formì. Jako inicializaèní krok zkopírujeme celé P do

~

P .

1. Za ka¾dé pravidlo (S ! �) 2 P pøidáme

3

do

~

P pravidlo (

~

S ! �). Po-

èáteèní symbol

~

S se tudí¾ na pravé stranì ¾ádného pravidla neobjeví a

zøejmì L(G) = L(

~

G).

2. Oznaème A � V

N

mno¾inu v¹ech neterminálù, které lze nìjakým odvoze-

ním pøepsat na �

4

. Pokud S 2 A, pøidáme do

~

P pravidlo

~

S ! �. Dále

pro v¹echna X 2 V

N

n f

~

Sg

� vyøadíme z

~

P pravidlo (X ! �) (pokud tam vùbec bylo)

� a pro ka¾dé pravidlo (X ! �), které zùstalo v

~

P a pro ka¾dé vyjád-

øení � = �

1

Z

1

�

2

Z

2

: : : Z

n�1

�

n

, kde �

i

2 (V

N

[ V

T

)

�

, �

1

: : : �

n

6= � a

Z

i

2 A, pøidáme do

~

P pravidlo (X ! �

1

�

2

: : : �

n

)

5

.

Teï je tøeba dokázat, ¾e L(G) = L(

~

G).

� Mìjme � 2 L(

~

G). Slovo � je postupnì odvozováno pravidly

~

P , pøi-

èem¾ nìkterá jsou i v P . V derivaci slova � vezmìme druhé pravidlo

(X ! �

0

) 2

~

P , které není v P

6

. Takové pravidlo se mohlo do

~

P do-

stat pouze tak, ¾e bylo odvozeno z nìkterého pravidla

p = (X ! �

1

Z

1

�

2

Z

2

: : : Z

n�1

�

n

) 2 P

3

tzn. (S ! �) v

~

P zùstane

4

mno¾inu A = fX 2 V

N

;X

G

=)

�

�g je mo¾né získat napøíklad rekursivnì | od mno¾iny

A

0

= fX 2 V

N

; (X ! �) 2 Pg

postupnì pøecházet k del¹ím odvozením, která pøepisují neterminály na �, tzn.

A

i

= fX 2 V

N

; (X ! �) 2 P; � 2 A

�

i�1

g:

Zøejmì platí A

i�1

� A

i

. A =

S

i2N

0

A

i

a nebo» V

N

je koneèná mno¾ina, je i A koneèná, tudí¾

existuje k takové, ¾e A

k

= A.

5

V¹imnìte si, ¾e prvky z A mohou být obsa¾eny i v �

i

, tzn. Z

1

; : : : ; Z

n�1

nemusí být

v¹echny prvky z A obsa¾ené v �; výsledek je ten, ¾e na pravých stranách pøidaných pravidel

získáme v¹echny mo¾né kombinace vynechání nìkterých písmen z A v �.

6

první pravidlo z

~

P , které není v P je (

~

S ! �), které nás nyní nezajímá (bylo náplní první

èásti dùkazu)
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vynecháním v¹ech Z

i

2 A, tedy mìlo tvar napøíklad

(X ! �

1

�

2

: : : �

n

) = ~p 2

~

P :

Pravidlo ~p mù¾eme v¹ak v P simulovat jako odvození, které zaèíná

v X a pravou stranu p pøevádí na ~p postupnými pøepisy Z

i

na �

(takové pøepisy existují z de�nice mno¾iny A), tzn. � 2 L(G).

� Mìjme naopak slovo � 2 L(G). Kdy¾ � = �, pak S 2 A a tedy P

obsahuje pravidlo (S ! �), kde � 2 A

�

a tedy pravidlo (

~

S ! �) 2

~

P

a proto � 2 L(

~

G).

Pøedpokládejme � 6= �. Vezmìme derivaci

S ) �

1

) �

2

: : :) �

n

= �

v gramatice G a budeme postupnì zatrhávat písmena ve slovech �

i

(i = n; : : : ; 1). Ve slovì �

n

= � není za¹krtnuto ¾ádné písmeno.

{ Kdy¾ �

i

= �

i;0

X�

i;1

, �

i+1

= �

i;0

�

i;1

a (X ! �) 2 P , pak zatrh-

neme písmeno X v �

i

.

{ Dále kdy¾ �

i

= �

i;0

X�

i;1

, �

i+1

= �

i;0

�

i;2

�

i;1

a (X ! �

i;2

) 2 P a

celé �

i;2

je ve slovì �

i+1

zatr¾eno, pak zatrhneme X ve slovì �

i

.

V¹imnìte si, ¾e v¹echna zatr¾ená písmena jsou z A a v derivaci � se

pøepí¹ou na �.

Nyní budeme indukcí konstruovat derivaci

~

S ) 


1

) 


2

: : :) 


m

= �

v gramatice

~

G. Ke ka¾dému slovu �

i

bude pøiøazeno slovo 


j

, které

vznikne ze slova �

i

vynecháním v¹ech zatr¾ených písmen. Øekneme,

¾e takové 


j

odpovídá slovu �

i

. Proto¾e � 6= �, není S zatr¾ené a

tedy ani nejsou v¹echna písmena v �

1

zatr¾ena.

Slovo vzniklé z �

1

vynecháním v¹ech zatr¾ených písmen oznaème




1

. Zøejmì 


1

odpovídá �

1

a z de�nice A platí (

~

S ! 


1

) 2

~

P . Mìj-

me �

i

a nech» mu odpovídá 


j

. Pøedpokládejme, ¾e �

i

= �

i;0

X�

i;1

,

�

i+1

= �

i;0

�

i;2

�

i;1

a nech» (X ! �

i;2

) 2 P . Kdy¾ X je zatr¾ené v �

i

,

pak ka¾dé písmeno �

i;2

je zatr¾eno v �

i+1

a 


j

odpovídá �

i+1

. Uva¾uj-

me, ¾e X není v �

i

zatr¾eno. Oznaème postupnì 


j;0

, 


j;1

, 


j;2

slova,

která vzniknou ze slov �

i;0

, �

i;1

, �

i;2

vynecháním zatr¾ených písmen.

Pak 


j

= 


j;0

X


j;1

a proto¾e nìkterá písmena z �

i;2

ve slovì �

i+1

nejsou zatr¾ená, dostáváme 


j;2

6= � a tedy (X ! 


j;2

) je pravidlo

z

~

P . Pak 


j+1

= 


j;0




j;2




j;1

je pøímo odvozeno z 


j

a 


j+1

odpovídá

slovu �

i+1

. Proto¾e � neobsahuje zatr¾ené symboly, dostáváme pro

nìjaké m, ¾e 


m

= � odpovídá �

n

= � a proto � 2 L(

~

G).

Z obou inkluzí platí L(G) = L(

~

G).

3. Máme ji¾ bezkontextovou gramatiku

~

G splòující první dvì podmínky z de-

�nice 5.6. Zbývá tøetí podmínka. Dovolím si tuto èást konstrukce

~

G ponì-

kud zatemnit formalitami, nebo» je analogická pøechozí èásti, která byla

naopak ponìkud neformální. De�nujme relaci � tak, ¾e

(8X;Y 2 V

N

)[(X;Y ) 2 �

df

� (X

~

G

=)

�

Y )]
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Relace � je zøejmì tranzitivní a re
exivní

7

. Z

~

P vyøadíme v¹echna pravidla

(X ! Y ), kde X;Y 2 V

N

, a za ka¾dé pravidlo

(X ! �

1

Z

1

�

2

Z

2

: : : Z

n�1

�

n

)

pøidáme v¹echna pravidla

(X ! �

1

Y

1

�

2

Y

2

: : : Y

n�1

�

n

)

taková, ¾e (8 i = 1; : : : n� 1) ((Z

i

; Y

i

) 2 �). Dùkaz rovnosti L(G) = L(

~

G)

by byl velmi podobný jako v bodu 2 a opìt by se opíral o fakt, ¾e odvození

v G lze simulovat odvozením v

~

G a naopak, co¾ si formálnì mù¾e ka¾dý

provést sám. Velmi názorný dùkaz této èásti lze provést pøes derivaèní

stromy, o kterých se zmíním pozdìji.

Z konstrukce

~

G jednoznaènì vyplývá, ¾e

~

G bude regulární, kdykoli G je regu-

lární. CBD

Tvrzení 5.8 Jazyky tøídy L

3

jsou regulární ve smyslu de�nice regulárních ja-

zykù pøes automaty.

Dùkaz: Spoèívá v tom, ¾e k libovolnému jazyku L 2 L

3

najdeme akceptor A

tak, ¾e L = L(A), a naopak k akceptoru A najdeme regulární gramatiku G

takovou, ¾e L(G) = L(A)

1. Mìjme regulární gramatiku G ve standartní formì

8

. Sestrojíme nejprve

gramatiku

~

G = (

~

V

N

; V

T

; S;

~

P ), která bude také regulární ve standartní

formì a navíc bude splòovat

(8X;Y 2 V

N

n fSg)(8� 2 V

�

T

) [(X ! �Y ) 2

~

P )j�j= 1]

(8X 2 V

N

n fSg)(8� 2 V

�

T

) [(X ! �) 2

~

P )j�j= 1]

(8� 2 V

�

T

) [(S ! �) 2

~

P )j�j� 1]

Je to jednoduché. Jako inicializaci v¹echna pravidla z P zkopírujeme do

~

P .

Teï je

~

G jistì ve standartní formì. Budeme vyøazovat (pøidávat) pravidla

z (do)

~

P tak, aby se zachovala standartní forma

~

G a jazyk generovaný G.

Ka¾dé pravidlo ~p = (X ! a

1

: : : a

n

Y ) 2

~

P

9

z

~

P vyhodíme a nahradíme

sérií pravidel

(X ! a

1

X

1

);

(8 i = 1; : : : n� 2) [(X

i

! a

i+1

X

i+1

)];

(X

n�1

! a

n

Y );

kde X

i

jsou nové neterminály, dosud se ve

~

V

N

nevyskytující

10

. Tato pra-

vidla odpovídají po¾adavkùm na

~

P , zachovávají standartní formu

~

G a

7

ne v¹ak nutnì symetrická, nemusí tedy být ekvivalencí

8

tímto po¾adavkem neztrácí dùkaz díky tvrzení 5.7 na obecnosti

9

Y 2 V

N

[ f�g; X 2 V

N

, mù¾e být tedy X = S

10

s pøidáním nových pravidel je samozøejmì nutné mno¾inu

~

V

N

patøiènì roz¹íøit
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jimi vytvoøená derivace zøejmì odpovídá pùvodnímu pravidlu ~p, tudí¾

L(G) = L(

~

G). Pro gramatiku

~

G sestrojíme N-akceptor A, pro který bude

platit L(A) = L(G). Nech» f 62

~

V

N

[ V

T

. Pak de�nujeme

A = (

~

V

N

[ ffg; V

T

; �; fSg; F );

kde

� F =

(

ffg; pokud (S ! �) 62

~

P

ff; Sg; pokud (S ! �) 2

~

P

� �(X; a) =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

fY 2

~

V

N

;X ! aY 2

~

Pg [ ffg;

kdy¾ (9 a 2 V

T

)((X ! a) 2

~

P )

fY 2

~

V

N

;X ! aY 2

~

Pg;

kdy¾ (8 a 2 V

T

)((X ! a) 62

~

P )

Doká¾eme L(G) = L(A). Nech» � = a

1

: : : a

n

, � 6= �. Pak � 2 L(

~

G), právì

kdy¾ existuje derivace � z S v

~

G, tzn.

S

~

G

=)a

1

X

1

~

G

=) : : :

~

G

=)a

1

: : : a

n�1

X

n�1

~

G

=)a

1

: : : a

n

;

co¾ je podle de�nice � nastane právì tehdy, je-li

X

1

2 �(S; a

1

);

(8 i = 1; : : : ; n� 2) [X

i+1

2 �(X

i

; a

i+1

)];

f 2 �(X

n�1

; a

n

);

èili � 2 L(A). Proto¾e v¹echny provedené kroky byly ekvivalence a prázd-

né slovo � je zøejmì pøijímáno v A právì kdy¾ patøí do L(

~

G), mù¾eme

psát L(

~

G) = L(A).

2. Nyní mìjmeA = (Q;X; �; I; F ) nedeterministický akceptor. Nech» S je nì-

jaký symbol mimo Q [X . De�nujme gramatiku G = (Q [ fSg;X; S; P ),

kde pro P platí

(8 q 2 I) [(S ! q) 2 P ]

(8 q; r 2 Q)(8 a 2 X) [q 2 �(r; a) ) (r ! aq) 2 P ]

(8 r 2 Q)(8 a 2 X) [F \ �(r; a) 6= ; ) (r ! a) 2 P ]

Doká¾eme, ¾e G generuje L(A).

(a) Nech» � = a

1

: : : a

n

je slovo z L(A). Pak existuje pøijímací výpoèet

q

0

; : : : ; q

n

, kde

q

0

2 I

q

n

2 F

(8 i = 1; : : : ; n� 1) [q

i+1

2 �(q

i

; a

i+1

)]:

Pak ov¹em posloupnost

S ) q

0

) a

1

q

1

) : : :) a

1

: : : a

n�1

q

n�1

) a

1

: : : a

n

(37)

je z de�nice P derivací v G, neboli � 2 L(G) a L(A) � L(G).
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(b) Je-li � = a

1

: : : a

n

2 L(G), pak S

G

=)

�

a

1

: : : a

n

. Vzhledem k pravid-

lùm v P jediný mo¾ný tvar derivace � z S je (37), co¾ nastane pouze

pro

q

0

2 I;

(8 i = 1; : : : ; n� 2) [q

i+1

2 �(q

i

; a

i+1

)];

q

n

2 F \ �(q

n�1

; a

n

) 6= ;:

Pak ov¹em q

0

; : : : ; q

n

je pøijímací výpoèet A nad �, tedy � 2 L(A)

a L(G) � L(A).

Z obou inkluzí dostáváme rovnost L(G) = L(A). CBD

Kdy¾ u¾ víme, ¾e de�nice regulárních jazykù si neodporují, ale jsou ve shodì,

mù¾eme si dokázat jednu ze snadnìj¹ích inkluzí Chomského hierarchie (36), kon-

krétnì L

3

� L

2

. Ka¾dý regulární jazyk je bezkontextový (tedy L

3

� L

2

), nebo»

pravidla regulárních gramatik splòují po¾adavky kladené na pravidla gramatik

bezkontextových. Naproti tomu existuje jazyk L = fa

n

b

n

;n = 0; 1; : : :g, který

podle pøíkladu 4.25 není regulární, ale je generován bezkontextovou gramati-

kou

(fSg; fa; bg; S; fS ! aSb j �g)

Vìta 5.9 Nezkracující gramatiky generují právì kontextové jazyky.

Dùkaz: Mìjme kontextovou gramatiku G

L

= (V

N

; V

T

; S; P ), generující jazyk L.

G

L

zøejmì splòuje druhou podmínku z de�nice nezkracující gramatiky. Pou¾ije-

me otøepaný trik a upravímeG

L

tak, aby splòovala obì podmínky a aby se jazyk

L(G

L

) nezmìnil. Zavedeme nový poèáteèní neterminál S

1

a za ka¾dé pravidlo

(S ! �) 2 P pøidáme (S

1

! �) do P

11

. G

L

je nyní jistì nezkracující, tedy

ka¾dou kontextovou gramatiku lze pøevést na nezkracující.

Naopak. Nech» G je nezkracující gramatika. Podívejme se, jaká pravidla

mohou pøeká¾et tomu, aby G byla kontextová. Pravidlo (S ! �) nám nevadí,

nebo» z de�nice nezkracující gramatiky (str. 62) není S na pravé stranì ¾ád-

ného pravidla. Dále jsou þv poøádkuÿ pravidla (�! �), ve kterých existuje

X 2 V

N

, X 2 � takové, ¾e � = �

1

X�

2

, � = �

1


�

2

, kde 
 2 (V

N

[ V

T

)

+12

. Na

obtí¾ tedy mohou být buï pravidla, kde 
 = � (co¾ ale nemù¾e nastat, nebo»

by bylo j�j>j�j, neboli G by nebyla nezkracující), nebo kde neexistuje X spl-

òující uvedené po¾adavky. Taková pravidla mohou existovat

13

, leè my se s nimi

vypoøádáme a upravíme G tak, aby byla kontextová. Nech»

p = (A

1

: : : A

n

! B

1

: : : B

m

) 2 P;

kde A

i

; B

i

2 V

N

[ V

T

, není kontextové. Nebo» G je nezkracující, platí zøejmì

m � n. Dále nech» M je mno¾ina v¹ech nekontextových pravidel p z P . Tato

pravidla z G vyhodíme a ka¾dé nahradíme ekvivalentní posloupností kontexto-

vých pravidel. Oznaème T mno¾inu v¹ech terminálù vyskytujících se v mno¾inì

11

podrobnìji viz také první èást dùkazu lemmatu 5.7

12

vyplývá triviálnì z de�nice kontextové gramatiky

13

napø. (XY ! Y X) je pravidlo nezkracující, ale ne kontextové
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M . Za ka¾dý terminál t 2 T pøidáme do V

N

nový neterminál A

t

a do P pravidlo

(A

t

! t) a ve v¹ech pravidlech z P nahradíme t neterminálem A

t

. Jazyk L(G)

se zatím jistì nezmìnil, nebo» jediná mo¾nost, jak se zbavit terminálù A

t

, je

pøepsat je na t. Nyní máme v M pouze neterminály. Je-li

p = (A

1

: : : A

n

! B

1

: : : B

m

) 2M

pøidáme do V

N

nové neterminály C

1

; : : : ; C

n�1

a do P pravidla

A

1

A

2

: : : A

n

! C

1

A

2

: : : A

n

C

1

A

2

: : : A

n

! C

1

C

2

A

3

: : : A

n

.

.

.

C

1

: : : C

n�2

A

n�1

A

n

! C

1

: : : C

n�1

A

n

C

1

: : : C

n�1

A

n

! C

1

: : : C

n�1

B

n

: : : B

m

C

1

: : : C

n�1

B

n

: : : B

m

! C

1

: : : C

n�2

B

n�1

B

n

: : : B

m

.

.

.

C

1

B

2

: : : B

m

! B

1

B

2

: : : B

m

Vý¹e uvedená posloupnost je nepochybnì tvoøena kontextovými pravidly a mù-

¾eme jí pravidlo p nahradit. Naopak jakmile jednou pou¾ijeme prvního pravidla

posloupnosti, pak se neterminálù C

i

zbavíme a¾ posledním pravidlem, tedy

pøidaná posloupnost negeneruje víc ne¾ p, neboli jazyk L(G) nedoznal zmìny a

G je nyní kontextová.

Ka¾dou nezkracující gramatiku lze pøevést na kontextovou a naopak, èím¾

je dùkaz proveden. CBD

Pøíklad 5.10 (Nezkracující!Kontextová) Nezkracující gramatiku

G = (fS;B;Dg; fa; b; cg; S; P );

kde P obsahuje pravidla

S ! aBD j �

D ! c j aBDc

Ba ! aB

Bc ! bc

Bb ! bb;

pøeveïte na ekvivalentní kontextovou gramatiku G

0

.

14

Jak snadno zjistíme z de�nice Chomského hierarchie, jediné pravidlo, které

dìlá z gramatiky G nekontextovou, je p = (Ba! aB). Problém vyøe¹íme podle

návodu poskytnutého pøedchozí vìtou.

Jako inicializaèní krok polo¾íme

G

0

= G = (fS;B;Dg; fa; b; cg; S; P ):

G

0

je teï jistì ekvivalentní s G, ale jako na potvoru není kontextová, co¾ asi

nikoho nepøekvapí.

Vìta 5.9 øíká, ¾e nic není ztraceno. Naopak tvrdí, ¾e

15

lze P modi�kovat

14

pokud si vzpomínáte, byla gramatika G ji¾ jednou vzpomenuta v pøíkladu 5.5

15

a dokonce jak
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na ekvivalentní systém P

0

, obsahující jen kontextová pravidla

16

. Staèí, aby-

chom pravidlo p zamìnili za sekvenci kontextových pravidel, která ho budou

jedno-jednoznaènì nahrazovat. Zavedeme nový neterminál A

a

, kterým ve v¹ech

pravidlech z P nahradíme písmeno a, a pøidáme pravidlo p

a

= (A

a

! a). Dá-

le obohatíme mno¾inu neterminálù v G

0

o nový neterminál C

1

a pøepisovací

systém P

017

o pravidla

BA

a

! BC

1

BC

1

! A

a

C

1

A

a

C

1

! A

a

B;

která jsou ji¾ kontextová a podle dùkazu vìty 5.9 nahrazují spolu s pravid-

lem p

a

jedno-jednoznaènì pravidlo p = (BA

a

! A

a

B), které z P

0

samozøejmì

vylouèíme.

Zkonstruovali jsme gramatiku G

0

= (fS;B;D;A

a

; C

1

g; fa; b; cg; S; P

0

), která

je kontextová a ekvivalentní s G. Systém P

0

obsahuje pravidla

S ! A

a

BD j �

D ! c j A

a

BDc

Bc ! bc

Bb ! bb

BA

a

! BC

1

BC

1

! A

a

C

1

A

a

C

1

! A

a

B

A

a

! a:

FINE

5.2 Bezkontextové gramatiky

5.2.1 Normální formy

De�nice 5.11 Bezkontextová gramatika G = (V

N

; V

T

; S; P ) je v v Chomského

normální formì, pokud ka¾dé pravidlo z P má jeden z následujících tvarù:

1. X ! Y Z, kde X;Y;Z 2 V

N

2. X ! a, kde X 2 V

N

; a 2 V

T

3. S ! �

Gramatiku v Chomského normální formì lze triviálnì pozmìnit tak, aby byla

ve standartní formì (viz de�nice 5.6)

18

.

16

Ekvivalenci na pøepisovacích systémech jsme sice nede�novali, ale intuice jistì napovídá,

¾e pøepisovací systémy dvou gramatik G;G

0

jsou ekvivalentní, právì kdy¾ je G ekvivalentní

s G

0

.

17

P

0

je vytváøený pøepisovací systém gramatiky G

0

, pokud to není jasné: : :

18

staèí pøidat nový poèáteèní neterminál S

1

a pokud S byl pùvodní poèáteèní neterminál,

pak za ka¾dé pravidlo (S ! �) pøidáme (S

1

! �), èím¾ poèáteèní neterminál nebude na pravé

stranì ¾ádného pravidla a splníme první podmínku z de�nice 5.6. Ostatní podmínky jsou

z de�nice Chomského normální formy okam¾itì splnìny
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Tvrzení 5.12 Pro ka¾dou bezkontextovou gramatiku G existuje s ní ekvivalent-

ní bezkontextová gramatika G

0

v Chomského normální formì.

Dùkaz: Tradiènì budeme nahrazovat pravidla z G tak dlouho, dokud nebu-

dou v Chomského normální formì. Búno

19

mù¾eme pøedpokládat, ¾e G je ve

standartní formì, èím¾ se zbavíme povinnosti upravovat pravidla (X ! �) a

(X ! Y ) pro (X;Y 2 V

N

). Jako inicializaci polo¾me

G

0

= (V

0

N

; V

T

; S; P

0

) = (V

N

; V

T

; S; P )

(neboli L(G) = L(G

0

)). Vezmìme pravidlo

p = (X ! A

1

: : : A

n

) 2 P

0

; A

i

2 V

N

[ V

T

:

Je-li n = 0, musí být X = S. Je-li n = 1, pak A

1

2 V

T

20

. Nech» tedy n � 2.

Potom ka¾dý terminál A

j

; j 2 J � h1; ni nahradíme v p novým neterminálem

A

N

j

2 V

0

N

a do P

0

pøidáme pravidlo (A

N

j

! A

j

). Jazyk L(G

0

) se zøejmì nezmìnil

a v pravidle p jsou nyní samé neterminály. Do V

0

N

teï pøidáme nové neterminály

B

1

; : : : B

n�2

a p z P vyhodíme a nahradíme posloupností pravidel

X ! A

1

B

1

B

1

! A

2

B

2

.

.

.

B

n�2

! A

n�1

A

n

Tak nahradíme v¹echna pùvodní pravidla z P

0

. Platnost L(G) = L(G

0

) je po-

mìrnì zøejmá a pøipadá mi zbyteèné ji dokazovat, nebo» v podobných pøípa-

dech tak ji¾ bylo nìkolikrát uèinìno napø. v dùkazech lemmatu 5.7 a tvrzení

5.8. CBD

De�nice 5.13 Bezkontextovou gramatiku G nazveme v Greibachovì normální

formì, pokud její pravidla mají tvar (X ! a�), kde a 2 V

T

; � 2 V

�

N

, S 62 �.

Navíc mù¾e G obsahovat pravidlo (S ! �).

Bezkontextovou gramatiku G nazveme v Hopfovì normální formì, pokud

její pravidla mají tvar (X ! a�b), kde a; b 2 V

T

, � 2 V

�

N

, S 62 �. Navíc mù¾e

G obsahovat pravidlo (S ! �) a pravidla (S ! a) pro a 2 V

T

.

K pøedcházejícím de�nicím vedlo èasté praktické pou¾ívání gramatik s uve-

denými vlastnostmi, podobnì jako kdy¾ jsme de�novali standartní formu. Lze

dokázat, ¾e ka¾dou bezkontextovou gramatiku mù¾eme pøevést na gramatiku

ve kterékoliv z uvedených forem. Tento problém v¹ak ponechávám jako cvièení.

Návod na øe¹ení poskytuje napø. dùkaz tvrzení 5.12 nebo lemmatu 5.7.

19

za pou¾ití lemmatu 5.7

20

Obojí vyplývá z toho, ¾e G

0

= G je ve standartní formì.
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5.2.2 Derivaèní stromy

Intuitivnímu pochopení odvozování v bezkontextových gramatikách velmi po-

máhají struktury, zvané výsti¾nì derivaèní stromy. Pøesná matematická de�nice

by byla velmi slo¾itá a nepøehledná, uvedu radìji názornìj¹í de�nici a pøíklad.

De�nice 5.14 Strom T je derivaèním stromem bezkontextové gramatiky G,

pokud

� vnitøní vrcholy jsou ohodnocené neterminály

� listy jsou ohodnocené terminály nebo neterminály

� je-li A vnitøní neterminál se syny B

1

; : : : B

k

uspoøádanými v rovinném

nakreslení T zleva doprava, pak (A! B

1

: : : B

k

) 2 P .

Derivaènímu stromu T pøiøadíme slovo � = A

1

: : : A

n

, kde A

i

jsou ohodnocení

v¹ech listù stromu T pøeètená zleva doprava.

Je zøejmé, ¾e � 2 L(G), právì kdy¾ existuje derivaèní strom T gramatiky

G, jeho¾ koøen (nejvy¹¹í vrchol) je ohodnocen poèáteèním neterminálem a slovo

pøiøazené stromu T je �.

De�nice 5.15 Levou (pravou) derivaci odpovídající derivaènímu stromu T zís-

káme tak, ¾e zaèneme písmenem ohodnocujícím koøen a pou¾ijeme rekursivnì

pravidla gramatiky G na nejlevìj¹í (nejpravìj¹í) list{neterminál, který je tøeba

pøepsat.

Pøíklad 5.16 (Derivaèní strom) Sestrojte v gramatice

G = (fS;Ag; fa; b; cg; S; fS ! aSb j A;A! aA j Ab j cg)

derivaèní strom slova � = aaacbb.

Nejprve si z cvièných dùvodù uvìdomíme, jaký jazyk gramatika G generuje.

Asi ka¾dý po chvilce uva¾ování uzná, ¾e L(G) = fa

i

cb

j

; i; j = 1; 2; : : :g. Jeden

z derivaèních stromù slova � je na obrázku 10. FINE

Vìta 5.17 (Pumping lemma) Kdy¾ G = (V

N

; V

T

; S; P ) je bezkontextová gra-

matika, pak existují èísla m;n 2 N

0

taková, ¾e ka¾dé slovo � 2 L(G), j�j� n

lze napsat jako � = uvwxy

21

tak, ¾e platí

1. jvwxj< m

2. v 6= � _ x 6= �

3. (8 i 2 N

0

)(uv

i

wx

i

y 2 L(G))

21

samozøejmì u; v; w; x; y 2 V

�

T
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S

a

S
b

a

S
b

A

a

A

c

Obr. 10: Derivaèní strom slova aaacbb

Tato vìta má velmi podstatný význam, chceme-li dokázat, ¾e nìjaký jazyk není

bezkontextový. Aplikaci na pøíkladì uká¾eme pozdìji. Nejprve je tøeba vìtu

dokázat.

Dùkaz: Budeme se sna¾it pro dané slovo � 2 L(G) najít po¾adovaný rozklad

uvwxy. K tomu pou¾ijeme derivaèních stromù

22

.

Oznaème T mno¾inu v¹ech derivaèních stromù T gramatiky G, které ma-

jí za koøen S, listy ohodnocené terminály a na ¾ádné cestì z koøene do listu

neexistují dva rùzné uzly ohodnocené stejným neterminálem. Proto¾e V

N

je ko-

neèná, je délka ka¾dé cesty koøen{list v T 2 T men¹í nebo rovna jV

N

j, neboli

stromù T 2 T je koneènì mnoho

23

, neboli mù¾eme najít n takové, ¾e ka¾dý

strom z T má ménì ne¾ n listù. Vezmeme-li slovo � 2 L(G), j�j� n, ¾ádný jeho

derivaèní strom není v T

24

. Proto¾e T 62 T , existují v T na jedné cestì koøen{

list dva rùzné uzly (oznaème je �, �, nech» � je vý¹ ne¾ �) ohodnocené stejným

neterminálem X | viz obrázek 11. Potom ale èást T mezi �, � (oznaème ji

22

naè bychom je také jinak mìli: : :

23

intuitivnì to asi ka¾dý chápe, ale zkuste si provést korektní dùkaz, neboli odhadnout po-

èet mo¾ných permutací koneènì mnoha terminálù a neterminálù v koneènì mnoha hladinách.

Mùj pomìrnì velmi hrubý horní odhad je

jV

N

j

Q

i=1

(jV

N

[ V

T

j +1)

g

i

, kde g je maximální délka

pravé strany libovolného pravidla v G. Toto je koneckoncù koneèné èíslo. Jak jsme dospì-

li k tomuto èíslu? Roz¹iøme ka¾dý derivaèní strom z T na strom, kde v¹echny listy jsou ve

jV

N

j-té hladinì a ka¾dý vnitøní vrchol má g synù. Pøidané vrcholy ohodnotíme novým sym-

bolem, který nepatøí do mno¾iny V

N

[ V

T

. Pak v i-té hladinì je g

i

vrcholù a proto existuje

(jV

N

[ V

T

j +1)

g

i

ohodnocení vrcholù v i-té hladinì. Tedy celkový poèet roz¹íøených stromù je

men¹í ne¾

jV

N

j

Q

i=1

(jV

N

[ V

T

j +1)

g

i

stromù a to dává také horní odhad poètu derivaèních stromù

v T

24

nebo» v¹echny derivaèní stromy pro � mají více ne¾ n listù
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S

�(X)

�(X)

u

y

v x

w

T

��

Obr. 11: Rozklad slova z bezkontextového jazyka podle Pumping lemmatu

T

��

) mù¾eme vynechat, nebo i libovolnìkrát zopakovat

25

a dostaneme deri-

vaèní stromy T

0

(vynecháním T

��

), T

1

= T , T

2

dvojím zopakováním T

��

,: : : T

i

jsou derivaèní stromy v G a generují slova uwy; uvwxy; uvvwxxy; : : :

26

, neboli

(8 i 2 N

0

)(uv

i

wx

i

y 2 L(G)), èím¾ je dokázána tøetí èást vìty.

Oznaème T

1

mno¾inu v¹ech derivaèních stromù T , které mají za listy ter-

minály a jsou-li dva rùzné uzly na cestì koøen-list ohodnoceny stejným neter-

minálem, pak jeden z tìchto prvkù je koøen

27

. Podobnì jako T je i T

1

koneèná,

pøesto¾e vìt¹í ne¾ T , a existuje tedy m takové, ¾e ka¾dý strom z T

1

má ménì

ne¾ m listù, neboli jvwxj� m. Tím máme první èást vìty.

Búno mù¾eme pøedpokládat, ¾e G je ve standartní formì

28

. Pak je-li X

neterminál ohodnocující koøen a zároveò nìkterý dal¹í uzel nìjakého stromu

T 2 T

1

, nemù¾e se pøepsat na � ani na samotnéX, neboli v odvozeníX

G

=)

�

vXx

25

Strom na obrázku 11 odpovídá zøejmì odvození S=)

�

uXy

T

��

=)

�

uvXxy=)

�

uvwxy, neboli

existují derivace X

G

=)

�

vXx, X

G

=)

�

w (proto¾e G je bezkontextová). Tím pádem jsou

S=)

�

uXy=)

�

uwy

S=)

�

uXy

T

��

=)

�

uvXxy

T

��

=)

�

uvvXxxy=)

�

� � �=)

�

uv

i

Xx

i

y=)

�

uv

i

wx

i

y;

derivace v G, které se li¹í pouze poètem zopakování èásti T

��

.

26

derivaèní strom T

i

reprezentuje odvození

S

G

=)

�

uXy

G

=)

�

uvXxy

G

=)

�

uv

2

Xx

2

y

G

=)

�

: : :

G

=)

�

uv

i

Xx

i

y

G

=)

�

uv

i

wx

i

y

27

tato de�nice znamená, ¾e stromy z T

1

reprezentují odvození X

G

=)

�

vXx

G

=)

�

vwx

28

máme na to pøeci lemma 5.7
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je buï v 6= � nebo x 6= �, co¾ druhé tvrzení vìty. CBD

Pøíklad 5.18 (Pumping lemma) Uka¾te, ¾e jazyk

L = fa

i

b

i

c

i

; i = 0; 1; : : :g

není bezkontextový.

Dùkaz provedeme sporem pomocí Pumping lemmatu (vìta 5.17). Pøedpoklá-

dejme L 2 L

2

. Pak existují èísla m, n pro nì¾ platí tvrzení Pumping lemmatu.

Zvolme i

0

> maxfm;ng, slovo �

0

= a

i

0

b

i

0

c

i

0

nech» má rozklad uvwxy. Nebo»

jvwxj< m, musí mít vwx jeden z tvarù a

i

; a

i

b

j

; b

j

; b

j

c

k

; c

k

pro 0 < i; j; k < m.

Slovo uwy je krat¹í ne¾ uvwxy, proto¾e v 6= � _ x 6= �. Vypu¹tìním podslov v; x

z uvwxy se zmen¹il poèet jednoho nebo dvou písmen z a; b; c, ale nikdy v¹ech tøí

najednou. Poru¹ila se tedy rovnost #a = #b = #c

29

, neboli uwy 62 L. Ukázali

jsme, ¾e slovo �

0

2 L nemá rozklad takový, aby (8 i 2 N

0

)(uv

i

wx

i

y 2 L), tedy

L nesplòuje Pumping lemma a není bezkontextový. FINE

Nyní si mù¾eme dokázat dal¹í inkluzi v Chomského hierarchii (36). Pù-

jde nám o L

2

� L

1

. Vezmìme si nejprve L 2 L

2

, tzn. L bezkontextový. Podle

lemmatu 5.7 existuje jistì bezkontextová gramatika G ve standartní formì, kte-

rá jej generuje. Z de�nice standartní formy a nezkracující gramatiky vyplývá,

¾e ka¾dá gramatika ve standartní formì (tedy i G) je nezkracující. Podle vìty

5.9 pøijímají nezkracující gramatiky právì kontextové jazyky, neboli L je kon-

textový (L 2 L

1

). Zatím víme L

2

� L

1

. Na druhou stranu jazyk L z pøíkladu

5.5 je podle vìty 5.9 kontextový, ale není bezkontextový (viz pøíklad 5.18), tzn.

L

2

� L

1

.

Poznámka. Pro zajímavost a bez dùkazu uvádím je¹tì kromì právì pou¾i-

tého jazyka L dal¹í jazyk

fa

i

b

j

c

i

d

j

; i; j = 0; 1; : : :g;

který není bezkontextový. Naproti tomu velmi podobné jazyky

fa

i

b

i

c

j

d

j

; i; j = 0; 1; : : :g

fa

i

b

j

c

j

d

i

; i; j = 0; 1; : : :g

bezkontextové jsou.

Aby byla posloupnost inkluzí (36) dokázána úplnì, zbývá L

1

� L

0

. Ka¾dý

jistì uzná, ¾e L

1

� L

0

, nebo» kontextové gramatiky jsou speciálním pøípadem

obecných gramatik. Najít jazyk, který by nebyl kontextový, ov¹em ji¾ tak tri-

viální není a zatím na to ani nemáme dostateèné prostøedky. Budeme se proto

muset spokojit pouze s neostrou inkluzí

30

.

5.2.3 Operace nad bezkontextovými gramatikami

29

#x znaèí poèet výskytù písmene x v nìjakém slovì, v na¹em pøípadì �

0

30

Leè nezoufejte! Na stranì 99 je nekontextový jazyk patøící do L

0

de�nován! :)
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Sjednocení Jsou-li L

1

; L

2

bezkontextové jazyky, pak L = L

1

[ L

2

je také bez-

kontextový. Skuteènì, nech» bezkontextové gramatiky

G

1

= (V

N1

;X; S

1

; P

1

);

G

2

= (V

N2

;X; S

2

; P

2

)

generují jazyky L

1

a L

2

. Pøedpokládejme, ¾e V

N

1

\ V

N

2

= ;. Gramatika, gene-

rující L, je

G = (V

N1

[ V

N2

[ fSg;X; S; P

1

[ P

2

[ fS ! S

1

; S ! S

2

g)

pro S 62 V

N1

[ V

N2

. Zøejmì je G bezkontextová a generuje L, to je trivialita a

nebudeme s tím maøit èas. Indukcí okam¾itì dostáváme, ¾e jsou-li L

i

; i 2 I, I

koneèná, bezkontextové jazyky, je i L =

S

i2I

L

i

bezkontextový jazyk. Tøída L

2

je

tedy uzavøena na koneèná sjednocení.

Prùniky Bezkontextové jazyky nejsou uzavøeny na prùniky. Staèí vzít

L

1

= fa

i

b

i

c

j

; i; j = 0; 1; : : :g

L

2

= fa

i

b

j

c

j

; i; j = 0; 1; : : :g

L = L

1

\ L

2

= fa

i

b

i

c

i

; i = 0; 1; : : :g

Jazyky L

1

a L

2

jsou zøejmì generované bezkontextovými gramatikami G

1

=

(fS

1

; S

0

1

; Cg;X; S

1

; P

1

), G

2

= (fS

2

; S

0

2

; Ag;X; S

2

; P

2

), kde

X = fa; b; cg

P

1

= fS

1

! aS

0

1

bC j C j �; C ! cC j �; S

0

1

! aS

0

1

b j �g

P

2

= fS

2

! AbS

0

2

c j A j �; A! aA j �; S

0

2

! bS

0

2

c j �g

L ale bezkontextový není, co¾ je ukázáno v pøíkladu 5.18.

Doplnìk Proto¾e z de Morganových pravidel pro jakékoli mno¾iny, tedy i pro

bezkontextové jazyky platí

31

L

1

\ L

2

=

�

L

1

[

�

L

2

a bezkontextové jazyky jsou uzavøeny na sjednocení, nemohou být uzavøeny na

doplòky, nebo» kdyby byly, musely by být uzavøeny i na prùniky, co¾ nejsou.

Konkatenace Jsou-li L

1

, L

2

bezkontextové jazyky generované gramatikami

G

1

= (V

N1

;X; S

1

; P

1

), G

2

= (V

N2

;X; S

2

; P

2

), pak L = L

1

L

2

je také bezkontex-

tový. Opìt pøedpokládáme V

N

1

\ V

N

2

= ;. Gramatika, generující L, je

G = (V

N1

[ V

N2

[ fSg;X; S; P

1

[ P

2

[ fS ! S

1

S

2

g)

pro S 62 V

N1

[ V

N2

. Opìt je triviální, ¾e G je bezkontextová a L(G) = L

1

L

2

.

Bezkontextové jazyky jsou tedy uzavøené na operaci konkatenace.

31

pøipomeòme si, ¾e

�

L znaèí doplnìk jazyka L
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Iterace (operace

�

) Nech» L je bezkontextový jazyk a G = (V

N

;X; S; P )

gramatika, která ho generuje. Potom de�nujmeG

0

= (V

N

[ fS

1

g;X; S

1

; P

0

), kde

P

0

= P [ fS

1

! �; S

1

! SS

1

g

pro S

1

62 V

N

. Zøejmì G

0

je bezkontextová a L

�

= L(G

0

), bezkontextové jazyky

jsou tudí¾ uzavøené na iteraci.

Zrcadlový obraz (operace

R

) Je-li G = (V

N

;X; S; P ) bezkontextová gra-

matika, pak gramatika, generující L(G)

R

(zrcadlový obraz jazyka L(G)), je

zøejmì G

R

= (V

N

;X; S; P

0

), kde

P

0

= fX ! �

R

; (X ! �) 2 Pg:

Proto¾e G

R

je bezkontextová, jsou tedy bezkontextové jazyky uzavøeny na

zrcadlový obraz.

6 Zásobníkové automaty

Zásobníkové automaty (dále èasto jen ZA) jsou roz¹íøením døíve de�novaných

automatù. Mají navíc k dispozici zvlá¹tní druh nekoneèné pamìti { zásobník.

V ka¾dém kroku musejí pøeèíst a smazat symbol na vrcholu zásobníku a na

vrchol zásobníku zapsat nìjaké slovo (mù¾e být prázdné). Symbol, vlo¾ený na

zásobník jako poslední, musí být pøeèten a smazán jako první

1

. Druhým roz¹í-

øením oproti nám ji¾ známým automatùm je mo¾nost na nìjakou dobu zastavit

pøijímání dal¹ích symbolù ze vstupní pásky, tzn. zùstat libovolnì dlouho na

jedné pozici vstupní pásky a èíst pouze ze zásobníku.

Pro potøeby této kapitoly oznaème X

�

= X [ f�g, kdykoli X je koneèná

abeceda.

De�nice 6.1 Nedeterministický zásobníkový automat je sedmice

(Q;X;�; �; q

0

; r

0

; F );

kde

� Q je koneèná mno¾ina stavù

� X vstupní abeceda

� � zásobníková abeceda

� � : Q�X

�

� �! P(Q ��

�

) pøechodová funkce

� q

0

2 Q iniciální stav

� r

0

2 � iniciální zásobníkový symbol

� F � Q mno¾ina pøijímacích stavù

1

Neboli aby se ZA dostal k n-tému symbolu pod vrcholem zásobníku, musí napøed pøeèíst

v¹ech vy¹¹ích n � 1 symbolù
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Stojí za pov¹imnutí, jak je vyøe¹ena volba, zda posunout ètecí hlavu èi nikoliv.

Na rozdíl od de�nice dvoucestných automatù je zde funkce � de�nována tak, ¾e

posun hlavy není zøejmý z oboru hodnot. Zato je v de�nièním oboru X

�

místo

X, neboli existují pøechody funkce � pøes prázdné slovo (tzv. �{pøechody), pøi

kterých se hlava na vstupní pásce nepohne (ète �).

Také je asi moudré zdùraznit, ¾e ZA v ka¾dém kroku pøeète právì jedno

písmeno ze zásobníku a na zásobník zapí¹e slovo z �

�

.

De�nice 6.2 Nech» A = (Q;X;�; �; q

0

; r

0

; F ) je zásobníkový automat. Potom

� Kon�gurace zásobníkového automatu A je trojice (q; �; �), kde q 2 Q,

� 2 X

�

, � 2 �

�

. A se nachází v kon�guraci (q; �; �), pokud je ve sta-

vu q, na vstupní pásce zbývá pøeèíst slovo � a na zásobníku je ulo¾eno �

(tzn. na vrcholu zásobníku je první písmeno slova �).

� A pøímo pøejde z kon�gurace (q; �; �) do kon�gurace (q

0

; �

0

; �

0

) (zapí¹eme

(q; �; �) ` (q

0

; �

0

; �

0

)), jakmile platí

� = a�

0

� = b�

00

�

0

= 
�

00

(q

0

; 
) 2 �(q; a; b)

�; �

0

; �

00

; 
 2 �

�

; b 2 �; �; �

0

2 X

�

; a 2 X

�

(zdùrazòuji mo¾nost a = �)

� A pøejde z (q

0

; �

0

; �

0

) do (q

n

; �

n

; �

n

) (pí¹eme (q

0

; �

0

; �

0

)`

�

(q

n

; �

n

; �

n

)),

pokud existuje posloupnost

(q

0

; �

0

; �

0

) ` (q

1

; �

1

; �

1

) ` � � � ` (q

n

; �

n

; �

n

)

Pokud budeme potøebovat rozli¹it, který automat pøechází z jedné kon-

�gurace do druhé, zapí¹eme (q

0

; �

0

; �

0

)

A

`

�

(q

n

; �

n

; �

n

) (pøechody probíhají

v automatu A).

� Posloupnost kon�gurací nazveme výpoètem automatu na vstupním slovem

�, pokud první kon�gurace je (q

0

; �; r

0

) a poslední má tvar (q;�; �), kde

q 2 Q; � 2 �

�

.

De�nice 6.3 Máme-li � 2 X

�

, pak øekneme, ¾e ZA A = (Q;X;�; �; q

0

; r

0

; F )

pøijímá � s prázdným zásobníkem, kdy¾

(q

0

; �; r

0

)`

�

(q;�;�)

pro nìjaké q 2 Q. Jazyk v¹ech slov pøijímaných s prázdným zásobníkem oznaèí-

me N(A). Zásobníkový automat A pøijímá � pøijímacím stavem, pokud

(q

0

; �; r

0

)`

�

(q;�; �)

pro nìjaké q 2 F , � 2 �

�

. Jazyk v¹ech slov pøijímaných pøijímacím stavem

oznaèíme L(A).
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De�nice 6.4 O ZA A = (Q;X;�; �; q

0

; r

0

; F ) øekneme, ¾e je deterministický,

kdykoli splòuje podmínky

� (8 a 2 X

�

)(8 q 2 Q)(8 r 2 �) (j�(q; a; r)j� 1)

� (8 q 2 Q)(8 r 2 �) [(�(q;�; r) 6= ;)) (8 a 2 X)[�(q; a; r) = ;]]

Praktický význam první podmínky je podobný jako u þnormálníchÿ determi-

nistických automatù, tzn. aby jednomu stavu byla pro jeden vstup a jeden

znak na zásobníku pøiøazena nejvý¹e jedna dvojice (stav; slovo na zásobníku).

Druhá podmínka nám zaruèuje jednoznaènost posunù hlavy po vstupní pás-

ce. Existuje-li pro daná q a r �{pøechod, pak neexistuje pøechod pøes písmeno

z X. Naopak existuje-li alespoò jeden pøechod pøes písmeno z X, neexistuje

�{pøechod. Tím pádem pro daná q a r hlava buï zùstane stát (�{pøechod),

nebo se pohne o políèko vpravo (ète písmeno z X).

2

V následujících tvrzeních si shrneme nìkteré poznatky o zásobníkových au-

tomatech.

Tvrzení 6.5 Pro ka¾dý zásobníkový automat A = (Q;X;�; �; q

0

; r

0

; ;) existuje

zásobníkový automat B takový, ¾e N(A) = L(B).

Dùkaz: De�nujme ZA B = (Q

1

;X;�

1

; �

1

; q

1

; r

1

; fq

2

g), kde

�

1

= � [ fr

1

g r

1

62 �

Q

1

= Q [ fq

1

; q

2

g q

1

; q

2

62 Q

�

1

(q; a; r) =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

�(q; a; r) 8 q 2 Q; r 2 �; a 2 X

�

f(q

0

; r

0

r

1

)g pro q = q

1

; a = �; r = r

1

f(q

2

;�)g pro a = �; r = r

1

;8 q 2 Q

; jinak

Kouzlo této de�nice není nijak pøevratné. B pracuje skoro stejnì jako A. Na

zaèátku pøi pøechodu z q

1

nechá na dnì zásobníku r

1

(druhý øádek de�nice �

1

).

Pak probíhá výpoèet jako v A (první øádek) a kdy¾ skonèí výpoèet A s prázd-

ným zásobníkem (tzn. na zásobníku B zùstane r

1

), pøejde do pøijímacího stavu

q

2

, neboli pøijímá vstupní slovo pøijímacím stavem. Toto byla hrubì nastínìná

idea de�nice B. Formální dùkaz rovnosti L(B) = N(A) rozdìlíme, jak je zvy-

kem, na dvì opaèné inkluze.

1. Nech» � 2 N(A). Pak existuje výpoèet A nad �

(q

0

; �; r

0

)

A

`

�

(q;�;�)(38)

pro nìjaké q 2 Q. Pak ale

(q

1

; �; r

1

)

B

`(q

0

; �; r

0

r

1

)

B

`

�

(q;�; r

1

)

B

`(q

2

;�;�)

je nutnì výpoèet, kterým B pøijímá � pøijímacím stavem

3

, tudí¾ � 2 L(B)

a N(A) � L(B).

2

poslední souvìtí je v ostøe vyluèovacím pomìru (XOR)

3

První a poslední pøímý pøechod vyplývá rovnou z de�nice �

1

, prostøední pøechod z (38),

nebo» r

1

zùstává stále na dnì zásobníku B.
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2. Máme-li � 2 L(B), pak

(q

1

; �; r

1

)

B

`(q

0

; �; r

0

r

1

)

B

`

�

(q; �

0

; �

0

)

B

`(q

2

;�; �)

je výpoèet B nad �. Z de�nice �

1

(tøetí øádek) vyplývá, ¾e pøed pøechodem

do q

2

muselo být na zásobníku právì r

1

| neboli �

0

= r

1

a �

0

= � | a

po pøechodu do q

2

je na zásobníku v¾dy � | neboli � = �. Pøitom celý

druhý pøechod probíhal z de�nice �

1

(první øádek) podle automatu A, a¾

na r

1

na dnì zásobníku, ale na ten se v druhém pøechodu stejnì nesáhlo.

Tudí¾

(q

0

; �; r

0

)

A

`

�

(q;�;�)

je výpoèet nad � v A s prázdným zásobníkem, neboli � 2 N(A) a spolu

inkluzí z první èásti dostáváme L(B) = N(A). CBD

Tvrzení 6.6 Pro ka¾dý zásobníkový automat A = (Q;X;�; �; q

0

; r

0

; F ) existuje

zásobníkový automat B takový, ¾e L(A) = N(B).

Dùkaz: Sestrojíme automat B. Podobnì jako v dùkazu pøedchozího tvrzení B

bude nepatrnì upravený automat A. Potøebujeme pouze, pokudA pøijme nìjaké

slovo pøijímacím stavem, aby B vyprázdnil zásobník. To nám zaruèí �{pøechody

ve stavu q

1

. Automat B nepotøebuje ¾ádné pøijímací stavy (nebo» pøijímá prázd-

ným zásobníkem), nu¾e de�nujme

B = (Q [ fq

1

; q

2

g;X;� [ fr

1

g; �

1

; q

2

; r

1

; ;)

pro q

1

; q

2

62 Q, r

1

62 �, kde

�

1

(q; a; r) =

8

>

<

>

:

�(q; a; r) 8 q 2 Q n F; a 2 X

�

; r 2 �

nebo q 2 F; a 2 X; r 2 �

�(q; a; r) [ f(q

1

;�)g pro q 2 F; a = �; r 2 �

�

1

(q;�; r

1

) = f(q

1

; r

1

)g pro q 2 F

�

1

(q

1

;�; r) = f(q

1

;�)g pro r 2 � [ fr

1

g

�

1

(q

2

;�; r

1

) = f(q

0

; r

0

r

1

)g

�

1

(q; a; r) = ; v ostatních pøípadech

Funkce �

1

je de�nována tak, aby pro stavy z Q n F kopírovala výpoèet v A, pro

stavy z F mìla mo¾nost provést �{pøechod do q

1

a pokud se nìkdy B dostane do

q

1

, aby v nìm ji¾ zùstal a smazal zásobník. Pøidané stavy a zásobníkový symbol

se uplatní pouze na zaèátku a v poslední èásti výpoètu B, výpoèet okopírovaný

z A neovlivní. Doká¾eme L(A) = N(B).

1. Nech» � 2 L(A). Potom pro nìjaké q 2 F , � 2 �

�

je (q

0

; �; r

0

)

A

`

�

(q;�; �)

pøijímací výpoèet v A, tedy

(q

2

; �; r

1

)

B

`(q

0

; �; r

0

r

1

)

B

`

�

(q;�; �r

1

)

B

`(q

1

;�; �

1

r

1

)

B

`

�

(q

1

;�;�)(39)

pro �; �

1

2 �

�

je pøijímací výpoèet v B, neboli � 2 N(B).
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2. Mìjme � 2 N(B). Pak (39) je pøijímací výpoèet v B, pøièem¾ prostøední

pøechody musely nutnì probíhat podle prvních dvou øádkù de�nice �

1

,

kde se na r

1

nesahá, a stav q

1

se v tìchto pøechodech nevyskytl, tedy

zde �

1

= � a tudí¾ (q

0

; �; r

0

)

A

`

�

(q;�; �) je pøijímací výpoèet v A

4

, z èeho¾

� 2 L(A) a s první èástí dùkazu L(A) = N(B). CBD

Tvrzení 6.7 Zásobníkové automaty pøijímají s prázdným zásobníkem právì

bezkontextové jazyky.

Dùkaz. Jinými slovy, ke ka¾dému zásobníkovému automatu A existuje bezkon-

textová gramatika G taková, ¾e N(A) = L(G) a naopak. Dùkaz bude spoèívat

v tom, ¾e k libovolnému ZA A sestrojíme bezkontextovou gramatiku G a k li-

bovolné gramatice G 2 L

2

sestrojíme ZA A.

1. Buï nejprve A = (Q;X;�; �; q

0

; r

0

; ;). Gramatiku G = (V

N

;X; S; P ) de�-

nujeme tak, aby simulovala výpoèet v A.

V

N

= fSg [ f(q; r; q

0

); q; q

0

2 Q; r 2 �g

P 3

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

S ! (q

0

; r

0

; q) 8 q 2 Q

(q; r; q

0

)! a pokud (q

0

;�) 2 �(q; a; r)

(q; r; q

0

)! a(q

1

; r

1

; q

2

)(q

2

; r

2

; q

3

) : : : (q

k

; r

k

; q

0

)

pro k > 0 a 8 q

1

; : : : ; q

k

2 Q

pokud (q

1

; r

1

: : : r

k

) 2 �(q; a; r)

pro v¹echna a 2 X

�

, q; q

0

2 Q, r; r

1

; : : : ; r

k

2 �, pøièem¾ pravidla podle

tøetího øádku de�nice P se do P pøidají jen tehdy, kdy¾ existují slova

�

1

; : : : ; �

k

2 X

�

taková, ¾e

(q

i

; �

i

: : : �

k

�; r

i

: : : r

k

�)

A

`

�

(q

i+1

; �

i+1

: : : �

k

�; r

i+1

: : : r

k

�)

(q

k

; �

k

�; r

k

�)

A

`

�

(q

0

; �; �)

jsou pro i = 1; : : : ; (k � 1) výpoèty A pro libovolná � 2 X

�

, � 2 �

�

. Ne-

terminál (q; r; q

0

) explicitnì øeèeno znamená, ¾e A je ve stavu q, na vrcholu

zásobníku má r a výpoèet odstraòující r z vrcholu zásobníku

5

skonèí v q

06

.

G je nespornì bezkontextová. Abychom mohli ukázat L(G) = N(A), vy-

slovíme nejprve pomocné lemma.

Lemma 6.8 Pro vý¹e de�novanou gramatiku G a automat A platí pro

libovolné slovo � 2 X

�

, stavy q; q

0

a r 2 �

(q; r; q

0

)

G

=)

�

�() (q; �; r)

A

`

�

(q

0

;�;�):

4

q musel být nutnì z F , nebo» to je jediná mo¾nost, jak se dostat do stavu q

1

v následujícím

pøechodu v (39)

5

máme na mysli výpoèet, který odstraní r z vrcholu zásobníku, ale nic na nìj nezapí¹e,

tzn. bylo-li pøed zaèátkem výpoètu na zásobníku slovo r�, po skonèení výpoètu bude na

zásobníku �

6

Pøechod z q do q

0

probíhá pøes stavy q

1

; : : : ; q

k

(viz tøetí øádek de�nice P ), pøípadnì

rovnou, pokud se nezapisuje na zásobník.



82 6 ZÁSOBNÍKOVÉ AUTOMATY

Dùkaz pomocného lemmatu rozdìlíme na dvì implikace a ka¾dou doká-

¾eme indukcí. Zleva doprava podle délky derivace, zprava doleva podle

délky výpoètu. První krok je pro obì implikace spoleèný, nebo» z de�nice

P platí

(q; r; q

0

)

G

=)�, � 2 X

�

^ (q

0

;�) 2 �(q; �; r), (q; �; r)

A

`(q

0

;�;�)

Nyní druhý krok dùkazu implikace zleva doprava. Mìjme

(q; r; q

0

)=) a(q

1

; r

1

; q

2

) : : : (q

k

; r

k

; q

0

)=)

�

�:

Potom � = a�

0

pro nìjaké a 2 X

�

; �

0

2 X

�

a (q

1

; r

1

: : : r

k

) 2 �(q; a; r).

Proto¾e gramatika G je bezkontextová, pro ka¾dé i = 1; 2; : : : ; k platí

(q

i

; r

i

; q

i+1

)=)

�

�

i

7

a � = a�

1

�

2

: : : �

k

. Derivace �

i

jsou v¹ak nejménì

o jeden krok krat¹í ne¾ derivace �, mù¾eme tedy pou¾ít indukèní pøedpo-

klad

(q

i

; r

i

; q

i+1

)=)

�

�

i

, (q

i

; �

i

; r

i

)`

�

(q

i+1

;�;�)(40)

pro v¹echna i = 1; : : : ; k, z èeho¾

(q; �; r)`(q

1

; �

1

: : : �

k

; r

1

: : : r

k

) `

�

(q

2

; �

2

: : : �

k

; r

2

: : : r

k

)`

�

� � �

� � � `

�

(q

k

; �

k

; r

k

)`

�

(q

0

;�;�):

Tím je dokázána první implikace.

Druhý krok druhé implikace (zprava doleva) bude velmi podobný. Víme,

¾e

(q; �; r)`(q

1

; �

0

; r

1

: : : r

k

)`

�

(q

0

;�;�)

pro nìjaké a�

0

= �; a 2 X

�

; �

0

2 X

�

; (q

1

; r

1

: : : r

k

) 2 �(q; a; r). Potom ale

jistì existují slova �

1

; : : : ; �

k

2 X

�8

a stavy q

2

; : : : ; q

k

takové, ¾e �

1

= �

0

a

(q; �; r) ` (q

1

; �

1

; r

1

: : : r

k

)`

�

(q

2

; �

2

; r

2

: : : r

k

)`

�

� � �

� � � `

�

(q

k

; �

k

; r

k

)`

�

(q

0

;�;�):

Z toho vyplývá, ¾e G obsahuje pravidlo

(q; r; q

0

)! a(q

1

; r

1

; q

2

) : : : (q

k

; r

k

; q

0

):

De�nujme �

i

pro i = 1; : : : ; (k � 1) tak, ¾e �

i

= �

i

�

i+1

a �

k

= �

k

. Potom

zøejmì (q

i

; �

i

; r

i

)`

�

(q

i+1

;�;�) pro i � k. Výpoèty nad �

i

jsou zøejmì nej-

ménì o jeden krok krat¹í, ne¾ výpoèty nad �, z indukèního pøedpokladu

tedy víme (40), z èeho¾

(q; r; q

0

)=) a(q

1

; r

1

; q

2

) : : : (q

k

; r

k

; q

0

)=)

�

a�

1

�

2

: : : �

k

= a�

0

= �:

7

s tím, ¾e q

0

= q

k+1

8

�

i+1

je v¾dy su�x �

i
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Tím je pomocné lemma dokázáno. CBD

Pro ka¾dé � 2 X

�

z de�nice P a lemmatu 6.8 plyne

� 2 L(G) , (S

G

=)(q

0

; r

0

; q)

G

=)

�

�),

�

(q

0

; �; r

0

)

A

`

�

(q;�;�)

�

,

, � 2 N(A);

pro nìjaké q 2 Q, neboli L(G) = N(A).

2. Mìjme bezkontextovou gramatiku G = (V

N

; V

T

; S; P ). De�nujeme jedno-

stavový nedeterministický zásobníkový automat

A = (fq

0

g; V

T

; V

T

[ V

N

; �; q

0

; S; ;);

kde

(q

0

;X

1

: : : X

k

) 2 �(q

0

;�;X) pokud (X ! X

1

: : : X

k

) 2 P

pro X 2 V

N

;X

1

; : : : ;X

k

2 V

T

[ V

N

; k � 0

(q

0

;�) 2 �(q

0

; a; a) pro a 2 V

T

Automat A generuje na zásobníku postupnì derivaci vstupního slova

(oznaème ho �) v gramatice G, pøièem¾ ètecí hlava na vstupní pásce

se pohne pouze v pøípadì, ¾e na vrcholu zásobníku je terminál, který se

shoduje s písmenem na pozici ètecí hlavy. Neterminál na vrcholu zásob-

níku pøepí¹e podle nìjakého pravidla z P . Pokud je na vrcholu zásobníku

terminál, který se neshoduje s písmenem na vstupní pásce, je zøejmé, ¾e

generované slovo ji¾ nemù¾e být �, neboli výpoèet skonèí neúspìchem

9

.

Stejnì jako v první èásti dùkazu, i teï vyslovíme pomocné lemma, které

z rovnosti L(G) = N(A), o kterou nám jde, udìlá trivialitu.

Lemma 6.9 (q

0

; �; �)

A

`

�

(q

0

;�;�)() �

G

=)

�

�

Obì implikace doká¾eme indukcí, zleva doprava dle délky výpoètu, zprava

doleva dle délky odvození.

Zleva doprava. (q

0

; �; �)`(q

0

;�;�) nastane podle de�nice � právì teh-

dy, kdy¾ buï � = � 2 V

T

(potom zøejmì �=)

�

�), nebo � = �; � 2 V

N

a (� ! �) 2 P , èili také �=)

�

�, èím¾ máme první krok. Ve výpoètu

V

z }| {

(q

0

; �; �)`

�

(q

0

;�;�) del¹ím ne¾ jeden krok mohou nastat z de�nice � dva

pøípady:

� (q

0

; �; �)`

V 1

z }| {

(q

0

; �; 
�

0

)`

�

(q

0

;�;�), kde � = X�

0

; (X ! 
) 2 P . Výpo-

èet V 1 je ov¹em krat¹í ne¾ V , neboli z indukèního pøedpokladu

� = X�

0

=)
�

0

=)

�

�.

9

A je v¹ak nedeterministický, proto není tøeba zoufat. Mù¾e uspìt jiný výpoèet.
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� (q

0

; �; �)`

V 2

z }| {

(q

0

; �

0

; �

0

)`

�

(q

0

;�;�), kde � = a�

0

; � = a�

0

; a 2 V

T

. Vý-

poèet V 2 je ov¹em krat¹í ne¾ V , neboli z indukèního pøedpokladu

� = a�

0

=)

�

a�

0

= �.

Zprava doleva. Je-li � = � 2 V

�

T

, potom opakovaným pou¾itím druhého

øádku de�nice � dostaneme (q

0

; �; �)`

�

(q

0

;�;�). Je-li �=)

�

� odvození

délky alespoò 1, pak rozdìlíme � na � = �

0

X�

0010

. Zøejmì platí � = �

0

�

0

,

mù¾eme tedy pøejít k derivaci

O

z }| {

X�

00

=)

�

�

0

místo �=)

�

�. Proto¾e G je

bezkontextová, jistì pro nìjaké pravidlo (X ! 
) 2 P platí

X�

00

=)

O1

z }| {


�

00

=)

�

�

0

:

Derivace O1 je krat¹í ne¾ O, pou¾ijeme tudí¾ indukèní pøedpoklad, který

nám øíká, ¾e (q

0

; �

0

; 
�

00

)`

�

(q

0

;�;�), a dostáváme

(q

0

; �; �) = (q

0

; �

0

�

0

; �

0

X�

00

)`

�

(q

0

; �

0

;X�

00

)`(q

0

; �

0

; 
�

00

)`

�

(q

0

;�;�)

(Na odstranìní �

0

jsme pou¾ili druhý øádek de�nice �.) Tím je lemma 6.9

dokázáno. CBD

Pro libovolné � 2 V

�

T

z lemmatu 6.9 vyplývá

� 2 L(G), S

G

=)

�

�,

�

(q

0

; �; S)

A

`

�

(q

0

;�;�)

�

, � 2 N(A);

neboli L(G) = N(A).

K libovolné bezkontextové gramatice jsme sestrojili zásobníkový automat pøijí-

mající s prázdným zásobníkem stejný jazyk a naopak, tvrzení 6.7 je tedy doká-

záno. CBD

Dùsledek 6.10 Následující výroky o jazyku L jsou ekvivalentní:

1. L je bezkontextový jazyk.

2. Existuje zásobníkový automat A takový, ¾e L = N(A)

3. Existuje zásobníkový automat B takový, ¾e L = L(B)

Dùkaz: vyplývá pøímo z tvrzení 6.5,6.6,6.7. CBD

De�nice 6.11 Jazyk L nazýváme bezkontextovým deterministickým jazykem,

kdy¾ existuje deterministický zásobníkový automat, který ho pøijímá.

10

kde �

0

2 V

�

T

; X 2 V

N

; �

00

2 (V

T

[ V

N

)

�
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Je zøejmé, ¾e bezkontextové deterministické jazyky jsou podmno¾inou bez-

kontextových jazykù.

Poznámka. Máme-li zásobníkový automat A, výpoèet nad vstupním slo-

vem se zastaví, kdykoliv se vyprázdní zásobník

11

. Je-li � 2 N(A), pak musí

existovat výpoèet A nad �, který skonèí s prázdným zásobníkem po pøeètení

celého �. Bìhem tohoto výpoètu musí být na zásobníku v ka¾dém kroku ales-

poò jeden znak. Pokud A je deterministický, pak je výpoèet nad � právì jeden

a zásobník se vyprázdní a¾ po pøeètení �. To ale znamená, ¾e ¾ádný vlastní

pre�x není v N(A)! Jazykùm, které neobsahují ¾ádný vlastní pre�x ¾ádného

svého slova, øíkáme bezpre�xové. Z pøedchozího vyplývá, ¾e bezpre�xové de-

terministické bezkontextové jazyky jsou pøijímány právì deterministickými ZA

s prázdným zásobníkem.

Tvrzení 6.12 Doplnìk bezkontextového deterministického jazyka L je bezkon-

textový deterministický jazyk.

Ka¾dého asi napadne, ¾e staèí v automatu A (L(A) = L) zamìnit F zaQ n F

a bude pøijímat doplnìk. Není to bohu¾el tak jednoduché. Jedním z dùvodù je

napøíklad fakt, ¾e výpoèet A se nad nìjakým slovem � mù¾e dostat do cyklu

�{krokù a nikdy neskonèí. Takové � by jistì nepatøilo do L ani do

�

L, proto¾e

výpoèet neskonèil v ¾ádném za stavù z F ani Q n F . Spokojme se tedy s tím, ¾e

tvrzení platí a ¾e víme, proè není jednoduché ho dokázat (uvedený dùvod není

jediný, který brání prosté zámìnì F za Q n F ).

Tvrzení 6.13 Bezkontextové deterministické jazyky nejsou uzavøené na prùnik

ani sjednocení.

Dùkaz: Pro prùnik staèí vzít nepatrnì pozmìnìné jazyky L

1

; L

2

z kapitoly 5.2.3,

na kterých jsme ukazovali, ¾e bezkontextové jazyky nejsou uzavøené na prùnik.

L

1

= fa

i

b

i

c

j

; i; j = 1; : : :g

L

2

= fa

i

b

j

c

j

; i; j = 1; : : :g

L = L

1

\ L

2

= fa

i

b

i

c

i

; i = 1; : : :g

Nechávám na ètenáøi, aby pøijal zøejmý fakt L

1

= L(A

1

) a L

2

= N(A

2

), kde

pro X = fa; b; cg, � = fa; b; c; r

0

; r

1

g je

A

1

= (ff

1

; q

1

g;X;�; �

1

; q

1

; r

0

; ff

1

g) A

2

= (fq

2

g;X;�; �

2

; q

2

; r

0

; ;g)

�

1

(q

1

; a; r

0

) = (q

1

; ar

1

) �

2

(q

2

; a; r

0

) = (q

2

; r

1

)

�

1

(q

1

; a; a) = (q

1

; aa) �

2

(q

2

; a; r

1

) = (q

2

; r

1

)

�

1

(q

1

; b; a) = (q

1

;�) �

2

(q

2

; b; r

1

) = (q

2

; b)

�

1

(q

1

; c; r

1

) = (f

1

; r

1

) �

2

(q

2

; b; b) = (q

2

; bb)

�

1

(f

1

; c; r

1

) = (f

1

; r

1

) �

2

(q

2

; c; b) = (q

2

;�)

Proto¾e L

1

\ L

2

= L a jak ji¾ víme z pøíkladu 5.18, L není bezkontextový,

tím ménì bezkontextový deterministický, nejsou bezkontextové deterministické

jazyky uzavøeny na prùnik.

12

11

nebo» ZA mají z de�nice povinnost èíst ze zásobníku

12

Komu by se nezdálo korektní, ¾e zde bereme L bez prázdného slova, mù¾e být klidný,

nebo» dùkaz z pøíkladu 5.18 na prázdném slovì nestojí, jak je mo¾no se okam¾itì pøesvìdèit.
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Podobnì jako v kapitole 5.2.3 z de Morganových pravidel dostáváme, ¾e

bezkontextové deterministické jazyky nejsou uzavøeny na sjednocení, proto¾e

nejsou uzavøeny na prùniky. CBD

Tvrzení 6.14 Bezkontextové jazyky jsou uzavøeny na prùniky s regulárními

jazyky a na levé i pravé kvocienty podle regulárních jazykù.

Dùkaz: Mìjme bezkontextový jazyk L pøijímaný nedeterministickým zásobníko-

vým automatem A = (Q;X;�; �; q

0

; r

0

; F ) koncovým stavem a regulární jazyk

R pøijímaný N-akceptorem A

1

= (Q

1

;X; �

1

; q

1

; F

1

).

Nejprve doká¾eme, ¾e L \R je bezkontextový jazyk. De�nujeme zásobníko-

vý automat A

2

= (Q�Q

1

;X;�; �

2

; (q

0

; q

1

); r

0

; F � F

1

), který paralelnì simu-

luje výpoèty A a A

1

.

((q

0

; p

0

); �) 2 �

2

((q; p); a; r), právì kdy¾

�

(p

0

2 �

1

(p; a) ^ a 6= �) _ (p

0

= p ^ a = �)

�

^

�

(q

0

; �) 2 �(q; a; r)

�

pro v¹echna a 2 X

�

; r 2 �; � 2 �

�

; q; q

0

2 Q; p; p

0

2 Q

1

. A

2

zøejmì v první slo¾-

ce svých stavù simuluje výpoèet A. Výpoèet v druhé slo¾ce probíhá stavy z Q

1

podle funkce �

1

a v pøípadì, ¾e A

2

ète �, zùstává stát. Výpoèet A

2

je pøi-

jímací, pokud simulace v obou slo¾kách skonèí v pøijímacích stavech. Odtud

L \R = L(A

2

).

13

Dále doká¾eme, ¾e RnL je bezkontextový jazyk. Idea bude podobná jako

pro prùnik, jen neznámou èást slova z L musíme uhodnout, ale od toho máme

nedeterminismus. De�nujme ZA

A

3

= (Q�Q

1

[Q;X; �

3

; (q

0

; q

1

); r

0

; F );

kde �

3

je dána pøedpisem

�

�

3

((q; p);�; r) = A [ f((q

0

; p); �); (q

0

; �) 2 �(q;�; r)g[

[f((q

0

; p

0

); �); (9 y 2 X)[(q

0

; �) 2 �(q; y; r) ^ p

0

2 �

1

(p; y)]g;

kde

A =

(

f(q; r)g kdy¾ p 2 F

1

; kdy¾ p 62 F

1

pro ka¾dé q 2 Q; p 2 Q

1

; r 2 �

� �

3

(q; x; r) = �(q; x; r) pro v¹echna q 2 Q;x 2 X

�

; r 2 �

Zásobníkový automat A

3

nejprve hádá slovo v 2 R a zároveò paralelnì simuluje

výpoèty A a A

1

nad v (tím ovìøuje, ¾e v 2 R). Hlava na vstupní pásce pøitom

zùstává na prvním políèku. Kdykoliv se simulace A

1

dostane do koncového

stavu (tzn. v 2 R), mù¾e A

3

pøejít do þnormálníchÿ stavù automatu A

14

a

13

Místo R není mo¾né dát jednodu¹e bezkontextový jazyk, proto¾e pak by A

2

musel zapiso-

vat na zásobník slova z � � �

1

a nemáme zaruèeno, ¾e automaty A a A

1

zapisují na zásobník

slova stejné délky. Kdyby napøíklad A zapsal na zásobník v jednom kroku del¹í slovo ne¾ A

1

,

kde by byl vrchol zásobníku A

2

?

14

myslíme stavy z Q
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pokraèovat v simulaci výpoètu A nad vstupním slovem. Z toho vidíme, ¾e A

3

pøijímá vstupní slovo u právì tehdy, kdy¾ existuje slovo v 2 R takové, ¾e vu 2 L,

neboli L(A

3

) = RnL.

Podobnì doká¾eme, ¾e L=R je bezkontextový jazyk. De�nujme ZA

A

4

= (Q�Q

1

[Q;X; �

4

; (q

0

; q

1

); r

0

; F � F

1

);

kde �

3

je dána pøedpisem

� �

4

(q; x; r) = �(q; x; r) [A, kde

A =

(

f(q; q

1

); rg kdy¾ x = �

; kdy¾ x 6= �

pro ka¾dé q 2 Q;x 2 X

�

; r 2 �

�

�

4

((q; p);�; r) = f((q

0

; p); �); (q

0

; �) 2 �(q;�; r)g[

[f((q

0

; p

0

); �); (9 y 2 X)[(q

0

; �) 2 �(q; y; r) ^ p

0

2 �

1

(p; y)]g

pro ka¾dé q 2 Q; p 2 Q

1

; r 2 �

Automat A

4

pøijme vstupní slovo u jen tehdy, pokud pøeète celou vstupní pásku,

co¾ se mu pro neprázdné vstupní slovo mù¾e podaøit pouze v prvním bodu

de�nice �

4

. Dal¹í nutnou podmínkou pro to, aby výpoèet A

4

byl pøijímací,

je nalezení slova v 2 R takového, ¾e uv 2 L. To je vynuceno druhým bodem

de�nice �

4

. Obì nutné podmínky nám zaruèují L(A

4

) = L=R. CBD

Poznámka. Je-li L deterministický bezkontextový jazyk, pak konstrukce

první èásti pøedchozího dùkazu (ov¹em pro deterministické automaty) ukazuje,

¾e L \R je deterministický bezkontextový jazyk. O kvocientech to v¹ak tvrdit

nemù¾eme, nebo» nedeterminismus byl pro nás v druhé a tøetí èásti dùkazu

velmi podstatný.

Ponoøme se nyní nepatrnì do vektorových prostorù, kde pøekvapivì zjistíme,

¾e ka¾dý bezkontextový jazyk nad jednoprvkovou mno¾inou je regulární.

De�nice 6.15 Mno¾ina A je semilineární ve vektorovém prostoru V , kdy¾ exi-

stují a

1

; : : : ; a

k

2 V a V

1

; : : : ; V

k

� V vektorové podprostory V takové, ¾e ~� 2 A

právì kdy¾ ka¾dá souøadnice vektoru ~� je nezáporná a ~� 2

k

S

i=1

(a

i

+ V

i

).

Je-li A = fa

1

; : : : ; a

n

g a � 2 A

�

, oznaème p

a

i

(�) poèet výskytù prvku a

i

v � a v(�) = (p

a

1

(�); : : : ; p

a

2

(�)) vektor výskytù jednotlivých písmen z A v �.

Potom platí následující vìta, kterou uvedeme bez dùkazu.

Vìta 6.16 (Parikh) Pro ka¾dý bezkontextový jazyk L je V (L) = fv(�);� 2 Lg

semilineární mno¾ina ve vektorovém prostoru nad celými èísly a existuje regu-

lární jazyk R takový, ¾e V (L) = V (R).

®e V (L) je semilineární, nám teï zrovna k nièemu není, ale pokud je L jazyk

nad jednoprvkovou abecedou fag, tak podle druhé èásti vìty okam¾itì vidíme,

¾e existuje R regulární jazyk, který má stejné poèty výskytù a jako jazyk L,

neboli L = R. Z toho
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Dùsledek 6.17 Ka¾dý bezkontextový jazyk nad jednoprvkovou abecedou je re-

gulární.

Ukonèeme nyní tuto ostudnou kapitolu a vrhnìme se na vyvrcholení pøed-

ná¹ky, na Turingovy stroje (èti [tjúringovy], resp. [turingovy]).

7 Turingovy stroje

De�nice 7.1 Deterministický jednopáskový Turingùv stroj je sedmice

(Q;X; Y; �; q

0

; B; F );

kde

� Q je koneèná mno¾ina stavù

� X vstupní abeceda

� Y � X pracovní abeceda

� � : Q� Y ! Q� Y � f�1; 0; 1g pøechodová funkce

� q

0

iniciální stav

� B 2 Y;B 62 X prázdný symbol (Blank)

� F � Q pøijímací stavy

Turingùv stroj mù¾e zapisovat na vstupní pásku a libovolnì se po ní pohybovat.

Místo Turingùv(ovy) stroj(e) kvùli zkrácení zápisu obèas pou¾ijeme zkratky

T.s..

Pøechodovou funkci � v deterministickém Turingovì stroji de�nujeme èasto

jako � : (Q n F )� Y ! Q� Y � f�1; 0; 1g. To proto, aby T.s. z pøijímacích sta-

vù ji¾ nepokraèoval ve výpoètu.

De�nice 7.2 Kon�gurace T.s. T = (Q;X; Y; �; q

0

; B; F ) je trojice (�; q; �), kde

�; � 2 Y

�

, q 2 Q. Øekneme, ¾e T se nachází v kon�guraci (�; q; �), právì kdy¾

� na i-tém políèku vstupní pásky je i-té písmeno slova ��, pokud i �j��j,

nebo B, pokud i >j��j.

� T je ve stavu q a hlava na vstupní pásce ète pozici j�j.

Mo¾ná nìkoho napadne, ¾e kon�gurace, které se li¹í pouze poètem B na konci

�, jsou ekvivalentní. Proto vìzte, ¾e øekneme-li kon�gurace, myslíme tím zá-

stupce celé jedné tøídy ekvivalence (vìt¹inou není podstatné, kterou konkrétní

kon�guraci máme na mysli).

De�nice 7.3 T.s. pøímo (v jednom kroku) pøejde z kon�gurace (�; q; �) do kon-

�gurace (
; r; �) (pí¹eme (�; q; �)`(
; r; �)), pokud nastane právì jedna z násle-

dujících podmínek:
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1. � = 
a, c� = �, �(q; a) = (r; c;�1) pro nìjaké a; c 2 Y

2. � = �

0

a, 
 = �

0

c, � = �, �(q; a) = (r; c; 0) pro a; c 2 Y

3. � = �

0

a, 
 = �

0

cd, � = d�, �(q; a) = (r; c;+1) pro a; c; d 2 Y

T.s. pøejde z kon�gurace (�; q; �) do (
; r; �) (pí¹eme (�; q; �)`

�

(
; r; �)),

pokud existuje posloupnost pøímých pøechodù zaèínající v (�; q; �) a konèící

v (
; r; �).

Budeme-li potøebovat rozli¹it, v kterém T.s. pøechody probíhají, uvedeme po-

dobnì jako u zásobníkových automatù nad operátor pøechodu jméno pøíslu¹ného

Turingova stroje.

De�nice 7.4 Turingùv stroj T = (Q;X; Y; �; q

0

; B; F ) pøijímá slovo a� 2 X

+1

,

pokud platí (a; q

0

; �)`

�

(B; q;�) pro nìjaké q 2 F .

T pøijímá �, kdy¾ (B; q

0

;�)`

�

(B; q;�) pro nìjaké q 2 F .

2

Slovo � je tedy pøijímáno T.s. T , pokud po skonèení výpoètu je vstupní páska

celá smazaná (pøepsaná na B), ètecí hlava je na prvním políèku pásky a T se

nachází v pøijímacím stavu

3

.

Podobnì jako ji¾ nìkolikrát, de�nujeme L(T ) = f� 2 X

�

;T pøijímá �g ja-

zyk v¹ech slov pøijímaných T.s. T .

De�nice 7.5 Jazyk L nazveme rekursivnì spoèetným, jakmile je pøijímán nìja-

kým Turingovým strojem T (L = L(T )).

Poznámka. Dùkazy v¹ech tvrzení, které si budeme o Turingových strojích

uvádìt, by pøi formálním provedení zabraly velmi mnoho prostoroèasu a byly

by znaènì nepøehledné. Omezíme se proto v¾dy na vysvìtlení hlavní my¹lenky,

pøípadnì pou¾itých trikù, co¾ pova¾uji za dostaèující

4

.

7.1 Odvozené Turingovy stroje

Pro libovolný T.s T mù¾eme pøedpokládat jF j= 1, proto¾e kdyby jF j> 1, lze T

roz¹íøit o jeden stav q

f

0

, do kterého povedou �{pøechody

5

ze v¹ech stavù z F a

pøede�novat F = fq

f

0

g. Jazyk L(T ) se zøejmì nezmìní a jF j= 1.

Podobnì mù¾eme øíci, ¾e T pøijímá a�, pokud (a; q

0

; �)`

�

(�; q; 
); q 2 F , ne-

bo» T lze roz¹íøit tak, aby po dosa¾ení stavu q 2 F smazal obsah pásky a pøe¹el

do nového pøijímacího stavu q

f

0

, èím¾ dostáváme T.s. pøijímající a� podle pù-

vodní de�nice (7.4). Pochopitelnì pøi pou¾ití této de�nice pøijímacího výpoètu

1

pro nìjaké a 2 X, � 2 X

�

2

Místo � zde mù¾e být libovolné slovo z Blankù, zále¾í na kandidátovi vybraném ze tøídy

ekvivalentních kon�gurací.

3

De�nice akceptující kon�gurace se èasto v rùzných uèených knihách li¹í, nicménì na tøídy

pøijímaných jazykù to nemá vliv.

4

takové dùkazy budeme oznaèovat CBD/2 , abychom je odli¹ili od tìch þkorektnìj¹íchÿ

5

�{pøechody jsou zde realizovány mo¾ností nepohybovat se po vstupní pásce a zapisovat

pøeètené písmeno, tzn. �(q; x) = (q

0

; x; 0)
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je tøeba zajistit, aby se T.s. nedostal do stavù v F pøed pøeètením vstupního

slova.

Sedmice T

k

= (Q;X; Y; �; q

0

; B; F ) je k{páskový Turingùv stroj s k páskami

(k < +1)

6

. Ze v¹ech pásek T

k

najednou ète i na v¹echny najednou mù¾e za-

pisovat. Ètecí hlavy nemusí být na páskách v¹echny na stejné pozici. De�nice

k{páskového stroje je vesmìs stejná jako u jednopáskového, a¾ na

� : (Q n F )� Y

k

! Q� Y

k

� f�1; 0; 1g

k

;

resp.

� : (Q n F )� Y

k

! Q� (Y � f�1; 0; 1g)

k

:

Kon�gurace k{páskového stroje je (�

i

; q; �

i

)

k

i=1

7

. Pøed zaèátkem výpoètu obsa-

huje první páska vstupní slovo, ostatní jsou prázdné.

Tvrzení 7.6 k{páskové Turingovy stroje pøijímají právì rekursivnì spoèetné

jazyky.

Dùkaz: K danému k{páskovému T

k

= (Q;X; Y; �; q

0

; B; F ) sestrojíme jednopás-

kový T.s T , pøijímající stejný jazyk jako T

k

. T.s T = (Q

0

;X; Y

0

; �

0

; q

0

; B; F

0

) si

bude na své jediné pásce pamatovat obsahy pásek a polohy ètecích hlav na jed-

notlivých páskách stroje T

k

. Proto de�nujeme Y

0

= X [ (Y � f0; 1g)

k

[ fBg.

Je-li T

k

v kon�guraci (�

1

q�

1

) : : : (�

k

q�

k

), pak na i{tém místì pásky T je sym-

bol (

i

y

j

;

i

u

j

)

k

j=1

, kde

8

i

y

j

je i{té písmeno slova �

j

�

j

B

�

a

i

u

j

= 1, pokud hlava

na j{té pásce je na i{té pozici (jinak

i

u

j

= 0)

9

. Podrobnosti o Q

0

, F

0

a �

0

si

odpustím. T.s T pracuje podle následujícího algoritmu:

1. T pøepí¹e svoji pásku tak, aby kódovala pásky

10

T

k

, hlava T bude na

první pozici a q

0

bude kódován ve stavu T .

2. T pøejde celou popsanou pásku, zjistí, které písmeno ète j{tá hlava T

k

pro v¹echna j = 1; : : : ; k, a zapamatuje si to ve stavech.

3. Simuluje krok T

k

a výsledek si zapamatuje ve stavech.

4. Hlava se pohybuje nazpátek a aktualizuje obsah pásky. Pokraèuje krokem

2.

5. Kdy¾ se simulace T

k

dostane do pøijímacího stavu, T sma¾e obsah pásky,

pøesune hlavu na první pozici a pøejde do pøijímacího stavu.

6

Tzn. pásek je koneènì mnoho.

7

tzn. kon�gurace jsou z mno¾iny (Y

�

�Q� Y

�

)

k

; pov¹imnìte si prosím, ¾e pro ka¾dou

k-tici je stav z mno¾iny Q stejný pro v¹echny slo¾ky

8

zápis

i

u

j

není nìjaký standartní, jen jsem nevìdìl, kam umístit index i, aby nevypadal

jako mocnina nebo index dvourozmìrného pole

9

je vhodné si uvìdomit, ¾e pro pevné j existuje právì jedno i takové, ¾e

i

u

j

= 1

10

T sice kóduje v¹echny pásky, ale na zaèátku výpoètu T

k

jsou v¹echny pásky kromì první

prázdné
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Je myslím mo¾né intuitivnì nahlédnout, ¾e L(T ) = L(T

k

). Pochopitelnì T bude

mít daleko více stavù, nebo» v nich musí kódovat písmena pøeètená na páskách

T

k

. Funkce �

0

asi také není zrovna þètení ke ka�ÿ, nicménì tyto problémy ne-

chám vá¾ným zájemcùm o teorii automatù. CBD=2

De�nice 7.7 Nedeterministický jednopáskový Turingùv stroj

11

je de�nován ja-

ko deterministický. Rozdíl je opìt pouze v

� : (Q n F )� Y ! P(Q� Y � f�1; 0; 1g):

Slovo a� je pøijímáno N-Turingovým strojem (Q;X; Y; �; q

0

; B; F ), kdy¾ exi-

stuje pøijímací výpoèet (a; q

0

; �)`

�

(B; q;�) pro q 2 F . Slovo � je pøijímáno, kdy¾

existuje pøijímací výpoèet (B; q

0

;�)`

�

(B; q;�) pro nìjaké q 2 F .

Tvrzení 7.8 N-Turingovy stroje pøijímají právì rekursivnì spoèetné jazyky.

Dùkaz: Pro daný N-T.s. T

N

= (Q;X; Y; �; q

0

; B; F ) budeme de�novat determi-

nistický tøípáskový stroj T

0

= (Q

0

;X; Y

0

; �

0

; q

0

0

; B; F

0

), jeho¾ první páska obsa-

huje vstupní slovo, druhá simuluje výpoèet T

N

a tøetí urèuje, který výpoèet se

provádí.

Je-li k maximální velikost mno¾iny �(q; y), pak pro v¹echna q 2 Q; y 2 Y ta-

ková, ¾e �(q; y) 6= ;, zvolíme posloupnost O

q;y

délky nejvý¹e k z prvkù mno¾iny

Q� Y � f�1; 0; 1g takovou, ¾e ((r; a; i)je èlenem O

q;y

),((r; a; i) 2 �(q; y))

12

.

Na tøetí pásce je slovo z f1; : : : ; kg délky i. Tím je urèeno, ¾e na druhé pásce

se provede výpoèet T

N

mající i krokù a pro j{tý krok výpoètu je vybrán l

j

{tý

èlen posloupnosti O

q;y

(pro q, y urèené v kroku j � 1), kde l

j

je j{té písmeno na

tøetí pásce. Výsledný efekt je ten, ¾e existuje jednoznaèná korespondence mezi

v¹emi výpoèty T

N

a obsahem tøetí pásky.

13

T

0

pracuje podle schématu

1. Na tøetí pásce napí¹e na první pozici 1 a zbytek nechá B. Na první pásce

je vstupní slovo.

2. Simuluje prvních i krokù výpoètu T , kde i je délka slova na tøetí pásce.

Jestli¾e výpoèet skonèí pøedèasnì v nepøijímacím stavu nebo probìhne

v¹ech i krokù a T nepøijme, pak T

0

vygeneruje na tøetí pásce dal¹í po-

sloupnost a pokraèuje krokem 2.

3. Pokud najde pøijímací výpoèet, sma¾e v¹echny pásky, nastaví hlavy na

zaèátek a pøejde do pøijímacího stavu.

T

0

je deterministický pøijímá stejný jazyk jako T

N

. CBD/2

11

Pro zkrácení budeme èasto psát N-T.s. a D-T.s. místo nedeterministický a deterministický

Turingùv stroj.

12

O

q;y

se li¹í od �(q; y) tím, ¾e je uspoøádaná

13

Pro odtemnìní. Na tøetí pásce je slovo l

1

: : : l

i

, kde l

j

2 f1; : : : ; kg. Kdy¾ T

0

v j-tém kroku

ète a

j

(nemusí být j-té písmeno na první pásce) a je ve stavu q, pak pokraèujeme l

j

-tým

èlenem posloupnosti O

q;a

j

(pokud takový èlen neexistuje, T

0

generuje dal¹í posloupnost | viz

ní¾e)
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De�nice 7.9 T.s. je lineární, pokud nemù¾e pøekroèit délku vstupního slova. To

znamená, ¾e pro v¹echna q 2 Q buï �(q;B) není de�nováno (prázdná mno¾ina),

nebo �(q;B) = (q

0

; B;�1)

14

.

Tvrzení 7.10 Pro ka¾dý T.s. T existuje gramatika G taková, ¾e L(G) = L(T ).

Je-li T lineární, pak existuje nezkracující gramatika s touto vlastností.

Dùkaz: Pro Turingùv stroj T = (Q;X; Y; �; q

0

; B; fq

f

g) vybudujeme gramati-

ku G = (fB

1

; S;Mg [Q [ Y;X; S; P ), která bude pro ka¾dý pøijímací výpoèet

(a; q

0

; �)

T

`

�

(B; q

f

;�) generovat postupnì odzadu jednotlivé kon�gurace T , a¾

se dostane k výchozí kon�guraci, ze které nakonec vypudí q

0

a získá vstupní

slovo

15

. B

1

je pouze formální symbol, který øíká, ¾e za ním stojí ji¾ jen samá

B. Podobnì B

0

formálnì urèuje zaèátek pásky. P obsahuje následující pravidla

(pro v¹echna x; y; z 2 Y; q; r 2 Q):

1. (S ! B

0

Bq

f

B

1

)

2. (rxy ! zqy), pokud �(q; z) = (r; x;�1)

3. (xry ! zqy), pokud �(q; z) = (r; x; 0)

4. (xyr ! zqy), pokud �(q; z) = (r; x;+1)

5. (rxB

1

! zqB

1

), pokud �(q; z) = (r; x;�1)

6. (rB

1

! zqB

1

), pokud �(q; z) = (r;B;�1)

7. (xrB

1

! zqB

1

), pokud �(q; z) = (r; x; 0)

8. (xBrB

1

! zqB

1

), pokud �(q; z) = (r; x;+1)

9. (B

0

xq

0

! xM), pokud x 2 X

10. (B

0

Bq

0

!M)

11. (Mx! xM)

12. (MB

1

! �)

13. (MB !M)

Pokud a� 2 L(T ), existuje pøijímací výpoèet (a; q

0

; �B

1

)`

�

(B; q

f

; B

1

), co¾

odpovídá v G derivaci

S=)B

0

Bq

f

B

1

=)

�

B

0

aq

0

�B

1

=)aM�B

1

=)

�

a�MB

1

=) a� 2 L(G)

Pokud � 2 L(T ), existuje pøijímací výpoèet (B; q

0

;�)`

�

(B; q

f

;�), co¾ v G od-

povídá derivaci

S=)B

0

Bq

f

B

1

=)

�

B

0

Bq

0

B

1

=)MB

1

=)� 2 L(G)

14

Tato druhá mo¾nost je nutná, aby T.s. mìl vùbec ¹anci poznat konec vstupního slova

15

velmi názornì je to vidìt v pøíkladu 7.18
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Je-li � 2 L(G), existuje odvození S=) 


1

=)� � �=) 


k

= �, kde pro nìjaké

i slovo 


i

obsahuje nìjaký stav a 


i+1

ji¾ ne. Stavem obsa¾eným v 


i

musel být

z de�nice G stav q

0

bezprostøednì následující po prvním písmenu 


i

16

, neboli




i

T

`

�




1

je pøijímací výpoèet T nad �, tzn. L(G) = L(T ).

Je-li T lineární, pak nesmí pøekroèit délku vstupního slova, neboli pravidlo

8 se nikdy nepou¾ije. Problém jsou pravidla 9, 10, 12 a 13. Pro jejich odstra-

nìní pou¾ijeme jednoduchý trik. V¹imnìme si, ¾e ka¾dé vygenerované slovo

obsahuje pøed pou¾itím pravidla 9, resp. 10 právì jedno písmeno B

0

, které je

v¾dy na zaèátku slova, a právì jedno písmeno B

1

, které je v¾dy na konci slova.

Stejnì tak obsahuje právì jedno písmeno z mno¾iny Q. Vytvoøme novou mno-

¾inu neterminálù V

0

N

= Y �Q

0

� f0; 1g � f0; 1g, kde Q

0

vznikne z Q pøidáním

nového písmene 0. Nyní libovolné slovo � = a

1

: : : a

n

2 (V

N

[X)

�17

vygenero-

vané gramatikou G bez pou¾ití pravidla 9, resp. 10 transformujeme na slovo

�

T

= b

1

: : : b

n�3

2 V

0

N

tak, ¾e

� b

i

= (a

i

; 0; 0; 0), kdy¾ a

i+1

62 Q [ fB

1

g a a

i�1

6= B

0

� b

i

= (a

i

; q; 0; 0), kdy¾ a

i+1

= q 2 Q, a

i+2

6= B

1

a a

i�1

6= B

0

� b

i

= (a

i

; 0; 1; 0), kdy¾ a

i+1

= B

1

a a

i�1

6= B

0

� b

i

= (a

i

; q; 1; 0), kdy¾ a

i+1

= q 2 Q, a

i+2

= B

1

a a

i�1

6= B

0

� b

i

= (a

i

; 0; 0; 1), kdy¾ a

i+1

62 Q [ fB

1

g a a

i�1

= B

0

� b

i

= (a

i

; q; 0; 1), kdy¾ a

i+1

= q 2 Q, a

i+2

6= B

1

a a

i�1

= B

0

� b

i

= (a

i

; 0; 1; 1), kdy¾ a

i+1

= B

1

a a

i�1

= B

0

� b

i

= (a

i

; q; 1; 1), kdy¾ a

i+1

= q 2 Q, a

i+2

= B

1

a a

i�1

= B

0

pro v¹echna a

i

2 fS;Mg [ Y . Písmena a

i

2 Q [ fB

0

; B

1

g nenahrazujeme

18

.

Nyní zkonstruujeme gramatiku G

T

= (V

0

N

;X; (B; q

f

; 1); P

0

), která bude ne-

zkracující a bude generovat stejný jazyk jako G. Prvních sedm typù pravidel

gramatiky G zkopírujeme do G

T

a upravíme je tak, aby platilo, ¾e kdy¾ se v

pùvodní gramatice vygeneruje slovo �, pak se v pozmìnìné gramatice G

T

vy-

generuje slovo �

T 19

. Zbylá pravidla z gramatiky G vyøadíme a do G

T

pøidáme

pravidla

� (a; q

0

; 0; 1)(b; 0; 0; 0) ! ab pro a; b 2 X

16

nepoèítaje B

0

17

V

N

= fB

0

; B

1

; S;Mg [Q [ Y

18

komu se správnì zdá, ¾e ve slovì �

T

zùstanou mezery po B

0

, B

1

a stavu z Q, mù¾e být

klidný | po skonèení nahrazování tyto mezery vyhodíme a získáme slovo �

T

délky n� 3 bez

mezer.

19

napøíklad pravidla typu 5 pøejdou na pravidla typu

f(u; r; 0; i)(x; 0; 1; 0)! (u; 0; 0; i)(z; q; 1; 0);

i 2 f0; 1g; u; x; z 2 Y; r; q 2 Q; �(q; z) = (r; x;�1)g



94 7 TURINGOVY STROJE

� (a; q

0

; 0; 1)(b; 0; 1; 0) ! ab pro a; b 2 X

� (a; q

0

; 1; 1)! a pro a 2 X

� a(b; 0; 0; 0) ! ab pro a; b 2 X

� a(b; 0; 1; 0) ! ab pro a; b 2 X

Lehce se pøesvìdèíme, ¾e nová gramatika je nezkracující a generuje jazyk L(T ).

CBD/2

Tvrzení 7.11 Pro ka¾dou gramatiku G existuje T.s. T tak, ¾e L(G) = L(T ).

Je-li G nezkracující, pak T je lineární.

Dùkaz: Mìjme gramatiku G = (V

N

; V

T

; S; P ). De�nujeme dvoupáskový nedeter-

ministický T.s. T = (Q;V

T

; V

N

[ V

T

; �; q

0

; r

0

; F ). Na první pásce bude vstupní

slovo, na druhé bude probíhat simulace generování G

20

. T pracuje podle algo-

ritmu:

1. Na druhé pásce vygeneruje S. Na první pásce je vstupní slovo.

2. Je-li na druhé pásce slovo �

i

(neboli S=)

�

�

i

) a �

i

obsahuje neterminál,

pak T þuhodneÿ pravidlo p pou¾ité k dal¹ímu generování a místo pou¾ití

v �

i

a pøepí¹e èást druhé pásky podle p, èím¾ dostane dal¹í slovo �

i+1

.

3. Jakmile slovo na druhé pásce neobsahuje neterminál, porovná jej s první

páskou. Pokud se slova shodují, máme vyhráno. Pokud ne, nemusíme

zoufat, nebo» T je nedeterministický.

Je-li G nezkracující a T by vygeneroval na druhé pásce slovo del¹í ne¾ vstupní,

ka¾dá derivace na druhé pásce ji¾ bude del¹í ne¾ vstupní slovo, proto¾e T má k

dispozici pouze nezkracující pravidla. CBD/2

Z tvrzení 7.10,7.11 a 5.9

21

vyplývá

Dùsledek 7.12 Gramatiky generují právì rekursivnì spoèetné jazyky. Kontex-

tové jazyky jsou pøijímány právì lineárními T.s.

Tvrzení 7.13 Rekursivnì spoèetné i kontextové jazyky jsou uzavøeny na ko-

neèná sjednocení, konkatenaci, iteraci a zrcadlový obraz.

Dùkaz: Konstrukce gramatik generujících výsledky zmínìných operací je stejná

jako v kapitole 5.2.3

22

. Dùkaz lze provést i pøes konstrukci T.s. pøijímajících

uvedené jazyky. Vìt¹inou vystaèíme s dvoupáskovými stroji, simulujícími na

ka¾dé pásce výpoèet jednoho stroje pøijímajícího vstupní jazyk.

Tvrzení 7.14 Kontextové jazyky jsou uzavøeny na doplòky, tím pádem i na

prùniky.

První èást tvrzení patøí mezi tzv. LBA-problémy

23

:

20

T je nedeterministický proto, ¾e G mù¾e obsahovat více pravidel s jednou levou stranou.

21

Nezkracující gramatiky generují právì kontextové jazyky.

22

Pøi konkatenaci musíme oddìlit generování obou gramatik od sebe, co¾ udìláme tak, ¾e

gramatiky budou mít disjunktní mno¾iny neterminálù a ¾ádný terminál se nevyskytne na levé

stranì ¾ádného pravidla. Nechávám ètenáøi na rozvá¾ení, ¾e toto omezení neujímá dùkazu na

obecnosti.

23

Linear Bounding Automatons | lineárnì omezené automaty
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1. Jsou kontextové jazyky pøijímány deterministickými lineárními T.s.? |

dosud nevyøe¹eno!!!

2. Jsou kontextové jazyky uzavøeny na doplòky? | Ano.

Poznámka. Je-li T Turingùv stroj pracující nad vstupní abecedou X , pak

pro � 2 X

�

mù¾e zøejmì nastat právì jeden z následujících pøípadù:

� Výpoèet T nad � skonèí.

� Výpoèet se zacyklí (vrátí se do stejné kon�gurace).

� Výpoèet pokraèuje do nekoneèna (nikdy neprojde dvakrát stejnou kon�-

gurací).

De�nice 7.15 T.s. T rozhoduje jazyk L nad X, kdy¾ se výpoèet pro ka¾dé

vstupní slovo zastaví a L(T ) = L. Jazyk L je rekursivní, pokud existuje T.s.,

který ho rozhoduje.

Tato de�nice tvoøí model pojmu algoritmus.

Vìta 7.16 L je rekursivní, právì kdy¾ L a

�

L (doplnìk) jsou rekursivnì spoèet-

né.

Dùkaz: Je-li L rekursivní, pak existuje T.s. T = (Q;X; Y; �; q

0

; B; F ), který ho

rozhoduje. Pøedpokládejme, ¾e T má právì dva stavy q

e

, q

f

, ve kterých se

zastaví. Nech» F = fq

f

g. Pak T pøijímá L a (Q;X; Y; �; q

0

; fq

e

g) zjevnì pøijímá

�

L, tzn. L,

�

L jsou rekursivnì spoèetné.

Naopak, jsou-li L,

�

L rekursivnì spoèetné, pak existují T.s. T

1

, T

2

takové,

¾e L = L(T

1

),

�

L = L(T

2

). De�nujme dvoupáskový T.s. T

0

, který na první pásce

simuluje výpoèet T

1

, na druhé T

2

. Nech» T

0

se zastaví, jakmile se zastaví T

1

nebo

T

2

, tedy se zastaví

24

nad ka¾dým vstupním slovem, a pøijme, pokud pøijímá T

1

,

tzn. pokud simulace na první pásce skonèí v pøijímacím stavu. CBD/2

Z vìty 7.16 vyplývá, ¾e jazyk L, který není rekursivní, není ani kontextový.

Kdyby toti¾ byl kontextový, byl by i jeho doplnìk kontextový

25

, tedy by L i

�

L

byly rekursivnì spoèetné

26

, neboli L by byl rekursivní, co¾ je spor. Tento fakt

pozdìji vyu¾ijeme, proto ho zformalizujeme do lemmatu.

Lemma 7.17 Ka¾dý kontextový jazyk je rekursivní.

Churchova these: Ka¾dý jazyk, který lze nìjakým zpùsobem popsat koneè-

ným výrazem, je rekursivnì spoèetný.

Churchova these je metavìta, nelze ji tedy v jazyce automatù dokázat, jen

vyvrátit. Problémy s dokazatelností plynou z nemo¾nosti formalizovat pojem

þkoneèný výrazÿ.

24

zastaví, ne pozastaví

25

proto¾e kontextové jazyky jsou uzavøeny na doplòky (viz tvrzení 7.14)

26

proto¾e rekursivnì spoèetné jazyky jsou generovány obecnými gramatikami a jsou tedy

nadmno¾inou kontextových jazykù
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Pøíklad 7.18 (Turingùv stroj) Sestrojíme T.s. T = (Q;X; Y; �; q

0

; B; F ) pøijí-

mající palindromy nad abecedou X = fc; dg, tzn. L(T ) = f�;� = �

R

g.

Øe¹ení: Slovní vysvìtlení pøipojím pozdìji. De�nujme Turingùv stroj T :

Q = fq

0

; �q

0

; q

1

; q

c

; q

d

; q

c

1

; q

d

1

; q

2

; q

f

g

F = fq

f

g

Y = fc; d;B;#g

Funkce � : (Q n F )� Y ! Q� Y � f�1; 0; 1g je popsána tabulkou

XnQ q

0

�q

0

q

1

q

c

c q

c

;#;+1 q

c

; B;+1 q

1

; c;�1 q

c

; c;+1

d q

d

;#;+1 q

d

; B;+1 q

1

; d;�1 q

c

; d;+1

B q

f

; B; 0 q

2

; B;�1 �q

0

; B;+1 q

c

1

; B;�1

# | | �q

0

;#;+1 |

q

d

q

c

1

q

d

1

q

2

c q

d

; c;+1 q

1

; B;�1 | |

d q

d

; d;+1 | q

1

; B;�1 |

B q

d

1

; B;�1 q

2

; B;�1 q

2

; B;�1 q

2

; B;�1

# | q

f

; B; 0 q

f

; B; 0 q

f

; B; 0

T je konstruován tak, ¾e v¾dy pøeète písmeno na zaèátku vstupního slova,

zapamatuje si ho ve stavu (q

c

nebo q

d

) a sma¾e ho. V q

c

nebo q

d

pøejde na

konec slova (ani¾ by mìnil údaje na vstupní pásce) a pokud je poslední písmeno

shodné s prvním (viz indexy stavù), sma¾e ho a vrací se na zaèátek slova, dokud

nenarazí na B nebo # (návrat probíhá v q

1

)

27

. Pak se zase obrátí a s informací

o prvním písmenu jde na konec, co¾ se opakuje tak dlouho, dokud se první a

poslední písmena shodují a není celá páska smazána. Po smazání celé pásky

T pøejde do q

2

, dojde na zaèátek pásky (stále v q

2

), kde le¾í symbol #, pøes

který pøejde do pøijímacího stavu q

f

a # sma¾e | slovo je pøijato. Je vhodné

si rozmyslet, jak T pøijímá prázdné slovo a jak se vypoøádá s palindromy liché

délky, co¾ nechávám jako cvièení.

Kdy¾ u¾ máme T.s. T , pøijímající palindromy, sestrojíme podle návodu z dù-

kazu tvrzení 7.10 gramatiku G = (V

N

; V

T

; S; P ), která palindromy generuje.

V

N

= fB

1

; S;M; q

0

; �q

0

; q

1

; q

c

; q

d

; q

c

1

; q

d

1

; q

2

; q

f

; B;#; c; dg

V

T

= fc; dg

P bude obsahovat následující pravidla. Uvádím je oznaèená v¾dy podle pøíslu¹-

ného bodu v dùkazu 7.10. y znaèí libovolný symbol z fB;#; c; dg, x 2 fc; dg

1)

S ! B

0

Bq

f

B

1

2)

q

c

1

By ! Bq

c

y

q

d

1

By ! Bq

d

y

q

1

By ! cq

c

1

y j dq

d

1

y

27

Není-li poslední písmeno shodné s prvním, pak se výpoèet zastaví (� není de�nována).
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q

1

cy ! cq

1

y

q

1

dy ! dq

1

y

q

2

By ! B�q

0

y j Bq

c

1

y j Bq

d

1

y j Bq

2

y

3)

Bq

f

y ! Bq

0

y j #q

c

1

y j #q

d

1

y j #q

2

y

4)

Byq

c

! c�q

0

y

Byq

d

! d�q

0

y

cyq

c

! cq

c

y

dyq

c

! dq

c

y

cyq

d

! cq

d

y

dyq

d

! dq

d

y

By�q

0

! Bq

1

y

#yq

c

! cq

0

y

#yq

d

! dq

0

y

#y�q

0

! #q

1

y

5)

q

c

1

BB

1

! Bq

c

B

1

q

d

1

BB

1

! Bq

d

B

1

q

1

BB

1

! cq

c

1

B

1

j dq

d

1

B

1

q

2

BB

1

! B�q

0

B

1

j Bq

c

1

B

1

j Bq

d

1

B

1

j Bq

2

B

1

q

1

cB

1

! cq

1

B

1

q

1

dB

1

! dq

1

B

1

6)

q

c

1

B

1

! Bq

c

B

1

q

d

1

B

1

! Bq

d

B

1

q

1

B

1

! cq

c

1

B

1

j dq

d

1

B

1

q

2

B

1

! B�q

0

B

1

j Bq

c

1

B

1

j Bq

d

1

B

1

j Bq

2

B

1

7)

Bq

f

B

1

! Bq

0

B

1

j #q

c

1

B

1

j #q

d

1

B

1

j #q

2

B

1

8)

BBq

c

B

1

! c�q

0

B

1

BBq

d

B

1

! d�q

0

B

1

cBq

c

B

1

! cq

c

B

1

cBq

d

B

1

! cq

d

B

1

dBq

d

B

1

! dq

d

B

1

dBq

c

B

1

! dq

c

B

1

BB�q

0

B

1

! Bq

1

B

1

#Bq

c

B

1

! cq

0

B

1

#Bq

d

B

1

! dq

0

B

1

#B�q

0

B

1

! #q

1

B

1

9)

B

0

xq

0

! xM

10

)B

0

Bq

0

! M

11)

Mc ! cM
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Md ! dM

MB ! BM

M# ! #M

12)

MB

1

! �

13)

MB ! M

Pokusme se nyní vygenerovat nìjaký jednoduchý palindrom, napø. c. Která

pravidla G a v jakém poøadí pou¾ijeme? Experimentálnì jsem ovìøil, ¾e nejlep¹í

je zjistit posloupnost stavù (resp. kon�gurací) pøi výpoètu T a zpìtnì urèit

pravidla pou¾itá pro generování. Výpoèet nad slovem c probíhá kon�gurace

(c; q

0

; B�)

T

`(#B; q

c

;�)

T

`(#; q

c

1

; B�)

T

`(B; q

f

; B�) � (B; q

f

;�)

Teï staèí v podstatì vzít posloupnost kon�gurací, obrátit ji, místo

T

` dát

G

=) a

dostáváme
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S

1

=)B

0

Bq

f

B

1

7

=)B

0

#q

c

1

B

1

6

=)

6

=)B

0

#Bq

c

B

1

8

=)B

0

cq

0

B

1

9

=) cMB

1

12

=) c

Pro zajímavost uvádím je¹tì odvození palindromu cdccdc, ji¾ bez návodné po-

sloupnosti kon�gurací stroje T . Nad operátorem odvození je opìt èíslo pou¾itého

pravidla, nahrazujeme podtr¾enou èást slova.

S

1

=)B

0

Bq

f

B

1

7

=)B

0

#q

2

B

1

6

=)B

0

#Bq

2

B

1

6

=)B

0

#BBq

2

B

1

6

=)

6

=)B

0

#BBB�q

0

B

1

8

=)B

0

#BBq

1

B

1

6

=)B

0

#BBcq

c

1

B

1

6

=)

6

=)B

0

#BBcBq

c

B

1

4

=)B

0

#BBcq

c

BB

1

4

=)#Bc�q

0

cBB

1

4

=)

4

=)B

0

#Bq

1

ccBB

1

2

=)B

0

#Bcq

1

cBB

1

2

=)B

0

#Bccq

1

BB

1

5

=)

5

=)B

0

#Bccdq

d

1

B

1

6

=)B

0

#BccdBq

d

B

1

4

=)B

0

#Bccdq

d

BB

1

4

=)

4

=)B

0

#Bccq

d

dBB

1

4

=)B

0

#Bcq

d

cdBB

1

4

=)B

0

#d�q

0

ccdBB

1

4

=)

4

=)B

0

#q

1

dccdBB

1

2

=)B

0

#dq

1

ccdBB

1

2

=)B

0

#dcq

1

cdBB

1

2

=)

2

=)B

0

#dccq

1

dBB

1

2

=)B

0

#dccdq

1

BB

1

5

=)B

0

#dccdcq

c

1

B

1

6

=)

6

=)B

0

#dccdcBq

c

B

1

4

=)B

0

#dccdcq

c

BB

1

4

=)B

0

#dccdq

c

cBB

1

4

=)

4

=)B

0

#dccq

c

dcBB

1

4

=)B

0

#dcq

c

cdcBB

1

4

=)B

0

#dq

c

ccdcBB

1

4

=)

4

=)B

0

cq

0

dccdcBB

1

9

=) cMdccdcBB

1

11

=) cdMccdcBB

1

11

=)

11

=) cdcMcdcBB

1

11

=) cdccMdcBB

1

11

=) cdccdMcBB

1

11

=)

11

=) cdccdcMBB

1

13

=) cdccdcMB

1

12

=) cdccdc

Z pøíkladu je velmi dobøe vidìt, jak gramatika G pøesnì kopíruje obrácený

výpoèet T , jak stavy q

1

a q

2

putují vstupním slovem doleva a stavy q

c

a q

d

doprava a jak fungují zará¾ky q

c

1

, q

d

1

, �q

0

a q

0

. FINE

28

nad operátor =) pí¹i místo jména gramatiky èíslo skupiny pou¾itého pravidla
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7.2 Univerzální Turingùv stroj

Ka¾dý T.s.

29

lze jedno-jednoznaènì zakódovat do øetìzce znakù. Na jednodu-

chém pøíkladu uká¾eme jednu z mnoha mo¾ností kódování.

Pøíklad 7.19 (Kódování) Mìjme T.s. T = (Q;X; Y; �; q

0

; B; F ), kde

Q = fq

0

; q

1

g

X = fa; bg

Y = fa; b;B;#g

F = fq

0

g

QnX a b B #

q

0

q

1

;#;+1 q

1

;#;+1 q

0

; B;�1 q

0

; B; 0

q

1

q

1

; B;+1 q

1

; a; 0 q

0

; B;�1 |

Zakódujte T jedno-jednoznaènì do øetìzce f0; 1g

�

.

Nehloubejte pøíli¹ nad tím, co T dìlá (podle mého názoru pøijímá celou mno¾i-

nu X

�

), dùle¾ité je, ¾e ho zakódujeme do øetìzce z f0; 1g

30

. Øeknìme, ¾e

q

0

= 010

q

1

= 0110

a = 010

b = 0110

B = 01110

# = 011110

+1 = 010

0 = 0110

�1 = 01110

(�(q; x) = (q

0

; y; j)) = kód(q)kód(x)kód(q

0

)kód(y)kód(j)

V¹imnìte si, ¾e v¹echny kódy zaèínají a konèí nulou a uvnitø ¾ádnou nulu

neobsahují. Kódu 000 lze u¾ít jako oddìlovaèe. Zakódujeme postupnì mno-

¾iny Q, X , Y nX, funkci �, poèáteèní stav, Blank a F a vytvoøíme z nich jeden

øetìzec, kde jednotlivé komponenty oddìlíme tøemi nulami (tabulka 3). Tento

øetìzec jedno-jednoznaènì kóduje T . FINE

Samozøejmì je nepøeberné mno¾ství jiných zpùsobù kódování. Pro nás v¹ak

není dùle¾ité, jak stroje kódovat, ale ¾e jedno-jednoznaènì kódovat jdou.

De�nice 7.20 Turingùv stroj nazveme univerzální, právì kdy¾ pøijímá v¹echny

dvojice (kód(T );�)

31

takové ¾e T.s. T pøijímá slovo �.

29

obecnì jakýkoliv automat

30

jak jinak, v¾dy» jsme informatici

31

kde znak þ;ÿ (støedník) je nìjaký jednoznaèný oddìlovaè
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000

Q

z }| {

0100110000

X

z }| {

0100110000

Y nX

z }| {

01110011110000

�

11

z }| {

0100100110011110010

�

12

z }| {

01001100110011110010

�

13

z }| {

010011100100111001110

�

14

z }| {

010011110010011100110

�

21

z }| {

0110010011001110010

�

21

z }| {

0110010011001110010

�

22

z }| {

0110011001100100110

�

23

z }| {

0110011100100111001110000

q

0

z}|{

010 000

F

z}|{

010 000

Tabulka 3: Kód stroje T. (�

ij

znamená, ¾e kódujeme i-tý øádek a j-tý sloupec

tabulky zadání funkce �).

Univerzální T.s existuje a jazyk, který pøijímá, je

L

u

= f(kód(T );�); T pøijímá �g

a je nespornì rekursivnì spoèetný. Naznaèím zpùsob práce univerzálního Turin-

gova stroje. Bude mít dvì pásky. Na první pásce má napsané vstupní slovo

(kód(T );�). Nejprve ovìøíme, jestli je vstupní slovo formálnì v poøádku (t.j.

jestli kód má v¹echny komponenty dané pøedepsaným zpùsobem, jestli kód(T )

a � jsou oddìleny pøedepsaným oddìlovaèem, atd. Pak pøepí¹eme � na dru-

hou pásku, kde budeme simulovat práci T.s T . Okam¾itý stav a pozice hlavy T

bude zaznamenána na první pásce za vstupním slovem. Univerzální Turingùv

stroj na základì znalosti pozice hlavy, zjistí písmeno, které pøeèetl T . Na zákla-

dì znalosti stavu a pøeèteného písmena, najde v kód(T ) hodnotu pøechodové

funkce, zmìní okam¾itý stav, pozici hlavy a na druhé pásce zaznamená odpoví-

dající zmìnu obsahu pásky T . Tento proces poøád opakuje. Zastaví se, a¾ kdy¾

se zastaví T , a pøijme, kdy¾ pøijme T (toto mù¾e provést, proto¾e v kód(T ) je

zaznamenána i mno¾ina F )

32

. Dá se ukázat, ¾e

�

L

u

není rekursivnì spoèetný,

tzn. podle vìty 7.16 L

u

není rekursivní a podle tvrzení 7.17 není ani kontextový.

Máme L

u

2 L

0

, ale L

u

62 L

1

, a proto¾e ji¾ víme L

1

� L

0

(viz strana 75), dokáza-

li jsme koneènì i poslední ostrou inkluzi L

1

� L

0

z Chomského hierarchie (36).

Proto¾e ne ka¾dý mi musí vìøit, ¾e

�

L

u

není rekursivnì spoèetný, èím¾ pádem

by tento odstavec pøi¹el vniveè, uvedu jiný jazyk, o kterém doká¾i, ¾e skuteènì

není rekursivní. Uvedený dùkaz lze z modi�kovat tak, abychom dostali, ¾e

�

L

u

není rekursivnì spoèetný.

Uva¾ujme jazyk

L

0

u

= f�; stroj s kódem � pøijímá slovo �g

Lemma 7.21

�

L

0

u

není rekursivnì spoèetný.

Dùkaz. Provedeme sporem. Pøedpokládejme, ¾e

�

L

0

u

je rekursivnì spoèetný, tzn.

existuje T.s. T

0

, který ho pøijímá (L(T

0

) =

�

L

0

u

). Pak � 2

�

L

0

u

, právì kdy¾ buï �

není kódem ¾ádného stroje, nebo stroj s kódem � slovo � nepøijímá. Potom ale

32

uvedený popis pøedpokládá, ¾e T je deterministický, pro nedeterministické se musí pou¾ít

metoda simulace nedeterministického Turingova stroje deterministickým, viz tvrzení 7.8
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T

0

pøijímá kód(T

0

), právì kdy¾ kód(T

0

) 2

�

L

0

u

, právì kdy¾ T

0

nepøijímá kód(T

0

),

co¾ je spor. CBD

Jazyk

�

L

0

u

není rekursivnì spoèetný, neboli podle vìty 7.16 L

0

u

není rekursiv-

ní. Lze lehce ukázat, ¾e L

0

u

je rekursivnì spoèetný

33

.

Bez dùkazu si uvedeme nìkolik jazykù a jejich zaøazení:

L

halt

= f(kód(T );�); výpoèet T nad � se zastavíg 2 L

0

| není rekursivní

L

h

= fkód(T ); výpoèet T se zastaví pro ka¾dé vst. slovog 62 L

0

L

reg

= fkód(T );T pøijímá regulární jazykg 62 L

0

L

;

= fkód(T );T pøijímá prázdný jazykg 62 L

0

L

�n

= fkód(T );T pøijímá koneèný jazykg 62 L

0

Je-li G bezkontextová gramatika, pak

L

G

all

= fkód(G);L(G) = V

�

T

g 62 L

0

L

G

exists

= fkód(G);L(G) 6= ;g 2 L

0

L

G

reg

= fkód(G);L(G) 2 L

3

g 62 L

0

L

G

�n

= fkód(G);L(G) koneènýg 62 L

0

Postùv problém: Vstupem pro Postùv problém jsou posloupnosti slov

�

1

; : : : ; �

n

a �

1

; : : : ; �

n

, kde �

i

; �

i

2 X

�

pro nìjakou abeceduX. Postùv problém

má øe¹ení, jakmile existuje posloupnost indexù i

1

; : : : ; i

r

taková, ¾e

�

i

1

�

i

2

: : : �

i

r

= �

i

1

�

i

2

: : : �

i

r

;

kde 1 � i

j

� n pro v¹echna j. Jazyk

L

Post

= fvstup pro Postùv problém, který má øe¹eníg

je rekursivnì spoèetný, ale není rekursivní. Postùv problém se èasto vyu¾ívá pøi

zji¹»ování, ¾e nìjaký jazyk není rekursivní.

Tvrzení 7.22 Rekursivnì spoèetné jazyky jsou uzavøeny na prùnik.

Dùkaz: Vezmìme dva jazyky L

1

, L

2

pøijímané jednopáskovými deterministický-

mi Turingovými stroji T

1

, T

2

. De�nujme nový dvoupáskový T.s. T , který na

první pásce bude simulovat výpoèet T

1

a na druhé T

2

. Pokud jeden z výpoètù

(napø. T

1

) skonèí døíve ne¾ druhý, na odpovídající (první) pásce budou probíhat

�-pøechody ve stavu, ve kterém výpoèet skonèil, dokud neskonèí výpoèet i na

druhé pásce. Kdy¾ obì simulace skonèí v pøijímacích stavech, T vstupní slovo

pøijme. Myslím, ¾e je intuitivnì jasné, ¾e L(T ) = L

1

\ L

2

. CBD/2

33

Intuitivnì | vezmeme modi�kovaný univerzální T.s., který si vstupní slovo � nejprve

zduplikuje na (�;�) a pak teprve provede výpoèet.
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Tøída L

3

L

2

L

1

L

0

Sjednocení ano (4.22) ano (kap. 5.2.3) ano (7.13) ano (7.13)

Prùnik ano (4.22) ne (kap. 5.2.3) ano (7.14) ano (7.22)

Iterace ano (4.32) ano (kap. 5.2.3) ano (7.13) ano (7.13)

Zrc. obraz ano (4.34) ano (kap. 5.2.3) ano (7.13) ano (7.13)

Doplnìk ano (4.21) ne (kap. 5.2.3) ano (7.14) ne (7.21)

Konkatenace ano (4.30) ano (kap. 5.2.3) ano (7.13) ano (7.13)

Tabulka 4: Uzavøenost tøíd Chomského hierarchie na operace

Tøída Název Automaty Gramatiky

L

3

regulární Akceptory regulární

dvouc. automaty (4.40)

L

2

bezkontextové Zásobníkové automaty (6.10) bezkontextové

L

1

kontextové Lineární T.s. (7.12) kontextové

nezkracující (5.9)

L

0

rekursivnì spoèetné (7.12) T.s. v¹echny

Tabulka 5: Kritéria pro zaøazení jazyka do Chomského hierarchie

A Pøehled jazykù podle Chomského hierarchie

Tabulka 5 ukazuje, které gramatiky generují a které automatu pøijímají kterou

tøídu jazykù.

V tabulce 4 je uvedena uzavøenost tøíd Chomského hierarchie na operace.

Tabulka 6 øíká, jak urèit, ¾e nìjaký jazyk (ne)patøí do nìkteré z tøíd. Pokud

jazyk nesplòuje uvedenou(é) nutnou(é) podmínku(y), zaruèenì do dané tøídy

nepatøí. Pokud splòuje postaèující, jistì do dané tøídy patøí. Nutnými i po-

staèujícími podmínkami pro v¹echny tøídy je samozøejmì sestrojení automatu

(gramatiky) z tabulky 5.

V závorkách jsou èísla lemmat, tvrzení, vìt nebo dùsledkù, ze kterých uve-

dený údaj vyplývá.
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Tøída Podmínka

nutná postaèující

L

3

Myhill-Nerode (4.17) Myhill-Nerode

vìta 4.24 sestrojení regulárního výrazu

L

2

Pumping lemma (5.17) |

L

1

Doplnìk je v L

0

(7.16,7.17) |

L

0

| |

Tabulka 6: Nutné a postaèující podmínky pro zaøazení jazyka


