Uplnost a sloZitost

Co déla uvazovani o znalostech slozitym
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Formalni systém k sémantice modalni logiky agentt
zavedeme bez specidlnich poZzadavkil na relace K.

Priklad, kdy nemusi platit reflexivita.

Neni tézke s1 predstavit agenta, ktery odmita pripustit
nékteré stavy jako mozné, 1 kdyz jeho informace je
nevylucuji.

Otec Jan s1 odmita pfipustit, Ze jeho syn Omar bere drogy 1
kdyz je Omar bere. Tim zmenSi mnozinu moznych stavi na
ty, ve kterych Omar drogy nebere a muze tvrdit, ze ,,vi®, Ze
Omar neni na drogach.

Jeho relace K neni reflexivni: ve svété s, ve kterém
Omar drogy bere, Jan nepovazuje s za mozny.
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Priklad, kdy nemusi platit symetrie.

Ve stavu s Janova manzelka Hana je na navstéveé u své
pritelkyné Anny a fekla o tom Janovi. Ten na to zapomn¢l
a povazuje za mozny svét ¢, kdy mu Hana tekla, Ze jde
navstivit svého bratra Roberta.

Kdyby Hana opravdu tekla, Ze jde navstivit Roberta, Jan by
s1 to zapamatoval, protoZe nema R. rad.

Tedy ve stavu ¢ nepovazuje svét s za mozny, protoze si
pamatuje, Zze H. fekla, Ze jde navstivit R. misto A.

{P11 mal¢ introspekci by s1J. ve stavu ¢ mohl uvédomit,
Ze t neni mozny, kdyby s1 vzpomnél, co mu H. vlastné
fekla. Ale malokdo takovou introspekci udéla. }
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Jazyk.

d mnozina prvotnich formuli

L (®) mnozina formuli, kterd vznikne uzavienim ® na
logickée spojky konjunkce a negace a na modalni
operatory K,,...,K
[C(®) [P (®) mnoziny, kter¢ vzniknou z L, (P)
uzavienim na operatory E;, Csa Dg .

n

Struktury.

M ,(®) tiida Kripkeho struktur pro n agentiinad @
bez jakychkoliv predpokladii o relacich K.
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Podtridy.

M (@) trida Kripkeho struktur s reflexivnimi relacemi K,
M (®) trida Kripkeho struktur s reflexivnimi a tranzitivnimi
relacemi K,

M ™ (®) tfida Kripkeho struktur s reflexivnimi, symetrickymi a

tranzitivnimi relacemi K,
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Definice.

(1) Rikame, Ze bindrni relace K na mnoziné § je
Eukleidovska, jestlize pro vSechna s, t, u z S

(s,t)e K a (s,u)e K mmplikuyje (¢,u) e K
(11) K je serialni, jestlize pro kazdé s z S existuje ¢,

(s,1) e K
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Lemma.

(1) Je-li K reflexivni a Eukleidovska relace, potom K je
symetricka a transitivni.

11) Je-l1 K symetricka a transitivni , potom je Eukleidovska.
y p J
(111) Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni
(a) K je reflexivni, symetricka a transitivni .
(b) K je symetrickd, transitivni a serialni .

(¢) K je reflexivni a Eukleidovska .

(1v) Je-l1 K relace serialni, symetricka a tranzitivni, potom
je K 1reflexivni, tedy je relaci ekvivalence.
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Dukaz.

Necht K je binarni relace na mnoziné S.

(1) Predpokladejme, Ze K je reflexivni a Eukleidovska,
ukdzeme, Zze K je také symetrickd a transitivni.

a) dikaz symetrie. Necht pro libovolné s, # in S
plati (s, ) € K. Z reflexivity dostavame (s, s) € K, odkud
take (¢, s) € K, protoze K je Eukleidovska relace.

Celkem (s, 9)eK ->(t,s) e K a K je symetricka relace.

b) transitivita. Necht’ (s, f) e K a (t, u)e K. Ze
symetrie také (7, s) € K. ProtoZze K je Eukleidovska relace,
dostavame (s, u) € K, tedy K je transitivni.
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(11) Necht' K je symetricka a transitivni relace, necht’ pro
libovolné s, ¢, u plati (s, ) e K a (s,u)e K. Ze
symetrie dostavame (¢, s) € K a z transitivity (¢, u) € K .
Tedy K je Eukleidovska.

(111) Nejprve dokazeme (a) -> (b). Necht' K je reflexivni,
symetrickd a transitivni a necht’ s je libovolny prvek S. Z
reflexivity dostavame (s, s) € K, tedy existuje prvek ¢
takovy, Ze (s, f) € K. Relace K je serialni (a podle
predpokladu take symetricka a transitivni.

(b) -> (¢) Predpokladeyme, Zze K je seridlni, symetricka a
transitivni. Dokazeme, ze K je reflexivni a Eukleidovska.

cl) reflexivnost Necht’ s je libovolny prvek §'.
Protoze K je serialni, existuje ¢, takove, ze (s, 1) € K.
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Ze symetrie dostavame (¢, s) € K a z transitivity (s, s) e K .
Relace K je tedy reflexivni.

c2) Ukazeme, ze K je Eukleidovska. Necht's, ¢, u
jsou libovolne prvky takove, Zze (s, 1) e K, (s, u) e K. Ze
symetrie potom také (z, s) € K a z transitivity (¢, u) € K.
Tedy K je Eukleidovska.

(c ) -> (a) Predpokladejme, ze K je reflexivni a Eukleidov-
ska relace. Je tfeba dokazat, ze je také symetricka a transi-
tivni .

al) symetrie Necht' (s, 1) € K. Z reflexivity take
(s, s)eK a (¢ s) e K, protoze K je Eukleidovska.
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a2) transitivita Necht’ s, ¢, u jsou libovolné prvky
takove, ze (s, 1) e K, (¢, u) € K. Ze symetrie potom
(t, s) e K a (s, u) e K , protoze K je Eukleidovska.

(iv) Pfedpokladejme, Ze K je seridlni, symetricka a
transitivni. UkdZeme, Ze je take reflexivni, tedy ze je
to relace ekvivalence.

Necht’ s je libovolny prvek §. Protoze K je seridlni,
existuje ¢, takove ze (s, 1) € K . Ze symetrie pak

(z, s) € K az transitivity (s, s) € K. Relace K je re-
flexivni, tedy je to relace ekvialence.
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Oznaceni.

r rt rst rel sst
M M, MY MY M M,

oznacCuji tiidy Kripkeho struktur pro n agenti

* s reflexivnimi relacemi K

e s reflexivnimi a tranzitivnimi relacemi K

* s reflexivnimi, symetrickymi a tranzitivnimi relacemi K,
* s reflexivnimi a Eukleidovskymi relacemi K,

* se serialnimi, symetrickymi a transitivnimi relacemi K,
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Podle predchoziho lemmatu pro vztahy mezi t€émito
tridami plati

t t [ t
M oSM >M"o>M™=M""=M"

Definice. (formule validni ve tfidé Kripkeho struktur)
Necht M, je ttida Kripkeho struktur pro n agentu.
Rikéme, Ze formule 4 je validni ve tfidé M_, je-li
validni v kazdé struktuie M, ze ttidy M, .

Poznamka. Snadno se nahlédne, ze ve vEtsi tridé
struktur je meén¢ validnich formuli.
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Veéta.

Pro vSechny formule 4, B jazyka L, , struktury M, ze tfidy
M, aagenty i=1, 2, ...,n plati

(i) je-11 A 1instanci n€jake vyrokové tautologie, potom M = 4.
(ii) je-i M=A a M= A— B,potom M= B.

(iiiyM = (K.AANK,(A—> B))—>K.B.

(iv) je-li M= A4,potom M=K, A.
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V Kripkeho strukturach jsme ovérili, ze validni jsou

Al VSechny instance vyrokovych tautologii

A2 Distribu¢ni axiom

Pravidlo Modus ponens

Pravidlo generalizace znalosti

Prvni a druhé schema axiomil jsme ovéfili bez
jakychkoli pfredpokladii o relacich K., stejné jako
odvozovaci pravidla modus ponens a pravidlo
generalizace.
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Prvni axiomaticky systém K

Al. VSechny instance tautologii vyrokove logiky

A2. (KAAK(A—>B)—>KB) i=1,...,n

(Distribu¢ni axiom)

RlI. Z Aa A—> B odvod B (modus ponens)

R2. Z A odvod K 4 (Generalizace znalosti)

Systém K, ma dveé schemata axiomu a dvé odvozo-
vaci pravidla.
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Jak vypada dukaz formule K, (AAB)—>K A v K,?

1.(AAB)— 4 (A1)
2.K.((AAB)— A) (R2)
3.(K(AAB)AK.((AAB)— A)) > KA (A2)
4. (3) > (K,(AAB)—> 4) > (K,(AAB) > K. A))
{instance tautologie} (A1)

(P, AP,) > p;)—>(p, > (p, > Pp;)))
5. (K,((AAB)—> A) > (K,(AAB)—> K.A)) (3.4.MP)
6. (K.,(AAB) > K.A)) (2.5. MP)
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Ke zkraceni dukazii nemuzeme pouzit vétu o dedukci, ta
v naSem formalnim systému neplati.

Priklad.
pl-K.p (Pravidlo generalizace)

Ale |+ p—>K;p (D)

ve struktufe
M =({s, 1}, {p}, "(p)(s) = true, ((p)(t) = false K, = {(s, 1)})
(M,s)l=p (M,t)}#p

(Ma S) |;'é Klp
neni formule (1) pravdiva.
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Z, dosavadnich vysledku plyne véta o korektnosti pro axioma-
ticky systém K, .

Véta o korektnosti .

Necht M (@) je tfida Kripkeho struktur pro n agentu a necht
M e M (®). Jsou-li A4, B libovolné formule jazyka L (@), po -

tom

Ki’l

- A implikuje M = A4
tedy
Ki’l

- A mmplikuje M (@) =4

Dukaz. Ukazali jsme, ze v uvedene¢ tfidé struktur jsou valid-
ni vSechny axiomy K vcetn€ obou odvozovacich pravidel.
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Zbyva dokézat VEtu o uplnosti pro systém axiomu K,

Véta o uplnosti pro systéem axiomu K, ukazuje, Ze tento sy-
stém axiomu pln€ charakterizuje tfidu struktur M, , to zname-
na, ze kazda validni formule v M, je dokazatelna v K, .

Véta o korektnosti dava prvni polovinu véty o uplnosti. Ukazuje, Ze kazda formule,
ktera je dokazatelna v K, je validni, tedy plati ve vSech strukturach tfidy M, .

Opacnou implikaci nebudeme zatim dokazovat.
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Véta (o uplnosti).

Axiomaticky systém K je korektni a uplny (pro formule
jazyka L, ) vzhledem ke trid€ Kripkeho struktur M, .

Idea diikazu. Korektnost jsme jiz dokazali. K dikazu véty o
uplnosti staci tedy dokazat , ze

kazda validni formule jazyka L, je dokazatelnav K, . (1)
Tvrzeni (1) je dusledkem nasledujiciho tvrzeni:

kazda K -konzistentni formule 4 z L, je splnitelnav M, (2)
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Poznamka.

Tvrzeni (2) znamen4, ze ke kazdé K -konzistentni formuli 4

jazyka L, existuje ve tfidé M, Kripkeho struktura, ktera je
modelem A.

Toto tvrzeni miZeme povazovat za druh¢ tvrzeni Véty o
uplnosti.

Analogie s predikatovou logikou je zfejma.
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Drive nez se budeme vénovat veteé o uplnosti zavedeme
nékteré uzite¢ne definice.
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Definice. (Konzistence formule s mnozinou axiomu)

(1) Je-li AX mmnozina axiomi a 4 je formule,
fikame, ze formule A je konzistentni s mnozinou
AX, jestlize —A neni dokazatelné¢ z AX.

(1) Kone¢nd mnozina formuli {4,, ... ,4, } je
konzistentni s mnoZinou formuli AX, je-li s ni
konzistentni formule A4, A...A A4 .

(111) Nekone¢nd mnoZina formuli F' je konzistentni
s AX, je-li kazda kone¢na podmnozina
{4,,...,A4,} mnoziny F' konzistentnis AX.
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Poznamka.

Z tvrzeni (2) plyne tvrzeni (1). K dikazu véty o uplnosti
tedy staci dokazat tvrzeni (2).

Predpokladejme, ze plati (2) a ze 4 je K -konzistentni formule
z L . Kdyby A4 nebyla dokazatelna v K, , potom ani
formule — A4 neni dokazatelna v K, , takze formule —A4

je K -konzistentni. Z (2) potom plyne, ze — A je splnitelna ve
tiidé M, , ato je ve sporu s predpokladem validity formule A.
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Diikaz Véty o aplnosti.

Podle predchozi poznamky stacCi dokazat tvrzeni (2).

Idea dukazu. Je-i 4 K -konzistentni formulez L, ,
tvrzeni (2) se dokazuje sestrojenim kanonicke struktury M
ve tfidé M, , ve které je formule A4 pravdiva. (tento dukaz
cely neprovadime).
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Podobné jako v predikatové logice dulezitym krokem k
dukazu véty o uplnosti je obdoba Lindenbaumovy véty,
ktera zaruCuje rozSifeni bezesporne¢ mnoZziny formuli do
maximalni bezesporn¢ mnoziny formuli, ktera je iplna
teorie.
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Lemma. (0o maximalni mnozin¢ formuli)

Necht' L je jazyk, ktery je spocetny a obsahuje vyrokové
spojky a AX je bezesporna mnozina formuli jazyka L,
ktera obsahuje kazdou instanci schematu Al akazdou
instanci odvozovaciho pravidla R1.

Potom lze kazdou mnozinu formuli F, ktera je beze-
spornas AX rozSifit do maximalni mnoziny F’
bezesporne s AX.
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ldea diikazu. Postupujeme jako ve vyrokove logice, sera-
dime formule jazyka L do posloupnosti 4, ..., 4, ... a
konstruuyjeme mnoziny

=k clkc..cl cCF,

cF, c g S

tak, ze formuli 4 pifidamek F, jen v piipad¢, ze je

s mnozinou F, bezespornd. Tak vznikne mnozina F,, .
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Polozime
F'=UF, (1)

a ukdzeme, Zze F' je maximalni AX - bezesporna mnozina.

« AX-bezespornost: Kdyby mnozina F’ byla AX-sporna
z definice AX-bezespornosti plyne, Ze existuje konecna
mnozina F“={4,,...,4,} formuliz F’, ktera je
AX-spornd. Potom z definice F‘ je F* podmnoZinou
nekteré z mnozin F,, kterd je podle konstrukce AX-be-

Zesporna.
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* maximalnost: Kdyby F’ nebyla maximalni AX-be-
zesporna mnoZzina, potom existuje AX-bezesporna
formule A4, kterad neni prvkem F'°. Piitom z definice
AX-bezespornosti plyne, ze ani formule —A4 neni
prvkem mnoziny F'. To je ve sporu s nasledujicim
tvrzenim a) o vlastnostech maximalnich AX-beze-

spornych mnozin.
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Pro maximalni bezesporn¢ mnoziny plati: Je-li F
maximalni AX-bezespornd mnoZina potom

(a) pro kazdou formuli 4 jazyka L pravé jedna z formuli
A a —A4 jeprvkem F
(b) ANBeF pravé kdyz AeF a BeF

(c)jsou-liformule 4 a A—> B v F, potom také

formule B jeprvkem F.

(d) je-1i 4 dokazatelnd z AX,potom Ae F
Pritom z tvrzeni a) plyne, Zze F' je uplna teorie.

Tvrzeni (a) - (d) ponechavame jako cviCeni.
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Definice. (formule validni ve tiidé Kripkeho struktur)

Necht M, je tfida Kripkeho struktur pro n agentu.
Rikéme, Ze formule A je validni ve tiidé M, je-li
validni v kazdé struktuie M, ze tfidy M, .

Budeme se zabyvat vlastnostmi znalosti ve tfidé¢ M,
Kripkeho struktur, to znamena formulemi, ktere jsou v této
tridé validni. Pfipomenme, Ze v téchto strukturach nedava-
me zadné predpoklady o vlastnostech relaci K.

Protoze tiida struktur M ™!, ve které jsou relace K, re-
flexivni, symetrickée a transitivni - tedy relace ekvivalence,
je vlastni podtiidou tfidy M, , muzeme ocekavat, ze v této

tridé bude vice validnich formuli.
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V Kripkeho strukturach tfidy M, jsme ovéiili, ze validni
jsou
¢ Al VSechny instance vyrokovych tautologii

e A2 Distribu¢ni axiom D
* Pravidlo Modus ponens

* Pravidlo generalizace znalosti

Prvni a druhé schema axiomi jsme ovéfili bez jakych-
koli pfedpokladu o relacich K., stejné jako odvozovaci
pravidla modus ponens a pravidlo generalizace.
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Jaké vysledky plati, kdyz relace K, n€jak omezime?

Nabizi se tyto axiomy

* A3 Axiom znalosti (Axiom pravdy) T
* Ad Axiom pozitivni introspekce 4
¢ A5 Axiom negativni introspekce
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D4 se ukazat, ze

* validnost Axiomu znalosti plyne z reflexivity relaci K,
tedy axiom T je pravdivy ve vSech strukturach tfidy M,”

» validnost Axiomu pozitivni introspekce 4 plyne z
tranzitivity relaci K,, tim spise je 4 validni ve tfidé M '

e validnost Axiomu negativni introspekce 5 plyne ze
symetrie a tranzitivity relaci g tedy S jetim spise
validni ve tridé M .
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Nazvoslovi

KD45 je teorie sestavajici z axiomu K s axiomy
D, 4, 5.

KT4 vznikne rozSifenim K, o axiomy T a 4.

K se vétSinou vynechava, takze piSeme D45 a T4.

Historicke nazvy: T4 S4 54,
T45 S5 S35,
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Véta

Pro modalni teorie v jazyce L, plati

* K je iplna axiomatizace vzhledem k t¥id¢ M,
T je Uplnd axiomatizace vzhledem ke tiidé¢ M,
* S4, je Uplnd axiomatizace vzhledem ke tfidé M
« S5, je Uplna axiomatizace vzhledem ke téidé M ™

« KD45, je Gplna axiomatizace vzhledem ke tfidé M:".
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K analyze slozitosti dikkazli v jednotlivych systémech
modalni logiky potfebujeme nékteré definice a znaceni.

Definice. (1) Je-li A mnoZina, | A | oznacuje mohutnost
teto mnoziny (pokud A4 je konec€na, jde o pocet jejich prvku).

(i1) Déelku formule B (tedy pocet jejich symboll) oznacu -
jeme B . Naptiklad p A Ej, ,)p = 9.(Pocitame pismena, Cisla,
logické symboly,zavorky a Carky).

Délku formuli E.B, C.B a D.B definuyjeme jako

2+2G + B

a pocitame 1 ¢arky a mnozinové zavorky v G.

, protoze prvky G pocitame jako riizné symboly
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Je-li 4 formule, mnozinu vSech jejich podformuli oznacuje-
me Sub(A), daseukazat,ze |Sub(4)| < |A4]|+ 1.
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Slozitost problému validity.

S5, KD45, | K,,T,,84,,n>1 |KS,T ,n>1

nd n’

S5 ,KD45 .n>2|S4,85°,KD45 ,n>2

NP —iplny | PSPACE —uplny | EXPTIME —tiplny
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