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Algebra termu

Predpokladame, Ze je dan jazyk L, definovali jsme mnoZinu jeho
termul.

Zavedeme nékteré uziteCne pojmy. Piipomenme, zZe konstanty ztotoz-
nujeme s funk¢énimi symboly, které nepracuji s Zadnymi argumenty.
Obvykle je znaCime a,b,c,d, ..

z kontextu je vzdy jasne, zda jde o konstantu nebo o nazev klauzule,
zaména nehrozi.

Term, ktery neobsahuje Zadn¢ proménné nazyvame zakladni

(anglicky ground).
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Definice Je-l1 t term,

* mnozinu jeho proménnych oznacujeme Var(t),

 fikame, Ze s je podterm termu t,je-li s podslovem t , kter¢ je
samo termem,

e je-li w podtermem s fikame, Ze w se vyskytuje v s nebo, ze
w ma vyskyt vtermu s. V obecném pripadé¢ mize mit podterm w v
termu s vice vyskytd, naptiklad g(f(x), f(x)),

» kazdy term je svym podtermem, je-li s podterm termu t a je rizny
od t, fikame, Ze s je vlastnim podtermem t.
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Substituce

Substituce vazi termy k proménnym. V logickém programovani jsou
jedinym prostfedkem, ktery proménnym piifazuje hodnoty.

Relevantni substituce jsou béhem vypoctu automaticky generovany -
na rozdil od explicitniho pfifazovani hodnot proménnym v imperativ-
nich jazycich - fikdme, Ze proménné¢ nabyvaji svych hodnot implicitné.
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Definice

Substituce 0 je konecné zobrazeni, které kazdé proménne x ve
svém defini¢nim oboru pfitazuje n¢jaky term t rizny od x.
ProtoZze 0O je zobrazeni, miZeme v takoveém pripadé psat 6(x) = t.

Podrobnéji, substituce je zobrazeni 0, které zapisujeme

0= {x/t,,x/t,,...x,/t} (1)
takové, ze plati

* X{,Xy,..,X, JSOUTUZNE promenne,

* t,t,..., t  Jsoutermy a

* X, jeruznéod t, pro 1, 1<1<n

Je-li n = 0, fikame Ze (1) je prazdna substituce a zna¢ime ji €.
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Mnozinu {x;, X,, ... , X, § nazyvame definicnim oborem 0 a znacime
Dom(0) ,

mnozinu {t,,t,,..,t,} nazyvame oborem hodnot 0 a znacime
Range(9) ,

mnozinu vSech proménnych obsazenych v termech t,, t,, ..., t oznacu-
jeme Ran(0), dale

Var(0) = Dom(0) U Ran(0)
je mnozina vSech proménnych, které se vyskytuji v substituci 6 .

Je-11 ddna mnoZina proménnych V potom vyrazem O |V oznaCujeme
substituci, ktera vznikne ze substituce 0 omezenim jejiho defini¢niho
oboru na proménné¢ z V.
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Jsou-li vSechny termy z oboru hodnot 0 zdkladni, fikdme Ze substi-
tuce 0 je zakladni.

Jsou-li vSechny termy z oboru hodnot 6 proménné, fikame Ze 0 je
substituce proménnych.

Specialnim pifipadem takovée substituce je permutace defini¢niho
oboru , tedy prosté zobrazeni mnoziny Dom(0) na Dom(0), které
nazyvame piejmenovani promeénnych.

Ptikladem pfejmenovani je tieba substituce {x/y, y/z, z/x} .
Prazdna substituce je take pfejmenovani.

V literatuie se pouziva i jina definice pfeymenovani, ale da se ukazat, ze

kazda takova substituce se da rozsifit do substituce, ktera je prejmeno-
vanim v naSem smyslu.
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Definice (substituce za proménné v termu)

Je-li dan term s a substituce 0, vyraz, ktery vznikne z termu s
soucasnym nahrazenim vsech vyskytiu proménnych

x € Var(s) N Dom(0)
odpovidajicim termem 6(X) , oznaCime sO a budeme ho nazyvat
aplikaci substituce O na s.

Neni tézke ovérit, ze sO je take term , fikdme, Ze je to instance s .
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* Pokud instance sO neobsahuje proménné, fikame Ze je zakladni.
« Je-li O preygmenovani, fikame Ze s0 je variantou termu s .

« Rikdme, Ze term s je obecnéjSinez term t,je-li t instanci s.

Priklad 1. Necht s jeterm f(x, g(X,y, h(x,z))) a 0 je substituce
6 ={x/k(uv), y/l(z), z/k(x,y) |

potom sO jeterm

fF(k(u,v), g(k(u,v), 1(z), h( k(u,v), k(x,y))))
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Priklad 2. (Varianty)

a) f(y,x) je variantou f(x,y), protoze f(y,x)=f(x,y){x/y, y/x}

b) f(x,y’) je variantou f(x,y), protoze f(x,y’)=1{(xy){y/y’, y’/y}

PovsSimnéme si, ze vazba y’/y byla ptidana, aby substituce byla
piejmenovanim.

f(x,x) neni variantou f(x,y). Kdyby tomu tak bylo, pak f(x,x)=
f(x,y)0 pro néjaké preymenovani 0. Tedy y/x € 0 a pro néjakou
proménnou z ruznouod x plati x/z € 0. Potom nutné
f(x,y) 0 = f(z,x) - spor.
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Substituce za proménné v termu muze byt také definovana indukci
podle slozitosti termu.

Lemma 1.

Je-li s terma O substituce, instance sO miize byt definovana
indukci podle struktury termu s .

a)je-li s proménna x , potom s0je O(x),pokud x &€ Dom(0),jinak
X .

b)je-i s tvaru f(t,,t,,..,t ) ainstance termu ¢t jiz byly
sestrojeny, potom instance s0= f(t,0,t,0,...,t0).

c)Jsou-li 6 a mn substituce, potom 0 = n, pravé kdyz pro libovol-
nou proménnou X plati 0(x) =n(x) .
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Definice. (Slozeni substituci)

Jsou-li © a mn substituce, jejich slozeni On definujeme takto: pro li-
bovolnou proménnou x polozime (On)(x)= (xO)n.

Jinymi slovy, On pfifazuje proménné x term, ktery ziskame substituci
n do instance x0 .

Je zteyme, ze pokud x neni prvkem mnoziny Dom(0) u Dom(n) , plati
(6n)(x) = x. To znamena, ze On je zobrazeni proménnych do mnoziny
termu, které je s vyjimkou kone¢né mnozZiny vSude identické. Tim
jednoznac¢né urcuje substituci.

Snadno se ovéri, Ze pro prazdnou substituci € a 6 plati 6 =0=¢€0.

Slozit&si je slozeni libovolnych dvou substituci vypocitat.
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Lemma 2. (SloZena substituce)

M¢éjme dvé substituce

0= {x/t,,X/t,...x,/t} a N ={y/S,Y/S V! S}

Slozena substituce Omn je rovna zobrazeni y , kter¢ vznikne
nasledujicim postupem
a) z posloupnosti
{(X/tm, X/ tn, . X/t Y/ Sy, Yo/Sy 5 oo VS, } (2)

nejprve vynecheyme vSechny vazby x./tn takové,ze x. =tn
a potom vSechny vazby yj/s; , kde y, € Dom(9).

b) zbytek posloupnosti (2) oznac¢me . Je to konecné zobrazeni
proménnych do termi a rozborem ptipadl 1ze ovéfit, Ze pro kazdou
proménnou x plati y(x) =0n(x).
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Priklad.

Necht 0= {u/z,x/3,y/f(x.1)} a n={x/4,y/f(4,1),z/u} , potom
On = {x/3,y/f(4,1), z/u }

Vypocet slozené substituce neni jednoduchy a neni ani jednoduché

pravidlo, jak definovat jeji defini¢ni obor a obor hodnot.

Uvedeme jesté dvé jednoducha fakta o skladani prejmenovani.

Lemma 3.

(i) Pro kazdé pfejmenovani 0 , existuje pravé jedna substituce 0! |
takova, ze 00'= g=0610. 0-' jetaké pfejmenovani.

(1) Je-li On=¢€ ,potom O 1 mn jsou piejmenovani.
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Lemma 4. (Asociativnost)

(1) (sOm = s(On)
(i) (On)y = O(ny)

Dukaz (1) provedeme indukci podle sloZitosti termu s podle lemmatu 1.
a) je-li s proménna x,potom (x0)n = (0(x))n=x(6n)
b) je-li s tvaru f(t,,t,,...,t) aprotermy t jiz (1) plati, potom
(s0m = (60N, 0N , ..., ©,6n)
= 1((t,(6n), t,(6n), ..., t,(6N))
=ft,t,..,t)0Nn)
= s(6n)
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(i1) Pro libovolnou proménnou x

dostavame
x(On)y = (xOn)y definice skladdni
= (xOn)y podle (i) pro x
= x0(ny) podle (i) pro x0

tedy On)y = 6(ny).

Skladani substituci je asociativni operace, to znamena, ze pii skladani
posloupnosti substituci nezalezi na uzavorkovani.
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Lemma 5. (Varianty)

(1) Term s je variantou termu t , pravé kdyZ s je instanci t a t je
Instanci s .

(11) Je-literm s variantou t, potom s=1t0, kde 0 je preymenovani
takove, ze Var(0) < Var(s) U Var(t) .

Dukaz. (1) (=) Podle ptedpokladu je s= t0, kde 0 pfeyjmenovani.
Necht 0! je pfejmenovani z lemmatu 3. Potom t= t00-1= s0-!.

(<) Rikame, Ze funkce f nema pevny bod , jestlize f(x)=#x plati

pro kazdé x . Ke konstrukci pfejmenovani ze dvou substituci budeme
potiebovat nasledujici tvrzeni.
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Pozorovani. Kazdé¢ prosté zobrazeni f koneCné mnoziny A na mno-
zinu B lze rozsifit na permutaci g sjednoceni A U B. Pokud f
nema pevne body, g lze setrojit tak, zZe také nema pevné body.

Dukaz pozorovani. Koneéné¢ mnoziny A a B maji stejny pocet prv-
kl, to znamend, ze také mnoziny A—B a B — A maji stejny pocCet
prvkl. Necht h je prosté zobrazeni B — A na mnozinu A — B.
Polozime-li g= f U h dostaneme permutact A U B. Je zfeym¢, Ze
pokud f nemad pevné body, nemad je ani g.

Pokracovani ditkazu (1) . Podle pfedpokladu existuji substituce 0 a
n,takové,Zze s=t0 a t=sn. Tedy

t=tOn 3)

Z (3) plyne pro libovolné dvé riizné proménné x,y € Var(t), plati
Ze x0n jertzné od yOn a proto take x0 # y0.

Logické programovani 2 18



e xOn # yon a proto take
* x0 = y0 navic

* xOn a yoOn jsou promeénné a pak nutné 1 x0 a y0 jsou proménné

Muzeme predpokladat, ze Dom(0) < Var(t) . Ukazali jsme, Zze 0 je
prosta substituce proménnych za proménngé.

Podle predchoziho pozorovani substituce 0 miize byt rozSifena do
piejmenovani vy takového, ze Dom(y) = Var(0). Dokazeme-li, Ze

Var(t) N Dom(y) < Dom(0) 4)

Potom ty=tB=s a s jevariantou t.
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K dukazu tvrzeni (1) zbyva dokazat (4) . Predpokladejme, Ze
existuje proménna x € Var(t) - Dom(0) . Potom podle (3)

X =x0n=xn tedy
X neni prvkem Dom(mn) potom take
x neni prvkem Ran(B)  protoZe jinak by existovalo vy,
y € Var(t), y x takové,Ze y/xe 0 a yOn=y, odkud
x € Dom(m) - spor.

Dokéazali jsme
(Var(t) — Dom(0)) N Ran(0)= 0  odkud plyne

_ Var(t) N Dom(y) < Dom(0) 4)
protoze

Dom(y) = Var(0) . Tim je (1) dokdzano.
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Diikaz (11). Staci si po vSimnout, Ze preymenovani 0 , které jsme
pouzili pti dukazu (1) spliiuje

Var(y) = Var(0) < Var(s) U Var(t)

Poznamka na konec. Zavedené pojmy instance, zakladni instance,
varianty a znaCeni Var( ... ), Dom( ...), Rang( ...), atd. Byly
zavedeny jen pro termy.

Je ziteyme, Ze mohou byt definovany stejnym zplisobem pro libovolné
fetézce , nejenom termy. Zde mame na mysli jejich pozdéjsi pouziti na
atomické formule (atomy), které se svou strukturou nelisi od termii.

Za zapamatovani stoji pfedevSim Lemma 4 o asociativité¢ a Lemma 5
o variantach.

Tyto poymy, zna¢eni a vysledky budeme bez dalSiho pouZivat i pro jiné
syntaktické konstrukce.
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