1. STRUCNA HISTORIE ALGORITMU PRO PRVOCISLA

Problémy tykajici se prvociselnosti fascinovaly matematiky od starovéku. Mezi
témito problémy hraje klicovou roli nasledujici problém

Problém. PRIME:
Vstup: prirozené c¢islo p > 1;
Vystup: ano, kdyz p je prvocislo.

Nejstarsi znamy korektni algoritmus pro tento problém je Eratosthenovo sito,
které vzniklo nékdy kolem roku 240 pfed naSim letopoc¢tem. Tento algoritmus
vyzaduje ¢as O(p), kde p je vstupni &islo. Protoze délka vstupu je logp, je tento
algoritmus exponencialni. Protoze exponencidlni algoritmy nejsou pouzitelné pro
velka ¢isla, motivuje to snahu nalézt efektivnéjsi, tj. rychlejsi algoritmus. Fermat v
17. stoleti dokéazal tzv. Malou Fermatovu vétu, kterd tvori zaklad vétsiny novych
algoritmu pro PRIME.

Mala Fermatova véta. KdyZ p je prvocislo a n je c¢islo nesoudélné s p, pak
n?~!1 =1 mod p.

Bohuzel Mal4 Fermatova véta neni charakteristika prvocisel. Rekneme, Ze piiro-
zené ¢islo n je Carmichaelovo ¢islo [10,11], kdyz n neni prvoéislo a pro kazdé
pfirozené &islo a, které je nesoudélné s n, plati a”~! = 1 mod n. Nejmensi Carmi-
chaelovo &islo je 561 a existuje 8241 Carmichaelovych é&isel mensich nez 10'2. Ne-
ddvno bylo dokazéno [6], Ze existuje nekoneéné mnoho Carmichaelovych ¢isel. Dalsi
fakta o Carmichaelovych ¢islech jsou v sekci Pravdépodobnostni algoritmy pro
PRIME.

V devatenactém stoleti a v prvni poloviné dvacatého stoleti se problémy o prvo-
¢islech zabyvali matematici, ktefi studovali teorii ¢isel. Z nich je tfeba jmenovat
Kraitchika (1926) [25] a Lehmera (1927) [27], ktef{ navrhli nezdvisle na sobé stejny
algoritmus pro PRIME. Tento algoritmus vylepsil J. L. Selfridge (1967) [10].
K. Godel v dopise von Neumannovi v roce 1956 se ptal na vypocetni slozitost
problému PRIME. Pozornost na slozitost problému PRIMFE vsak inicioval az
vysledek V. Pratta (1975) [33], ktery ukédzal, ze¢ PRIME € NP. Protoze je
ziejmé, ze PRIME € coNP (sta¢i uhodnout délitele p a pak ovérit délenim, ze
byl uhodnut spravné), tak az do roku 2002 byl problém PRIMFE jediny piirozeny
problém takovy, ze PRIMFE € NP N co — NP, ale nevédélo se, zda bez dalsich
predpokladu patii do P. G. Miller (1976) [31] navrhl deterministicky algoritmus
pro fesSeni problému PRIM E, ktery za predpokladu rozsitené Riemanovy hypotézy
(ERH) vyzadoval polynomidlni ¢as. Tento algoritmus modifikoval M. O. Rabin
(1976,1980) [34,35] na pravdépodobnostni polynomidlni algoritmus pro PRIME
typu Monte Carlo. R. Solovay a V. Strassen (1977) [37] navrhli jiny pravdépodob-
nostni polynomialni algoritmus pro PRIM E typu Monte Carlo, ktery byl zalozen
na kvadratickych residuich. Oba algoritmy jsou popsény v kapitole Pravdépodob-
nostni algoritmy pro PRIME.

L. M. Adelman, C. Pomerance a R. S. Rumely (1983) [2] navrhli determinis-
O(logloglogn)

ticky algoritmus pro PRIM E vyzadujici cas log n za hypotézy, kterd

je slabsi nez zobecnénd Riemanova hypotéza. S. Goldwasser a J. Kilian (1986)

[19] a nezdvisle A. O. L. Atkin [8] navrhli deterministicky algoritmus, ktery ma

ocekavany polynomidlni ¢as a za platnosti velmi slabé hypotézy ma i ¢as v nejhorsim

pripadé polynomidlni. C. Pomerance (1987) [32] navrhl nedeterministicky algorit-

mus pro PRIME pracujici v linedrnim ¢ase (tim vylepsil vysledek V. Pratta).
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Analogicky vysledek ukézali R. K. Guy, C. B. Lacampagne a J. L. Selfridge (1987)
[20]. Piekvapivy vysledek tohoto typu ukézali J. P. Jones, D. Sato, H. Wada a
D. Wiens (1976) [22]. Ukazali, ze pro prvocislo p existuje dukaz, ze p je prvocislo,
ktery vyzaduje pouze 87 s¢itdni a nasobeni (celych ¢isel). To znamend, ze exis-
tuje nedeterministicky algoritmus, ktery ovéii, ze p je prvocislo, a pouzije pouze 87
s¢itani a nasobeni. Algoritmus S. Goldwassera a J. Kiliana vylepsili L. M. Adleman
a M.-D. Huang (1992) [1] a navrhli pravdépodobnostni algoritmus pro PRIME
typu Las Vegas, ktery pracuje v polynomialnim case.

M. Agrawal, N. Kayal a N. Saxena (2002) [4] navrhli deterministicky algoritmus
pro PRIME vyzadujici ¢as O(logmnlogo(l) logn) a tim ukazali, ze PRIME €
P. Tento algoritmus je zalozen na stejné idei jako pravdépodobnostni algoritmus
navrzeny M. Agrawalem a S. Biswasem (1999) [3] a je to vlastné jeho vylepSeni. Za
predpokladu platnosti hypotézy Sophie Germainové o hustoté prvocisel tento algo-
ritmus vyzaduje jen O(log6 nlogo(l) logn) ¢asu. Algoritmus je popsan v kapitole
Deterministicky algoritmus pro PRIM E. Velky exponent u polynomu omezujiciho
cas, ktery spotfebuje algoritmus, vedl k pokustum o dalsi zlepseni. Nejprve Lenstra
(2004) vylepsil algoritmus tak, ze vyzaduje jen ¢as O(log”®n), a pak Lenstra a
Pomerance (2005) [29] navrhli dalsi zlepsni. Jejich algoritmus spotfebuje uz jen
O(log® nlogo(l) logn) ¢asu. Tato zlepSeni deterministického algoritmu pro feseni
PRIME jsou zalozena na hlubokych teoreticko-¢iselnych vysledcich na rozdil od
puvodniho algoritmu, ktery lze dobfe prezentovat. Kvuli stupni polynomu vsak
stale nejsou tyto algoritmy prakticky pouzitelné. Podle informaci v praxi se hlavné
pouzivaji pravdépodobnostni algoritmy Solovay-Strassena a Rabin- Millera. Nej-
pouzivanéjsi ma byt Rabin-Millertv algoritmus, je rychlejsi nez Solovay-Strassentuv
algoritmus (asymptoticky jsou oba algoritmy stejné rychlé — O(log® n), ale Rabin-
Milleruv algoritmus je v jistém smyslu jen Cast Solovay-Strassenova algoritmu,
proto mé redlné mensi multiplikativni konstantu), a také pravdépodobnost chyby
je mensi. Solovay-Strassenuv algoritmus se ziejmé hodné pouziva z konzervativnich
duvodu, byl to prvni prakticky pouzitelny algoritmus pro feseni problému PRIME.

2. PRAVDEPODOBNOSTNI ALGORITMY

Pravdépodobnostni algoritmus je jakasi kombinace deterministického a nede-
terministického algoritmu. Nedeterministicky krok ma jen volbu z dvou moznych
pokracovani a navic ma kromé standardniho vstupu jesté ndhodny vstup z 0 a
1, ktery pro konkrétni vypocet urcuje, kterou volbu ma pouzit (to znamend, ze
nahodny vstup musi byt tak dlouhy jako je doba nejdelsiho vypoctu nad danym
vstupem). Pfitom stejné jako nedeterministicky algoritmus nemusi vzdy pocitat
korektné. Presné feceno pravdépodobnostni algoritmus A fesi problém P s chybou
x(z) (kde z je vstup pro problém P), ktera je pro vstup z rovna podilu korektnich
vypoctu nad z a vSech nahodnych vstupu pro xz. Formadlné feceno, kdyz délka
nahodného vstupu pro x je k, pak

_ {y | y je ndhodny vstup a A(z,y) dava korektni vysledek}|

x() ok

Déle budeme vzdy predpokladat, ze délka vypoctu A je shora omezena polynomem
vzhledem k délce vstupu (to plyne z piedpokladu, ze v praxi jsou pouzitelné
jen algoritmy pracujici v polynomidlnim ¢ase). Rekneme, Ze jazyk L je pfijiman



pravdépodobnostnim algoritmem A v case f, kde f je polynom, kdyz
L= {z € {0,1}"; |{y € {0,1}1*D; A(z,y) piijima}| > 2/(*D~1},

Ttida téchto jazyku se znaci PP a plati NP UcoNP C PP C PSPACE. Ukazuje
se, ze t¥ida PP je pftilis velka a obsahuje mnoho problému, které jsou pravdépodob-
né prakticky nefesitelné. To vedlo k jeji restrikci. Pravdépodobnostni algoritmus
A pracujici v polynomidlnim case je typu Atlantic City, kdyz existuje 0 < € < %
takové, ze pro kazdé x je x(z) < e. Pak BPP znaci tiidu jazyku pfijimanych algo-
ritmy typu Atlantic City. Zirejmé BPP C PP, ale vztah NP a BPP je otevieny
problém. Pravdépodobnostni algoritmus A pracujici v polynomidlnim c¢ase je algo-
ritmus typu Monte Carlo pro jazyk L, kdyz existuje 0 < e < 1 takové, ze plati:

(1) kdyz x € L, pak A(x,y) ptijima pro kazdy ndhodny vstup y (tj. x(z) = 0);

(2) kdyz x ¢ L, pak x(x) < e.

Pravdépodobnostni algoritmus A pracujici v polynomialnim case f je algoritmus
typu Las Vegas prijimajici jazyk L, kdyz A ma tii vystupy — pfijimé, odmita a nevi
a existuje 0 < e < 1 tak, ze plati

(1) kdyz = € L, pak vystup A(z,y) je bud pfijima nebo nevi pro kazdy ndhodny

vstup y;
(2) kdyz = ¢ L, pak vystup A(z,y) je bud odmit4 nebo nevi pro kazdy ndhodny
vstup y;

(3) pro kazdé = plati |{y € {0, 1}FU=D; vystup A(z,y) je nevi}| < 2=,
Jazyky pfijimané algoritmy typu Monte Carlo tvoii tfidu RP a jazyky pfijimané
algoritmy typu Las Vegas tvoii ttidu ZPP.

Nasledujici véta ukazuje vyznam téchto tiid.

Véta 2.1. Kdyz L € BPP, pak pro kazZdy polynom g existuje algoritmus typu
Atlantic City prijimagici L s chybou x(z) < 279021 Kdyz L € RP, pak pro kazdyj
polynom g existuje algoritmus typu Monte Carlo prijimagici L s chybou x(x) <
2-9U=l)  Kdyz L € ZPP, pak pro kazdy polynom g existuje algoritmus typu Las
Vegas prijimagici L a

H{y € {0, 102D wystup A(z, ) je nevi}| < 27902,

Diikaz. Nejprve dokazeme druhé a treti tvrzeni. Méjme jazyk L € RP nebo L €
ZPP, pak existuje algoritmus A typu Monte Carlo nebo Las Vegas ptijimajici L a
existuje 0 < e < 1 takové, ze x(z) < € nebo

{y € {0,117 07D; vystup A, y) je nevi}| < e2/ (D),

kde f je polynom omezujici dobu vypoctu A. Protoze € < 1, tak existuje k takové,
7e € < % Necht ¢ je libovolny polynom. V obou pifpadech pouzijme néasledujici
algoritmus:

Algoritmus B
Vstup: z
1=0
while i < kg(x) do

zvol néghodné y € {0,1}/(=D)



(pro RP){ if A(z,y) odmitne then odmitne, stop endif

if A(x,y) odmitne then odmitne, stop else
(pro ZPP)¢ . . :
if A(z,y) pfijme then pfijme, stop endif endif
1:=14+1
enddo

(pro RP) pfijme
(pro ZPP) nevi

Vsimnéme si, ze v ptipadé RP, kdyz x € L, pak algoritmus B vzdy pfijima,
v piipadé ZPP, kdyz z € L, pak algoritmus B neskon¢i s odmitnutim a kdyz
x ¢ L, pak algoritmus B neskonéi s piijmutim. Protoze f a g jsou polynomy,
tak algoritmus pracuje v polynomidlnim ¢ase. V pripadé RP, kdyz = ¢ L, pak A
prijimé s pravdépodobnosti mensi nez e. Aby B ptijmul, musel cyklus bézet kg(x)-
krat a ve vSech bézich musel A pfijmout. Protoze béhy cykla jsou nezavislé, tak
pravdépodobnost, Ze se to stane, je mensi nez e*9(2) < 29(21) "V pifpade ZPP je
pravdépodobnost, ze algoritmus odpovédél, ze nevi, mensi nez e. Aby B odpoveédél,
ze nevi, musel cyklus bézet kg(z)-krat a ve vSech bézich musel A odpovédét, ze nevi.
Proto pravdépodobnost, ze B odpovédél, ze nevi, je mensi nez 2920

Nyni dokdzeme prvni tvrzeni. Necht L € BPP a necht A je algoritmus typu
Atlantic City prijimajici L s chybou mensi nez € pro 0 < e < % Necht A pracuje v
case f, kde f je polynom. Necht g je polynom. Pak 4e(1 —¢€) < 1, a tedy existuje
k takové, ze (4e(1 — e))k < % Uvazujme nésledujici algoritmus:

Algoritmus By
Vstup =
1:=0,c:=0
while i < 2kg(|x|) do

zvol nghodné y € {0,1}/(=D)

if A(z,y) pfijima then ¢ := ¢+ 1 endif

1:=14+1
enddo
if ¢ > kg(|z|) then pfijmi else odmitni endif

Protoze f a g jsou polynomy, tak By pracuje v polynomialnim case. Predpokla-
dejme, ze pro vstup x je pravdépodobnost chyby €1, pak 0 < €; < €, a proto
de1(1 — €1) < 4e(1 —€), a tedy (4er(1 — €1>)k < (4e(1 - e))k < 1. Protoze béhy
cyklu jsou nezévislé a A d4véd pro z nekorektni odpovéd s pravdépodobnosti €,
tak pravdépodobnost, ze A d& nekorektni odpovéd na fixované j-tici beht cyklu, je
€l (1—ep)?k9zD+1=7 " Tedy pravdépodobnost, ze By dal nespravnou odpovéd prave
v 7 bézich cyklu, je nejvyse (2’“9(';')“) 6{(1 —¢;)?k9(@)+1=7  Tedy pravdépodobnost,
ze B odpovédél nekorektné, je nejvyse

kg(|z|)
2k 1\ . )
3 ( 9(|5§|)+ )egl(l_el)zkg(lxl)ﬂ—yg

j=0 J
kq(z)
- 2k 1
(er(1 — ey P2 3 < g(\§|)+ ) <
§=0

kg(|x 1/2 - kg(|lx 1/2
(61(1 B 61)) g(Jz|)+1/ 92kg(lz))+1 _ (461(1 _ 61)) g(lz|)+1/ <

(41 (1 — e2))")20) < 9ot



Tim je dukaz kompletni. [J

7 toho okamzité dostavame, ze P C ZPP = RP NcoRP a RP C NP N BPP,
coRP C coNP N BPP, ale zda jsou inkluse ostré, se nevi. Na druhou stranu na
zakladé této véty je tiida BPP povazovana za nejvétsi tiidu problému prakticky
fesitelnych.

3. PRAVDEPODOBNOSTNI ALGORITMY PRO PRIME.

Nejprve si pripomeneme par zakladnich pojmu z teorie ¢isel a teorie grup.

Pro prirozené ¢islo n > 1 oznacme Z; mnozinu vSech celych ¢isel mezi 0 a n —1,
kterd jsou nesoudélnd s n, spolu s operaci nasobeni modulo n. Pak Z} je grupa a
ifk4 se ji multiplikativn{ grupa modulo n. Necht A\(n) je idd grupy Z*, tj. A(n)
je nejmensi prirozené ¢islo p takové, ze ¥ = 1 mod n pro kazdé i € Z;. Protoze
Z} je konetnda grupa, tak pro kazdé i € Z} existuje p takové, ze i = 1 mod n (1
je jednotkovy prvek Z*), a pak i*? = 1 mod n pro kazdé celé &islo k > 1. Nyni z
konecnosti Z; plyne existence A. Dale si pfipomeneme Cinskou vétu o zbytcich.

Véta 3.1. (Cinskd véta o zbytcich). Necht mi,mo, ..., m, jsou navzdjem ne-
soudélnd prirozend cisla vétsi nezZ 1. Pak pro kaZdou n-tici ¢isel x1,xo,...x, €ris-
tuje pravé jedno cislo x takové, Ze 0 < x < [[i_,m; a * = x; mod m; pro kazdé
i=1,2,...,n. Pro celd ¢isla x ay a pro m = [[._, m; plati x = y mod m, prdvé
kdyz x =y mod m; pro kazdé 1 =1,2,...,n.

Dukaz. Zvolme i € {1,2,...,n} a vS§imnéme si, ze pro f; = - plati f; = 0 mod m;
pro kazdé j = 1,2,...,n, j # i, a f; je nesoudélné s m;. Proto existuje g; €
{1,2,...,m;—1} takové, ze f;g; = 1 mod m;. Polozme e; = f;g;, pak e; = 1 mod m;
a e; = 0 mod m; pro kazdé j = 1,2,...,n, j #i. Odtud pro z = Y., z;e; plati
xr = x; mod m; pro kazdé 1 =1,2,...,n.

Nyni méjme dvé celd &isla z a y takovd, ze # = y mod m. Protoze m = [[_, m,,
dostavame, ze © = y mod m; pro kazdé i = 1,2,...,n. Naopak, kdyz x = y mod m;
pro kazdé ¢ = 1,2,...,n, pak pro kazdé i existuje celé ¢islo k; takové, ze x =
y+k;m;. Odtud plyne, ze x —y je nasobkem m; pro kazdé ¢ = 1,2,...,n, a protoze
m; a m; jsou nesoudélnd pro vechna ruznd ¢isla ¢, j € {1,2,...,n}, dostavame, ze
x — y je nasobkem m, neboli x = y mod m. Tedy plati druhé tvrzeni véty.

Prvni tvrzeni dostaneme kombinaci prvni ¢asti dukazu a druhého tvrzeni. [J

Odtud dostaneme

Tvrzeni 3.2. Kdyzn = szl pi't je prvociselny rozklad n, pak A(n) je nejmensi
spoleény ndsobek cisel X(p;*") proi=1,2,...,].

Diikaz. Necht k je nejmens{ spoleény nasobek &isel A(p)*?) pro i = 1,2,...,j. Pak
pro kazdé ¢+ = 1,2,...,5 a kazdé a € Z;’_“i plati ¢* = 1 mod p;", protoze k je
nésobek A(p)"). Z Cinské véty o zbytcich plyne, Ze k je nasobek A(n).

Naopak, pro kazdé i = 1,2,...,5 existuje a; € Z;’_“i takové, ze tad a; je

A(p;"*) (to plyne z kone¢nosti Zp;m). 7 Cinské véty o zbytcich plyne existence
a jednoznacnost ¢isla a € {1,2,...,n} takového, ze a = a; mod p;** pro kazdé
i=1,2,...,7. Pro kazdé | < k existuje i = 1,2,...,j takové, ze a. # 1 mod p]™,
a z Cinské véty o zbytcich plyne o' # 1 mod n. Na druhé strané a¥ =1 mod i
pro kazdé i = 1,2,...,j, a proto a¥ = 1 mod n. Odtud plyne, ze A(n) > k, a proto
k=An). O



Pro liché prvocislo p a pro kazdé celé kladné ¢islo ¢ je Z;’;i cyklicka grupa a protoze
|Z: | = &(p*) = (p — 1)p*~! (¢ je Eulerova funkce), dostavame A(p?) = (p — 1)p*~ 1.
Pro mocniny 2 je situace komplikovanéjsi, Z5 a Zj jsou cyklické grupy, a Z3; pro
i > 2 je isomorfni se soucinem cyklické grupy iadu 22 s cyklickou grupou fadu 2,
proto A(2) =1, A\(4) =2 a A\(2') = 2°72 pro i > 3.

Zakladni vysledek, ktery polozil zaklady k hledani pravdépodobnostnich algo-
ritmu pro feSeni problému PRIM E, je Mald Fermatova véta.

Véta 3.3. Kdyz n je provocislo a a je celé ¢islo nesoudélné s n, pak a™ ' =

lmodn. O

Kdyby toto byla charakterizace prvocisel a kdyby pro kladné ¢islo n, které neni
prvocislo, existovalo ‘hodné’ celych ¢isel a v intervalu < 1,n — 1 > takovych, ze
a"~' # 1modn, pak bychom mohli navrhnout pravdépodobnostni algoritmus,
ktery by pro vstup n ndhodné zvolil celé ¢islo a €< 1,n — 1 > a spocital by
a" ! mod n. Kdyby a"~! = 1 mod n, pak by odpoved byla, ze n je prvocislo, a
kdyby souéin byl rizny od 1, pak by odpovéd byla, Ze n neni prvoéislo. Protoze
a™ 1 lze spoéitat v polynomidlnim ¢ase (vzhledem k logn), tak pokud by ‘hodné’
znamenalo proporcionalné vzhledem k n, méli bychom algoritmus typu Monte Carlo
pro problém PRIME.

Bohuzel tato vlastnost neni charakteristickd pro prvocisla. Cislo, které neni
prvocislo, ale ptresto pro kazdé celé cislo a, které je nesoudélné s n, plati, ze
a"~! = 1 mod n, se nazyva Carmichaelovym &islem. Existenci a jejich vlastnosti
dokazal Carmichael [11,12] a nezavisle na ném to oznamil Korselt [24]. Je zndmo,
ze nejmensi Carmichaelovo ¢islo je 561 a pocet Carmichaelovych ¢isel mensich
nez 102 je 8241. Na druhé strané pro vSechna dostateéné velkd éisla x je pocet
Carmichaelovych ¢isel mensich nez x vétsi nez z7%. To dokdzali Alford, Granville a
Pomerance (1994) [6]. To motivuje hledani charakteristik pro prvoéisla podobnych
Malé Fermatové vété. Nez se vydame timto smérem, dokazeme si nékteré zakladni
vlastnosti Carmichaelovych ¢isel. Plati

Lemma 3.4. [11,12,24]Kdyz n je Carmichaelovo ¢islo, pak
(1) A(n) délin —1;
(2) n je liché;
(3) neexistuje prirozené ¢islo a > 1 takové, Ze a® déli n;
(4) n neni soucinem dvou prvocisel.

Dukaz. Protoze n je Carmichaelovo ¢islo, tak a = 1 mod n pro kazdé a € Z, a
proto A(n) déli n—1. Protoze —12 = 1 mod n, dostdvdme, Ze A(n) je sudé pro kazdé
n, a proto kazdé Carmichaelovo ¢islo n je liché. Kdyz pro ptirozené ¢islo a > 1 plati,
7e a® déli n, pak mizeme predpokladat, ze a je prvocislo. Pak A(a?) = a(a — 1)
podle Tvrzeni 3.2 déli A(n). Odtud plyne, ze a déli n — 1 i n, a proto a = 1, spor.
Proto neexistuje pfirozené éislo a > 1 takové, ze a? déli n. Kdyz n je souc¢inem
dvou prvocisel p a ¢, pak podle (3) p # ¢ a podle (2) p a ¢ jsou lich4 ¢isla. Podle
Tvrzeni 3.2 p — 1 déli A(n), a tedy déli i n — 1. Proto n — 1 =0mod p — 1, a tedy
n =1mod p — 1. Protoze p =1 mod p — 1, dostavame, ze ¢ = 1 mod p — 1. Proto
q > p. Ze symetrie dostaneme, ze ¢ < p, a tedy ¢ = p, a to je spor. [

n—1

Abychom specifikovali pojem ‘hodné’; bylo by vhodné, aby mnozina

{a € Z}, | a spliiuje uvazovanou charakteristiku prvocisel }



byla vlastni podgrupa Z;, kdyz n neni prvocislo. Této mnoziné se fikd mnozina
lhaiu vzhledem k uvazované charakteristice. Ziejmé chyba algoritmu je majori-
zovana pomeérem velikosti grupy 1haia vzhledem k velikosti Z;. Kdyz grupa lhaia
je vlastni podgrupa, pak nutné % majorizuje tento pomér a tedy i chybu. Vsimnéme
si, ze kdyz n nenf prvoéislo, pak Fy, = {a € Z* | a®~! = 1 mod n} je podgrupa Z*.
Rik4 se ji grupa Fermatovych lhafa a n je Carmichaelovo &islo, pravé kdyz n nenf
prvocislo, ale F,, = Z.

SOLOVAY-STRASSENUV ALGORITMUS

Prvni pravdépodobnostni algoritmus je zalozen na Eulerové charakterizaci prvo-
¢isel, kterd pouziva Legendreovy a Jacobiho symboly. Nez zavedeme tyto symboly,
budeme definovat pojem residuum. Pro kladné cela ¢isla m a n a pro celé ¢islo a
nesoudélné s n fekneme, ze a je m-té residuum mod n, kdyz existuje celé ¢islo x
takové, ze £ = a mod n. Kdyz m = 2, pak fikdme, ze a je kvadratické residuum
mod n. Kdyz a je nesoudélné s n a neni kvadratické residuum mod n, pak fikame,
ze a je kvadratické non-residuum mod n. Pfipomerime si definici Eulerovy funkce
¢. Eulerova funkce ¢ je zobrazeni z pfirozenych ¢isel do sebe takové, ze ¢(n) je
pocet kladnych celych ¢isel, ktera jsou v intervalu < 1,n > a jsou nesoudélné s n,
tj. ¢(n) je pocet prvku v grupé Z;.

Lemma 3.5. Méjme kladné prirozené cislo n takové, Ze Z;, je cyklickd grupa. Pak

a € Z;, je m-té residuum vzhledem k mod n, kde m je kladné celé ¢islo, pravé kdyz
¢(n)

a~T =1modn, kde d je nejuétsi spolecny délitel m a ¢(n).

Diikaz. Necht g je generator Z a necht a je m-té residuum vzhledem k modn.
Pak existuje celé ¢islo x takové, ze ™ = a mod n. Tedy existuji kladné cela ¢isla
u a v takova, ze ¢g* = amodn a g z mod n. Odtud g™ = ¢“ modn a to
znamend, ze mv = u mod ¢(n) (protoze Z; je cyklickd, tak A(n) = |Z%| = ¢(n)).
Nyni pouzijeme pomocné lemma.

U:

Pomocné lemma 3.6. Méyme celd c¢isla a, b a kladné celé c¢islo n. Oznacme
d nejvétsiho spolecného délitele n a a. Pak existuje celé cislo x takové, Ze axr =
bmod n, prdvé kdyz d deéli b, a v tom pFipadé je x uréeno jednoznacné mod .

Dukaz. Predpokladejme, Ze existuje celé ¢islo x takové, ze ax = bmod n, pak
existuje celé ¢islo k takové, ze ax —kn = b. Odtud plyne, Ze nejvétsi spolecny délitel
d ¢isel a a n musi délit b. Naopak predpokladejme, ze d déli b. Pak z vlastnosti
nejvétsiho spolecného délitele (a Euklidova algoritmu pro jeho nalezeni) existuji cela
¢isla xq a yo takova, ze d = xga + yon. Pak pro ¢ = % plati axzgc + nypc = dc=b a
staci polozit x = xgc a dostaneme, ze ax = b mod n.

Abychom dokézali druhé tvrzeni, predpokladejme, Zze xg a x; jsou celd cisla
takova, ze axg = b = axry; mod n. Protoze d déli n a a, dostavdme §xg = G217 mod

7. Z vlastnosti nejvétsiho spoletného délitele plyne, ze § a 4 jsou nesoudélna celd
¢isla, a tedy muzeme rovnici vydeélit ¢islem ¢ a dostaneme, ze zog = 1 mod 2, a
) Yy d ) d’

tedy druhé tvrzeni plati. [J

Polozme d rovno nejvétsimu spoleénému déliteli m a ¢(n), pak mv = v mod ¢(n)
o(n) ué(n)

implikuje, ze d déli u, a tedy a™@ = g~ a = 1 modn, protoze ¢(n) = A(n).

Naopak predpokladejme, ze a*™ =1 mod n. Kdyz a = g* pro generator g cyklické
grupy Z;, pak gwcg") = 1 mod n. Odtud plyne, ze

u

% je celé cislo (opét pouzivdme
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A(n) = ¢(n)). Pak podle Pomocného lemmatu 3.6 existuje celé ¢islo k takové, ze
mk = umod ¢(n). Odtud plyne, ze (¢*)™ = g% = amod n, a tedy staci polozit
z = ¢g* mod n a dostaneme, ze 2™ =a mod n. O

Jako dusledek dostaneme Eulerovo kriterium.
Dusledek 3.7. [18]Nechi p je liché prvocislo. Pak

(1) a je kvadratické residuum mod p, prdavé kdyz o’ =1 mod p;
(2) a je kvadratické non-residuum mod p, prdvé kdyz a*™ = —1 mod D;
(3) existuje % kvadratickych residuii a €< 1,p — 1 > a =1 kvadratickych

2
non-restduii a €< 1,p — 1 >.

Diikaz. 7 Malé Fermatovy véty (Véta 3.3) plyne, ze a?~! = 1 mod p. Protoze celd
¢isla modulo prvocislo tvoii téleso a protoze v kazdém télese plati zakladni véta

algebry, tak rovnice 22 = 1 mod p ma jen dvé feseni, z = 1 nebo x = —1. Proto
—1 -1

a7 =1 mod p nebo a“= = —1 mod p a odtud plyne (1) a (2). Podle stejného

argumentu rovnice 25 =1 mod p a 5 = 1 mod p maji v Z; nejvyse 7’2;1

feseni. Jak bylo feceno, rovnice 22 = 1 mod p ma v Z,, jen dveé feseni, a to 1 a
—1, ptoto z Malé Fermatovy véty plyne, ze kazdé a € Z;, je bud FeSenim rovnice
%7 =1 mod p nebo %7 = —1mod p. Nyni z toho, Ze Z; ma prdvé p — 1 prvkd,

dostdvame (3). O

Nyni budeme definovat Legendreuv symbol. Méjme celé ¢islo a a liché prvocislo

p. Pak Legendreuv symbol (%) [26] je definovan takto
1 kdyz a je kvadratické residuum mod p,
(2) =<¢ —1 kdyz a je kvadratické non-residuum mod p,

0 kdyz p déli a.

Nejprve uvedeme zakladni vlastnosti Legendreova symbolu, a pak ho zobecnime na
Jacobiho symbol.

Lemma 3.8. Necht p a q jsou lichd prvocisla. Pak pro celd ¢isla a a b plati

(1) (%) = o"= mod p, specidiné (_71) = 1, prave kdyz p = 1mod 4 a (_71) -

—1, prdavé kdyzZ p = 3 mod 4,

(3= (2)

2 ()

(3) (&) = (%), kdyz a = bmod p;

(4) (%2) =1, kdyz p nedéli a;

(5) (%) = —1)(p28_1) , tedy (%) =1, pravé kdyZ p = 1 mod 8 nebo p = 7 mod 8
a (%) = —1, pravé kdyZ p = 3 mod 8 nebo p = 5 mod 8;

(6) kdyz p # q, pak (%)(%) = (—1)%4%1, neboli (%) = —(%), prdvé kdyz
p =q =3 mod 4, jinak (%) = (%).

Diikaz. (1) plyne z Dusledku 3.7. Protoze (%)(%) = o5 = (ab)pT_1 =
(%2) mod p, tak (2) je disledkem (1). (3) plyne piimo z definice. Z Malé Fer-
matovy véty plyne (4). (5) plyne z Gaussova lemmatu:

pro a € Z; oznacme p(a) pocet zapornych ¢isel b z mnoziny

p—1
- ..., —1,0,1,... ——
) ) ) ) ) ) ) 2 }



takovych, ze b = ¢ mod p pro néjaké ¢ € {a,2a,3a,..., %a}. Pak (%) =
(—1)m(a),
(6) se nazyva zikon kvadratické reciprocity a byl dokdzén Gaussem. Opira se o

fakta z abstraktni algebry, pomoci nichz se pro dvé lichd prvocisla p a g ukéze
ekvivalence tvrzeni:

p je kvadratické residuum mod g;
vyndsobeni ¢islem p v Z7 je sudé permutace;

(—1)qT_1q je kvadratické residuum mod p.
Z toho pak dostaneme (6). O

Jacobiho symbol je zobecnénim Legendreova symbolu a je oznacovan stejné
jako Legendreuv symbol. Jacobiho symbol je definovan pro celé ¢islo a pro liché
prirozené cislo n. Kdyz n je prvocislo, tak jeho hodnota se shoduje s hodnotou
Legendreova symbolu, takze nedochazi k zadnym nesrovnalostem. Méjme celé ¢islo
a a liché prirozené ¢islo n > 1 a necht pi',pi?,...,p)* je prvociselny rozklad &isla
n. Pak Jacobiho symbol je [21] (%) = H?Zl (p%)lj , kde v souc¢inu na pravé strané
je Legendreuv symbol. Kdyz n = 1, pak (%) = 1. Nejprve uvedeme zakladni
vlastnosti Jacobiho symbolu, které jsou zobecnénim Lemmatu 3.8 pro Legendretuv
symbol, a pak popiSeme algoritmus pro nalezeni hodnoty Jacobiho symbolu.

Lemma 3.9. Necht n a m jsou lichd pfirozend c¢isla a necht a a b jsou celd &isla.
Pak plati:

(

(2) (7w) = (3)(GR):

(3) (£) =(2), kdyz a = b mod n;

- n-1

@ (F) = 0=,

n<—1

6) (2) = (-1); .

(6) kdyz n a m jsou nesoudélnd, pak (2)(2) = (1) 7 7.
Dukaz. Vlastnosti (1), (2) a (3) plynou z definice. Vlastnosti (4), (5) a (6) plynou
z Lemmatu 3.8, kdyz se pouzije, ze pro licha ¢isla ny,no, ..., ng plati:

k k
ni—1. Jli_jni—1
Z( 5 ) = 5 mod 2,
i=1
k 2 k 2
ny—1. [Li_in—1
g === ! d2. O
;( ) < mo

Nésledujici algoritmus pro vypocet Jacobiho symbolu je zalozen na kombinaci
Lemmatu 3.9 a idejich Euklidova algoritmu pro nalezeni nejvétsiho spole¢ného
delitele.

Algoritmus 3.10. [15,40]

Vstup: celé cislo a a liché prirozené cislo n.

if a < 0 nebo a > n then a := a mod n endif (tj- 0<a<n)
t:=1

while a # 0 do
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while a = 2 mod 2 do
a:= %
if n = 3 mod 8 nebo n = 5 mod 8 then ¢ := —t endif
enddo
vyménme a a n
if a =n =3 mod 4 then t := —t endif
a:=amodn (tj- 0 <a<mn)
enddo
if n =1 then Vystup: t else Vystup: 0 endif
Konec

Korektnost algoritmu plyne z nasledujiciho invariantu, ktery je disledkem Lem-
matu 3.9:
kdyz a’ a n’ jsou hodnoty a a n po ukonceni béhu nékterého while-cyklu,

pak platf (£) = t(fl—:) (zde a a n jsou vstupy algoritmu).

Tedy dostavame

Véta 3.11. Algoritmus 3.10 korektné spocitd hodnotu Jacobiho symbolu (%) a
spotiebuje O((1 + log|al) logn) casu.

Diikaz. Korektnost algoritmu plyne z popsaného invariantu a z Lemmatu 3.9, a
tedy zbyva odhadnout ¢asovou slozitost algoritmu. Prvni krok algoritmu, vypocet
a mod n, vyzaduje ¢as O(logn(1l + log|a|)) (pouzijeme klasicky skolni algoritmus
pro celoc¢iselné déleni se zbytkem). Po jeho provedeni muzeme ptredpoklddat, ze
0 < a < n. Nyni budeme rekurzivné definovat celad ¢isla a; a n; proi = 0,1,....
Tato ¢isla popisuji praci algoritmu. Polozme ag = a a ng = n. Kdyz a; a n;
jsou definovany a a; > 0, pak rekurzivné definujme a; = 2%+'n; 1, kde e; 1 je
maximalni pfirozené cislo takové, ze 2¢+1 déli a;, n; = ¢;+1Mi+1 + aijy1, kde g; 11 a
a;4+1 jsou prirozend ¢isla a a;+1 < n;4+1. Kdyz a; = 0, pak kon¢ime. Ziejmé n; je
liché pro kazdé i, pro které je definovano. Plati

ng>ag >Ny > a1 > -+ 2 Ng > Q.

Odhadneme velikost k. Kdyz ¢; je liché, pak a; je sudé a n;11 < %, kdyz ¢;
je sudé, pak ¢; > 2 a tedy n; < ®*. Tedy muzeme shrnout, ze n;11 < 52,
a odtud plyne, ze k = O(logn). Vsimnéme si, ze vnéjsi while-cyklus za¢ina s
hodnotami ag a ng a i-ty béh vnéjsiho while-cyklu vypocita hodnoty a; a n;, proto
vnéjsi while-cyklus bézi k-krat. Daéle i-ty béh vnéjsiho while-cyklu vyzaduje c¢as
(e; + 1)loga;—1 + log g; logn;. Tedy algoritmus vyzaduje cas

k
O(logalogn + Z [(ei + 1) log a;—1 + log ¢; log n;]).
i=1
Indukci lehce dostaneme, ze pro kazdé ¢ = 0,1,...,k — 1 plati n; > H?:i—i—l qj, a

proto n > H?:l ;. Z toho plyne

k k
Zlogqi logn,; <logni(k+ loqui) = O((1 + log |a|) logn)
i=1 i=1
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k
(pouzili jsme, Ze logny <logag < 1+ log|al). Protoze 92 i1 © < ag, dostdvame

k k

Z(ei + 1)loga;—1 <logay(k+ Z e;) < klogay + lognglogag =
i=1 i=1

O(logn(1 + log(1 + |al)))-

Tim je dukaz uplny. O

K charakterizaci prvocisel pouzijeme Lemma 3.8(1): kdyz n je prvocislo a a je

nesoudélné s n, pak ' = (%) mod n. To vede k tomu, ze pro liché ptirozené
¢islo n definujeme
n—1 a
E,={a€Z;|a > = (=) modn}.
n
Z Lemmatu 3.9(1) a z faktu, ze T b = (ab)nT_l, plyne, ze E,, je podgrupa

Z:,. Kdyz n neni prvocislo, tak se E,, nazyva grupou Eulerovych lhaiti. Solovay-
Strassenuv algoritmus je zalozen na nasledujicim tvrzeni.

/v

Tvrzeni 3.12. [28,37]Liché ¢islo n > 3 je prvocislo, pravé kdyz E,, = Z,.
Dikaz. 7 Lemmatu 3.8(1) plyne, ze kdyz n je prvocislo, pak E,, = Z}. Predpokla-

dejme, ze E,, = Z* a n neni prvoéislo. Pak pro kazdé a € Z* plati a1 = (%)2
1 mod n, a proto n je Carmichaelovo ¢islo. 7Z Lemmatu 3.4 plyne, ze existuje
prvocislo p a ¢islo r nesoudélné s p takové, ze n = pr. Podle Dusledku 3.7(3)
existuje kvadratické non-residuum ¢ pro mod p. Podle Véty 3.1 existuje celé cislo

a takové, ze 0 < a < mn,a =qgmod p a a =1 mod r. Podle Lemmatu 3.9(2) a (3) je

a protoze E,, = Z} , dostavame, ze

n— a
0T = (=) = —1 mod n.
n
Protoze r déli n, tak také plati "= = —1mod r, ale to je spor, protoze a =
n—1
1 mod r implikuje a 2= = 1 mod r. Proto kdyz n je liché a neni prvocislo, pak

E,#7Z;. O
Tvrzeni 3.12 vede k navrhu nésledujicitho algoritmu.

Algoritmus 3.13. [28](Solovay-Strassentiv algoritmus)
Vstup: prirozené c¢islo n
if n = 2 then Vystup: n je prvocislo, konec endif
if n < 2 nebo n je sudé an > 2 then

Vystup: n neni prvocislo, konec
endif
zvolme ndhodné pfirozené ¢islo a € {1,2,...,n— 1}
if a a n jsou soudélnd then

Vystup: n neni prvocislo
else

if a7 = (%) mod n then
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Vystup: n je prvocislo
else
Vystup: n neni prvocislo
endif
endif
Konec

Pro zjisténi, zda a a n jsou soudélna, pouzijeme Euklidav algoritmus, pro vypocet
n—1

(%) pouzijeme Algoritmus 3.10 a pro vypocet a2 mod n pouzijeme nasledujici
rekursivni podproceduru

Power(z,a, R)
Vstup: cislo x, ptirozené ¢islo a a okruh R, v kterém se realizuje nasobeni
if a = 0 then
Vystup: z¢ =1
else
if a je sudé then
b:=%,t:=Power(z,b,R), t =1t
else
b:=a—1,t:=Power(z,b,R), t:=tx
endif
Vystup: z¢ =t
endif
Konec

Korektnost podprocedury je ziejma. Odtud plyne

Véta 3.14. Solovay-Strassenuuv algoritmus je pravdépodobnostni algoritmus typu
Monte Carlo Fesici problém PRIME(n) v éase O(log®n) s chybou < :

Dukaz. 7 predchozich argumentu plyne, ze Solovay-Strassenuv algoritmus je prav-
dépodobnostni algoritmus typu Monte Carlo Fesici problém PRIM E(n) s chybou
< % Euklidav algoritmus zjistujici, zda a a n jsou soudélné, vyzaduje cas O(log2 n),
algoritmus pro vypocet (%) podle Véty 3.11 vyzaduje cas O(log2 n). Musime
odhadnout ¢as rekursivni podprocedury Power. Oznaéme p(R) cas potiebny pro
nasobeni v okruhu R, pak podprocedura Power bez rekursivnich volani vyzaduje
O(u(R)) casu. Protoze kazdé misto v bindrnim zépise ¢isla a odpovidd nejvyse
dvéma rekurzivnim voldnim podprocedury Power (presnéji, kdyz je na i-tém misté
zleva 1, pak to odpovida dvéma volanim, prvni zméni 1 na 0 a druhé odstrani 0,
kdyz je na i-tém misté 0, tak to odpovidd jednomu volani), dostdvame, ze pro-
cedura Power vyzaduje O(u(R)loga) ¢asu. Protoze ndsobeni v Z; vyzaduje ¢as
O(log®n) (standardni skolni algoritmus), tak podprocedura Power vyzaduje ¢as
O(log® n). Tedy Solovay-Strassentiv algoritmus pracuje v case O(log® n). Kdyz by-
chom pouyzili ‘chytry’ algoritmus na nésobeni ¢isel, tak algoritmus bude pracovat v
case O(log® nloglognlogloglogn). O

RABIN-MILLERUV ALGORITMUS

V této casti popiseme pravdépodobnostni algoritmus navrzeny Rabinem na zak-
ladé Millerova algoritmu. Tento algoritmus je zaloZzen na tomto postiehu. Kdyz pti-
rozené &islo n mé k prvociselnych déliteld, pak 1 mé 2* riiznych druhych odmocnin
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z 1 v Z;. Tento fakt vede k definici S — predpokladejme, ze n — 1 = 2%d, kde d je
liché éislo, pak S, = {a € Z% | bud a? = 1 mod n nebo a® ¢ = —1 mod n pro 0 <
r < s}. Kdyz n neni prvocnslo, pak prvky v S, se nazyvaji M Ihati. Nasledujici
lemma ukazuje korektnost tohoto pojmu. Dukaz je podle H. W. Lenstra a byl
publikovan v [9]

Lemma 3.15. [9]Necht n > 3 je liché prirozené éislo. Pak n je prvoéislo, prdvé
kdyz 7)., = S,,. Kdyz n neni prvocislo, pak |S,| < ”T_l.

Dukaz. Predpokladejme, ze n je prvo(:islo a a € Z). Podle Malé Fermatovy véty
(Véta 3.3) "' = 1mod n. Pak a2 = 1 mod n nebo a7 = —1 mod n, protoze
existuji presné dva prvky = € Z7 takové, ze 22 = 1 mod n, a to x = 1 mod n nebo
z = —1 mod n. V druhém piipadé a € S,, v prvém pifpadé bud s =1 a a € S,,
nebo s > 2 a pak bud o™ =1 mod n nebo a"T = —1 mod n. V druhém ptipadé
a € S,, v prvém pifpadé bud s = 2 a a € S,, a v opaéném piipadé, tedy kdyz
s > 2, muzeme cely postup zopakovat. Tedy indukci podle velikosti s dostaneme,
ze S, =17.

Predpokladejme ze n > 3 je liché, ale nenf prvocislo. Necht p{*, ps?,...,pr* je
prvociselny rozklad n. Pfedpoklddejme, 7ze n — 1 = 2°d, kde d je liché. Necht j
je takové nejvetsi prirozené cislo, ze existuje alespon jedno b € Z7, pro néz plati
b*’ = —1 mod n. Protoze (—1)20 = —1 mod n, je j korektné definovano a ziejmé
plati 0 < j < s. Polozme m = 27d a definujme

J={ac€Z|a""=1modn}

K ={a €Z} | a™ = +1 mod p;* Vi}
L={a€Z|a™=+1modn}

M ={a€Z) |a™ =1modn}

Ziejmé M C L C K C J C Z; a M, L, K a J jsou podgrupy Z,. Nejprve si
ukdzeme, ze S,, C L. Skuteéné, kdyz a € S,, pak bud a® = 1 mod n, ale pak
a™ = 1modn, atedy a € L nebo a®> ¥ = —1 modn pro 0 < r < s. Z definice j
plyne, ze r < j, a tedy a™ = +1 mod n, a proto a € L. Dale z definice j plyne
L\ M # 0§ (kdyz v¥ = —1 mod n, pak b™ = b*'¢ = (b¥')? = (—1)¢ = —1 mod n,
protoze d je liché). Kdyz a € L takové, ze a™ = —1 mod n pak pro z € L plati
" = —1 modn, pravé kdyz ar € M. Skutetné, kdyz ™ = —1 mod n, pak
(ax)™ = a™z™ = (—1)(—1) = 1 mod n, a tedy ax € M. Kdyz ax € M, pak

™ = (e rax)™ = (a7 (az)™ = (a™H)™1 = (¢7)™ mod n.

Ale plati 1 = (aa )™ = a™(a )™ = (-1)(a"!)™ mod n, a proto (a=H)™ =
—1 mod n, a tedy ™ = —1 mod n. Z toho plyne, ze L = M Ua"'M, ale |[M| =

la=*M| a M Na M = (). Proto % = 2. Protoze b?° = —1 mod n implikuje,
7e b¥ = —1mod p§* pro kazdé i = 1,2,...,k, a tedy b™ = —1 mod p{* pro kazdé
i = 1,2,...,k, dostaneme z Cinské véty o zbytcich (Véta 3.1), ze pro kazdou
posloupnost &fsel ¢ = {c¢;}¥_, takovou, ze ¢; € {—1,1} pro kazdé i = 1,2,...,k,
existuje z. € K takové, ze z' = —1mod p;* pro kazdé i = 1,2,..., k. Staci
vzit x. € Z, takové, ze x. = bmod p;*, kdyz ¢; = —1, a . = 1 mod p;*, kdyz

¢; = 1. Pak z. je nesoudélné s n, tedy patii do Z}, a =" = 0™ = ¢; mod p;’,
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kdyz ¢; = =1, az* = 1™ =1 = ¢; mod p;’, kdyz ¢; = 1. VSimnéme si, ze pak
1= (2 2e)™ = (271)™(2)™ = (z21)™e; mod p§t pro kazdéi = 1,2,...,k. Z toho
plyne, ze (z;1)™ = ¢; mod p§* pro kazdé ¢ = 1,2,...,k. Protoze 2™ = 1 mod n

implikuje, ze ™ = 1 mod p;* pro kazdé i = 1,2,...k, tak dostavame, ze M je
podgrupou K. Nyn{ ukdZeme pro z € K a pro posloupnost ¢ = {¢;}F_, slozenou
z —1 al, ze 2™ = ¢; mod p;’ pro kazdé i = 1,2,...,k, pravé kdyz (z.z) € M.
Skutecné, kdyz 2™ = ¢; mod p;’, pak (z.2)™ = (z.)"2™ = ¢;c; = 1 mod p;’ pro
kazdé i = 1,2,...,k a z Cinské véty o zbytcich (Véta 3.1) dostdvame, ze (z.x)™ =
1 modn, a tedy z.x € M. Naopak, kdyz z.x € M, pak (z.xz)™ = 1 mod p;’
implikuje, ze (z.x)™ = 1 mod p;* pro kazdé i = 1,2,..., k. Nyni

m

™ = (z)  wex)™ = (2, )™ (wox)™ = (2!

C C

)™1 = ¢; mod p;’

pro kazdé i = 1,2,...,k. Odtud plyne, ze K = |Jx.M, kde sjednoceni se bere
pies viechny posloupnosti ¢ = {c;}¥_, slozené z —1 a 1. Protoze |M| = |z.M| pro
kazdou takovou posloupnost ¢ z —1 a 1 a protoze pro dvé ruzné posloupnosti ¢ a
¢ slozené z —1 a 1 plati .M Nz M = ), dostavame, ze |K| = 2¥|M|, protoze
posloupnosti ¢ slozenych z —1 a 1 je 2¥. Tedy ||K|| = 2k a odtud ||L|| = 2k—-1,
Protoze i . i

1Sul 7 1Sal = L] T[] IL]T

dostavame, ze kdyz k > 2, pak % |S | > 4. Kdyz k = 2, pak podle Lemmatu 3.4 n

neni Carmichaelovo ¢islo, a tedy | f|| > 2, aodtud ’fs 1| > 4, protoze || L|| =2k=1 =2,
Uvazme pifpad, ze k = 1 ap; # 3nebo e; # 2 (tj. n #9). Pak |Z%| = p¢* ' (p1—1)
a Z; je cyklickd grupa. Kdyz g je generétor Zy,, pak pro a € Z; mame a € J, pravé
kdyz a = gipil_l Skuteéné, kdyz a = ¢' a a”~! = 1 mod n, pak ¢!~ =1 mod n,
a to je prave kdyz (p; — 1)pS*~! deli l(n — 1) = I(pi* —1). To nastane prave
kdyz pi* ~1 deélf 1, protoze py an—1= pi — 1 jsou nesoudélnd. Z toho plyne, ze

|J| = (p1—1), takze ‘|J|| > 4, a proto “1 > 4. Ve viech téchto piipadech ||L|| > 4,
a tedy Z; # S, protoze S, C L. Prlmym ovéfenim zjistime, ze pro n = 9 plati
So = {1, 8}, a tedy % =4 aZ§ # Sy (plati |Z§| = 6). Dikaz je hotov, protoze

T | > 4 implikuje 21 > |S,|. O

Poznamka. Vsimnéme si, ze jsme dokézali, ze kdyz n neni prvocislo, pak existuje
vlastni podgrupa G grupy Z; takova, ze S,, C G. Kdyz n je soucinem aspon dvou
prvocisel, pak staci vzit G = L, a kdyz n je mocnina prvocisla, pak podle Lemmatu
3.4 n neni Carmichaelovo ¢islo, a tedy S,, € J a J je vlastni podgrupa Z.
Lemma 3.15 vede k nadvrhu nésledujiciho pravdépodobnostniho algoritmu

Algoritmus 3.16. [34,35](Rabin-Milleruv algoritmus)
Vstup: prirozené ¢islo n
if n = 2 then Vystup: n je prvocislo, konec endif
if n < 2 nebo n je sudé an > 2 then

Vystup: n neni prvocislo, konec

endif
naleznéme s a liché prirozené ¢islo d takové, ze n — 1 = 2°d
zvolme nahodné pfirozené ¢islo a € {1,2,...,n — 1}

CLZ:CLd
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if a = 1 mod n then Vystup: n je prvocislo. konec endif

1=0

while i < s a a # —1 mod n do
i:=i+1, a:=a?

enddo

if a = —1 mod n then
Vystup: n je prvocislo

else
Vystup: n neni prvocislo

endif

Konec

Pro vypoéet a? pouzijeme proceduru Power ze Solovay-Strassenova algoritmu.
Nalezeni d a s, kdyz n je v binarnim zapise, znamend provadét jen posuny.

Véta 3.17. Rabin-Milleriv algoritmus je pravdépodobnostni Monte Carlo algorit-
mus Tesici problém PRIME(n) v éase O(log®n) s chybou < 1

Dukaz. 7 ptredchozich argumentu plyne, ze Rabin-Milleruv algoritmus je pravdépo-
dobnostni algoritmus typu Monte Carlo fesici problém PRIM E(n) s chybou < i,
viz Lemma 3.15. Nalezeni s a d vyzaduje ¢as O(logn). Protoze vypocet while-cyklu
predstavuje vlastné vypocet a”~! procedurou Power, tak algoritmus spotfebuje
O(log® n) casu. O

Poznamka. Zde také plati stejné jako pro algoritmus Solovay-Strassena, ze kdyz se
pouzije ‘chytry’ algoritmus pro nasobeni ¢isel, tak Rabin-Millert algoritmus bude
také vyzadovat cas O(log® nloglognlogloglogn).

DUSLEDKY A SOUVISLOSTI

Jednou ze zédkladnich otazek je rozdéleni prvocisel. Jednu z moznych odpoveédi
déava nasledujici véta.
Véta 3.18. [9]|Necht p1,ps, ... je rostouci posloupnost vsech prvocisel. Pak p; >
ilni pro kazdé prirozené ¢isloi > 1 a p; < i(Ini+ Inlni) pro kazdé prirozené ¢islo
i > 6.

Jiny pohled je, kdyz definujeme 7 (n) jako pocet prvoéisel mensich nebo rovnych
n a chceme zndt pribéh této funkce. Uz Cebysev [13,14] dokazal, ze m(n) = O(1=).
Souvislost s fesenim tohoto problému ma Riemannova hypotéza [36], ktera tvrdi,

ze realna ¢ast korentu Riemannovy zeta funkce je % Plati
Véta 3.19. [23]|Riemannova hypotéza je ekvivalentni s tvrzenim, Ze

T odt !
m(x) = / o +O(22%)  pro kazdé e > 0.
5 Int

Dale se ukazalo, ze
Véta 3.20. [23|Za predpokladu Riemannovy hypotézy plati
Todt
7(x) :/ — +O(v/zInz).
2

Int

Pro néas problém hraje podstatnou roli jeji rozsiteni motivované Dirichletovym
vysledkem
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Véta 3.21. [16,17]Kdyz a je nesoudélné s n, pak existuje nekoneéné mnoho prvo-
cisel p takovych, Ze p = a mod n.

Toto vedlo k definici 7(z, n, a) jako po¢tu prvocisel p takovych, ze p < x a zaroven
plati p = a mod n. La Vellée Poussin [39] ukazal analogii Cebysevova odhadu, kdyz
pro nesoudélnd a a n ukézal, ze w(z,a,n) = @(m), kde ¢ je Eulerova funkce
(tj. @(n) = |Z}]). To vedlo k rozsifeni Riemannovy hypotézy. Tzv. Rozsifend
Riemannova hypotéza (kratce ERH) ika, ze vSechny koteny Dirichletovy L-funkce
s redlnou ¢asti mezi 0 a 1 maji redlnou ¢ast rovnou % Pak plati

Véta 3.22. [38|Kdyz a a n jsou nesoudélnd prirozend ¢isla, pak EHR je ekviva-
lentni s turzenim, Ze pro kazdé € > 0 plati

T dt )
m(x,n,a) = 2L L O(z27e),

¢(n)

Lze také odvodit néasledujici tvrzeni o hustoté prvocisel

Véta 3.23. [38|Za predpokladu ERH, kdyZ a a n jsou nesoudélnd prirozend cisla,
pak
T dt

Wxnazzm r\mnx nn)).
(.m,0) = "0+ O(VE(Inz + Inn)

Pro nas hraje dilezitou roli nésledujici vysledek od Ankeny

Véta 3.24. [7|Za predpokladu ERH existuje ¢islo ¢ takové, Ze pro kazdé liché n
kazdd vlastni podgrupa grupy Z; mneobsahuje néjaké c¢islo a € Z; mensi nez cln®n.

Tento vysledek umoznuje za pfedpokladu ERH determinizovat Solovay-Strasse-
nuv algoritmus. Misto nahodné volby a systematicky prohleddme vsechna a mensi
nez cln®n a pokud test vzdy projde, pak n je prvocislo, v opacném pripadé n neni
prvocislo. Tento algoritmus vyzaduje cas O(log5 n), tedy lepsi cas nez vyzaduji
znamé deterministické algoritmy pro problém PRIME bez predpokladu ERH.
Je zajimavé, ze takto jednoduse nelze determinizovat Rabin-Milleriv algoritmus,
protoze S,, neni podgrupa. Na druhé strané podle poznamky za Lemmatem 3.15,
kdyz n neni prvocislo, pak existuje vlastni podgrupa L grupy Z; obsahujici S,, a
podle Véty 3.24 staci testovat jen ¢In® n &sel, kdyz zvolené ¢islo a nelezi v podgrupé
L, pak neni silny 1haf, a tedy Rabin-Milleruv algoritmus lze determinizovat. Prvni
verze Rabin-Millerova algoritmu prezentovand Millerem [31] byla deterministickd a
pokud plati ERH, tak algoritmus pracuje v polynomidlnim ¢ase (byl navrzen piimo
bez determinizace). Na tuto pravdépodobnostni podobu upravil tento algoritmus
az Rabin.

Na zavér srovname Solovay-Strassenuv a Rabin-Milleruv algoritmus. Rabin-
Milleruv algoritmus je rychlejsi, protoze kromé posunu v binarnim zépise n — 1
pocita prakticky jen T, Solovay-Strassenuv algoritmus navic pouziva Eukliduv
algoritmus a pocita (%)

Rabin-Milleriv algoritmus také poc¢ita s mensi chybou, protoze kazdy silny lhar
pro liché n, které neni prvocislo, je také Euleruv 1har. Tedy lepsi odhad ve Vété
3.17 nez ve Vété 3.14 neni zpusoben nepifesnym pocitanim.

Tato ¢ast byla napsédna podle prezentace v knize od Bacha a Shallita [9].
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DETERMINISTICKY ALGORITMUS PRO PRIME

Cilem této kapitoly bude prezentovat polynomidlni algoritmus, ktery pro ptiro-
zené Cislo n rozhodne, zda n je prvocislo. Algoritmus je zalozen na pocitani s
polynomy v okruzich Z,,, proto kazdy uvazovany polynom bude s celoc¢iselnymi ko-
eficienty. Nejprve rozvedeme teorii téchto polynomu. Protoze nasim cilem je poly-
nomialni algoritmus, kde vstup bude mit délku log n vzhledem k velikosti ¢isla n, bu-
dou vSechny uvazované logaritmy o zdkladu 2. Idea algoritmu vychazi z nasledujici
charakterizace prvocisel. Za¢neme s nékolika konvencemi pro zapis polynomu, které
budeme déle pouzivat.

Budeme psat p = ¢ mod n pro polynomy p a g a pfirozené ¢islo n > 1, kdyz
pro kazdé celé ¢islo x bude platit p(x) = ¢(z) mod n (neboli p = ¢ v okruhu Z,).
Kdyz p, ¢ a r jsou polynomy, pak budeme psat p = g mod r, kdyz p = q + kr
nebo ¢ = p + kr pro néjaky polynom k. Proto p mod ¢ bude polynom, ktery je
zbytkem pii déleni polynomu p polynomem ¢. Tedy stupen p mod g je nejvyse
roven stupni polynomu p a je ostie mensi nez stupen polynomu ¢q. Specidlné (p =
q mod 7“) mod n pro polynomy p, ¢ a r a pro prirozené Cislo n znamena, ze pro
kazdé prirozené ¢islo m plati: kdyz mq = (p mod r) (m) amg = (q mod r) (m), pak
mi1 = mo mod n.

Véta 4.1. Necht p > 1 je prirozené liché éislo. Pak ndsledujici turzent jsou ekvi-
valentni:
(1) p je prvocislo;
(2) ezistuje prirozené éislo a nesoudélné s p takové, zZe (r—a)? = (xP—a) mod p;
(3) pro kazdé prirozené ¢islo a nesoudélné s p plati (x — a)? = (2P — a) mod p.

Diikaz. Dokézeme 1) = 3). Podle binomické véty koeficient polynomu (x — a)P
uz’pro0<i<pije (—l)p_i(f)ap_i. Kdyz p je prvocislo a 0 < i < p, pak p déli
(f), a tedy koeficient u 2* v polynomu (x — a)? je 0 modulo p. Pro i = 0 podle
Malé Fermatovy véty plati (—=1)P~°(F)a?~® = (—a)? = —a mod p. Pro i = p plati
(=1)p-P (g)ap_p =1, a tedy (x — a)? = 2P — a mod p. Dokézali jsme implikaci
1) = 3). Implikace 3) = 2) je zfejmaA.

Ukézeme implikaci 2) = 1). Predpokladejme, Ze p neni prvocislo. Pak existuje
prvoéislo ¢, které déli p, a necht k je nejvétsi pfirozené éislo takové, ze ¢* déli p.
Pak ¢* nedéli (5). Skutecéne,

Y

(p) [T (p— )

qa) q!

a protoze q je provoéislo a délf p, tak ¢ nedéli p—i proi =1,2,...,qg—1. Pak ¢* nedéli
%, a tedy ani (2). Protoze a je nesoudélné s p, je také nesoudélné s ¢, a proto aP—1
je nesoudélné s g. Odtud ¢* nedéli (’q’)ap_q, a tedy ani p nedéli (—1)P~¢ (’q’)ap_q.
Proto koeficient u z? v polynomu (z — a)P je ruzny od 0 modulo p a protoze
0 < g < p, dostavame, ze (r — a)? # (2P — a) mod p (polynom (z — a)? — 2P + a
je polynom stupné alespon ¢, a tedy je ruzny od nulového polynomu). Odtud
dostdvame implikaci 2) = 1). O

Kdyz budeme chtit pouzit piimo tuto vlastnost pro algoritmus tesici PRIMFE,
pak musime spocitat vsechny koeficienty polynomu (x — a)? mod p. Téchto koefi-
cientu je p + 1, a proto to vyzaduje ¢as ©(p). Takze tuto vétu nemuzeme pouzit
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ptimo. Nasim cilem bude ukazat, ze za jistych okolnosti stac¢i pocitat jen koefi-
cienty polynomu (x — a)? mod (z" — 1), kde r bude proti n malé ¢islo. Abychom
to dokazali, budeme potifebovat nékolik technickych lemmat. Zacneme s odhadem
velikosti specidlnich nejmensich spoleénych nasobku.

Lemma 4.2. Pro kazZdé m > 7 je velikost nejmensiho spolecného ndsobku cisel
2,3,...,m aspon 2™,

Diikaz. Necht m > 1 je pfirozené ¢&islo. Oznaéme n,, nejmensi nisobek cisel
2,3,....,maprok=1,2,...,m definujme

1
I = / 21— )™ R da,
0

Podle binomické véty dostavame

=0 1=0
a tedy
1 1 m—k
—k
I =/ "1 - 2)" e = / A (m )(—:L')Zda: =
0 0 i—0 ¢
m—k 1 m—k
‘ —k ‘ , —k\ 1
(—1)’<m , ) / i ti-ldy = (—1)Z<m , ) P
P 1 0 P ? +1
Protoze k < k+i<mproi=0,1,...,m—k, dostavame, ze k + i déli n,,, a proto
n, i je celé ¢islo pro kazdé k =1,2,...,m.

Nyni zintegrujeme per partes I, a dostaneme

—k [t —k
L= 21— )™ + L/ 2P —z)ym e = T
k k 0
Rekurzivnim dosazovanim dostaneme
I_m—k;I - m—km—-k—1 B _(m—k)!(k:—l)!I
S D T e DT
Protoze
1 1 1
I, = / ™ N1 — )™ " de = / 2™ e = —,
0 0 m
plati

k

Protoze Iipn,, = 2=

g k(%)

m>2al<k<m. Specidlné m(%’r?) deli nypy, a (m + 1)(21;”:11) deli no,,11 pro
kazdé prirozené ¢islo m > 2. Z definice binomialnich ¢isel plyne

2m+1 (2m + 1)! (2m +1)!
(m+1><m+1):(m+1)(m+1)!m!: (mh2

m+ 1) o 1) (2m),

(m!)? m

je celé cislo, tak k:(Z") déli n,, pro vSechna prirozena cisla
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takze (2m + 1)(2::) deli noy,11. Protoze m(zn’f:) deli noy, a oy, déli noy,aq,
dostavame, ze m(QT:Ln) déli noymt1, a protoze m a 2m + 1 jsou nesoudélné cisla,

tak dostavame, ze m(2m + 1) (21::) deli nopi1. Z

g™ = 92m = sz (2;”) < (2m+1) (2:;)

i=0
plyne no,mi1 > m(2m+ 1) (27;”) > m4™. Odtud pro m > 2 plyne
Nomy1 > 24™ = 22+

a pro m > 4 plyne

Nom42 > Nomy1 > 44™ = 227MF2,
Protoze 28 = 512, ale nejmensi spoleény nésobek &isel 2,3,4,5,6,7,8 je 8-7-5-3 = 840,
dostavame, ze pro m > 7 plati n,, > 2™. 0O

Na zakladé tohoto lemmatu dokazeme dalsi technické lemma, které nam umozni
nalézt polynom h malého stupné a rovnost (z — a)? = a2 — a mod p redukovat
na rovnost (r —a)? = 2P — amod h mod p (to znaci, Ze pro kazdé z € Z, plati
[(x — a)? mod h|(x) = [(zP — a) mod h|(x) mod p).

Lemma 4.3. Pro liché n > 1 existuje r takové, Ze 1 < r < [log5 nl| a bud r deéli s
n nebo v a n jsou nesoudélné a o,.(n) > log*n.

Dukaz. Protoze 3 < log5 3ab< log5 5, tak staci vySetfovat n > 7 a miuzeme pouzit
Lemma 4.2. Dale muzeme predpokladat, ze vSechna prirozena ¢isla 2, 3, .. ., [log5 n|
jsou nesoudélné s n, protoze jinak existuje r = 2,3,..., [logE’ n| takové, ze déli n
a tvrzeni plati. Necht ai,as, ..., as je prostd posloupnost viech pfirozenych ¢isel z
mnoziny {2,3,..., [log” n]} takovych, ze o4, (n) < log®n (protoze a; je nesoudélné
s n, tak plati n mod a; € Z;, , a tedy o,4,(n) je definovano). Podle definice pro kazdé
i=1,2,...,texistuje j; < log®n takové, ze ndi =1 mod a;, a proto a; déli nii — 1.
Polozme
[log® n]

b= H (ni_1>v

=1

pak nfi — 1 je délitel b a tedy a; déli b. Proto nejmensi spole¢ny nasobek &isel
ai,as,...,a; déli b. Protoze plati

02n
[li1i< (1 +log®n)(2 + log® n) B log* n + 3log®n + 2

- 2 2

=1

a protoze pro n > 5 plati

log* n + 3log?n + 2 B log*n — 3log?n — 2 B
2 B 2 B

log? n(log®n — 3) — 2 S log®n — 2
2 - 2

10g4 n

>0,
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tak dostavéme

[log? n] ‘ [log? n] ‘ fog? n] . X .
b= H (n'—1)< H n' =nlu=1 ' <ploen =olen
i=1 i=1
protoze n = 2!°6"  Kdyby {a1, as, ..., a;} byla posloupnost viech pfirozenych éisel z

intervalu < 2, [log®] >, pak podle Lemmatu 4.2 je jejich nejmens{ spoleény nésobek
alespon olog’ " ato je spor. Proto bud existuje v intervalu < 2, ﬂogE’ n| > pfirozené
¢islo r, které déli n nebo pfirozené ¢islo r nesoudélné s n a o,.(n) > log*n. O

V dalsi ¢éasti textu predpokladame, ze je dané liché prirozené cislo n, pfirozené
¢islo r takové, ze je nesoudélné s n a r < [log°n] a o.(n) > log?n, a prvocislo
p, které déli n, o.(p) > 1 a p > r (muze platit i n = p). Vsimnéme si, ze pro
dostatecné velké pfirozené ¢islo n takové r existuje, a podle Véty 4.1, kdyz n je
prvocislo, pak pro kazdé ptirozené a z intervalu < 1,n > plati

((z —a)" = (" — a) mod (z" — 1)) mod n.

Protoze o,(n) > log®n, tak existuje prvocislo p/, které déli n a o,(p') > 1, takze
podstatny predpoklad je, ze r < p. Protoze p déli n a n a r jsou nesoudélna, tak i
p ar jsou nesoudélné. Polozme ¢ = /¢(r)logn, kde ¢ je Eulerova funkce (tj. ¢(n)
je pocet prirozenych ¢isel a takovych, ze 0 < a < n a a a n jsou nesoudélng &isla).

Necht I je mnozina vsech piirozenych ¢isel m takovych, ze pro kazdé prirozené
¢slo a takové, ze 0 < a < /, plati

((z —a)™ =2™ — amod (z" — 1)) mod p.

Néasledujici lemmata ukazuji dulezité vlastnosti mnoziny 1.
Lemma 4.4. [ je uzavrend vici ndsobend.

Diikaz. Zvolme prirozené cislo a takové, ze 0 < a < £. Méjme my,my € Ig.
Pak plat{ ((z —a)™ = 2™ — amod (2" — 1)) mod p a pouzitim substituce y =
2™ dostaneme, ze ((z™ —a)™ = 2™™2 — g mod (z™" — 1)) mod p. Protoze
(x"—1) Z?llo_l 2" = ™" —1, tak dostdvdme ((z™ —a)™? = 2™™2 —q mod (2" —

1)) mod p. Nyni z ((z —a)™ = 2™ — amod (2" — 1)) mod p plyne
(z—a)™™ = (z"™ —a)™ =2™™ —amod (2" — 1)) mod p,

a tedy mymo € I,. [

Ze zobecnéni Malé Fermatovy véty vime, ze n®™ = 1 mod r, kde ¢(r) je Eu-
lerova funkce. Protoze o,(n) > log® n, dostavéame o,(n) déli ¢(r), odtud plyne

log?n < o.(n) < ¢(r) <r—1,

a tedy
(= \/d(r)logn < \/r/r =r < p.

Toto vyuzije nasledujici lemma.
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Lemma 4.5. Kdyzn € I, pak p, % el.

Dukaz. Polozme q = %. 7 predpokladu plyne, ze pro kazdé ptirozené ¢islo a takové,
ze 0 < a </, plati

(z —a)* =2" —amod (z" — 1)) mod p.
Z Veéty 4.1 plyne, ze pro kazdé a € Z;, plati
(r—a)’ =2 —amod p
a protoze ¢ < p, tak p € I. Dale
(2" —a)?=(z —a)?" = (z—a)" = 2" —amod (z" — 1)) mod p.

Kdyz q ¢ I, pak

q—1
(z—a) =27+ Z ;2" mod (z" — 1)) mod p,
i=0
kde a; # 0 pro néjaké i =1,2,...,r — 1. Pak ale
q—1
(z" —a) = (aP —a)? = 2P + Zaixip mod (z" — 1)) mod p,
i=0
a to je spor s tim, ze n € I, protoze «; # 0 pro néjaké i =1,2,...,r—1. O

Lemma 4.6. KdyZ f a g jsou polynomy a m > 1 je prirozené cislo takové, Ze
(f(z))™ = f(2™) mod p a(g(x))™ = g(z™) mod p, pak (f-g(x))™ = f-g(z"™) mod
p.

Dikaz. Ziejmé plati (f - g(z))™
g(z™)) mod p. O

Nyni si pfipomeneme nékterd fakta o cyklotomickych polynomech, ktera Ize najit
na internetu nebo v monografii [30]. Je zndmé, ze kofeny polynomu x™ — 1 pro
ptirozené ¢islo m > 1 v télese komplexnich ¢isel jsou komplexni ¢isla e2min: pro
k=0,1,...,m — 1. Tato ¢isla spolu s nasobenim tvofi cyklickou grupu a e2miny je
generatorem této grupy, pravé kdyz k je nesoudélné s m. Kdyz k je nesoudélné s
m, pak 2™ se se nazyva m-tou primitivni odmocninou z 1 a hraje dulezitou roli
v rychlé diskrétni Fourierové transformaci. Polynom
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D, (x) = H{(a: - 627”%) |k=1,2,...,m—1, k am jsou nesoudélna}

se nazyva m-ty cyklotomicky polynom. Koeficienty ®,, jsou cela ¢isla a jeho stupen
je ¢(m) a ®,,, déli polynom x™ — 1. Kdyz a je vicendsobny kofen polynomu f, pak
a je kofen i jeho derivace, ale zadny kofen polynomu ™ — 1 neni koifenem ma™ 1!,
Proto v8echny kofeny polynomu ™ —1 jsou jednonédsobné (v kazdém télese). Tedy
®,, mé v kazdém télese jen jednonasobné koreny. Daéle &, = Imf_l, kde f je
polynom, ktery je nejmensim spoleénym néasobkem polynomt 2% — 1, kde d déli m.

Ptipominame, ze polynom h is irreducibilni v okruhu O, kdyz neexistuji poly-
nomy f a g stupné mensiho nez stupen h takové, ze f-g = h v okruhu O. Kdyz poly-
nom h je irreducibilni faktor polynomu ®,, v Z,, kde ¢ je prvocislo, pak stupeii h
je om(q). Tato fakta déle pouzijeme, ale nejprve si pripomeneme zakladni vysledky
o podilovych télesech.
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Lemma 4.7. [30]Nechi q je prvocislo a h je irreducibilni polynom v Z, stupné d,
kde d > 2. Pak podilové téleso Zy[x]/h je konecné téleso o velikosti ¢¢ s cyklickou
multiplikationi grupou, které je extenzi Z, o polynom h. U

Zafixujme si néktery irreducibilni faktor A polynomu ®, v Z, a uvazujme téleso
Zy|x]/h. Déle necht ¢ = 2 necht P je mnozina polynomi

H{(aj —a)™ |a€{0,1,...,0}, my > 0 je ptirozené &islo}

a necht G = {(f mod h) modp | f € P}. Pak G je podgrupa multiplikativni
grupy Zy|x]/h. Pfipomindme, ze dva polynomy f a g nad Z, odpovidaji stejnému
polynomu v Z[x]/h, pravé kdyz f = g mod h. Protoze p i ¢ jsou nesoudélna s
r, tak H = {p'¢” modr | i,57 > 0} tvoif podgrupu Z*. Ozna¢me t velikost H.
Vsimnéme si, ze H C 1.

Nyni nalezneme horni a dolni odhad na velikost grupy G. Z toho nam vyplyne,
ze kdyz n nebude prvocislo a kdyz nalezneme r a p pozadovanych vlastnosti, pak
n bude mocnina prvocisla p. Nejprve si vSimnéme, ze polynom h déli &, a ¢, déli
polynom z" — 1, proto 2" =1 mod h, a tedy x je 7-t4 odmocnina 1 v Z; /h.

Lemma 4.8. Kdyz f,g € P jsou dva ruzné polynomy, které maji stupen mensi nez
t, pak f mod h a g mod h jsou ruzné polynomy v grupé G.

Diikaz. Predpoklddejme opak. Necht f,g € P jsou polynomy, které nespliuji
tvrzeni lemmatu, tedy stupné f i g jsou mensi nez t a f = g mod h. Pak f(z)™ =
g(x)™ mod h pro kazdé ptirozené ¢islo m. Podle Lemmatu 4.6 pro kazdé m € [
plati (f(z)™ = f(z™) mod (z"—1)) mod p a (g(z)™ = g(z™) mod (2" —1)) mod p.
Protoze h déli 2" — 1, dostévdme, ze (f(z™) = g(z™) mod h) mod p. Definujme
polynom k = f — g, pak polynom k m& stupen mensi nez t, ale ™ je kofen k v
télese Zy /h pro kazdé m € I. Kdyz n € I, pak podle Lemmatu 4.5 p,q = ﬂ el

a podle Lemmatu 4.4 p'¢’ € I pro kazdé i,j > 0. Tedy zP'’ Je koten polynomu k
v télese Z*/ h. Vsimnéme si, ze kdyz ukizeme, ze 27’7 a xzP" ¢ jsou rizné prvky
L, /h, jakmile pi¢/ a p’ qJ jsou ruzné prvky v grupé H, pak dostavame spor se
Zéakladni vétou algebry, protoze stupen k je mensi nez t, ale ma alespon t kofenu v
Zy/h. Odtud plyne, Ze f # g mod h, a tedy f mod h a g mod h jsou rizné prvky
v G. To bude spor a dukaz bude hotov.

7, definice grupy H plyne,ze p qj ap qj JSOH stejné prvky v grupé H, prave
kdyz p'g? = p q=7 mod r. Dale 2P’ a 27" @’ JSOll steJne prvky Zy[h, prévé kdyz

zP'd = gp' ke mod h, a to je pravé kdyz h déli P K . Bez ijmy na olbecnostl
muzeme piedpokladat, ze m; = p'¢/ > mo = p' qJ aze 2P'7 = zP" 7 mod h.
Proto h déli z™2(z™1~™2 — 1). Protoze 0 neni kofen h, tak z toho plyne, ze h
delf ™ =m2 — 1. Kdyz h d&lf 2™ — 1 a také d&li 2™ — 1 pro m’ < m, pak h
také delf ™ —1 — 2™ +1 = 2™ (2™ ™ — 1) a stejnym obratem dostavame, ze
h deli z™~™ — 1. Z definice h vime, ze h déli 2" — 1. Ukazeme, ze neexistuje s
takové, ze 1 < s < r takové, ze h déli z° — 1. 7Z toho dostaneme, ze m; — mso
je nasobek r neboli m; = mso mod r. Pfedpokladejme, ze existuje s takové, ze
1 < s < r takové, ze h déli z° — 1 a necht s je nejmensi takové, ze h déli z° — 1
al < s < r. Opakovanim pfedchoziho postupu dostaneme postupné, ze h déli
x5 —1, 27725 —1, 2735 — 1, atd. Tedy bud nalezneme 1 < s’ < s takové, ze h déli
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¢ — 1, a to bude spor s definici s, nebo r je nasobkem s. Ale to je spor s definici
h, h je faktor cyklotomického polynomu @,., vSechny kofeny @, jsou jednondsobné
a navic ¢, = Lf_l, kde f je polynom, ktery je nejmensim spoletnym nésobkem
polynomt z? — 1, kde d déli r. Proto kdyz d déli r, pak 2% —1 a ®,. jsou nesoudélné,
a tedy také h a 2 — 1 jsou nesoudélné. Tedy takové s neexistuje a m; = mo mod r

a dukaz je kompletni. [J
Dasledek 4.9. Kdyzn € I, pak |G| > ().

Dikaz. Z Lemmatu 4.8 plyne, ze kdyz f,g € P jsou dva ruzné polynomy, které
maji stupen mensi nez t, pak f mod h a g mod h jsou ruzné polynomy v grupé G.
Protoze i # j v Zy pro0 <i# j < { (plati £ = \/¢p(r)logn < \/rlogn < r < p), tak
r—aproa=0,1,...¢ jsou navzajem ruzné polynomy v Z stupné 1. Pak polynomu
stupné mensiho nez t v mnoziné P je tolik, kolik je podmnozin s nasobnosti velikosti
t z ¢ prvku (mnozina s nasobnosti je mnozina, kde kazdému prvku je pfifazené
kladné celé cislo, jeho nasobnost, a velikost mnoziny je soucet nasobnosti prvku v

mnoziné). Proto podle po¢tu kombinaci s opakovanim dostdvame |G| > (ffi) O

Lemma 4.10. KdyZn neni mocnina p an € I, pak |G| < nVve.

Diikaz. Uvazujme mnozinu J = {p'¢’ | 0 < i,5 < |vt]}. Kdyz n neni mocninou p,
pak |J| = (|vt] +1)? > t a protoze |H| = t, existuji dva riizné prvky my,ms € J
takové, ze my = meo mod r. Pftedpokladejme, ze mo = mq + kr pro prirozené
¢islo k. Protoze polynom z" — 1 déli polynom z*" — 1 pro kazdé pfirozené &islo k,
dostdvame, ze 2" = 1 mod (2" — 1), a odtud plyne 22 = ™tk = g
2™ mod (z" — 1). Protoze h déli " — 1, tak i ™2 = 2™ mod h. Uvazujme
polynom f € P, pak f mod h € G. Podle Lemmat 4.4, 4.5 a 4.6 dostavame

(f(:z:)ml = f(z™) = f(2™?) = f(x)™* mod (z" — 1)) mod p.

mlxkzr =

Uvazujme polynom g = x™' — x™2, pak stupen g je mensi nez q\/zp‘/Z = pVi,
Protoze pro kazdy prvek f € G a kazdé x € Z, plati

(9(F(x) = (&)™ — F(@)" = f(™) ~ f(z") = 0 mod (" — 1)) mod p.
tak dostavame, ze kazdé f € G je korenem polynomu g v télese Z; / mod h (protoze
h deli 2" — 1). Ze Zakladni véty algebry pak plyne, ze |G| < nVt. O
Lemma 4.11. KdyZn € I, pak n je mocnina p.

Dukaz. Podle Lemmatu 4.9 plati |G| > (ffi) a podle Lemmatu 4.10, kdyz n nenf

mocnina p, pak plati |G| < nYt. Protoze n a r jsou nesoudélnd éfsla, o, (n) > log®n
at=|H|={p'¢ modr|0<i,j}, tak dostdvame, ze t > log® n, protoze piq* = n',
atedy t—1 > |vVtlogn|. Z nerovnostit < ¢(r) (kazdé p;¢’ je nesoudélné s n), plyne,
ze { = \/¢(r)logn > \/tlogn. Dale pouzijeme, Ze pro piirozens é&isla a > b > ¢

plati Z—!! > ((Z%E))!! a odtud plyne (Z) > (“_C). 7 téchto vztahu dostavame

b—c
() () )

[Vrlogn| .
H L\/flogn.J + 1+ o gVilogn
7

Vit

=N N

i=1
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a proto n je mocnina prvocisla. [

Shrneme dokazané vysledky. Kdyz ovérime, Ze neexistuji pfirozena ¢isla a a b
takovd, ze b > 1 a a® = n, pak mizeme postupné prohledavat piirozend éisla r
od 2 v rostoucim pofadf a testovat, zda r déli n nebo zda o,(n) > log®n. Podle
Lemmatu 4.3 vime, ze existuje r < log5 n a bud r déli n nebo kazdé prvoéislo, které
déli n je véts nez r a op(n) > log*n. Kdyz n < r, pak n < log’n, a tedy neni
problém piimo ovérit, zda n neni prvoéislo (napt. Eratosthenovym sitem). Ted jsou
splnéné predpoklady Lemmatu 4.11, a tedy n je prvocislo, pravé kdyz pro kazdé
a=1,2,...,0plat{ ((zx —a)” = 2" — amod (z" — 1)) mod n. Uz jsme pipraveni
zformulovat algoritmus.

Algoritmus 4.12. Vstup: pfirozené ¢islo n > 1
if n = 2 then n je prvocislo, konec endif
if n =1 nebo n > 2 je sudé then n neni prvocislo konec endif
if n = a® pro piirozend ¢isla a,b, b > 1 then n nenf prvoéislo konec endif
najdi nejmensi r > 1 takové, ze o,(n) > log®n nebo r déli n
if r <n a déli n then n neni prvocislo konec endif
if n <r then ovér, zda je n prvocislo a podle toho pfijmi konec endif
for every a € {1,2,...,1/¢(r)logn do
if ((z — a)" # 2" — amod (2" — 1)) mod n then n nen{ prvocislo konec endif
enddo
n je prvocislo
konec

Veéta 4.13. Algoritmus 4.12 davd korektni vysledek.

Dukaz. Kdyz jedna z prvnich tii podminek if je splnéna, pak vystup je korektni.
V dalsim pifkazu hleddme vhodné r a podle Lemma 4.5, kdyz n > 3, pak bud
takové r existuje a je mens{ nez log® n, nebo néjaké &slo mensf nez log® n déli n.
Kdyz nastane druhy piipad a nalezené ¢islo je mensi nez n, pak n neni prvocislo
a nasledujici pitkaz if je korektni. Dalsi prikaz if také dava korektni vysledek a
aplikuje se jen v kone¢né mnoha vstupech (kdyz n < log® n). Vsimnéme si, ze kdyz
mame provadét cyklus, tak zadné ptirozené ¢islo a takové, ze 2 < a < r, nedéli n,
a protoze { = \/¢(r)logn < r, tak vSechna pfirozena ¢isla a takova, ze 1 < a < ¢,
jsou nesoudélnd s n. Podle Véty 4.1 piikaz if v cyklu dava korektni vysledek.
Zbyva jen ovérit, ze kdyz n neni prvocislo, tak nejsou splnény piikazy if v cyklu
pro vSechna a € {1,2,...,¢}. Kdyz se to stane, pak n € I, a podle Lemmatu 4.11
n = p° pro vhodné ptirozené ¢islo e > 1. Kdyz e > 1, pak treti prikaz if ukonci
béh algoritmu s korektnim vysledkem a kdyz e = 1, pak n = p je prvocislo. [J

Zbyva popsat provedeni jednotlivych piikazu a provést ¢asovou analyzu algo-
ritmu. V ¢asové analyze symbol f = O(g) znamens, ze f = O(yg logo(l) g).

V nasledujici analyze pro nasobeni nebo déleni dvou n-cifernych ¢isel pouzijeme
Schonhage-Strassenuv algoritmus [5], a tedy nédsobeni a déleni v Z,, vyzaduje cas
O(log n) a pro nésobeni a déleni polynomu stupné k v Z, pouzijeme kombinaci
rychlé diskrétni Fourierovy transformace s Schonhage-Strassenovym algoritmem [5],
a tedy bude vyzadovat cas é(k:logklog n). V zévorce budeme uvadét vysledek
analyzy, kdyz se misto téchto algoritmu pouziji standardni skoln{ algoritmy (nésobe-
ni a déleni v Z,,, pak vyzaduje cas O(log2 n) a nasobeni a déleni polynomu stupné
nejvyse k vyzaduje ¢as O(k?log klog®n)).
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Podle Lemmatu 4.3, kdyz n > 3, pak pro néjaké r < log5 n plati, ze bud r déli n
nebo o,(n) > log?n. Proto mizeme pouzit hrubou silu pro nalezeni . Procedura
muze mit tvar:

r:=2,m:=n,e:=1
while e < log2 n do
if r déli m — 1 then
m:=n,r:=r+1,e:=1
if r déli n then exit z cyklu endif
else
m:=m-nmodr,e:=e—+1
endif
enddo
r je hledané ¢islo

Protoze n je liché, tak plati invariant ‘bud e = 1 nebo zadné k takové, ze 1 <
k < r nedéli n’ ( a v tom ptipadé r a n jsou nesoudélnd). Prvni piikaz if v cyklu
testuje, zda o.(n) = e < log?n. Kdyz toto zjist{ tak pokra¢uje na ndsledujicim r
a otestuje, zda toto r nedéli n. Podle Lemmatu 4.3 se cyklus v této podproceduie
provadi jen pro r < log® n a pro kazdé r se provadi nejvyse (24 log? n)-krat. Proto
tato procedura vyzaduje ¢as O(log®n) (nebo O(log” n)).

Kdyz n < r, pak lze pouzit Eratosthenevo sito, a to vyzaduje sice cas O(n),
protoze se viak pouzivd jen v pifpadé, ze n < r < log®n, tak se pouzije jen v
kone¢né mnoha piipadech a nema vliv na ¢asovou analyzu.

Vynasobeni dvou polynomu stupné nejvyse r v Z,, vyzaduje cas O(rlogrlog n)
(nebo O(r?log® n)) Kdyz pro umocnovani pouzijeme algoritmus z piedchozi sekee,
tak vypocet ((z—a)™ mod (z"—1)) mod n vyzaduje cas O(log” n) (nebo O(log'® n)),
protoze r < log® n. Protoze " = 1 mod (2" — 1), dostdvame (2" — a) = z"™od" —
a mod (z" — 1), a tedy pro dané a zjistit, zda

((# —a)" = 2" —amod (z" — 1)) mod n,

vyzaduje ¢as Olog’ n) (nebo O(log'®*n)). Tedy test pro vsechny hodnoty a =
1,2,...,0 vyzaduje celkové cas O(log'"®n) (nebo O(log'®®n), protoze \/é(r) <
log?® n.

Zbyva popsat proceduru, kterd pro dané prirozené cislo n zjisti, zda existuji
piirozend ¢isla a a b takovd, ze b > 1 a n = a®. Nejprve si véimnéme, Ze binarni
zapis ¢isla n mé délku [logn| + 1, a ddle kdyz n > 1 a délka bindrnfho zapisu
¢isla n je k, pak neexistuje piirozené ¢islo a takové, ze a® = n (skutecné, kdyz a
existuje, pak a > 2, a tedy loga > 1 a loga® = kloga > k > logn). Nejprve
popiseme proceduru, kterd v polynomialnim case pro dana pfirozend cisla n a k
takova, ze n,k > 1 a k < logn rozhodne, zda existuje ptirozené cislo a takové,
7e a* = n, a pokud takové a existuje nalezne ho. Vyjdeme z trividlni nerovnosti
1 =1<n<nk

u:=1,v:=n
while v +1 < v do
w = [%“E2], spocitej w”

if w* = n then a := w konec endif

if w* < n then u := w else v := w endif
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enddo
neexistuje a takové, ze a
Konec

k— o

Korektnost algoritmu plyne z invariantu, ze pokud algoritmus bézi, tak plati
uF < n < v*. Kdyz pouzijeme algoritmus pro vypoéet mocniny popsany v piedchozi
sekci, pak vypocet w* vyzaduje ¢as O(log>n) (nebo O(log®n)). Protoze w* se
pocitd nejvyse pro logn hodnot w, celd procedura vyzaduje ¢as O(log®n) (nebo
O(log4 n)). Nyni se vratime k nasemu problému. Jak uz jsme poznamenali, staci
vyzkouset nejvyse 14logn hodnot b, zda pro né neexistuje ptirozené ¢islo a takové,
7e a’ = n. Proto tento test vyzaduje ¢as O(log* n) (nebo O(log® n)).

Zavérecné poznamky. Cislo 1+ [logn| je délka bindrniho zépisu ¢isla n a proto
neni problém pracovat s logn. Hodnotu ¢(r) muzeme zjistit prohleddnim vsech
ésel 1,2,...,r — 1 a zjisténim, zda jsou nesoudélng s r. Protoze r < log®n tak
to vyzaduje ¢as O(log”n). Druhd alternativa je provadét test (z —a)" = 2™ -
a mod (z" — 1))n pro vechna a = 1,2, ..., [log®®n]. V obou piipadech uveden4
casova analyza dava stejny odhad. Na zavér si vSimnéte, ze posledni algoritmus
vlastné nalezne nejmensi piirozené ¢islo a, ze a¥ > n, tedy a = [¥n]. Tim je
casova analyza algoritmu ukoncena.

Tedy muzeme shrnout

Véta 4.14. Algoritmus 4.12 bude vyZadovat ¢as O~(10g2_21 n) (nebo O~(log§ n).) O

Na zavér uvedeme nékolik hypotéz, jejichz platnost by vedla k zrychleni algo-
ritmu.

Artinova hypotéza. Pro prirozené cislo n, které neni perfektni ¢tverec, je pocet
prvocisel ¢ < m, pro ktera plati o4(n) = ¢ — 1, asympoticky nejvyse A(n) -, kde
A(n) je Artinova konstanta takové, ze A(n) > 0.35.

Hypotéza Sophie Germainové o hustoté prvocisel. Pocet prvocisel ¢ < m
takovych, ze 2q + 1 je také prvocislo, je asymptoticky IQISZ’;, kde C je konstanta
prvociselnych dvojcat a odhaduje se na 0.6601618.

Kdyz Artinova hypotéza plati pro m = O(log?n), pak r = O(log*n). Vi se, ze
kdyz plati zobecnénd Riemannova hypotéza, pak Artinova hypotéza plati. Kdyz
plati hypotéza Sophie Germainové, pak r = O(log2 n). V obou piipadech by pak
casova slozitost Algoritmu 4.12 byla O(log® n) (to znamena, ze za rozsifené Rieman-
novy hypotézy by derandomizace Solovay-Strassenova algoritmu i Rabin-Millerova
algoritmu byly rychlejsi).
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