0. KONVENCE Z TEORIE STROMU

Nejprve uvedeme zakladni terminologii a znaceni z teorie stromt, které budeme pouzivat
v celém textu k prednasce Datové struktury II.

Stromem rozumime neorientovany souvisly graf bez cykli s vyznacenym bodem, ktery
budeme nazyvat kofenem stromu. Pak kazdy vrchol v stromu spojuje s jeho kofenem prave
jedna prosta cesta. Vrcholy na této cesté jsou nazyvané predchudci vrcholu v. Kdyz v neni
koten, pak jeho ptedchudce, ktery je spojen hranou s vrcholem v, se nazyva otec vrcholu
v (budeme ho znacit otec(v)). KdyZ otec vrcholu v neni koten, pak otec otce vrcholu v
se nazyva déd vrcholu v (a oznacujeme ho ded(v)). Vrcholy, jejichz otcem je vrchol v, se
nazyvaji synové vrcholu v. Vrcholy, jejichz pfedchudcem je vrchol v, se nazyvaji naslednici
vrcholu v. Uplny podgraf stromu 7" tvoreny vrcholem v a vSemi jeho nasledniky se nazyva
podstrom uréeny vrcholem v (je to strom, v némz vrchol v je povazovan za koten). Vrcholum,
které maji stejného otce, budeme fikat bratfi. Vrcholy, které nemaji syny, se nazyvaji listy
stromu. Vrcholy, které nejsou listy, jsou vnitini vrcholy stromu.

Lze fici, ze volba kofene stromu vybrala dvé specidlni orientace hran — bud hrana vzdy
sméfuje do otce nebo vzdy sméfuje z otce. Protoze ziskané vysledky se nezméni tim, ze
prejdeme od jedné specialni orientace k druhé, je jedno, kterou orientaci si predstavime.
Budeme tedy predpokladat, ze hrana vzdy smétuje od otce.

Posloupnost vrcholu (vg, v1,...,v;) budeme nazyvat cestou, jen kdyz v;—1 je otcem vr-
cholu v; pro kazdé ¢ = 1,2, ..., k. V tomto smyslu budeme chépat frazi ‘cesta z vrcholu v do
listu’ (tedy cesta konéi v listu, ktery patif do podstromu uréeného vrcholem v). Rekneme,
ze k je délka cesty. Pro prirozené c¢islo i je i-td4 hladina stromu mmnozina vSech vrcholu
takovych, ze délka cesty z koFene do nich je presné i. Rekneme, ze vrchol v mé hloubku 4,
kdyz patii do i-té hladiny (piSeme h(v) = 1i). Vrchol v ma vysku i, kdyz délka nejdelsi cesty
z v do listu je ¢ (piSeme v(v) = 7). Kdyz délka nejkratsi cesty z v do listu je ¢, pak piSeme
s(v) = i. Vyska stromu T je vysSka jeho kofene a znacime ji v(T'). Pocet synu vrcholu v
oznacime p(v).

Necht kazdy vnitini vrchol mé totdlné uspoiddanou mnozinu synii. Definujme relaci <
na mnoziné vech vrcholi stromu tak, ze u < v pro vrcholy u a v stromu, kdyz bud u je
predchudcem v nebo existuje predchudce u’ vrcholu u a predchudce v vrcholu v tak, ze
u' # v, v a v’ maji stejného otce w a syn v’ vrcholu w je mensi nez syn v’. Pak < je totaln{
usporadani na mnoziné vsech vrcholu stromu. Toto usporadani se nazyva lexikografickym
uspofadanim stromu.

Strom se nazyva binarni, kdyz kazdy vrchol ma nejvyse dva syny. Kdyz kazdy vnitini
vrchol mé presné dva syny, pak fekneme, ze strom je uplny binarni. V binarnim stromé pro
kazdy vrchol v predpokldddme, ze je urceno, ktery jeho syn je levy (budeme ho oznacovat
levy(v)) a ktery je pravy (znac¢ime ho pravy(v)). Muze se stét, ze levy(v) nebo pravy(v)
neni definovén, pak piseme, ze levy(v) = NIL nebo pravy(v) = NIL. Vrchol v v bindrnim
stromé je listem, pravé kdyz levy(v) = pravy(v) = NIL. Budeme vzdy ptredpoklddat, ze
levy syn vrcholu v je mensi nez pravy syn vrcholu v. Rekneme, Ze vrchol v bindrniho stromu
je lomeny, kdyz je definovan déd vrcholu v a plati

otec(v) = levy(ded(v)) < v = pravy(otec(v)).

Kdyz vsechny listy iplného binarniho stromu lezi v i-té hladiné, pak mluvime o pravidelném
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Uplném bindrnim stromu. Plati, Ze pravidelny tplny bindrni strom o vysce i ma 2° listi a
2" — 1 vnittnich vrcholu. Pro kazdé j7 < i m4& j-ta hladina presné 27 vrcholu.

1. KOMBINATORICKE VLASTNOSTI CERVENO-CERNYCH
STROMU A OBECNE VYVAZENE BINARN{ VYHLEDAVACI STROMY

P1i analyze kazdé datové struktury, ale i pii jeji implementaci, je vyhodné znat jeji
vlastnosti, které pak muzeme pouzit. V této ¢asti textu se nejprve budeme vénovat kombi-
natorickym vlastnostem cerveno-cernych stromu.

Pfipominame, ze Gplny binarni strom je cerveno-cerny, kdyz muzeme obarvit jeho vrcholy
barvami ¢ervenou a cernou tak, ze plati

(rb0) kazdy vrchol stromu je obarven pravé jednou barvou, bud éervenou nebo Eernou;

(rbl) kazdy list je obarven ¢erné;

(rb2) kdyz vrchol v je obarven ¢ervené, pak bud v je kofen nebo otec vrcholu v je obarven
cerne;

(rb3) vsechny cesty z kofene do listi maji stejny pocet vrcholu obarvenych ¢erné.

Lehce se presvédéime, ze pro kazdy vrchol v ¢erveno-cerného stromu T plati, ze vSechny
cesty z v do listi maji stejny pocet vrcholu obarvenych ¢erné. Proto podstrom ¢erveno-
¢erného stromu urcéeny libovolnym jeho vrcholem je opét ¢erveno-cerny strom.

Funkce f z vrcholu tiplného binarniho stromu 7' do prirozenych ¢isel spliujici podminky

(rl) kdyz z je list, pak f(xz) =0 a f(otec(x)) = 1;

(r2) pro kazdy vnitin{ vrchol v ruzny od kotene plati f(v) < f(otec(v)) < f(v) + 1;

(r3) pro kazdy vnitini vrchol v ruzny od kofene plati, ze kdyZz otec(v) neni koten, pak

F(ded(v) > £(v)

se nazyva hodnostni funkce T (anglicky rank of T').

Véta 1.1. Uplny’ bindrni strom T' je cerveno-cerny strom, prdvé kdyZ ma hodnostni funkcs.

Dukaz. Predpokladejme, ze T je Cerveno-Cerny strom. Definujme funkci f na vrcholech
stromu 7' tak, ze pro kazdy vrchol v je f(v) pocet Cernych vrcholi na nékteré cesté z
nékterého jeho syna do listu. Nejprve ukazeme korektnost této definice. Podstrom urceny
vrcholem v je ¢erveno-Cerny strom, a tedy vSechny cesty z vrcholu v do listi maji stejny
pocet cernych vrcholu. Proto majii vSechny cesty z nékterého syna vrcholu v do listu stejny
pocet ¢ernych vrcholt. Odtud plyne, ze funkce f nezavisi ani na volbé syna ani na volbé
cesty, takze jeji definice je korektni.

Daéle ukdzeme, ze f je hodnostni funkce. Z definice f okamzité plyne, ze f spliuje (rl)
(list nema syna, proto neexistuje ani zadnd cesta z jeho syna, a tedy pocet ¢ernych vrcholu
na téchto ‘neexistujicich’ cestéch je 0). Protoze cesta z vrcholu v do listu ma nejvyse o jeden
¢erny vrchol vice nez cesta z jeho syna, dostdvame, ze f(v) < f(otec(v) < f(v)+1, a tedy je
splnéna podminka (r2). Navic f(v) < f(otec(v)), pravé kdyz v je obarven ¢erné. Podminka
(r3) pak plyne z (rb2), a tedy f je hodnostni funkce 7.

Nyni dokazeme opacnou implikaci. Predpoklddejme, ze iplny binarni strom 7" ma hod-
nostni funkci f. Vrchol v stromu T ruzny od kofene obarvime ¢erné, kdyz f(v) < f(otec(v)),
a obarvime ho ¢ervené, kdyz f(v) = f(otec(v)). Kdyz pro koten r stromu 7T plati, ze pro
nékterého jeho syna v je f(v) = f(r), pak r obarvime ¢erné, jinak ho muzeme obarvit libo-
volné. Podminka (rb0) je zFejmé splnéna. Z podminky (rl) okamzité plyne (rbl). Méjme



¢ervené obarveny vrchol v stromu T, ktery neni koten. Pak f(v) = f(otec(v)). Kdyz otec(v)
neni kofen, pak podle (r2) f(ded(v)) > f(v) = f(otec(v)), a tedy otec(v) je obarven Gerné.
Kdyz otec(v) je kofen, pak podle definice je otec(v) obarven ¢erné a (rb2) plati. Protoze f
je funkce do prirozenych ¢cisel takova, ze

f(v) =0 pro kazdy list v;

vrchol v ruzny od kofene je obarven ¢erné, pravé kdyz f(v) + 1 = f(otec(v));

vrchol v ruzny od kofene je obarven Cervené, pravé kdyz f(v) = f(otec(v)),

dostavame, ze kazda cesta z vrcholu v ruzného od kotfene do nékterého listu obsahuje
f(otec(v)) Gernych vrcholu. Specidlné, kazda cesta z kazdého syna kotfene do nékterého
listu obsahuje f(otec(v)) ¢ernych vrcholu. Z tohoto plyne (rb3). Tedy T je ¢erveno-cerny
strom. [

Déle ukazeme vztah mezi ¢erveno-Gernymi stromy a (2, 4)-stromy.

Konstrukce 1.2. Méjme (2, 4)-strom T reprezentujici mnozinu S. Vytvoime bindrn{ strom
T; reprezentujici mnozinu S\ max S tak, ze na kazdy vrchol aplikujeme nésledujici postup:
(1) kdyz t je list T, pak v T} bude t ¢erné obarveny list;
(2) kdyz v je vnitini vrchol T se dvéma syny s1 a s (v tomto poradi), pak v T; bude v
¢erny vrchol reprezentujici prvek H, (1) s levym synem s; a pravym synem so;
(3) kdyz v je vnitini vrchol T se tfemi syny s1, Sz a s3 (v tomto poradi), pak v Tj
nastane jedna z alternativ

(3a) v bude ¢erny vrchol reprezentujici prvek H,(2) s levym synem v’ a pravym
synem sz, kde v’ je novy ¢ervené obarveny vrchol reprezentujici H,(1) s levym
synem s$; a pravym synem Ss;

(3b) v bude ¢erny vrchol reprezentujici prvek H,(1) s levym synem s; a pravym
synem v’, kde v’ je novy ¢ervené obarveny vrchol reprezentujici H,(2) s levym
synem S a pravym synem Ss,

(4) kdyz v je vnitini vrchol T se syny s1, S2, S3 a 84 (v tomto pofadi), pak v 77 bude

v éerné obarveny vrchol reprezentujici H,(2) s levym synem v’ a pravym synem v”,

kde v" a v” jsou nové ¢ervené obarvené vrcholy takové, ze v’ reprezentuje H,(1),

jeho levy syn je s; a pravy syn je sg a v” reprezentuje H,(3), jeho levy syn je s3 a

pravy syn je S4.

Tato transformace je znézornéna na obrazku Obr. 1 (barvy jsou zde zndzornény pismeny b —
¢ernd a r — Cervend za jménem vrcholu). Vsimnéme si, ze strom 73 nenf urcen jednoznacné, v
kroku 3) je vybér ze dvou moznosti. Déle si vS§imnéme, ze kazdy takto zkonstruovany strom
mé ¢erné obarveny kofen. Oznac¢me CC(T') vSechny stromy, které vznikly z (2, 4)-stromu T
podle popsané transformace.

Tvrzeni 1.3. Kdyz T je (2,4)-strom reprezentujici mnozinu S, pak CC(T) je neprdzdnd
mnozina ¢erveno-céernyjch stromi reprezentujicich mnoZinu S \ max S.

Diikaz. 7 definice je zfejmé, ze CC(T) # 0, a kdyz T” € CC(T), pak spliiuje podminky (rb0),
(rbl) a (rb2) (vSimnéme si, ze ¢ervené vrcholy vytvaiime jen krokem 3) a 4), pficemz takto
vznikly vrchol neni kofen a jeho otcem je cerny vrchol). Protoze pocet ¢ernych vrcholu

na cesté z kofene do listu ve stromé T je pocet vrcholu na cesté z korene do listu v T, je
platnost (rb3) dusledkem vlastnosti (a, b)-stromu. Tedy 7" je Cerveno-cerny strom a protoze

{H,(3) | v je vnitini vrchol T, i =1,2,...,p(v) — 1} = S \ max S,
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OBR. 1. Transformace mezi ¢erveno-cernymi stromy a (2,4)-stromy

dostavdme, ze T’ reprezentuje S \ maxS. Zbyva ukdzat, ze T’ je bindrni vyhleddvaci
strom pro reprezentovanou mnozinu. Pro vnitini vrchol v stromu 7' ozna¢me S, mnozinu
prvku reprezentovanych v podstromu 7' uré¢eném vrcholem v. VSimnéme si, ze kazdy vnitini
vrchol T je ¢erné obarveny vnitin{ vrchol stromu 7”. Indukci podle vysky v dokdzeme, Ze
podstrom T’ uréeny vnitinim vrcholem v stromu 7T reprezentuje mnozinu S, \ max.S,.
Kdyz vyska v ve stromé T je 1, pak z definice T plyne, ze podstrom 7" urceny vrcholem v
reprezentuje mnozinu {H, (i) |i =1,2,...,p(v) —1} = S, \ max S,, protoze max S, je prvek
reprezentovany p(v)-tym synem v. Ptfedpoklddejme, ze tvrzeni plati pro vrcholy s vyskou
mensi nez k > 1 a necht v je vnitini vrchol T s vyskou k. Oznaéme w; i-tého syna vrcholu v.
Protoze H,(i) = max Sy, proi = 1,2,...,p(v) — 1, dostdvame z indukéniho pfedpokladu,
ze podstrom 7" uréeny vrcholem v reprezentuje mnozinu

p(v)
U Suw, U{H () | i=1,2,...,p(v) =1} = S, \ max S,
i—1

protoze maxS, = maxSy,,,. Tvrzeni, ze T’ je binarni vyhleddvaci strom, plyne z po-
mocného tvrzeni a z popisu kroku 2), 3) a 4) v Konstrukei 1.2. [

Konstrukce 1.4. M¢jme ¢erveno-cerny strom 1T’ reprezentujici mnozinu S takovy, ze jeho
kofen je obarven &erné. Necht oo je prvek vétsf nez kazdy prvek univerza U. Na kazdy



vnitini ¢erny vrchol v aplikujme nasledujici proces:

(1) kdyz oba synové v jsou obarveny Cerné, pak oznacme S,(1) levého syna v, S,(2)
pravého syna v a H, (1) prvek reprezentovany v;

(2) kdyz levy syn u vrcholu v je ¢erveny a pravy syn vrcholu v je ¢erny, pak oznacme
Sy(1) levého syna vrcholu u, S,(2) pravého syna vrcholu u, S,(3) pravého syna
vrcholu v, H,(1) prvek reprezentovany vrcholem u a H,(2) prvek reprezentovany
vrcholem v;

(3) kdyz pravy syn w vrcholu v je ¢erveny a levy syn vrcholu v je ¢erny, pak oznacme
Sy (1) levého syna vrcholu v, S, (2) levého syna vrcholu w, S, (3) pravého syna vrcholu
w, H,(1) prvek reprezentovany vrcholem v a H,(2) prvek reprezentovany vrcholem
w;

(4) kdyz levy syn u vrcholu v a pravy syn w vrcholu v jsou obarveny cCervené, pak
oznacme S, (1) levého syna vrcholu u, S,(2) pravého syna vrcholu u, S,(3) levého
syna vrcholu w, S, (4) pravého syna vrcholu w, H, (1) prvek reprezentovany vrcholem
u, H,(2) prvek reprezentovany vrcholem v a H,(3) prvek reprezentovany vrcholem
w.

Vytvoime strom T’ z ¢ernych vrcholu stromu T tak, ze pro kazdy ¢erny vnitini vrchol v je
pole H, ulozeno v tomto vrcholu a pole S, urc¢uje jeho syny (v poradi daném pomoci poradi
v poli). Cervené vrcholy se vynechaji. Kdyz v je erné obarveny vrchol, takovy, ze néktery
jeho syn je list nebo néktery jeho syn je ¢erveny a jeho syn je list, pak v podstromé vrcholu
v jsou Cerné obarveny jen vrchol v a listy. Tedy S, () je list pro kazdé i = 1,2, ..., p(v) a list
Sy () pro i # p(v) reprezentuje prvek H,(i). Kdyz v je vnitini vrchol nové vzniklého stromu
ai=1,2,...,p(v)—1, pak nejvétsi list v podstromu uréeném jeho i-tym synem reprezentuje
prvek H,(i) a posledni list celého stromu reprezentuje co. Oznacme takto zkonstruovany
strom B(T).

Tvrzeni 1.5. KdyZ T je cerveno-cerny strom reprezentujici mnoZinu S takovy, Ze jeho
koten je obarven éerné, pak B(T) je (2,4)-strom reprezentujici mnozinu S U {oco}.

Dikaz. 7 definice B(T) plyne, ze kazdy vnitini vrchol stromu ruzny od kofene mé alespon
dva a nejvysSe Ctyfi syny a ze pocCet vrcholu na cesté z kotfene do listu je pocet ¢ernych
vrcholi ve stromé T' na cestach z kotene do listu. Proto B(T') je (2,4)-strom. Z definice
(a,b)-stromu plyne, ze pro kazdy list [ s vyjimkou posledniho existuje pravé jeden vnitin{
vrchol v ai=1,2,...,p(v) — 1 takové, ze [ je nejvétsi list v podstromu i-tého syna vrcholu
v (kdyz [ reprezentuje prvek z, pak v a ¢ jsou urceny vztahem H, (i) = z). Protoze posledni
list zkonstruovaného stromu reprezentuje oo, dostavame, ze listum je pfifazena mnozina
S U {oo}. Zbyva ukézat, ze piitazeni je srovnatelné s lexikografickym usporadanim listu.
Abychom to dokazali, vSimnéme si, ze kdyz v je vnitini ¢erny vrchol, pak podstrom T,
stromu 7" urceny timto vrcholem je cerveno-cerny strom a kdyz reprezentuje mnozinu .S,
pak podstrom 7, stromu B(7T') urceny vrcholem v se shoduje se stromem B(T),), kde vsak
nejvetsi list reprezentuje misto 0o nejmensi prvek ags v .S U {oo} vétsi nez vsechny prvky v
Sy (tedy mnozina S, U{as} je reprezentovéana podstromem stromu B(T") uréenym vrcholem
v). Nyni fakt, ze T je bindrni vyhleddvaci strom a ze s < oo pro kazdé s € S, implikuje, ze
se usporadani shoduji, a tedy B(T') je (2, 4)-strom reprezentujici S U {occ}. O

Pozndmka. Ptedpoklad, ze kofen ¢erveno-cerného stromu je obarven ¢erné, neni omezujici.
Kdyz T je cerveno-cerny strom, jehoz kofen je obarven ¢ervené, pak zménime barvu kotfene



na cernou, strom zustane ¢erveno-cerny a reprezentuje stejnou mnozinu.

Konstrukee 1.2 a Tvrzeni 1.3 ddvaji ndvod k implementaci (2, 4)-stromu ve vnitini paméti
(to byla jedna z motivaci autori ¢erveno-¢ernych stromi). Pfitom piepsani operace IN-
SERT pro (2,4)-stromy vedlo k algoritmu pro ¢erveno-cerné stromy s jednou rotaci nebo
jednou dvojitou rotaci (které se pouziji v situaci, kdy méame vrchol, ktery m& jen tii syny,
ale jeden z nich se rozstépi a vzniknou dva cervené vrcholy za sebou - vrchol a jeho otec;
kdyz mé vrchol ¢tyfi syny a jeden z nich se rozstépi, pak staci prebarvovani). Pro operaci
DELETE se efektivni pfepsani nepodarilo, soucasny navod vznikl az pozdéji na zaklade
podrobné analyzy operace DELETE ve (2, 3)-stromech.

Konstrukce 1.4 a Tvrzeni 1.5 vedly k nasledujicimu zobecnéni ¢erveno-cernych stromu.
Uvazujme strom 7T, ktery spliuje podminky (rb0), (rbl) a (rb3) a ndsledujici zobecnéni
podminky (rb2): Pro kazdy ¢erny vrchol v stromu T ozna¢me T, uplny podgraf stromu 7'
tvofeny vSemi nasledniky w vrcholu v takovymi, Ze cesta z v do w obsahuje jediny ¢erny
vrchol (tim je vrchol v). V zobecnéné podmince (rb2) je ddna mnozina tplnych bindrnich
stromu a podminka vyzaduje, aby pro kazdy ¢erny vrchol v ruzny od kotfene byl strom T,
izomorfni s nékterym stromem z této mnoziny. Pro koten r je podstrom 7T, izomorfni s
podstromem nékterého stromu z této mnoziny. (Pokud bychom chtéli takto preformulovat
puvodni podminku (rb2), pak dand mnozina stromu by obsahovala vSechny stromy s vyskou
nejvyse 1.) Pro kazdou dvojici a a b prirozenych ¢isel, kde 1 < a a 2a — 2 < b, 1ze definovat
mnozinu bindrnich stromu M takovou, ze Konstrukce 1.4 a Tvrzeni 1.5 plati mezi (a,b)-
stromy a zobecnénymi c¢erveno-cernymi stromy, pro néz M urcuje zobecnénou podminku
(rb2). Toto uz prezentovali autofi ¢erveno-¢éernych stromu, Guibas a Sedgewick, 1978.

Snaha nalézt lepsi algoritmy pro operaci DELETE vedla k definovani polovyvazenych
stromu. Autor téchto stromu (Olivié, 1980) popsal algoritmy pro operace INSERT a
DELETE, které vyzadovaly konstantni pocet rotaci a dvojitych rotaci. Na tento vysledek
navazal Tarjan 1983, ktery nalezl algoritmus pro ¢erveno-cerné stromy vyzadujici nejvyse
jednu rotaci a jednu dvojitou rotaci nebo dvé rotace. Také ukazal, ze strom je ¢erveno-cerny,
pravé kdyz je polovyvazeny.

Definice 1.6. Rekneme, 7e tplny bindrni strom T je polovyvézeny, kdyz v(v) < 2s(v) pro
kazdy vrchol v stromu 7.

Véta 1.7. Strom T je cerveno-cerny, pravé kdyz je polovyvdzZeny.

Diikaz. Necht T je éerveno-c¢erny strom. Vezméme hodnostni funkei f stromu 7' definovanou
ve Vété 1.1. Pak f(v) je pocet ¢ernych vrcholu na nékteré cesté z nékterého syna vrcholu v
do listu. Mé&jme cestu P z vrcholu v do do listu a necht k je pocet éernych vrcholi na cesté
P\ {v}. Pak délka cesty P je alespon k a nejvyse 2k. Tedy pro kazdy vrchol v stromu T
plati

f(v) < s(v) < o(v) <2f(v).
Proto T je polovyvazeny.
Necht naopak T je polovyvazeny strom. Definujme funkci f z vrcholt stromu 7' do
piirozenych ¢isel indukef od kotene tak, aby pro kazdy vrchol v stromu T platilo f%} <

f(v) < s(v) (zv(v) < 2s(v) plyne (@W < s(v), protoze s(v) je celé ¢islo). Kdyz r je koten,

zvolme f(r) jako prirozené ¢islo takové, ze (@1 < f(r) < s(r). Nyni predpoklddejme, ze



7

jsme definovali funkei f(v) pro vnitin{ vrchol v stromu T tak, ze plati (U(QU)W < f(v) < s(v),
a necht w je syn vrcholu v. Polozme f(w) = max{f(v) — 1, fv;“)ﬂ Pak fv(2w)1 < f(w).
Z f(v) < s(v) < s(w) + 1 dostavame, ze f(v) — 1 < s(w). Protoze (#W < s(w), plati
f(w) < s(w). Tedy (@1 < f(w) < s(w) a protoze w byl libovolny syn v, muzeme takto
definovat funkci f pro vSechny vrcholy stromu 7T'. Navic muzeme Fici, ze f(v) < f(w) + 1.
Na druhou stranu v(w)+1 < v(v) a (v(;)w < f(v) dava (@} < f(v), a proto f(w) < f(v).
Tedy f(w) < f(v) < f(w)+ 1 a takto definovand funkce f spliuje podminku (r2). Protoze
pro list [ stromu 7" plati v(l) = s(I) = 0, dostavdame, ze f(I) = 0. Kdyz v je otec listu,
pak s(v) =1 < v(v) < 2s(v) = 2, a proto (@W = 1= f(v) a f spliuje (rl). Méjme
vrchol v stromu T takovy, ze v ani otec(v) nejsou kofeny stromu 7. Ozna¢me w = otec(v)
a u=ded(v). Z (r2) plyne f(v) < f(w) < f(u). Z definice f plyne, ze f(v) = max{f(w) —
1, (%97}, a tedy bud f(v) < f(w) < f(u) nebo [ > f(w) —1 > [“@] — 1. Protoze
v(w) > o) +1a f(w) > f(v) > 227, dostavime, ze f(w) = [2W] > [242)]. Odtud
plyne, ze v(w) = v(v) + 1 je sudé a f(v) = f(w) = f%} Pak v(u) > v(w) + 1 implikuje,
ze f(v) = f(w) = (M} < (%} < f(u). Tedy f spliuje podminku (r3), takze je to

2
hodnostni funkce pro 7" a podle Véty 1.1 je T ¢erveno-cerny strom. [

Na zavér ukazeme vztah mezi AVL-stromy a Cerveno-Cernymi stromy.
Véta 1.8. Kazdy AVL-strom je cerveno-cerny strom.

Diikaz. Necht T je AVL-strom. Pak pro kazdy vnitin{ vrchol v stromu T plati, ze |v(u) —
v(w)| < 1, kde u je levy syn vrcholu v a w pravy syn vrcholu v. Dokazeme, ze kdyz
v(u) < 2s(u) av(w) < 2s(w), pak v(v) < 2s(v). Vsimnéme si, ze s(v) = 1+min{s(u), s(w)}
av(v) =1+ max{v(u),v(w)}. Pak 2s(v) = 2 + 2min{s(u), s(w)} > 2 + min{v(u),v(w)}.
Z |v(u) — v(w)| < 1 plyne, ze max{v(u),v(w)} — min{v(u),v(w)} < 1, a proto 2s(v) >
2+ min{v(u),v(w)} > 1+ max{v(u),v(w)} = v(v). Protoze pro kazdy list [ stromu 7" plati
0 =v(l) = 2s(1), dostavame indukci, ze pro kazdy vrchol v stromu T plati v(v) < 2s(v), a
tedy T je polovyvazeny strom a z Véty 1.7 plyne pozadované tvrzeni. [J

Na zaveér této kapitoly uvedeme obecné vyvazené binarnivyhledavacistromy definované An-
derssonem. Tento pojem byl motivovan Anderssonovym zjisténim, ze témétr vSechny velké
softwarové firmy se nedostaly dél nez ke spojovym seznamum, a pouziti vyvazenych stromu
by znacné zrychlilo jejich produkty. To vedlo Anderssona k definici obecné vyvazenych
bindrnich vyhledavacich stromu, protoze cerveno-cerné stromy a AVL-stromy byly pfilis
slozité pro programatory téchto firem (efektivni programy pro tyto struktury lze nalézt na
Internetu). Proto navrhl nasledujici strukturu.

Mnozina S C U je reprezentovana binarnim vyhledavacim stromem a navic jsou dany kons-
tanty ¢,d > 1 takové, ze pro kazdy wvnitini vrchol v je vyska jeho podstromu nejvyse
clog|Sy|, kde S, je mnozina reprezentovana v podstromu vrcholu v a pocet uspésnych
operaci DELETE (tj. operaci, které odstranily néjaky prvek) provedenych od posledniho
vyvazovani a tento pocet je nejvyse d. Autor experimentalné ovéroval chovani datové struk-
tury pro ¢ ~ 1.3 (pak vyska téchto stromu v nejhorsim piipadé je mensi nez vyska v
nejhorsim piipadé u Cerveno-c¢ernych stromu (zde by bylo ¢ = 2) a u AVL-stromu(zde by
bylo ¢ = 1.44)).



Operace MEMBER(z) a DELETE(x) se provedou stejnym zpusobem jako v klasickych
(nevyvéazenych) binarnich vyhleddvacich stromech. Po tispésném provedeni operace DELE-
TE se pocet operaci DELETE zveétsi o 1 a kdyz ptrekroci stanovenou hranici, provede se
vyvéazeni celého stromu reprezentujictho mnozinu S. Operace INSERT (z) se také provede
jako v klasickych binarnich vyhledévacich stromech, ale navic pti ni pocitdme délku cesty z
kotene do listu, ktery bude reprezentovat x. Po piidani x ji zvétsime o 1 a kdyz prekroci
vysku stromu, zvétsime vysku stromu. Pokud vyska prekroc¢i stanovené omezeni na vysku
stromu (toto omezeni zavisi na velikosti reprezentované mnoziny), pak se provede vyvazeni
stromu.

P1i operaci INSERT se Vyvazovani stromu provadi tak, ze se najde vrchol v, jehoz pod-
strom se ma vyvazit, a tento podstrom se nahradi podstromem reprezentujicim stejnou
mnozinu, ale s nejmens{ vyskou. Pii operaci INSERT (z) vrcholem v bude vrchol s nej-
mensi vyskou takovy, ze jeho podstrom neni vyvazeny (tj. nespliiuje omezeni na svou vysku
vzhledem k velikosti jim reprezentované mnoziny). Nahrazenim tohoto podstromu pod-
stromem s nejmensi vyskou se zmensi vyska celého stromu a ten pak bude spliiovat omezeni
dané na vysku stromu (protoze pied operaci toto omezeni splioval). Pii vyvazovani po
operaci DELETE provedeme vyvazovani pro kofen stromu, tj. nahradime ptuvodni strom
novym binarnim vyhledavacim stromem, ktery reprezentuje stejnou mnozinu, ale ma nej-
mensi vysku.

Abychom mohli realizovat tuto operaci, je potfeba znat v kazdém vrcholu velikost mnoziny
reprezentované podstromem tohoto vrcholu. Proto je potfeba po tspésné operaci INSERT
nebo DELETE (tj. kdyz se pfidal nebo odebral prvek) projit cestu od upravovaného
vrcholu nazpét ke kofeni a aktualizovat velikost mnozin reprezentovanych podstromy na
této cesté.

Anderssonem navrhované vyvazovani nejprve prevede nevyvazeny podstrom pomoci rotaci
a dvojitych rotaci do tplné zdegenerovaného tvaru (tj. je to jedind cesta z kotene, k niz
jsou ptidany listy) a pak opét pomoci rotaci a dvojitych rotaci vytvori bindrni vyhledavaci
strom s nejmensi vyskou. V literatufe lze nalézt celou fadu efektivnéjsich zpusobu pro konst-
rukci binarniho vyhledavaciho stromu s nejmensi vyskou, ale nikde jsem nenasel vzajemné
porovnani jejich efektivity. Proto lze fict, Zze obecné vyvazené binarni vyhledavaci stromy
oteviraji celou fadu problému, které by bylo dobré vyresit.

Andersson provadél experimenty s ¢ = 1.3 a dostal uspokojivé vysledky. Ale porovnani
téchto stromiu s AVL-stromy nebo s ¢erveno-cernymi stromy formuloval pouze pro nejhorsi
ptipad. Toto pro praktické pouzitinenipodstatné. Pokud vime je otevieny problém, jaké
jsou vztahy v ocekavaném piipadé, tedy ktera z téchto variant je pro praxi lepsi.

2. CERVENO-CERNE STROMY — VYVAZOVANI SHORA DOLU

Klasické datové struktury zalozené na bindrnich vyhleddvacich stromech jsou vhodné pro
feSeni usporadeného slovnikového problému v interaktivnim rezimu, kdyz nad daty pracuje
jen jeden proces. S rozvojem pocitacu se vSak setkdvame s mnoha tlohami, kde nad daty
pracuje soucasné vice procesu. Napri. kdyz data jsou ulozena na serveru a prostifednictvim
vzdalenych termindli k nim ma piistup vice uzivateli. Pak vznikd problém, kdyz néktery
proces chee aktualizovat data (tj. provadét operaci INSERT nebo DELETE). V klasickych



algoritmech musime uzavtit celou strukturu, to znamena, ze ostatni procesy musi pockat, az
skonéi probihajici aktualiza¢ni operace, a to neni vyhodné. Tento problém byl vyfesen pro
(a,b)-stromy pomoci tzv. paralelni implementace (a, b)-stromu. Kdyz se vratime k puvodn{
praci, kterd definovala Cerveno-cerné stromy, tak vidime, ze tam byly navrzeny algoritmy,
které sice jsou pomalejsi nez ndmi prezentované algoritmy (asymptoticky je v8ak slozitost
stejnd), ale zato fesi nas problém. Tam, stejné jako pii paralelni implementaci (a, b)-stromu,
se vyvazovaci operace provadéji shora doli (a preventivné), ne jako v klasickych algoritmech,
kde se vyvazuje zdola nahoru. Nyni tyto algoritmy uvedeme. VSimnéme si, ze v nich staci
uzaviit jen vrcholy v nejblizsim okoli pracovniho vrcholu (tj. jen vrcholy, které se aktivné
ucastni rotaci a dvojitych rotaci) a nema to vliv na procesy pracujici v jinych ¢éstech datové
struktury.

Nejprve popiseme operaci INSERT. Hlavni idea algoritmu pro tuto operaci byla zajistit,
aby otec listu, ktery bude reprezentovat novy prvek, byl ¢erny. Pak staci tento list zménit
na Cerveny vnitifni vrchol reprezentujici novy prvek a ptridat mu dva ¢erné obarvené syny,

Pfipomenme si znaéeni z textu k piednasce Datové struktury I. Necht U je univerzum a
plati —oco < u < oo pro kazdé u € U. Kdyz T je binarni vyhledavaci strom, pak pro koien
r definujeme A(r) = —oc0 a 7(t) = oo a pro vrchol ¢ ruzny od kofene definujeme

[ AMotec(t)) kdyz t = levy(otec(t)),

AlD) = { key(otec(t)) kdyz t = pravy(otec(t))
n(t) = { 7 (otec(t)) kdyz t = pravy(otec(t))
key(otec(t)) kdyz t = levy(otec(t)).

Y
Y

Pak v podstromu urceném vrcholem ¢ jsou pravé ty prvky x reprezentované mnoziny, pro
néz A\(t) < x < m(t). Vsimnéme si, ze kdyz provadime proceduru Rotace(u,v), pak se
A(t) a m(t) nezméni u zddného vrcholu ¢ ruzného od w a v. Stejné tak, kdyz provadime
proceduru Dvojita-rotace(u, v, w), pak A(t) a 7(t) zustane stejné pro vrcholy t # u, v, w.
Tento fakt budeme vyuzivat v nasledujicich algoritmech. Algoritmus zajisti, aby pracovni
vrchol ¢ splnoval nasledujici invariant.

t je éerny vrchol takovy, Ze bud je koFen nebo jeho otec nebo bratr jeho otce jsou
cerné vrcholy, x # key(t) a plati A\(t) < z < 7 (t).
Vyznam tohoto invariantu je zalozen na faktu, se kterym jsme se jiz setkali pii klasickém
vyvazovani Cerveno-cernych stromu, a je ilustrovan na nasledujicim obrazku. Kvuli pre-
hlednosti jsou jména vrcholu psina kurzivou a barvy normélnimi pismeny (¢erna barva je
oznacena b — black a Cervend r — red).

Vsimnéme si, ze tyto transformace nezmeéni pocet cernych vrcholt na cesté z kotene do
zadného vrcholu a ukazuji, jak pfidat novy prvek z. Pfi operaci INSERT (z) zjistime, zda
x uz je reprezentovan v mnoziné, nebo nalezneme list ¢ splnujici invariant. Pak tento list
zménime na Cerveny vnitini vrchol reprezentujici x a pokud je otec tohoto vrcholu cerveny,
provedeme jednu z transformaci na Obr. 2 (pokud t je lomeny, provedeme dvojitou rotaci,
jinak jednoduchou rotaci). Tim dostaneme ¢erveno-cerny strom, ktery reprezentuje puvodni
mnozinu s pridanym prvkem .

Zbyva popsat inicializaci procedury a vyhledavaci postup smérem od kofene k listu,
ktery bude zachovavat invariant. Nejprve otestujeme, zda koten reprezentuje x. Kdyz ano,
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OBR. 2. Transformace v obarvenych stromech.

tak kon¢ime (x nelze piidat, protoze uz je v reprezentované mnoziné), v opa¢ném piipadé
zménime barvu kofene na ¢ernou a prvni ¢ splinujici invariant bude tento kofen.

Nyni popiseme proceduru, kterd hledd ¢ na nizsi hladiné (tj. na hladiné s vyssim ¢islem)
a pritom testuje, zda x neni v reprezentované mnoziné (procedura se jmenuje Dale(t)).
Nejprve nalezneme vrchol u tak, ze kdyz key(t) > z, pak u je levy syn t, kdyz key(t) < z,
pak u je pravy syn t. Kdyz u neni list a key(u) = z, tak konéime, kdyz u je list nebo
key(u) # x a u je ¢erny, pak u spliiuje invariant. Staci tedy polozit ¢ = u a skon¢it. Zbyva
pripad, kdy u je ¢éerveny vrchol a key(u) # x. V tomto pfipadé nalezneme vrchol v tak, ze
kdyz key(u) > z, pak v bude levy syn u, kdyz key(u) < x, pak v bude pravy syn u. Kdyz
v neni list a key(v) = x, pak konéime. Kdyz v je list nebo key(v) # z, pak v je ¢erny,
a pokud bratr u je cerny, polozime t = v a kon¢ime, protoze v spliuje invariant. Pokud
u i bratr u jsou ¢ervené vrcholy, pak zménime jejich barvu na ¢ernou a barvu puvodniho
vrcholu ¢ na ¢ervenou. Kdyz otec t je ¢erny, pak méame cerveno-cerny strom, polozime t = v
a proceduru ukonc¢ime. Kdyz otec t je Cerveny, pak muzeme pouzit jednu z transformaci na
Obr. 2 (v zavislosti na tom, zda ¢ je lomeny nebo ne) a dostaneme ¢erveno-cerny strom.
Protoze argumentem Rotace ani Dvojita-rotace neni v, tak v splnuje invariant a opét
staci polozit t = v a skonéit. Tedy bud jsme zjistili, ze = pati{ do reprezentované mnoziny,
nebo jsme dostali vrchol ¢ splnujici invariant na nizsi hladiné. Proménna konec hlida, zda
x neni reprezentovan danym stromem. Je inicializovana hodnotou false a pokud zjistime,
ze x je reprezentovan, zménime jeji hodnotu na true a to vede k ukonceni celého algoritmu.
Nyni algoritmus popiSeme formélné.



INSERT-SD(x)
t :=koten stromu 7T’
if key(t) = x then stop endif
if t je cerveny then zmén barvu t na ¢ernou endif
konec := false
while konec = false a t neni list do Dale(t) enddo
if konec = false then
t zmén na vnitini vrchol T, t obarvi ¢ervené
key(t) := z, vytvof dva ¢erné syny vrcholu ¢
(Poznamka: budou to listy)
if otec(t) je cerveny then Oprava(t) endif
endif

Dale(t)
if key(t) > x then u := levy(t) else u := pravy(¢) endif
if key(u) = x then
konec := true
else
if u je cerveny then
if key(u) > x then v :=levy(u) else v := pravy(u) endif
if key(v) = = then
konec := true
else
w := bratr(u)
if w je cerveny then
u a w obarvi ¢erné, t obarvi cervené
if otec(t) je cerveny then Oprava(t) endif
endif
endif
t:=u
else
t:=u
endif
endif

Oprava(s)
q := otec(s), p := ded(s)
(Pozndmka: ¢ je obarven Cervené, p je obarven ¢erné)
if s je lomeny then
Dvojita-rotace(p, ¢, s)
s obarvi cerné, g a p obarvi ¢erveneé
else
Rotace(p, q)
q obarvi ¢erné, p obarvi cervené

endif

11
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Nejprve si vSimnéme, ze podprocedura Dale neni volana s vrcholem ¢, ktery je list. Déale
si v§imnéme, ze kdyz pro novy vrchol u (resp. v) plati key(u) # z (resp. key(v) # z) a
T je cerveno-¢erny strom, pak u (resp. v) spliuje invariant. Kdyz v nékterém okamziku
T neni Cerveno-cerny strom, pak (7', 7,t) je 2-parcidlni ¢erveno-¢erny strom a bratr otce
vrcholu ¢ je ¢erny (to plyne z invariantu). Tedy muzeme pouzit podproceduru Oprava(t)
a vznikne ¢erveno-cerny strom. Z toho plyne korektnost algoritmu. Protoze podprocedury
Dale a Oprava vyzaduji ¢as O(1) (pfipomindme, ze Dvojita-rotace a Rotace vyzaduji
cas O(1)) a protoze jsou pro kazdou hladinu voldny nejvyse jednou, vyzaduje algoritmus
INSERT-SD cas O(logn), kde n je velikost reprezentované mnoziny.
vSechny datové struktury zalozené na binarnich vyhledavacich stromech. Algoritmus vychazi
ze zékladniho pozorovani, ze pii uspésné operaci DELETE odstranime néjaky list a jeho
otce. Protoze kazdy list je obarven c¢erné, bylo by vhodné modifikovat strom tak, aby
otec odstranovaného listu byl ¢erveny. Pak bychom otce listu jednoduse nahradili bratrem
odstranovaného listu. To vede k nasledujicimu invariantu pro pracovni vrchol ¢t. Protoze
odstranovany vrchol nemusi reprezentovat x (provadime operaci DELETE(x)), pouzijeme
v ném jesté pomocné proménné hot a w. Invariant ma tvar.

t je ¢erny vrchol ruzny od kofene, jeho otec je ¢erveny vrchol a kdyz hot = false, pak

jsme jesté nenalezli vrchol v stromu T takovy, ze key(v) = x a plati A(t) < x < 7(t),

kdyz hot = true, pak w(t) = x = key(w).
Kdyz t je list a hot = false, pak skon¢ime, protoze prvek z nepatii do reprezentované
mnoziny. Kdyz ¢ je list a hot = true, pak nastanou dvé alternativy — bud w = otec(t), pak
odstranime vrcholy ¢ a w a bratr vrcholu ¢ nahradi vrchol w, nebo w # otec(t), pak zménime
key(w) na key(otec(t)), odstranime t a otce t a bratrem ¢ nahradime otce ¢. Diky invariantu
dostaneme cerveno-cerny strom a operace je provedena korektné. Hlavni problém je, jak
nalézt vrchol spliujici invariant a jak zajistit jeho posouvani smérem k listim. Nalezeni
vrcholu ¢ spliujiciho invariant se povede, pokud synové kofene nejsou listy. Pak bud kofen
r reprezentuje x, v tom piipadé polozime hot = true, w = r a t bude levy syn korene
stromu, nebo kofen nereprezentuje x, pak hot = false a kdyz = < key(r), pak t bude levy
syn kofene stromu, jinak ¢ bude pravy syn kofene stromu (zde zatim neni podstatna hodnota
w, viz invariant). Pak vrchol ¢ spliuje podminky na funkce A\ a 7. Predpoklddejme, ze t je
cerné obarveny. Kdyz bratr t je obarven cerné, pak koten obarvime ¢ervené a invariant pro
t plati. Kdyz bratr ¢ je obarven c¢ervené, pak provedeme rotaci na otce vrcholu ¢ a bratra
vrcholu ¢ a obarvime otce vrcholu ¢ na ¢erveno a puvodniho bratra vrcholu ¢ na ¢erno (viz
Obr. 3). Vrchol t opét spliiuje invariant, protoze nebyl argumentem rotace. Zbyva piipad,
kdy vrchol ¢ je obarven ¢ervené. Kdyz key(t) = z, pak zménime ¢t na w, nové t bude levy
syn w a hot = true, kdyz key(t) > x, pak nové ¢t bude levy syn t, kdyz key(t) < z, pak nové
t bude pravy syn t. A invariant opét plati. V ptipadé, ze néktery syn kofrene je list, pak
operaci DELETE(z) provedeme piimo. Plati totiz

Lemma 2.1. Kdyz t je list Gerveno-éerného stromu, pak bud jeho bratr je list, nebo otec t
je c¢erny, bratr t je cerveny a synové bratra t jsou listy.

Dukaz. Tvrzeni okamzité plyne z faktu, ze cesty z kazdého vrcholu v do listi v ¢erveno-
¢ernych stromech maji stejny pocet ¢ernych vrcholu. [

Tedy, kdyz jeden syn kofene je list, provedeme jednu z nasledujicich alternativ. Kdyz
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kofen reprezentuje xz, pak odstranime kofen stromu i jeho syna, ktery je list, druhy syn
se stane novym kofenem a celd operace koné¢i. Kdyz kofen je list, celd procedura konci,
protoze strom reprezentuje prazdnou mnozinu a nelze tedy nic odstranit. Kdyz kofen neni
list a nereprezentuje x, pak prejdeme standardnim zpusobem na jednoho jeho syna t. Kdyz
x je mensi nez prvek reprezentovany kotfenem, pak t je levy syn kofene stromu, jinak t je
pravy syn kofene stromu. Kdyz t je list nebo nereprezentuje x, pak celd procedura konci,
protoze z neni prvkem reprezentované mnoziny . Kdyz key(¢) = z, pak podle Lemmatu 2.1
jeho synové jsou listy, odstranime t a jednoho jeho syna a druhy syn nahradi ¢. Tim cela
procedura skon¢i. Popsali jsme Teseni specidlniho piipadu a vratime se k hlavnimu ptipadu.

Zbyva popsat proceduru (nazyvé se Dale2(t)), kterd pro vrchol ¢ spliujici invariant
nalezne novy vrchol, ktery spliuje invariant a je v nizsi hladiné (tj. v hladiné s vétsim
indexem). Nejprve pfejmenujeme vrchol ¢ na u a standardnim zptusobem nalezneme novy
vrchol ¢ tak, ze: Kdyz hot = true, pak t bude pravy syn u. Kdyz hot = false a key(u) > x,
pak t bude levy syn u, kdyz hot = false a key(u) = z, pak polozime w = wu, hot = true
a t bude levy syn u, kdyz hot = false a key(u) < z, pak t bude pravy syn u. Lehce
nahlédneme, Ze t spliiuje podminky invariantu na A a 7. Jesté je tieba splnit podminky na
barvy. Kdyz t je ¢erveny, tak zopakujeme vyhledani nového vrcholu ¢ uvedenym postupem
a podprocedura skonéi (i novy vrchol spliuje podminky na A a 7 a navic jsou splnéné i
podminky na barvy). Predpoklddejme, ze t je ¢erny. Kdyz v = bratr(t) je ¢erveny, pak
provedeme rotaci na vrcholy otec(t) = u a v, u obarvime ¢ervené a v obarvime cerné (viz
Obr. 3) a procedura skonéi, protoze uz jsou splnéné i podminky na barvy. Piedpokladejme,
ze 1 v je ¢erny. Protoze otec vrcholu u je podle invariantu cerveny, tak y = bratr(u) je
cerny. Oznacme z syna y, ktery je lomeny. Kdyz z je ¢erveny, pak provedeme proceduru
Dvojita-rotace(otec(u),y, z) a zménime barvu otce u na éernou a barvu u na ¢ervenou
(viz Obr. 3) a procedura skonéi, zase jsou splnéné podminky na barvy . Kdyz z je ¢erny
a jeho bratr 2’ je Gerveny, pak provedeme rotaci na y a z’ = bratr(z) (viz Obr. 3). Vrchol
z' se stane bratrem u a y se stane synem z’, ktery je lomeny (barva z’ je ¢ernd a barva
y cervend). Tim jsme se dostali do situace v minulém piipadé. Protoze y je ted obarven
¢ervené, muzeme provést dvojitou rotaci na vrcholy otec(u), 2/, y a procedura skonéi. Kdyz
oba synové y jsou cerni, pak zménime barvu u a y na Cervenou a barvu otce u na ¢ernou
a procedura skonci. Tim jsme popsali neformélné algoritmus pro operaci DELETE a nyni
dame formalni popis algoritmu pro operaci DELETE.

DELETE-SD(z)
u :=kofen stromu T'
if ani jeden ze synu u neni list then
if key(u) = x then
w = u, t:=levy(u), hot := true
else
hot := false
if key(u) > x then t := levy(u) else t := pravy(u) endif
endif
if t je cerveny then
if hot then
t := pravy(t)
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OBR. 3. Transformace v algoritmu DELETE-SD.

else
if key(t) = « then
w:=t, t:=levy(t), hot := true
else
if key(t) > x then t := levy(t) else t := pravy(t) endif
endif
endif (Pozndmka: t spliuje invariant)
else

if bratr(t) je ¢erny then
u obarvi Cervené
else
Rotacel(u, bratr(t))
endif
endif (Pozndmka: Nyni vrchol ¢ spliiuje invariant)
while ¢ neni list do Dale2(t) enddo
if hot = true then
if w = otec(t) then
if w = levy(otec(w)) then
levy(otec(w)) := pravy(w), otec(pravy(w)) := otec(w)
else
pravy(otec(w)) := pravy(w), otec(pravy(w)) := otec(w)
endif
odstran w a t
else
key(w) := key(otec(t))



if ded(f) = w then
levy(w) := levy(otec(t)), otec(levy(otec(t))) := w
else
pravy(ded(t)) := levy(otec(t)), otec(levy(otec(t))) := ded(t)
endif
odstran otec(t) a t
endif
endif
else
if v neni list then
if key(u) =  then
if levy(u) je list then
odstran u a levy(u), otec(pravy(u)) := NIL
else
odstran u a pravy(u), otec(levy(u)) := NIL
endif
else
if key(u) > x then t := levy(u) else t := pravy(u) endif
if ¢ neni list then
if key(t) = « then
if t = levy(u) then
levy(u) := levy(t)
else
pravy(u) := levy(t)
endif
otec(levy(t)) := u, odstran pravy(t) a t
endif
endif
endif
endif
endif

Dale2(t)
u:=1t
if hot = false then
if key(u) = x then
hot := true, w := u, t := levy(u)
else
if key(u) > x then t := levy(u) else ¢ := pravy(u) endif
endif
else
t := pravy(u)
endif
if t je cerveny then
if hot = false then
if key(t) = x then

15
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hot := true, w :=t, t := levy(t)
else
if key(t) > x then t := levy(t) else t := pravy(t) endif
endif
else
t := pravy(t)
endif
else
(Poznamka: t je ¢erny)
if bratr(t¢) je cerveny then
Rotacel(u, bratr(t))
else
(Pozndmka: t, u, bratr(u) i v =bratr(t) jsou cerné)
z je syn bratr(u), ktery je lomeny
if z je cerveny then
Dvojita-rotacel(otec(u), bratr(u), z)
(Pozndmka: Nyni ¢ spliuje invariant)
else
(Pozndmka: z je Cerny)
if bratr(z) je ¢erveny then
Rotacel(otec(z), bratr(z))
(Poznamka: Z bratra z se stal jeho déd a je to bratr u, otec z je Cerveny a lomeny a otec u
je otec déda z)
Dvojita-rotacel(otec(u), ded(z), otec(z))
(Pozndmka: ( ¢ spliuje invariant)
else
obarvi u, bratr(u) ¢ervené a otec(u) ¢erné
endif
endif
endif
endif

Rotacel(u,v)
Piedpoklady: v je obarven ¢ervené, u = otec(v) a bratr(v) jsou obarveny ¢erné (tato akce
je zndzornéna na Obr. 3)
if u = levy(otec(u)) then levy(otec(u)) := v else pravy(otec(u)) := v endif
otec(v) := otec(u), otec(u) := v
if v = levy(u) then
levy(u) := pravy(v), otec(pravy(v)) := u, pravy(v) := u
else
pravy(u) := levy(v), otec(levy(v)) := u, levy(v) := u
endif

obarvi v éerné a u Cervené

Dvojita-rotacel(s,y, z)
Piedpoklady: ¢, bratr(t), otec(t) a y jsou ¢erné vrcholy, z a s jsou ¢ervené, y = otec(z),
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s = otec(y) = ded(t) a otec(t) = bratr(y) (akce je zndzornéna na Obr. 3).

if s = levy(otec(s)) then
levy(otec(s)) := z

else
pravy (otec(s)) := z

endif

otec(z) := otec(s), otec(y) := z, otec(s) := z

if z = pravy(y) then
pravy(y) := levy(z), levy(s) := pravy(z), otec(levy(z)) := y, otec(pravy(z)) := s
levy(z) :=y, pravy(z) := s

else
levy(y) := pravy(z), pravy(s) := levy(z), otec(pravy(z)) := y, otec(levy(z)) := s
pravy(z) :=y, levy(z) := s

endif

otec(t) obarvi ¢ervené, s obarvi ¢erné

Korektnost procedur Rotacel a Dvojita-rotacel je vidét z Obr. 3. Korektnost pro-
cedury Dale2 a algoritmu DELETE-SD plyne z diskuse pfed formalnim popisem téchto
procedur. Procedury Rotacel, Dvojita-rotacel a Dale2 vyzaduji ¢as O(1) (vSimnéme si,
ze Dale2 vola nejvyse jednou podproceduru Rotacel a Dvojita-rotacel). Protoze Dale2
je volana na kazdé hladiné nejvyse jednou a protoze ¢as samotného algoritmu DELETE-
SD (bez rekurzivné volanych podprocedur) je jen O(1), muzeme fici, ze operace DELETE
vyzaduje ¢as O(logn), kde n je velikost reprezentované mnoziny. Shrneme tato fakta. Z
predchozich tivah dostavame:

Véta 2.2. Algoritmy INSERT-SD o DELETE-SD implementuji operace INSERT a
DELETE, vyvazuji shora doli a vyZaduji ¢as O(logn), kde n je velikost reprezentované
mnoziny.

Nevime, jestli existuji algoritmy pro AVL-stromy, které vyvazuji shora dolu a tim umoznuji
praci vice uzivatelii v.AVL stromu. Je pravdépodobné, ze to nejde, protoze podminka na
AVL-stromy je globalngjsitho razu nez podminky pro ¢erveno-cerné stromy.

3. RELAXOVANE STROMY

Nyni popiSeme jinou metodu, kterd umoznuje soucasnou praci vice uzivateli nad stro-
movou datovou strukturou. Tato metoda je vhodna i pro praci v davkovém rezimu. S
ideou, na které je zalozena, jsme se poprvé setkali pfi liné implementaci binomialnich hald.
Je zalozena na pozorovani, ze kdyz odlozime vyvazovani na pozdéji, tak je pravdépodobné,
ze se nam nékteré vyvazovaci pozadavky navzajem vyrusi a tim si nékolik vyvazovacich ope-
raci uSetiime. Nevyhodou této ideje je fakt, ze ztratou vyvazenosti se muze vyrazné pro-
dlouzit ¢as potfebny k vyhledavani (muze se stat, ze logaritmicky vyhledavaci ¢as vzroste
az na linedrn{). Na druhé strané vime, ze pfi rovnomérném rozdéleni dat je tento nérust
nepravdépodobny. V praxi se sice s rovhomérnym rozdélenim dat setkavame malokdy, ale
mald pravdépodobnost nartustu vyhledavaciho ¢asu plati i pro rozdéleni, ktera jsou blizka
rovnomérnému rozdéleni, coz jsou mnohd rozdéleni z praxe.
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Metoda, kterou popiSeme, od sebe oddéluje vyhledavaci a vyvazovaci operace. Misto
toho, aby se provedlo vyvazovani, se jen zaznamend pozadavek na vyvazovani do fronty
pozadavku. Vyhoda této metody se zvlasté projevuje v ¢asovych Spickach, kdy prichazi
mnoho pozadavku od uzivateli a nelze stihnout vyvazovani po kazdém z nich, nebo pfi
praci v davkovém rezimu (napt. kdyz administrator odeslal davku pozadavku, aby odstranil
¢ést datové struktury poskozenou vypadkem proudu). Dalsi vyhoda této metody spociva ve
faktu, ze ji lze snadno modifikovat pro vSechny bézné pouzivané vyvazené stromy. Jeji
pouziti vyzaduje oSetfeni dvou problému. O prvnim jsme se jiz zminili, je to mozny
narust ¢asu pro vyhleddvani zpusobeny degeneraci datové struktury. Druhy problém je,
zda lze jednoduSe vyvazit binarni strom, ktery vznikl nékolika aktualiza¢nimi operacemi
(bez nasledného vyvazovéni) z vyvézeného bindrniho vyhleddvaciho stromu (bez nového
budovéni celého vyvazeného vyhledavaciho stromu, jen na zdkladé reprezentovanych dat).
S nim je spojena otazka strategie feSeni vyvazovacich pozadavki.

Stromy vzniklé touto metodou se nazyvaji relaxované. Pritom konkrétnich realizaci této
zakladni ideje je pro kazdy typ vyvazenych stromu nékolik (zdlezi na tom, ktery parametr
je preferovéan). PopiSseme jeden relaxovany model pro ¢erveno-cerné stromy.

Uvazovany model mé data ulozend v binarnim vyhledavacim stromu, jehoz vnitini vrcholy
jsou obarveny bud ¢ervené nebo ¢erné (obarveni obéma barvami neni piipustné) a listy jsou
obarveny ¢erné. Navic je ddn soubor vyvazovacich pozadavku (budeme ho nazyvat fronta
vyvazovacich pozadavku) a pokud je tento soubor préazdny, pak strom reprezentujici data
je vyvazeny cerveno-Cerny strom. Nad daty pracuje soucasné vice procesi, které jsou dvou
typu:
uzivatelsky — provadi pouze vyhledavani, pridavani a ubirani prvku a kdyz po aktualizaci
vznikne pozadavek na vyvazovani (vyznam i formu upfesnime pozdéji), da tento pozadavek
do fronty vyvazovacich pozadavku.
spravcovsky — bere vhodné pozadavky z fronty vyvazovacich pozadavku a provadi je. Muze
se stat, ze bud dany pozadavek dplné oseti{ nebo ho transformuje v jiny pozadavek blizsi
ke koteni stromu. Tim se postupné odstranuje nevyvazenost stromu.

Idedlem je v jistych periodach vyprazdnit frontu pozadavka a tim vytvorit klasicky
cerveno-cerny strom. Pocet pracujicich spravcovskych procesu neni fixni a zavisi na délce
fronty vyvazovacich pozadavki.

Nyni popiseme sémantiku a formu pozadavku. Budeme mit pozadavky dvou typu —b a v.
Kdyz je s vrcholem v svazan pozadavek b, pak s nim uz neni svazan zadny dalsi pozadavek
(tj. pozadavek b je neslucitelny s kazdym dalsim pozadavkem, zatimco pozadavku typu v
na vrchol v muze byt vic). Pokud je s vrcholem svazan néjaky pozadavek, pak vrchol mé
ukazatel na tento pozadavek ve fronté vyvazovacich pozadavku. Pozadavek b na vrchol v
znamena, ze v je ¢erveny a ma Cerveného otce (to plati v okamziku vzneseni pozadavku,
tato situace se pozdéji muze zménit). Pozadavek v na vrchol v znamend, ze v je ¢erny a v
podstromu vrcholu v chybi jeden ¢erny vrchol (z toho plyne, ze kdyz je na vrchol v vlozeno
k pozadavku v, pak v podstromu ur¢eném vrcholem v chybi k& ¢ernych vrcholu, tj. kdyby
kazdy vrchol v s k pozadavky v ptredstavoval k 4+ 1 ¢ernych vrcholu, pak vSechny cesty z
kotene do listu by meély stejny pocet cernych vrcholu). Ve fronté vyvazovacich pozadavku
je kazdy pozadavek specifikovan svym typem a ukazatelem na vrchol, kde vznikl.

Nyni neformalné popiseme praci jednotlivych procesu. Uzivatelsky proces provadi jednu
ze ti1 operaci: MEMBER, INSERT a DELETE.
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Operace MEMBER () klasickym vyhleddvanim zjisti, zda = pati{ do reprezentované mno-
ziny, a oznami to uzivateli (pokud patii, ozndmi také adresu dat spojenych s prvkem z).

Operace INSERT (x) klasickym vyhleddvanim zjisti, zda = patii do reprezentované mnozi-
ny. Kdyz patii, operace koné¢i (zde je nékolik piirozenych alternativ — napf. ozndmi
nedspésné vlozeni prvku nebo oznami adresu dat spojenych s prvkem z atd.) Kdyz =
nepatii do reprezentované mnoziny, tak vyhleddvani skoncilo v listu ¢ (ktery reprezentuje
interval obsahujici x). Nyni zménf list ¢t na vnitini vrchol, vytvoii dva ¢erné syny vrcholu ¢,
které budou listy, ulozi data spojena s x a jejich adresu spolu s prvkem x spoji s vrcholem ¢.
Kdyz t vznésel pozadavek v, pak odstrani jeden pozadavek v vzneseny vrcholem t a nechd
ho ¢ernym, kdyz ¢t nevznasel zadny pozadavek v, pak zméni jeho barvu na ¢ervenou a kdyz
otec vrcholu t je ¢erveny, vytvori pro vrchol ¢t pozadavek b a vlozi ho do fronty vyvazovacich
pozadavku (propoji vrchol ¢ a tento pozadavek ukazateli).

Operace DELETE(x) klasickym zpusobem zjist{, zda x patii do reprezentované mnoziny.
Kdyz nepatii, operace konéi (piipadné ozndmi netispéch). V opaéném piipadé nalezne vrchol
t a jeho syna [, které maji byt odstranény, uvolni data spojend s prvkem x, odstrani vrchol
t a list [ a na misto vrcholu ¢ da bratra listu [, kterého obarvi na ¢erno. Kdyz t i bratr [ byly
obarveny cerné, vytvoii pozadavek v spojeny s bratrem [ a vlozi ho do fronty vyvazovacich
pozadavku (a propoji ukazateli bratra [ s timto pozadavkem). Pozadavky b spojené s vrcholy
t a bratrem [ se rusi a odstrani se z fronty vyvazovacich pozadavku (kdyz ¢t nebo bratr [ mély
pozadavek b, pak jejich odstranénim zadny novy pozadavek nevznikd). Navic bratr [ dédi
vSechny pozadavky v spojené s vrcholem ¢ (tim se mohou hromadit pozadavky v spojené s
jednim vrcholem).

Nyni neformalné popiseme praci spravcovského procesu. Proces provede jednu z nésledu-
jicich akei:
Zrusi (a odstrani z fronty) jakykoliv pozadavek na koten stromu.
Zrusi (a odstrani z fronty) pozadavek b na vrchol v, kdyz otec vrcholu v je ¢erny.

Kdyz je na vrchol v vlozeno i pozadavku v a na bratra vrcholu v je vlozeno j pozadavku v,
kde 7,j > 0, pak zrusi min(¢, j) pozadavku v na vrcholy v a bratr(v). Kdyz otec vrcholu v
je cerny, pak vlozi min(i, j) pozadavku v na otce vrcholu v. Kdyz otec vrcholu v je ¢erveny,
pak zméni jeho barvu na ¢ernou a vlozi na ného min(i, j) — 1 pozadavku v.

Kdyz je na vrchol v vlozen pozadavek b a jeho otec je ¢erveny a je kofen stromu, pak
obarvime otce vrcholu v na ¢erno a pozadavek zrusSime.

Vsimnéme si, ze tyto akce spravcovského procesu vzdy zmensi pocet pozadavku ve fronté
pozadavki.

Kdyz je na vrchol v vlozen pozadavek b, otec vrcholu v je ¢erveny, déd vrcholu v je cerny,
bratr u otce vrcholu v je erveny, pak obarvime otce vrcholu v a vrchol w na ¢erno a zrusime
pozadavek na vrchol v. Kdyz na déda vrcholu v je vlozeno i pozadavku v pro ¢ > 0, pak
odstranime jeden pozadavek v na déda vrcholu v. Pokud na déda vrcholu v neni vlozen
zddny pozadavek v (pozadavek b na ného nemuze byt vlozen, protoze je ¢erny), obarvime
ho na cerveno a pokud otec déda vrcholu v je také ¢erveny, pak vlozime na déda vrcholu v
pozadavek b. Kdyz na vrchol u je vlozen pozadavek b, tak ho zrusime.

Vsimnéme si, ze mohl nové vzniknout jediné pozadavek b, kdyz otec déda vrcholu v byl
cerveny a tato situace skuteéné vedla k polozeni pozadavku b. Daéle se pocet pozadavka bud
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zmensil (pokud vrchol u nebo déd vrcholu byly spojeny s néjakym pozadavkem nebo otec
déda vrcholu v nebyl ¢erveny), nebo se nezménil, ale pozadavek b na vrchol v byl nahrazen
pozadavkem b na déda vrcholu v, tedy jeho hloubka se zmensila o 2 a u ostatnich pozadavku
se nic nezmeénilo.

Kdyz na vrchol v je vlozen pozadavek b, otec z vrcholu v je ¢erveny, déd w vrcholu v je
¢erny, bratr otce vrcholu v je ¢erny a v neni lomeny, pak provedeme rotaci vrcholtu z a w,
w obarvime Cervené, z obarvime cerné, vrchol z zdédi vSechny pozadavky v vrcholu w a
zrusime pozadavek b na vrchol v.

Kdyz na vrchol v je vlozen pozadavek b, otec z vrcholu v je ¢erveny, déd w vrcholu v je
¢erny, bratr otce vrcholu v je ¢erny a v je lomeny, pak provedeme dvojitou rotaci vrcholu
v, z a w, w obarvime ¢ervené, v obarvime ¢erné, zrusime pozadavek b na vrchol v a vrchol
v zdédi vSechny pozadavky v na vrchol w.

Vsimnéme si, ze u obou posledné popsanych akci spravcovského procesu plati, ze pokud
po provedeni akce ma néjaky ¢erveny vrchol ¢erveného otce, tak mél ¢erveného otce i pred
akci (i kdyz se otec vrcholu mohl zménit), a zadny novy pozadavek v nevznikl. Tedy pocet
pozadavku vzdy klesne.

Srovnejte tyto tii akce s vyvazovanim po operaci INSERT v klasickém cerveno-cerném
stromu.

Kdyz na vrchol v je vlozeno j pozadavki v pro j > 0, bratr u vrcholu v je ¢erny a neni na
ného vlozen zadny pozadavek, synové vrcholu u jsou cerni, pak obarvime vrchol u ¢erveneé,
zrusime jeden pozadavek v na vrchol v a kdyz byl otec vrcholu v ¢erveny, tak ho obarvime
na ¢erno, a pokud byl ¢erny, tak vytvorime pozadavek v na otce vrcholu v a vlozime ho do
fronty vyvazovacich pozadavki.

V tomto pifpadé bud jeden pozadavek na vrchol v zanikne nebo se zmensi jeho hloubka
(pfesune se na otce vrcholu v), a ostatni pozadavky se nezméni.

Kdyz na vrchol v je vlozeno j pozadavki v pro j > 0, bratr u vrcholu v je ¢erny a neni na
ného vlozen zadny pozadavek, syn w vrcholu u, ktery je lomeny, je ¢erveny, pak provedeme
dvojitou rotaci na vrcholy w, u a otce z vrcholu v, obarvime vrchol z ¢erné, zrusime jeden
pozadavek v na vrchol v, a zrusime také piipadny pozadavek b na vrchol w. Pak vrchol w
zdédi barvu i pozadavky spojené s vrcholem z.

Kdyz na vrchol v je vlozeno j pozadavka v pro j > 0, bratr u vrcholu v je ¢erny a neni na
ného vlozen zadny pozadavek, syn w vrcholu u, ktery neni lomeny, je cerveny a jeho bratr
je cerny, pak provedeme rotaci na vrcholy u a otce z vrcholu v, obarvime vrcholy z a w
¢erné, zrusime jeden pozadavek v na vrchol v a vrchol u zdédi barvu i pozadavky spojené s
vrcholem z. Zrusime také pripadny pozadavek b na vrchol w.

Vsimnéme si, ze v obou ptipadech nevznikl zadny pozadavek v a pokud po akci ma
¢erveny vrchol ¢erveného otce, tak tato situace byla i pred akei (to se mohlo stat jen vrcholu
v kofeni rotace nebo dvojité rotace). Proto se pocet pozadavku vzdy zmensi.

Kdyz na vrchol v je vlozeno j pozadavka v pro j > 0 a bratr u vrcholu v je ¢erveny a neni na
ného vlozen zadny pozadavek a jeho lomeny syn je ¢erny, pak provedeme rotaci na vrcholy
u a otce z vrcholu v, obarvime z na ¢erveno (a nebude na ném zadny pozadavek), vrchol u
obarvime na ¢erno a zdédi vSechny pozadavky vrcholu z. S ostatnimi vrcholy neprovedeme
zddnou zmeénu. Zde je mozné skoncit, ale pro zjednoduseni dukazu, ze se vyprazdni fronta
pozadavku, provedeme jesté jednu akci spravcovského procesu na vrchol v. Protoze prvni
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akce nemeéni pocet pozadavku, tak druhd akce na vrchol v zmensi pocet pozadavku ve fronté
pozadavki.

Predchozi akce srovnejte s operaci DELETE pro klasické cerveno-cerné stromy.

Nyni struéné popiSeme praci s frontou vyvazovacich pozadavku. Spravcovsky proces se
nahodné rozhodne, zda chce odstranit pozadavky na kofen, nebo zda chce odstranit pozada-
vek typu b, nebo zda chce odstranit pozadavek typu v.

Kdyz chce odstranit pozadavek na koten, pak prohleddnim fronty vyvazovacich pozadav-
ku nalezne pozadavek na kofen. Zablokuje kofen. Béhem této akce nesmi byt kofen
argumentem zadné rotace nebo dvojité rotace (pak by prestal byt kofenem a pozadavek
nejde odstranit). Pozadavek odstrani a kofen uvolni. Misto prohledavéni fronty je rychlejsi
zacit u kofene, zjistit, zda je na néj polozen pozadavek, a nalézt tento pozadavek pomoci
ukazatele.

Kdyz chce odstranit pozadavek typu b, pak nejprve nalezne vrchol v, ktery neni koien,
je na ného polozen pozadavek b a na otce vrcholu v neni polozen pozadavek b. Zablokuje
vrchol v a testuje, zda otec vrcholu neni ¢erny nebo neni kofen stromu. Kdyz otec vrcholu
v je Cerny nebo je kofen stromu, pak zablokuje otce vrcholu v a provede akci. Po jejim
provedeni uvolni oba vrcholy. Kdyz otec vrcholu v je ¢erveny a neni kofen stromu, tak
zablokuje otce vrcholu v, bratra otce vrcholu v a déda vrcholu v a podle vlastnosti bratra
otce vrcholu v provede akci a vrcholy uvolni.

Kdyz chce odstranit pozadavek v, tak nalezne vrchol v, na ktery je vlozen pozadavek v
a neni kofen a na bratra vrcholu v neni vlozen pozadavek b. Pak zablokuje otce vrcholu v,
bratra vrcholu v i vrchol v. Podle vlastnosti bratra vrcholu v provede akci. V ptipadé, ze
bratr vrcholu v je ¢erny a neni na ného vlozen zadny pozadavek, tak zablokuje i syny bratra
vrcholu v. Po provedeni akce uvolni vrcholy. Pokud bratr vrcholu v byl obarven ¢ervené,
tak je vyhodné provést na vrchol v dvé akce, a pak teprve uvolnit vrcholy.

P1i volbé jaky pozadavek bude oSetfovat spravcovsky server, by nejvétsi prioritu mélo
mit oSetfovani kofene, pak osetfeni pozadavku b a pak pozadavku v. To by se mélo odrazit
pti volbé akce spravcovského procesu. Vhodny pomér priorit neni znam. Zda se, ze je také
vyhodné zacit hledat pozadavky ve stromé a pak prejit do fronty vyvazovacich pozadavku
pomoci ukazatele. Zablokovany vrchol znamend, ze neni piistupny jinému spravcovskému
procesu. Jen pti provadéni rotace nebo dvojité rotace jsou jeji argumenty zablokovany i pro
uzivatelské procesy.

Vsimnéme si, ze kdyz se ma obslouzit pozadavek v na vrchol v, jehoz bratr je cerveny a
lomeny syn bratra vrcholu v je také erveny, tak bud bratr vrcholu v vznesl pozadavek b
nebo jeho lomeny syn vznesl pozadavek b a ten lze vyfidit. Tedy kdyz je fronta pozadavku
neprazdna, tak vzdy existuje pozadavek, ktery je mozno vyfridit.

Nésledujici tvrzeni se ovéii piimo (viz vyvazovani pro klasické ¢erveno-cerné stromy).

Véta 3.1. KdyzZ fronta vyvaZovacich poZadavki je neprdzdnd, tak v ni vidy existuje poZada-
vek, ktery muze obslouzit spravcovsky proces. Kdyz vrchol v bindrniho vyhleddvaciho stromu
reprezentujiciho data je cerveny a jeho otec je také cerveny, pak ma vrchol v byl vioZen
poZadavek b. V kaZdém okamzZiku plati, Ze kdyZ kazdy vrchol bindrniho vyhleddvaciho stromu
reprezentujiciho data, na ktery je vloZeno i poZadavki v pro i > 0, je nahrazen i+1 cernymi
vrcholy, pak vSechny cesty z kotene do listu maji stejny pocet cerngch vrcholi.
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7 této vety plyne, ze kdyz je fronta vyvazovacich pozadavku prazdna, pak binarni vy-
hledavaci strom reprezentujici data je ¢erveno-cerny. Objevuje se vSak otazka, zda kazda
posloupnost akci spravcovského procesu vede k vyprazdnéni fronty vyvazovacich pozadavki.
K tomu pouzijeme amortizovanou slozitost. Pouzijeme dvé ohodnoceni. Prvni ohodnoceni
bude pocet pozadavku. Druhé ohodnoceni dostaneme tak, ze kdyz vrchol v hloubce ¢ vznesl
pozadavek, tak tento pozadavek ohodnotime 7 a tato ohodnoceni pozadavku pak se¢teme. Z
piedchozi analyzy plyne, Ze kazd4 akce spravcovského procesu bud zmensi pocet pozadavki,
tedy zmensi prvni ohodnoceni, nebo se prvni ohodnoceni nezméni, ale pak klesne druhé
oohodnoceni. Odtud dostavame

Tvrzeni 3.2. Obé ohodnoceni kazdé fronty vyvaZovacich poZadavki jsou nezdpornd a obé
se rovnaji 0, prdvé kdyz je fronta prdzdnd. Kazdd akce sprdvcovského procesu snizi bud
proni ohodnoceni nebo se pruni ohodnoceni nezmeént, ale snizi se druhé ohodnoceni. Proto
lze kazdou frontu poZadavki vyprdzdnit.

Predchozi tvrzeni ukazuje, ze kazda posloupnost akci spravcovského procesu vede k
vyprazdnéni fronty vyvazovacich pozadavki, a je zfejmé, ze posloupnost operaci v klasickych
cerveno-cernych stromech vyzaduje vice vyvazovacich akci. Jsou zde oteviené otazky:

Lze najit optimalni strategii pro spravcovské procesy? S jakou pravdépodobnosti je binarni
strom v zavislosti na délce fronty jesté blizky pravidelnému tplnému binarnimu stromu?

Podobné modely jsou studovany i pro AVL-stromy a (a, b)-stromy.

4. NAHODNE BINARN{ VYHLEDAVACI STROMY

7 ptednasky Datové struktury I vime, ze cas, ktery vyzaduji klasické algoritmy pro vy-
hledavani v binarnich vyhledavacich stromech, je imérny vysce stromu. Vyznam ocekavané
vysky binarniho vyhledavaciho stromu a jeji odhad budeme ilustrovat na souvislosti binar-
niho vyhledavaciho stromu a algoritmu QUICKSORT. Uvazujme QUICKSORT, kde
pivot je volen jako prvni ¢len vstupni posloupnosti, rozdéleni podle pivota se provadi tak,
ze jednim pruchodem posloupnosti ji rozdélime na dvé posloupnosti (nepouzivame zadné
vymeény). Tedy ve vzniklych posloupnostech je zachovéno potadi ze vstupni posloupnosti.
Jako vstup predpokladéame prostou n-clennou posloupnost P prvkua xq, 2o, ..., T, ndhodné
vybranych z totalné usporadaného univerza. Déle vytvoime binarni vyhledavaci strom T
reprezentujici mnozinu {x1, xa,...,z,} tak, ze aplikujeme posloupnost operaci

INSERT(z1), INSERT (z5), ..., INSERT (z,,)

na puvodné prazdny bindrni vyhledavaci strom (pouzijeme klasicky algoritmus INSERT
bez vyvazovacich operaci). Mnozina reprezentovand podstromem uréenym levym synem
kotene T je {z; | i € {2,3,...,n},x; < x1} a mnozina reprezentovani podstromem
urCenym pravym synem kofene 7' je mnozina {z; | i € {2,3,...,n}, z; > x1}. Pfitom
tyto stromy vznikly aplikacemi posloupnosti {INSERT(z;) | i = 1,2,...,n, z; < 21} a
{INSERT (z;) | i = 1,2,...,n,2; > x1}. A{z; |1 =2,3,...,n,x; < a1} a{x; | 1=
2,3,...,m, x; > x1} jsou pravé posloupnosti, na které se rekurzivné volda QUICKSORT
pii vstupu P (v tomto poradi). Indukei podle n tak dostdvame, ze podstrom uréeny levym
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synem kotene 7" je izomorfni s podstromem rekurzivnich volani QUICKSORTu na posloup-
nost {z; |i=1,2,...,n, | z; < x1} a podstrom pravého syna kofene T' je izomorfni s pod-
stromem rekurzivnich volani QUICKSORTu na posloupnost {z; | i =1,2,...,n, z; > x1}
(pivot je vzdy reprezentovan v kofeni podstromu). Z toho plyne, ze cely strom 7' je izomorfn{
se stromem rekurzivnich volani algoritmu QUICKSORT na vstupni posloupnost P. Tedy
vyska binarniho stromu 7' je rovna poctu v sobé vlozenych rekurzivnich volani algoritmu
QUICKSORT na vstupni posloupnost P. A analogicky ocekavana vyska stromu T je
ocekavany pocet v sobé vlozenych rekurzivnich volani algoritmu QUICKSORT. Jeji hod-
nota zavisi na rozdéleni vstupnich dat, které je pro algoritmus QUICKSORT stejné jako
pro posloupnost operaci vytvarejicich binarni vyhledavaci strom 7.

Protoze uz vime, ze o¢ekavany cas algoritmu QUICKOSORT je O(nlogn) ¢as potiebny
pro piechod z jedné hladiny na nizsi obvykle vyzaduje ¢as O(n) 1ze odvodit, ze asi o¢ ekdvand
vyska tohoto stromu je O(logn). To motivovalo snahu to ovéfit. Presnd analyza tohoto
problému piekracuje ramec této prednasky. Proto uvedeme jen zatim nejnovéjsi vysledek
(bez dikazu), ktery ziskali nezavisle na sobé Reed 2003 a Drmota 2003 (autofi navazali na
predchozi prace Robsona 1979, Devroye 1986, 1995 a dalsich).

Véta 4.1. Ocekdvana vyska ndhodného bindrniho vyhleddvaciho stromu s n wvrcholy pri
rovnomeérném rozdéleni dat je E(v(n)) = aln(n) — Blnln(n) + O(1), kde « je jediné reseni
rovnice aln(2¢) = 1 v intervalu < 2,00) (. a = 4.31107) a § = 21n32%) = 5% (1.
B =1.953). Rozptyl v(n) je O(1). O

Tento vysledek ukazuje, ze ndhodné bindrni vyhledavaci stromy maji vysku ptiblizné
aln(n), a protoze ndhodné posloupnosti operaci INSERT nad daty s rovnomérnym rozdéle-
nim vytvafreji ndhodné tplné bindrni stromy s rovnomérnym rozdélenim (pozadavek, ze
stromy jsou uplné, zvétsi ocekavanou vysku oproti oby¢ejnym binarnim stromum nejvyse o
1), tak otekavany ¢as operaci MEMBER, INSERT a DELETE v bindrnich vyhleddva-
cich stromech bez vyvazovani (s rovnomérnym rozdélenim vstupnich dat) je O(log(n)), kde
n je velikost reprezentované mnoziny. Kdyz vstupy nejsou rovnomérné rozdéleny, pak algo-
ritmus muze mit podstatné horsi chovani. Situace je podobnd jako pti hasovani, kde tento
problém fesi princip univerzalniho hasovani. Idea univerzalniho hasovani je mit mnozinu
funkei takovou, ze pro kazdou vstupni mnozinu je v ni dost funkci, které se chovaji dobte
vzhledem k dané vstupni mnoziné. Pak ndhodna volba hasovaci funkce udéld moznost
Spatného vybéru funkce vzhledem k danému vstupu za malo pravdépodobnou. V nasem
pripadé budeme modifikovat tuto ideu tim zpusobem, Ze rozsifime argument operace tak,
aby ovliviioval zptusob prace se stromem, a tuto pfidavanou komponentu vstupu budeme
volit ndhodné s rovnomérnym rozdélenim. Tim chceme odstranit zévislost na rozdéleni vs-
tupnich posloupnosti. Vznikaji zde tii problémy. Prvni z nich je, aby pfidand komponenta
zajistila, ze vzniklé stromy budou mit rovnomérné rozdéleni (struéné feceno, aby vytvéarené
bindrni vyhleddvaci stromy kopirovaly rozdéleni ndhodnych dat). Druhym problémem je
rychlé vygenerovani nahodnych dat s rovnomérnym rozdélenim. Mame k dispozici jen
pseudondhodné generatory a cas potfebny k jejich vypoctu zavisi na délce generovanych
dat. Tteti problém je algoritmus pro operaci DELETE. Jak ukazuje praxe, vétSina algo-
ritmu pro operaci DELETE porusuje rovnomérné rozdélenidat (i kdyz pted jejich aplikaci
byly data rozdélany rovnomérné). Nésledujici dvé techniky randomizovanych bindrnich
vyhledavacich stromu tyto problémy TeSi, pricemz vétsi pozornost je vénovana prvnimu z
nich.
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Treap — tento nazev vznikl kombinaci slov tree a heap, protoze uvedena datova struktura
kombinuje binarni vyhledavaci stromy a haldy. Tato struktura byla ptuvodné urcena k feseni
nasledujiciho problému: Je ddno totalné usporddané univerzum (U, <). Mame reprezentovat
mnozinu S C U a piitom kazdému prvku s € S je pfifazeno ¢islo p(s) nazyvané prioritou
prvku s, které by mélo udavat Cetnost, s jakou se prvek muze stat argumentem operace
(prvek s vyssi prioritou ma veétsi Ssanci byt argumentem operace nez prvek s mensi priori-
tou). To motivuje zpusob reprezentace mnoziny S. Ta je reprezentovdana pomoci bindrniho
vyhledavaciho stromu (vzhledem k totalnimu uspoiadéani univerza) a navic, kdyz vrchol v
reprezentuje prvek s € S a syn u vrcholu v reprezentuje prvek ¢, pak p(s) > p(t). Tato struk-
tura reflektuje jak usporddani dané univerzem U, tak srovnéni dané prioritami. Nasledujici
tvrzeni uvadi jednu jeji zajimavou vlastnost. Obecné plati, Ze kdyz chceme reprezentovat
mnozinu S, pak tato mnozina neurcuje jednoznacné binarni vyhleddavaci strom, ktery ji
reprezentuje. Zde je ale situace jind.

Tvrzeni 4.2. Pro kaZdou mnoZinu S a pro navzdjem ruzné priority {p(s) | s € S} existuje,
az na izomorfismus, pravé jedna datovd struktura treap reprezentujici S s prioritami {p(s) |

s€ S}

Dukaz. Tvrzeni dokdzeme indukei podle velikosti S. Kdyz |S| < 1, pak je tvrzeni ziejmé.
Predpoklddejme, ze tvrzeni plati pro |S| < n a necht | S| = n. Protoze priority jsou navzdjem
ruzné, existuje pravé jedno s € S takové, ze p(s) > p(t) pro kazdé t € S. Pak z vlastnosti
treap plyne, Ze s musi reprezentovat koten binarniho vyhledavaciho stromu v treap reprezen-
tujicim S. Ziejmé S; = {t € S|t <s}a Sy ={t €S|t > s} splauji |51],|5| < n, S1
je reprezentovana podstromem urcenym levym synem kofene a Sy je reprezentovana pod-
stromem urcenym pravym synem kotfene. Z indukéniho predpokladu plyne jejich existence
a jednoznacnost, a proto i treap reprezentujici S existuje a je jednoznac¢né urcen. [

Za prvé si vSimnéme, ze dukaz Tvrzeni 4.2 je vlastné dukaz existence treap v obecném
pifpadé. Tedy lze fict, ze pro kada vstupni data treap existuje.

Déle si vS§imnéme, ze kdyz priority prvku z S nejsou ruzné, pak muze existovat vice
treap reprezentujicich S, napf. kdyz existuje vice prvku, které maji nejvétsi prioritu. Muze
se vsak stat, ze priority nejsou ruzné, ale treap je jen jeden. Uvedeme zde bez dikazu
nutnou a postacujici podminku na priority prvka mnoziny S, aby existoval pravé jeden
treap reprezentujicf S. Rekneme, Ze mnozina S s prioritami {p(s) | s € S} spliiuje podminku
jednoznacnosti, kdyz pro kazdé dva prvky s,t € S takové, ze p(s) = p(t) existuje u € S
takové, ze bud s < u < t nebo t < u < s a p(s) < p(u). Pak plati:

Véta 4.3. Mnozina S s prioritami {p(s) | s € S} splnuje podminku jednoznacnosti, prdvé
kdyz existuje, aZ na izomorfismus, prdvé jeden treap reprezentujici S. [

Pozndmka. Zkuste si toto tvrzenidokazat jako domaciiikol.

Operace MEMBER(z) v treap je realizovdna stejnym algoritmem jako v klasickych
bindrnich vyhledavacich stromech. Nyni neformalné popiSeme algoritmy pro operace IN-
SERT a DELETE.

Ptedpokladejme, ze mame treap T reprezentujici mnozinu S a ze mame provést operaci
INSERT(x). Kdyz zapomeneme na priority, pak 7" je bindrni vyhleddvaci strom a muzeme
v ném provést operaci INSERT(z) obvyklym zpusobem. Ta bud nalezne vrchol ¢ reprezen-
tujici = nebo nalezne list ¢ takovy, ze A(t) < x < m(t), zmeéni ¢ na vnitini vrchol reprezentujici
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x a prida k nému dva syny, které budou listy. V prvnim pfipadé skon¢i i operace INSERT
v treap. V druhém ptipadé jsme ziskali ‘témét treap’ — je porusena podminka na monotonii
priorit na cestach z kotene do listu pouze ve vrcholu ¢t. S podobnou situaci jsme se setkali
v regularnich haldach, kde tento deficit Tesila pomocna procedura UP. Tato procedura
zde nefunguje, nemuzeme vymeénit prvky reprezentované vrcholem a jeho otcem, protoze
bychom porusili vlastnosti bindrnich vyhledavacich stromu. Misto vymény vSak muzeme
pouzit rotaci na vrcholy ¢ a otec(t). Rotace zachovava vlastnosti bindrnich vyhleddvacich
stromu. Protoze i po ni bude platit

p(u) < p(v), kdyz v je predchudcem u a u # t,

a vrchol t se posune blize ke kofeni, dostavdame stejnou situaci jako v proceduie UP (jen
vyménu prvku nahradime rotaci). Tim je dédn algoritmus INSERT pro treap.

Piedpokladejme, ze mame provést operaci DELETE(z). Zde je situace komplikovanéjst,
protoze tato operace v binarnich vyhledavacich stromech muze zménit prvek ve vrcholu
reprezentujicim z a tim porusit podminku na priority. Proto budeme modifikovat algoritmus
pro operaci DELETE v binarnich vyhledavacich stromech nasledovné: Nejprve provedeme
klasické vyhledani prvku x, pak pomoci rotaci presuneme vrchol u, ktery ho reprezentuje,
tak, aby jeden jeho syn byl list, a nakonec smazeme vrchol v a jeho syna, ktery je list
(vyzaduje to vsak vétsi multiplikatvni konstantu nez klasicky algoritmus). Vsimnéme si, ze
kdyz méme treap T" a provedeme pro fixovany vrchol u posloupnost operaci Rotace(u,v),
kde v je syn u takovy, ze p(v) > p(bratr(v), pak ziskdme bindrni vyhleddvaci strom, kde
vSechny vrcholy s vyjimkou w spliuji pozadavek na priority a vrchol u se posunul do nizsi
hladiny. Kdyz se pak stane, ze syn u je list, muzeme smazat u a jeho syna, ktery je list, a
dostaneme opét treap (reprezentujici S\ {key(u)}). Tim je dén algoritmus pro DELETE.
Nyni uvedeme formalni popis obou algoritmi.

INSERT-TR(z,p(z),T)
t :=kofen stromu 7T’
while key(t) # x a ¢ neni list do
if key(t) < x then t := pravy(t) else t := levy(t) endif
enddo
if t je list then
t zmén na vnitini vrchol, key(¢) := x s prioritou p(x)
vytvor dva nové syny vrcholu ¢, které budou listy
endif
while p(key(otec(t))) < p(x) do
Rotace(otec(t), t)
enddo

DELETE-TR(z,T)
t :=kofen stromu 7'
while key(t) # = a t nenf list do
if key(t) < x then t := pravy(t) else t := levy(t) endif
enddo
if key(t) = x then
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while zadny syn t neni list do
uy :=levy(t), ug := pravy(t)
if p(key(u)) < p(key(us)) then
Rotace(t, us)
else
Rotace(t, uy)
endif
enddo
if levy(t) je list then
if ¢t = levy(otec(t)) then
levy(otec(t) := pravy(t)
else
pravy(otec(t)) := pravy(t)
endif
otec(pravy(t)) := otec(t)
odstran vrcholy ¢ a levy(t)
else
if ¢t = levy(otec(t)) then
levy(otec(t)) := levy(t)
else
pravy(otec(t)) := levy(t)
endif
otec(levy(t)) := otec(t)
odstran vrcholy ¢ a pravy(t)
endif
endif

Algoritmus pro operaci SPLIT v treap je stejny jako pro klasické bindrni vyhledavaci
stromy. Algoritmus pro operaci JOIN3 je oproti algoritmu pro klasické binarni vyhledavaci
stromy doplnén rotacemi jako v operaci DELETE do té doby, nez jsou splnény podminky
na priority pro treap. Formélné (pfedpokladdme, ze kazdy prvek reprezentovany ve stromé
T, je mensi nez x a kazdy prvek reprezentovany ve stromé T je vétsi nez z):

JOIN3-TR(Ty, x,p(x), Ts)
vytvor novy vrchol t, key(t) := x s prioritou p(z)
levy(t) :=koten T, pravy(t) :=kofen T5
while existuje syn u vrcholu ¢, ze p(z) < p(key(u)) do
uy := levy(t), ug := pravy(t)
if p(key(u1)) < p(key(usg)) then
Rotace(t, us)
else
Rotace(t, uq)
endif
enddo
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Véta 4.4. Algoritmy INSERT-TR, DELETE-TR a JOIN3-TR korektné implemen-
tuji operace INSERT, DELETE a JOIN3 pro treap. Algoritmus realizujici SPLIT
v bindrnich vyhleddvacich stromech korektné implementuje operaci SPLIT v treap. Tyto
algoritmy vyZaduji é¢as O(v(T)), kde T je bindrni vyhleddvaci strom v treap.

Dikaz. Vsimnéme si, ze v algoritmech INSERT-TR a DELETE-TR plati, ze kdyz t je
vrchol reprezentujici x, pak pro kazdy vrchol v stromu T ruzny od t je p(key(otec(v))) >
p(key(v)). Odtud plyne, ze po skonceni algoritmu INSERT-TR a DELETE-TR je
splnéna podminka na priority. Protoze T je vzdy binarni vyhledavaci strom, jsou tyto
algoritmy korektni. Dukaz korektnosti JOIN3-TR je analogicky, pouze se uvazuje dudlni
formulace predchozi podminky (tj. pro kazdy vrchol v stromu T' ruzny od t a pro kazdého
syna u vrcholu v plati p(key(v)) > p(key(u))). Korektnost algoritmu SPLIT pro bindrni
vyhledavaci stromy i pro treap plyne z faktu, ze kdyz v je néaslednik vrcholu u ve stromu 7',
pak p(key(u)) > p(key(v)). Odhad ¢asové slozitosti je stejny jako pro binarni vyhleddvaci
stromy. [

Uvedeme jesté t¥i pozorovani tykajici se treap.

Aplikujme posloupnost {INSERT (z;) | i = 1,2,...,n} na prazdny bindrni vyhleddvaci
strom. Kdyz p(z;) > p(z;) pro 1 < i < j < n, pak vznikly bindrni vyhleddvaci strom je
zaroven treap pro S = {z; |i=1,2,...,n} s prioritami {p(x;) | i =1,2,...,n}.

Kdyz T je treap, ktery nereprezentuje prvek x, a mame provést operaci SPLIT (x,T),
pak ji muzeme realizovat takto:

SPLIT (z,T)
INSERT (x, +00,T)
Ty := podstrom T urceny levym synem koiene
T5 = podstrom T uréeny pravym synem kotfene

Toto pozorovani tedy dava do vztahu operace SPLIT a INSERT, dalsi zase spojuje
operace INSERT a JOIN. Operaci JOIN2(T},T») 1ze implementovat takto:

JOIN2(Ty,T5)
T :=JOIN3(T},a,+00,Ts)
Poznédmka: a je ‘dummy’ prvek mezi nejvétsim prvkem reprezentovanym 77 a nejmensim

prvkem reprezentovanym 75
DELETE(a,T)

Randomizovany treap vznikne, kdyz priority nejsou zadané vstupnitilohou, ale ndhodné
nezavisle zvolend ¢isla z rovnomérného rozdéleni na intervalu [0,1] v algoritmu INSERT.
Pak

Véta 4.5. Pro kazZdou mnozinu S C U maji bindrni vyhleddvaci stromy reprezentujici S
jako randomizovany treap rovnomerné rozdelent. [

Dikaz tohoto tvrzeni presahuje ramec této prednasky, proto ho neuvadime. Jako dusledek
dostaneme:
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Ddsledek 4.6. Operace MEMBER, INSERT, DELETE, SPLIT o JOINS3 Ize imple-
mentovat v treap tak, Ze jejich ocekdvany cas je O(logn), kde n je velikost reprezentované
mnoziny. Ocekdvany ¢as pro realizaci posloupnosti n-operaci na prazdny treap je O(nlogn)
i kdyz rotace provedend na podstrom o wvelikosti m vyZaduje ¢as O(m). Oéekdvany pocet
rotaci v operacich INSERT a DELETE je nejvyse 2.

Diikaz. Dukaz prvniho tvrzeni plyne z Vét 4.1 a 4.5. Ditkaz druhého a tfetiho tvrzeni je
netrivialni modifikaci tvrzeni o po¢tu a rozlozeni operaci Stépeni, Spojeni a Presun pro
(a,b)-stromy. Jeho pfesné znéni vynechavdme. [

Je nutné si uvédomit, co vlastné tika Dusledek 4.6. Pro kazdou posloupnost P operaci
MEMBER, INSERT, DELETE, JOIN3 a SPLIT aplikovanou opakované na prazdny
randomizovany treap, spotiebuje jeji provedeni ruzné mnozstvi ¢asu v zavislosti na volbé
priorit. Dusledek 4.6 fika, ze pro kazdou takovou posloupnost P kazda jeji operace ma
ocekavany ¢as O(logn), kdyz volba priorit mé& rovnomérné rozdéleni.

Treap poprvé definoval Vuillemin v roce 1980, ale pouzival pro néj nazev kartézské stromy.
Nézev treap zavedl E. McCreight pro jinou datovou strukturu, ale pozdéji jeji ndzev zménil.
Pro zde popsanou strukturu pouzili poprvé nazev treap Aragon a Seidel v roce 1989, kdy
také definovali randomizované treaps.

Nyni si ukdzeme si dalsi pravdépodobnostni variantu binarnich vyhledavacich stromu,
kterd je zalozena na jiné ideji. Nejprve zakladni definice. Rekneme, Ze operace vytvareji
randomizovany bindrnf vyhleddvaci strom 7T reprezentujici mnozinu S, kdyz bud S = () nebo
|S| =n>1aprokazdé i =0,1,...,n — 1 je pravdépodobnost, ze podstrom urceny levym
synem kotene T reprezentuje mnozinu velikosti ¢, rovna %, a podstromy urcené syny kotfene
jsou randomizované binarni vyhledavaci stromy. PopiSeme algoritmy pro operace INSERT,
DELETE a JOINS, jejichz vysledkem je opét randomizovany binarni vyhledévaci strom.
Algoritmy pro operace MEMBER a SPLIT budou stejné jako pro binarni vyhledavaci
stromy (bez vyvazovani). Datovd struktura bindrniho vyhledavaciho stromu spolu s témito
algoritmy se nazyva struktura randomizovanych binarnich vyhledavacich stromu.

Nejprve popiseme algoritmus INSERT-RBVS pro operaci INSERT. Méjme randomi-
zovany bindrn{ vyhleddvac{ strom reprezentujic{ mnozinu S a provedme operaci INSERT-
RBVS(z). Nejprve pomoci operace MEMBER(x) zjistime, zda = € S. Kdyz = ¢ S, pak
pouzijeme podproceduru Vloz(z,T'), kterda vola rekurzivné sama sebe. Kdyz T reprezen-
tuje n—prvkovou mnozinu, pak tato podprocedura nahodné zvoli ¢islo r € {0,1,...,n} s
rovnomérnym rozdélenim. Kdyz r = n, pak zavold pomocnou proceduru Root-insert(z, T').
Kdyz r # n a pro koten t stromu je key(t) > x, pak kofen stromu, ktery vznikne rekurzivnim
voldanim Vloz(z,T;), kde T} je podstrom levého syna ¢, bude levym synem t. Kdyz
key(t) < x, pak kofen stromu, ktery vznikne rekurzivnim voldnim Vloz(z,T7), kde T
je podstrom pravého syna ¢, bude pravym synem ¢. Jak plyne z algoritmu, pro kazdy vrchol
v musime zndt proménnou 7(v), kterd udava velikost mnoziny reprezentované podstromem
urcenym vrcholem v (tedy pro list I je 7(1) = 0). Tato hodnota bude spojena s vrcholem v a
podprocedura Vloz(z,T) zvétsi hodnotu 7(t) o 1. Podprocedura Root-insert(x,T) zavold
operaci SPLIT (z,T), kterd vytvoii stromy T; a Th. Procedura pak vytvoif novy vrchol ¢
reprezentujici prvek x. Levy syn vrcholu ¢ bude kofen stromu 73 a pravy syn ¢ bude kofen
stromu T5.
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INSERT-RBVS(z, T)
MEMBER((z, T)
if x nenf reprezentovan then Vloz(z,T') endif

Vloz(x,T)
t :=koten T, n := 7(t)
r :=nahodné zvolené ¢islo v rozsahu 0, 1,...,n s rovhomérnym rozdélenim

if r = n then
Root-insert(x,T")
else
if x < key(t) then
T1 :=podstrom urceny levym synem ¢
levy(t) :=koten Vloz(z,T})
else
T1 :=podstrom urceny pravym synem t
pravy(t) :=koten Vloz(z,T})
endif
T(t) :==7(t) + 1
endif

Root-insert(z,T")
if T je jednoprvkovy strom then

Ty, T := jednoprvkové stromy
else

(Th,Ts) :=SPLIT(z,T)
endif
vytvor vrchol ¢, levy(t) :=kofen T}, pravy(t) :=kofen Th
key(t) := x, 7(t) := 7(levy(t)) + T(pravy(t)) + 1
Vystup: T je strom s kofenem ¢

Zde, jak jsme jiz uvedli, je SPLIT klasicky algoritmus pro binarni vyhledavaci stromy bez
vyvazovani (ale operace JOIN3 se provede jako operace JOIN2 pro randomizované bindrni
vyhledévaci stromy néasledovana operaci INSERT pro randomizované binarni vyhledavaci
stromy). Korektnost algoritmu je zalozena na nasledujicim lemmatu:

Lemma 4.7. Kdyz S je mnoZina reprezentovand randomizovanym bindrnim vyhleddvacim
stromem T a kdyz (Ty,T2) =SPLIT(z,T) pro x € U, pak Ty je randomizovany bindrni
vyhleddvaci strom reprezentujici mnozinu S1 = {s € S | s < x} a Ty je randomizovany
bindrni vyhleddvact strom reprezentujici mnoZinu Sy = {s € S'| s > x}.

Véta 4.8. Kdyz T je randomizovany bindrni vyhleddvaci strom, pak vysledkem algoritmu
INSERT-RBVS(z,T) je opét randomizovany bindrni vyhleddvaci strom.

Dukazy téchto tvrzeni vynechavame.
Nyni neformdalné popiseme algoritmus DELETE-RBVS(z,T) pro operaci DELETE.

Predpokladame, ze T je randomizovany bindrni vyhledavaci strom. Budeme pouzivat po-
mocnou proménnou odst, abychom védeéli, zda jsme skuteéné odstranili néjaky prvek (kvuli
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aktualizaci proménnych 7(¢)). Nejprve nastavime hodnotu odst na false (jesté jsme zadny
prvek neodstranili). Kdyz T je jednoprvkovy strom, to znamend, ze reprezentuje prazdnou
mnozinu, tak kon¢ime (neni co odstranit). V opa¢ném piipadé oznac¢ime t kofen stromu.
Kdyz key(t) = x, pak nastavime odst = true. Daéle T; bude podstrom uréeny levym
synem t, Tb bude podstrom urceny pravym synem t a provedeme operaci JOIN2 algorit-
mem JOIN2-RBVS(T;,T,) (tento algoritmus popiseme pozdéji). Kdyz key(t) > z, pak
ozna¢ime T” podstrom uréeny levym synem ¢ a novy levy syn ¢ pak bude kofen stromu
DELETE-RBVS(z,7"). Kdyz key(t) < z, pak ozna¢ime T’ podstrom urCeny pravym
synem t a novy pravy syn t pak bude kofen stromu DELETE-RBVS(x,T"). Kdyz odst
bude true, pak jesté zmensime 7(t) o 1.

DELETE-RBVS(z,T)
odst := false
if T neni jednoprvkovy strom then
t :=kofen stromu T’
if key(t) = « then
odst := true
Ty :=podstrom T urceny levym synem ¢
T :=podstrom T urceny pravym synem t
T :=JOIN2-RBVS(T1,T3)
endif
if key(t) < « then
T’ :=podstrom T uréeny pravym synem t
pravy(t) :=koten DELETE-RBVS(z,T")
else
T’ :=podstrom T urceny levym synem ¢
levy(t) :=kofen DELETE-RBVS(z,T")
endif
if odst then 7(t) := 7(t) — 1 endif
endif

Na zéavér popiseme algoritmus JOIN2-RBVS(T},T5) pro operaci JOIN2. Predpokld-
déame, ze kazdy prvek reprezentovany randomizovanym binarnim vyhledédvacim stromem 7T}
je mensi nez kazdy prvek reprezentovany randomizovanym binarnim vyhleddvacim stromem
T5. Pomoci proménné 7 zjistime velikost reprezentovanych mnozin — n; bude velikost
mnoziny reprezentované stromem T; pro ¢ = 1,2. Kdyz ny = 0, pak vysledek operace
je Ty, kdyz ne = 0, pak vysledek je T7. Kdyz ny # 0 # nso, zvolime ndhodné ¢islo r z
oboru 0,1,...,n1 + ny — 1 s rovnomérnym rozdélenim. Kdyz r < np, pak oznacme T}
podstrom 7T urceny pravym synem Kkotfene T37. Vysledny strom ziskdme tak, ze ve stromé
Ty nahradime pravého syna kotfene kofenem stromu JOIN2-RBVS(T},T3). Kdyz r > nq,
pak ozna¢me T4 podstrom Ty uréeny levym synem kofene T5. Vysledny strom ziskame tak,
ze ve stromé Ty nahradime levého syna kofene korenem stromu JOIN2-RBVS(Ty,T5). Na
zaveér polozime 7 kofene vysledného stromu rovno ny + ns.

JOIN2-RBVS(Ty,T5)
for every i = 1,2 do
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n; := 7(kofene stromu T;
enddo
if ny =0 then T := T, stop endif
if no =0 then T := T; stop endif
r :=nahodné zvolené ¢islo v rozsahu 0,1,...,n1 +ne — 1 s rovnomérnym rozdélenim
if r < ny then

t :=kotren T}

T| :=podstrom T3 uréeny pravym synem ¢

T :=JOIN2-RBVS(T},T5), pravy(t) :=koten T}, T := T}
else

t :=koten T

T} :=podstrom T3 uréeny levym synem ¢t

T, :=JOIN2-RBVS(T,T3), levy(t) :=koten Ty, T := Ty
endif 7(kotene T) :=nj + ng

Véta 4.9. Kdyz Ty a Ty jsou randomizované bindrni vyhleddvaci stromy reprezentujici
mnoziny S1 a Sy a kdyZ max Sy < min Sy, pak JOIN2-RBVS(T1,T,) vytvori randomi-
zovany binarni vyhleddvaci strom reprezentujici mnozinu S1USy. Kdyz T je randomizovany
bindarnd vyhleddvaci strom, pak DELETE-RBVS(z, T') vytvori opét randomizovany bindrni
vyhledavaci strom.

Dukaz neuvadime.

Véta 4.10. Za predpokladu korektni volby ndhodnjyjch ¢isel je ocekdvany cas operaci MEM-
BER, INSERT, DELETE, JOIN2 a SPLIT v randomizovanych bindrnich vyhleddva-
cich stromech O(logn), kde n je velikost reprezentované mnoziny.

Dukaz plyne z Vét 4.1, 4.8 a 4.9. [

Zde je tieba chapat znéni Véty 4.10 stejné, jak je uvedeno v odstavci za Dusledkem 4.6.
Cas operace zavisi na ndhodné zvoleném &isle a oéekdvany ¢as je pocitan pres viechny volby
téchto cisel.

Algoritmy pro randomizované binarni vyhledavaci stromy prezentovali Martinez a Roura
v roce 1997 a ukdzali, ze jimi navrzené algoritmy zachovavaji randomizovanost. Postup pro
operaci INSERT byl znam dfive, viz napi. slavna monografie od Knutha 1973. Hlavni
prinos Martineze a Roury se tykal operace DELETE. Operace DELETE, které byly
znamy diive (napf. Hibbarduv algoritmus z roku 1962), nezachovavaly rovnomérné rozdéleni
binarnich vyhledavacich stromu reprezentujicich danou mnozinu, jak si povsiml Knott 1975
(to znamend, ze po provedeni operace DELETE se bindrni vyhledavaci stromy nevyskytuji
se stejnou Cetnosti). V roce 1990 zavedl Pugh dalsi ndhodnou strukturu, tzv. skip-list.
Rozsah prednasky neumoznuje se o ni zminit.

5. OPTIMALNI BINARNI VYHLEDAVACI STROMY

V této sekci budeme tesit problém konstrukce optimalniho binarniho vyhledavaciho stro-
mu. Necht U je totdlné usporddané univerzum a necht S = {z1 < 2o < -+ < w,} je
dand podmnozina U. Pro kazdy prvek z; € S je ddno jeho ohodnoceni redlnym cislem
a;, i = 1,2,...,n, a pro kazdy interval (x;,x,11) univerza U je ddno jeho ohodnoceni
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redlnym ¢islem §;, j =0,1,...,n (kde z9 = —oo je mensi nez viechny prvky univerza U a
Tpt1 = 00 je vétsi nez vSechny prvky univerza U). NaSim tkolem je zkonstruovat bindrni
vyhledavaci strom 7' reprezentujici mnozinu S, ktery ma nejmensi ohodnoceni hod(7T") =
S ai(ai + 1) + Z;’L:O Bb;, kde a; je hloubka vrcholu reprezentujictho prvek z; a b; je
hloubka listu reprezentujictho interval (x;,z;41). Takovy strom 7' nazveme optimalnim
bindrnim vyhleddvacim stromem pro S a {a; |i=1,2,...,n} a{B; |j=0,1,...,n}.

Na prvni pohled je vidét, ze konstrukce optimalniho binarniho vyhledavaciho stromu
patii do teorie optimalizace, ale zaroven tesi i nasledujici problém z datovych struktur.
Piedpokladejme, ze mdme danou mnozinu S C U, kde |S| = n, pravdépodobnosti {c; |
i =1,2,...,n}a{B; | j = 0,1,...,n} a ze uzivatel zaddvd operace MEMBER(y)
tak, ze Prob(y = x;) = «a; pro kazdé i = 1,2,...,n a Prob(y € (zj,z,;11)) = B; pro
kazdé 7 = 0,1,...,n. Chceme nalézt binarni vyhledavaci strom reprezentujici S, ktery by
minimalizoval ocekavany ¢as operace MEMBER. Protoze ocekavany cas této operace pro
bindrn{ vyhledavaci strom reprezentujici S je > i | ai(a;+1)+> 7 B;b; = hod(T), chceme
vlastné zkonstruovat optimélni bindrni vyhledavaci strom pro S, {«a; | i = 1,2,...,n} a
{6; 1 7 =0,1,...,n}. Podobny problém fesi i datova struktura treap, kdyz priorita z;
je rovna «; pro kazdé ¢ = 1,2,...,n. Uvédomme si rozdily v zadani obou uloh a jejich
feSeni. Treap Tesi ulohu, kdy jsou dany prvky reprezentované mnoziny a pravdépodobnosti
ptistupu k nim, a pritom pfipousti jak operaci MEMBER, tak aktualizacni operace IN-
SERT a DELETE. Na druhé strané nejsou zndmy (nebo se ignoruji) pravdépodobnosti
pristupu k prvkum, které nejsou v reprezentované mnoziné. Treap tedy v jistém smyslu
fesi obecnéjsi tlohu. Optimalni binarni vyhledavaci strom fesi specidlnéjsi problém, ale
pro zadanou mnozinu S a pravdépodobnosti {«a; | i = 1,2,...,n} a {B; | i =0,1,...,n}
poskytne vyrazné feseni, které v konkrétnim pfipadé muze byt vyrazné lepsi.

Muzeme se ptat, proc¢ jsme tedy tento problém formulovali takto obecné. Je to proto, ze
v nasem specidlnim zadani jsou oy, 3; €<0,1> pro vSechna i =1,2,...,naj=0,1,...,n
a musf platit Y 3;° oy + 37 G5 = 1. Zvlaste druhd podminka klade podstatnd technickd
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je vyhodnéjsi Tesit obecnéjsi problém.

K feSeni pouZijeme metodu dynamického programovani. Méjme 1 < i < j < n a necht
tlohou U; ; je nalezeni optimalniho bindrntho vyhledavaciho stromu pro S; ; = {x | i <
E<ijih{ag|i<k<jta{Be|i—1<k<j} (tj. ohodnoceni intervalu (—oo,x;) je
stejné jako ohodnoceni intervalu (z;_1,z;) a totéz plati pro intervaly (x;,00) a (z;,x;41)).
Pak ohodnocenf stromu T' reprezentujictho mnozinu S; ; je hod(T) = i:i ag(ar + 1) +

izi_l Orbr, kde ay je hloubka vrcholu stromu T reprezentujiciho prvek zy pro k =i, +
1,...,J a by je hloubka listu stromu 7' reprezentujictho interval (zj, xx41) (v tomto piipadé
je xj_1 = —o0 a xj41 = 00). Viimnéme si, ze nase puvodni tloha je vlastné tloha U .

Nejprve si dokazeme nékolik jednoduchych tvrzeni, kterd tvoii teoreticky zaklad algo-
ritmu.

Lemma 5.1. Nechi T je strom reprezentujici mnoZinu S; ;, jehoZ kofen reprezentuje prvek
Tk, a1} a T, jsou podstromy T urcené levym a pravym synem korene T'. Pak T} reprezentuje
mnozinu S; -1, T reprezentuje mnozZinu Sky1,; a
J J
hod(T) = hod(T}) + hod(Ty) + > ar+ Y B
k=i k=i—1
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Diikaz. Z definice binarniho vyhledavaciho stromu a ze zaddni mnoziny S; ; plyne, ze kdyz
i < g <k, pak x4 je reprezentovan vrcholem v 7;, kdyz k < ¢ < j, pak x, je reprezentovan
vrcholem v T,. Kdyz v je vrchol stromu 7} (resp. 7.), pak jeho hloubka ve stromu 7;
(resp. T}.) je o 1 mensi nez hloubka ve stromu T a kofen ma hloubku 0. Odtud dosazenim
a jednoduchou tupravou plyne tvrzeni. [

Lemma 5.2. Necht T je optimdini bindrni vyhleddvaci strom pro Sij. Kdyz koren T
reprezentuje prvek xy a kdyzT; o 'T). jsou podstromy T urcené levym a pravym synem kotene,
pak Ty je optimdlni bindrni vyhleddvaci strom pro S; ,—1 a T} je optimdlng bindrni vyhleddvact
strom pro Si41,5-

Pozndmka. VSimnéme si, ze jednoprvkovy strom je optimalni binarni vyhledavaci strom pro
ulohu U; ;1 pro kazdé ¢, 1 < i <n.

Diikaz. Piedpokladejme, Ze T} neni optimélni bindrni vyhleddvaci strom pro S; —1. Protoze
z konec¢nosti S; p—1 plyne existence optimalniho feSeni pro U; 1, pfedpokladejme, zZe op-
timalni bindrni vyhleddvaci strom pro S;,—1 je I}. Pak hod(7]) < hod(7;). Vytvoime
strom T tak, Ze nahradime levého syna kofene T' kofenem stromu 7]. Z Lemmatu 5.1 a
z vlastnost{ bindrnich vyhleddvacich stromu plyne, ze T” je bindrni vyhleddvaci strom pro
Si; a hod(T") < hod(T). To je spor s optimalitou 7', a proto 1} je optimalni bindrni vy-
hleddvaci strom pro S; —1. Ze symetrie plyne, Ze T, je optimalni bindrni vyhleddvaci strom
pro Si41,;. U

Lemma 5.3. Nechi T, proi—1 <k < j je optimdini bindrni vyhleddvaci strom pro S;
a necht Ti; proi < k < j+1 je optimdlni bindrni vyhleddvaci strom pro Sy ;. KdyZ k je
takové ¢islo, ze i < k < j ahod(T; x—1) +hod(Tk+1,;) < hod(T;;—1)+hod(Ti+1,5) pro kazdé
I spliugici i < 1 < 7, pak strom T, jehoZ koren reprezentuje prvek xj, levym synem kotene
T je koren stromu T; ;—1 a pravym synem korene T' je koven stromu 41 ;, je optimdini
bindrni vyhleddvaci strom pro S; ;.

Diikaz. Z Lemmat 5.1 a 5.2 plyne, Ze kdyz T je feSenim tlohy U; ; a jeho kofen reprezentuje
prvek xy, pak hod(T; x—1) + hod(T,+1,5) < hod(T;;—1)+hod(7;41,;) pro kazdé [ takové, ze
1 <1< j.7Z Lemmatu 5.1 plyne opa¢na implikace. [J

Lemmata 5.1, 5.2 a 5.3 davaji zdkladni ideu algoritmu. Jeho vystupem budou dvé horni
trojuhelnikové matice: R typu{1,2,...,n}x{1,2,....,n}a H typu{l,...,n}x{0,1,...,n},
kde pro 1 < i < j <n je R(i,j) index prvku, ktery je reprezentovédn kotenem (nékterého)
optimélnfho binarniho vyhledavaciho stromu 7; ; pro S; j, a H(i,j) = hod(T; ;). Nejprve
ale popiseme jednoduchy algoritmus, ktery z nalezené matice R zkonstruuje pozadovany op-
timalni binarni vyhledavaci strom. Algoritmus zavola rekurzivni proceduru Kon s paramet-
ry 1 a n. Procedura Kon s parametry ¢ a j pro ¢ < j nalezne kofen stromu fesiciho tlohu
U; ;. Tento kofen reprezentuje prvek xj, kde k = R(i,j). Podstrom urceny levym synem
kofene je feSenim tulohy U; —1, proto se na jeho vytvofeni zavolda Kon s parametry i a
k — 1. Analogicky podstrom uréeny pravym synem koiene je feSenim ulohy Uy41 ;, a proto
se zavola Kon s parametry k£ + 1 a j. Kdyz ¢ > j, pak vysledkem je jednoprvkovy strom
(tedy list) a vypocet konéi.

Konstr(R)
T :=Kon(1,n)
Vystup: T optimalni binarni vyhledavaci strom pro S
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Kon(i, j)
if y < i then

Vystup jednoprvkovy strom
else

k:= R(i,j), vytvorl vrchol v reprezentujici prvek xy

levy(v) :=koten Kon(i, k — 1), pravy(v) :=kofen Kon(k + 1, j)
endif

7 Lemmatu 5.3 je okamzité vidét

Tvrzeni 5.4. Kdyz pro kazdé 1 < i < j < n je R(i,j) index prvku, ktery je reprezen-
tovdn korenem optimdlniho bindrniho vyhleddvaciho stromu pro S; ;, pak algoritmus Konstr
zkonstruuge v ¢ase O(n) optimdlni bindrni vyhleddvaci strom pro nasi dlohu.

Nyni popiseme zakladni algoritmus pro konstrukci optimalniho binarniho vyhledavaciho
stromu. Nejprve systematickym prichodem pfes ¢ v rozsahu 1,2,...,n a pies j v rozsahu
i,i+1,...,n vypotteme v ¢ase O(n?) hodnoty w;; = > 7 _ o + > 7_, 4 Bk. Déle inicia-
lizujeme nulové matice H a R. Pro j = 0,1,...,n—1 ozna¢me mnozinu dvojic {(i,i+7j) | i =
1,2...,n — j} jako j-tou diagonédlu matice H, resp. R. N&§ postup bude nésledujici: kdyz
pro kazdé [ = 0,1,...,5 — 1 a pro kazdou dvojici (i,i +1) v [-té diagondle zndme H (i,i+1),
pak spocitdme H (i,i+7) a R(i,i+7) pro kazdou dvojici (i, i+7) v j-té diagonéle. Z Lemmatu
5.3 plyne, ze musime nalézt k takové, ze : < k <i+ja H(i,k— 1)+ Hk+1,i+j) <
H(i,l —1)+ H(l+1,i+ j) pro kazdé [ takové, ze i <1 < i+ j. Protoze pro kazdé takové I
patii (i,1 — 1) do j'-té diagondly pro né&jaké j' € {0,1,...,7 — 1} a stejné tak (I + 1,7+ 7)
patii do j”-té diagonély pro néjaké j;” € {0,1,...,j — 1}, muzeme takové k nalézt. Pak
staci polozit R(i,i+j) =ka H(i,i+j)=H(i,k—1)+ H(k+1,i+j)+ w; i+; (viz Lemma
5.3) a jsme hotovi. Pfesné tento postup provadi algoritmus Optim s tim doplnénim, ze do
R(i,i + j) davé nejveétsi k s pozadovanou vlastnosti (obecné k neni uréeno jednoznacné).
Nyni uvedeme formalni popis algoritmu.

OPTIM(S = {z1,22,..., 2}, {e; | i =1,2,...,n},{B; | =0,1,...,n})
for every i =1,2,...,n do
wi; = o + Bio1 + B
for every j =i+ 1,7+ 2,...,ndo
Wi = w1+ a5 + 5

enddo
enddo
H, R := nulové matice
for every i =1,2,...,n do
Hi;:=wi;, Rij:=1
enddo
k=1
while £ < n do
1:=1

while i + k£ < n do
M:=H(G,i+k—1),m:=i+k l:=m—1
while [ > 7 do
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if H(i,l —1)+ H(l+1,i4+ k) < M then
M:=H@,l-1)+H(Il+1,i+ k), m:=1
endif
l=1-1
enddo
H(i,i+k): =M+ w;iyr, R, i+k):=m,i:=i+1
enddo
ki=k+1
enddo

Prvni cyklus systematickym postupem pocita w; ; = Zi:z g+ Zi:i_l B v case O(n?).
Druhy cyklus inicializuje matice H a R v ¢ase O(n?). Tteti cyklus poc¢itd prvky matic H
a R. Vypocet se provadi po diagonalach. Vnéjsi cyklus urcuje diagonalu, prostfedni cyklus
urcuje prvek diagondly a vnitini cyklus pro dvojici (4,7 + k) hledd minimum pozadované
Lemmatem 5.3. Po jeho nalezeni (velikost minima je ulozena v proménné M, index prvku,
ktery ur¢uje minimum, je v proménné m, a zaéind se s m = i + k) se ur¢i podle Lemmatu
5.3 hodnoty H(i,j) a R(i,j). Kazdy cyklus se opakuje az n-krat, proto cely algoritmus
vyzaduje ¢as O(n?). Néasledujici véta shrnuje uvedend fakta:

Véta 5.5. Algoritmus OPTIM konstruuje optimdlni bindrni vyhleddvaci strom v case
O(n3) a pouzivda O(n?) paméti, kde n je velikost reprezentované mnoziny S.

Diikaz. Korektnost algoritmu plyne z Lemmatu 5.3. Casovy odhad plyne z analyzy uvedené
pted vétou. Ziejmé matice H a R vyzaduji O(n?) prostoru. [

Algoritmus ilustruje nésledujici piiklad. Méjme mnozinu S = {x; < 22 < x3 < 34},
a1 = 1, Qo = 3, a3 = 3, g = 0, ﬁo = 4, ﬁl = O, ﬁQ = O, ﬁg = 3, 54 = 10. Algoritmus pak
SpOéfté, w11 = 5, W12 = 8, w1,3 = 14, W14 = 24, Wa2 = 3, W23 = 9, W24 = 19, w33 = 6,
w3 4 = 16, wy 4 = 13 a zkonstruuje

0 5 11 25 48 1 1 3 3
0 0 3 12 31 0 2 3 4
H = 0 0 0 6 22 r= 0 0 3 4
0 0 0 0 13 0 0 0 4

Prezentovany algoritmus vyzaduje sice jen polynomialni ¢as, ale stupen polynomu (tteti)
vyrazné omezuje velikost vstupu pro praktické pouziti. Proto se hledaly rychlejsi algoritmy.
Experimenty s algoritmem ukézaly, ze vzdy plati (pokud index hledaného maxima v tfetim
cyklu je vzdy nejvétsiimozny)

Za tohoto predpokladu muzeme upravit tyto tii cykly, které jsou vnotrené do sebe takto:
k:=1

while k£ < n do
1:=1
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while i + k£ <n do
m: =R+ 1,i+k), M:=H@,m—-1)+Hm+1,i+k),l:=m-—1
while | > R(i,i+ k — 1) do
if H(i,l— 1)+ H(l+1,i+ k) < M then
M:=H@l-1)+H(I+1,i+k),m:=1
endif
l.=1-1
enddo
H(i,i+k): =M+ w;iyr, R, i+k):=m,i:=i+1
enddo
ki=k+1
enddo

Pak vnitini cyklus vyzaduje ¢as O(R(i + 1,7+ k) — R(i,i + k — 1)), a proto prostiedni
cyklus vyzaduje cas O(Z;:lk (R(i+1,i+ k) — R(i,i+k—1)) = O(n). Odtud plyne

Tvrzeni 5.6. Kdyz pro kazdé 1 <1 < j <n plati

pak vylepsend verze algoritmu OPTIM konstruuje optimdlni bindrni vyhleddvaci strom v
case O(n?).

Snaha dokézat platnost predpokladu Tvrzeni 5.6 vedla k vySetfovani vztahu mezi konst-
rukci optimélniho binarniho vyhledéavaciho stromu a kvadratickym programovanim. Nejprve
uvedeme definici kvadratického programovani.

Definice. Necht pro 0 < i < j < n je ddno é&islo w; ;. Pro1l <4 < j < n definujme
rekurzivné Cisla c; ; takto:

¢ii=0aproi<jpolozme ¢; ; =w; ; + min{c; x_1+cr,; |k=i+1,i+2,...,j5}.

Regenim tlohy kvadratického programovani je nalezeni souboru é&fsel {c; ; | 1 <i < j <n}
pro dany soubor ¢isel {w; ; | 1 <i < j < n}.

Oznacme r; ; nejvetsi prirozené ¢islo takové, ze 1 < ; < jaci,, —1+cr, ;5 < cii—1+c
pro kazdé [ takové, ze i < | < j. Predpokladejme, ze mame zkonstruovat optimalni bindrni
vyhledavaci strom pro mnozinu S = {z; < 22 < -+ < z,}, {a; | i = 1,2,...,n} a
{6; | 7 =0,1,...,n}. Kdyz polozime w; ; = Zi:iﬂ ak + > a_; Br, pak ¢;; = H(i +
1,j) ar,; = R(i+1,j), a tedy konstrukce optimalniho bindrniho vyhleddvactho stromu
je specialnim pripadem kvadratického programovani. Na druhé strané tento vztah také
ukazuje, jak muzeme v obecném piipadé pro kvadratické programovani pouzit prirozenou
modifikaci algoritmu OPTIM, a dostaneme

Véta 5.7. Modifikovany algoritmus OPTIM nalezne teseni ulohy kvadratického progra-
movdni v éase O(n?).
Vysetiime, jak je to s vylepsenou verzi algoritmu OPTIM. Pro 0 < i < 7 < n oznacme

r;,; nejvetsi prirozené Cislo k takové, ze ¢ < k < j a ¢ p—1 + ¢k < ¢i1—1 + ¢;; pro kazdé
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piirozené cislo [ takové, ze ¢ < [ < j. Bude-li platit r; ;1 < 7r;; < ri41,; pro vSechna
0 < i < j < n, pak muzeme pouzit vylepsenou verzi algoritmu OPTIM (a za stejnych
predpokladi bude platit i R(i,j — 1) < R(i,j) < R(i+ 1,7)). V nasledujici ¢asti ukdzeme,
ze podminky

w; j+ wy o < w; o+ wy ; pro véechna 0 < i <7 <j<j <n

wi’,j’ S wi,j pro vSechna 0 S 7 S /L.l < j/ S] S n

implikuji platnost r; j_1 < 7;; < 7i41,; pro vSechna 0 < i < j < n. Prvni z téchto podminek
se nazyva ctyfihelnikova nerovnost a druhd podminka monotonie.

7 ptevodu tulohy konstrukce optimalniho binarniho vyhledéavaciho stromu na kvadra-
tické programovani plyne, ze ¢tyithelnikovd nerovnost v tomto piipadé vzdy plati (kdyz
rozepiSeme w; ;, tak dostaneme dokonce rovnost) a podminka monotonie je splnéna, pravé
kdyz «; a ; jsou nezdpornd ¢isla pro vsechna ¢ = 1,2,...,na j = 0,1,...,n. To zna-
mend, ze pro nezaporné ohodnoceni muzeme nalézt optimalni binarni vyhledavaci strom
v kvadratickém case. Dukaz, ze ¢tyiuhelnikovad nerovnost a monotonie ¢isel w; ; zarucuji
platnost r; j_1 < 7;; < 14415, je rozdélen na dvé ¢asti. Nejprve dokazeme technické lemma.

Lemma 5.8. Plati ¢; j + cir jo < ¢ jv +cirj pro kazdé 0 <i <¢ <j<j <n.

Diikaz. Tvrzeni dokazeme indukei podle j' —i. Kdyz ¢ = ¢’ nebo j = j', pak tvrzeni zfejmé
plati (plati rovnost). Odtud plyne, ze kdyz j' — i < 1, pak tvrzeni plati. Predpoklddejme
nyni, ze tvrzeni plati, kdyz 0 < j' —i < ¢, a necht j' — i = ¢. Diikaz rozdélime do dvou
kroku.

Nejprve piedpokldadame, ze j = ¢'. Oznac¢me k = r; ;. Pfedpoklddejme, ze k < j
(piipad k > j se Fesi symetricky). Protoze i < k, tak z indukéniho ptredpokladu plyne
ck,j +¢j i < cg 4, protoze ¢j ; = 0. Odtud dostavame

Cij +Cjjr S Wij+ Cik—1F Chj + ¢ 50 S Wij+ Cik—1 + Cjr S Wijr + Cik—1 + Cjr = Cijrs

kde prvni nerovnost plyne z definice ¢; ;, druhd nerovnost plyne z indukéniho pfedpokladu
a tfeti z predpokladi na w j, protoze 0 <i < j < j' < n.

Nyni pfedpokladame, ze i’ < j. Oznaé¢me k = r; j; al =ry j. Uvazujme, ze k < [ (pfipad
[ < k se tesi symetricky). Pakplati 1 <i<k<I<j<nal<i <l<j<j <n,aproto

Cij + Cirjr SWij + Cik—1 + Cpj + Wiy + i1 +ay

Wy 5+ Wy o+ C -1+ Cir1—1 + Cj +cp

VANVAN

Wy 4 + Wy 5+ C -1+ Cir -1+ Ci g+ cp g

Wi,j + Wit j + Cik—1 F Cir1—1 + Chjr + Cj

Wi,j + Cik—1 F Cjr & Wir j + Cirg—1 + Clj = Cijr + Cir 5,

kde prvni nerovnost plyne z definice ¢; ; a ¢;/ j/, druhd nerovnost plyne z predpokladi na
w; j, protoze 1 < i < i’ < j < j" <n, atfeti plyne z indukéniho pfedpokladu, protoze kdyz
1§k§l§j§j’§naj’—k<j’—i, takckﬂ'—f—cl’j/ < ¢kt O
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Lemma 5.9. Platir; j—1 <r;; <7rip1,5 pro kaZdé 1 <i < j <n.
Diikaz. Dokéazeme nerovnost r; ;1 < r; j, dikaz druhé nerovnosti je symetricky. Nerovnost

rij—1 < r;; plyne z nasledujici implikace: kdyz 1 <i < k' <k < j < n, pak

(1) Cik—1FtChj1 < Cik-1+tCj1 = Cik-1+Ckj <Cir—1+Crrj.

Skute¢né, polozime-li k& = r; ;_1, pak z definice r; ;_1 plyne, ze pro kazdé k' takové, ze
i <k'" <k, platic;g—1+cgj-1 < cip—1t+ew jo1. Z (1) pak plyne ¢; g—14ck,j < ¢ip—1+cr
a to podle definice r; ; znamend, ze k < r; ;. Tedy (1) implikuje r; j_1 < r; ; a zbyva uz jen
dokézat, ze (1) skutecné plati.

Ziejme

Cik—1 T Chj—1 < Cigr—1 + Chr j—1 = Cik/—1 + Chr j—1 = Cik—1 = Ck,j—1 = 0
a analogicky
Cik—1 T Ckj S Cipr—1 +Crj < Cipr—1+Crrj — Cig—1 — Ck,; = 0.
Tedy z nerovnosti
(2) Cik'—1 F Chr j—1 — Cik—1 — Ckj—1 S Cig'—1 + Ck/ j — Cik—1 — Ck,j

prol <i<k' <k<j<nvyplyne (1), kdyz 1 <i < k' <k < j < n. Nerovnost (2) je
ekvivalentni s nerovnosti

Ck’,j—1 — Ck,j—1 < Ck',j — Ck,j, kdyz 1 < K <k<j<n,
a ta je dale ekvivalentni s nerovnosti
Crrjo1+ Chj <+ e, kdyz 1<k <k<j<n,

ktera plyne z Lemmatu 5.8. [
Disledek 5.10. Kdyz plati podminky

w; j+ wy o < w; i+ wy j pro véechna 0 <i <7 <j<j <n

w’é’,j’ S wi,j pro véechna 0 S 7 S i, < j/ SJ S n,

pak tiloha kvadratického programovdni se vyresi v éase O(n?). Kdyz {a; | i = 1,2,...,n}
a{B; | j=0,1,...,n} jsou soubory nezdpornych éisel, pak optimdini bindrni vyhleddvaci
strom se nalezne v case O(n?).

Pozndamka. Kdyz R(i, ) je pouze nékteré k mezi i a j takové, ze H(i,k—1)+ H(k+1,7) <
H(i,l—1)+H(l+1,j) pro kazdé i <[ < j, pak nerovnost R(i,7—1) < R(i,7) < R(i+1,7)
nemusi platit. Protiptiklad je lehké nalézt. Tato nerovnost plati, teprve kdyz piidame dalsi
predpoklad, totiz ze R(i,7) je nejvétsi (nebo nejmensi) k mezi ¢ a j takové, ze H(i,k—1) +
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H(k+1,7) <H(i,l—1)+ H(l+1,7) pro kazdé i <[ < j. Ovéfeni podminky pro nejmensi
k je symetrické s dukazem, ze nerovnost plati pro nejvétsi k.

Pozndmka. Kvadraticky cas je v praxi také casto neptijatelny. Pfitom nezndme efek-
tivnéjsi algoritmus pro nalezeni optimalniho binarniho vyhledéavaciho stromu. To vede k
situacim, kdy je vhodné se vzdat optimality a pouzit aproximacni algoritmy. Ukazeme
jednoduchy aproximac¢ni algoritmus, ktery v linedrnim case nalezne bindrni vyhledavaci
strom 71" reprezentujici mnozinu .S, pricemz ohodnoceni T je blizké ohodnoceni optimélniho
binarntho vyhledévaciho stromu pro S.

Idea konstrukce stromu je jednoduchd: méjme mnozinu S = {z; < x5 < -+ < xn}
a necht pro operaci MEMBER(y) plati Prob(y = z;) = «; pro kazdé i = 1,2,.
Prob(z; <y < x;4+1) = B; pro kazdé i = 0,1,...,n, kde definujeme xyg = —00 a 41 = 0.

Pak 0 < «a;,3; < 1 pro kazdé i = 1,2,...,naj=0,1,....,na > 10@—1—23 0B = 1.
Nagim cilem je nalézt rychle binarni vyhledavaci strom reprezentujlcl S takovy, ze ocekavany
vyhledévaci ¢as bude jen o mélo vétsi nez minimalni vyhledavaci ¢as pro danou tlohu.
Definujme rekurentné ug = 0, u; = By, u2; = ugi—1 + @; a ugi+1 = ug; + ;. Naleznéme
i takové, ze bud w; < & < w1, Kdyz i = 2j — 1 nebo i = 2j a 5 < “HlUt pak
kofen bude reprezentovat prvek z;. Kdyz i = 2j a , pak kofen reprezentuje
prvek x;,1. Abychom nalezli prvek reprezentovany levym respektive pravym synem koiene,
tak nahradime v téchto nerovnostech % ¢islem i respektive 3 a v tomto procesu budeme

4
rekurentné pokracovat.

Ui+ Uit 1
2 < 2

Poznamenejme, Ze tento proces lze aplikovat na vyhleddvani binarnitho vyhledavaciho
stromu, ktery je blizky optimalnimu bindarnimu vyhledavacimu stromu. Definujeme u; stejné
jako drive a pak misto 1 budeme pouzivat m = Ugp+1. 1O znamend, ze pii hledani prvku
reprezentujicitho kofen pouzijeme Z' misto na hledani prvku reprezentovaného levym

2 5’
< S m , i , ’ < L.
s:;ynem korgzne pouzijeme ' misto 7, pro reprezentovany pravym synem kofene pouZzijeme
m /7
=1 misto 3, atd.

Nyni neformalné popiSeme algoritmus Aprox-Opt-Strom, ktery konstruuje tento “té-
méf optimalni binarni vyhledavaci strom”. Tento algoritmus nejprve spocita ze zadaného
vstupu proménné u; pro ¢ = 0,1,...,2n + 1, polozi m = wug,+1, a pak vola rekurzivni
proceduru Rekurs, ktera konstruuje binarni vyhleddvaci strom. Tato procedura se vola s
parametry k a j kde k > 0 je piirozené é&islo a j < 2% je liché piirozené &islo. Procedura
pak najde 7 takové, ze u; < 32—7;”‘ < u;jy1. Kdyz i = 0, pak vytvori vrchol reprezentujici 1,
kdyz i = 2n, pak vytvoii vrchol reprezentujici x,,. Pfedpoklédejme zel <i<2n—1
Kdyz ije liché, pak | = 1, kdyz i je sudé a “ —|—u1+1 < L&, pak polozi | = £ + 1, kdyz i je

2k )
sudé a Sp < Witlisl pak | = £. Déle vytvoii vrchol reprezentujici prvek xl. Kdyz | = 1

nebol >1,i=2—1a (2g;j3m > ui*l;ui nebo i > 1, i = 2l a ui+;““ < 2%;&3’” nebo

[>1,i=2la (2%‘;+11)m > ui”;ui”, pak levy syn tohoto vrcholu je list (uZ nemd moznost

reprezentovat zadny prvek) v opa¢ném piipadé levy syn vrcholu bude vrchol vytvoreny
rekurzivnim volanim Rekurs(k + 1,25 — 1). Analogicky, kdyz l =n nebol <n,i=20—1

(25;}1)7” < “”1;“’“ nebol < n, i = 2l a (2;:+11)m < uﬁ;““ nebol < n, i = 2l a

(25;}1)7” < ui“;r“"*g, pak pravy syn vrcholu je list (uZz nemd moznost reprezentovat zadny

vrchol) v opa¢ném piipadé pravy syn vrcholu bude vrchol vytvoreny rekurzivnim voldnim
Rekurs(k + 1,25 + 1).
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Formalni popis algoritmu:

Aprox-Opt-Strom(S = {71 <z2 < - <zpb,o; |i=1,2,...,n,6;|j=0,1,...,n)
Ug = 0, Uy = 51, l:=1
while [ < 2n +1 do

if [ je sudé then u; ;== u;_1 + oL else u; := u;_1 + ﬁ# endif
enddo

m = Uan+1
Rekurs(1,1)

Rekurs(k, j)
1:=2n
while JQ—T <u; doi:=17—1 enddo
if : = 0 then
=1
else
if [ := 2n then
[:=n
else
if 7 je liché then
[ =41
2
else
if Wl < I then
[:=5+1
else
l:=
endif
endif
endif
endif
vytvotrime vrchol reprezentujici prvek x;
if plati jedna z nasledujicich podminek:
=1
nebo I > 1,20 =i+ 1 a “=ttu o @izhm

nebo [ > 1, 20 = i 42 a ftis o 2ihm

N[

nebol>1,2l=1ia ui”;“"‘l < (2%,;11)7”
then

levy syn vrcholu je list
else

levy syn vrcholu je vrchol vytvoreny Rekurs(k + 1,25 — 1)
endif
if plati jedna z nasledujicich podminek:
l=n

(2j+1)m Uit1+Uit2

nebo I <n, 2l =i+ 1 a =5 3

<
nebol <n,l=2i+2a (25;}1)7” < 2
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nebol <n,l=2ia (Q%jjl)m < “i+§”+1
then
pravy syn vrcholu je list
else
pravy syn vrcholu je vrchol vytvoreny Rekurs(k + 1,25 + 1)
endif

Veéta 5.11. Algoritmus Aprox-Opt-Strom v linedrnim case zkonstruuje strom T4 repre-
zentujici n-prvkovou mnozinu S a kdyz To, je optimdlni strom reprezentujici mnoZinu S,
pak

hod(T, -
hod(T'4) < hod(To,) + a(loge + log(%)) +2 Z B;,
=0

kde a =Y | ;.

Konstrukei optimalniho bindrniho vyhledédvaciho stromu navrhnul v roce 1971 Knuth. Pre-
sentovand verze zalozena na vztahu ke kvadratickému programovani byla navrzena Yao
1980. Kdyz ; = 0 pro kazdé ¢ = 0,1,...,n, pak lze optimalni binarni vyhledavaci strom
zkonstruovat v ¢ase O(nlogn). Aproximaéni algoritmus pro nalezeni optimélniho bindrniho
vyhledavaciho stromu pochazi od Fredmana 1975, analyza pochazi od Mehlhorna 1975 a
1977.

6. SAMOUPRAVUJICI SEZNAMY

V této casti se budeme zabyvat samoupravujicimi strategiemi pro seznamy. Nejprve
popiseme model, ktery budeme vySetfovat. Data jsou ulozena ve spojovém seznamu a
predpokladame, ze tento seznam je prosty. Operacemi jsou MEMBER, INSERT a
DELETE. Algoritmy realizujici tyto operace mohou premistit prvek, ktery je argumentem
operace, na libovolné misto seznamu (pokud znaji misto, kam ho chtéji pFemistit) a ostatni
prvky ponechaji na svych mistech. Na druhé strané vyhledavat prvek nebo misto v seznamu
mohou jen pruchodem seznamu od jeho poc¢atku. Budeme predpoklddat, ze navstéva prvku
vyzaduje jednotku ¢asu. Formalné feCeno, mame-li n-prvkovy seznam, ktery neobsahuje
prvek z, pak operace MEMBER(z), INSERT(z) a DELETE(z) vyzaduji cas n + 1 (v
piipadé operace INSERT () muze algoritmus vlozit prvek x na libovolné misto a vyzaduje
to ¢as n + 1). Kdyz prvek z je v seznamu na i-tém misté, pak operace MEMBER(z) a
INSERT(x) vyzaduji ¢as max{i, j }, pokud chtéji prvek = pfesunout na j-té misto, a operace
DELETE(z) vyzaduje ¢as i.

Pro analyzu budeme potfebovat pojmy popisujici nasi situaci detailnéji. Kdyz x neni v
seznamu, pak vyhleddvaci cas algoritmu je n+ 1, kdyz x je na i-tém misté, pak vyhledavaci
cas algoritmu je i. Kdyz x neni v seznamu a operace INSERT(x) ho vlozi na j-té misto,
pak algoritmus provedl n + 1 — j volnych vymén. Kdyz x je na i-tém misté a operace
MEMBER(z) nebo INSERT (x) ho pfemisti na j-té misto, pak fekneme, ze algoritmus
provedl max{i — 7,0} volnych vymén a max{j — 4,0} placenych vymén.

Bylo navrzeno nékolik obecnych strategii, z nichz uvedeme tfi.

MFR-strategie (move front rule): kdyz prvek z je v seznamu, pak operace MEM-
BER(z) a INSERT(z) ho premisti na prvni misto v seznamu a operace DELE-
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TE(z) ho odstrani ze seznamu. Kdyz 2 neni v seznamu, pak INSERT (z) ho vlozi
do seznamu na prvni misto.

TR-strategie (transition rule): kdyz prvek z je na i-tém misté v seznamu, pak ope-
race MEMBER/(z) a INSERT (z) ho pfemisti na max{i — 1, 1}-ni misto, operace
DELETE(z) ho vymaze. Kdyz x neni v seznamu, pak INSERT(z) ho vlozi na
predposledni misto v seznamu (tj. na n-té misto, kdyz seznam mél délku n).

TIMESTAMP-strategie: Tato strategie si pamatuje historii operaci aplikovanych
na dany seznam prvkua. Kdyz prvek z dosud nebyl argumentem zadné operace,
pak, je-li v seznamu, zustane po operacich MEMBER/(z) a INSERT (x) na svém
misté, operace DELETE(z) ho odstrani ze seznamu. Pokud z neni v seznamu,
pak INSERT (z) ho vlozi na posledni misto. Kdyz prvek = byl argumentem néjaké
operace, pak se najde prvni prvek y stojici v seznamu pied x takovy, ze nebyl
argumentem zadné operace od chvile, kdy probéhla posledni operace s argumentem
x. Operace MEMBER(z) a INSERT(z) pak pfemisti x na pozici pred y. V
piipadé, ze takové y neexistuje, zustane x na svém misté (pokud byl v seznamu),
resp. je vlozen operaci INSERT (x) na konec seznamu (pokud v ném neni). Operace
DELETE(z) opét pouze vymaze x ze senamu.

Lze tici, ze TR-algoritmus ma lepsi ocekavany cas nez MFR-algoritmus, ale jsou ptipady,
kdy naopak MFR-algoritmus je podstatné rychlejsi nez TR-algoritmus. Ukéazeme, ze zadny
algoritmus nemuze byt, neformalné feceno, vice nez dvakrat rychlejsi nez MFR-algoritmus.
Nasim prvnim cilem bude formalizovat a dokézat toto tvrzeni. Zékladnim nastrojem pfi
analyze samoupravujicich struktur je amortizovand slozitost. Obvykle je dokazovéano, ze
dobra samoupravujici struktura je nejvyse k-krat pomalejsi nez libovolny jiny algoritmus
pro provedeni dané posloupnosti operaci, kde k je pomérné mald konstanta (plus aditivni
konstanta, kterd popisuje rozdil struktur, pii kterém algoritmy za¢inaji). Pro MFR-strategii
dokazeme:

Véta 6.1. Necht P je posloupnost operaci MEMBER, INSERT o« DELETE a necht L,
a Lo jsou dva seznamy prokd mnoziny S o velikosti n. Oznacéme typgr ¢as, ktery potrebuje
MFR-algoritmus na provedeni posloupnosti operaci P, kdyZ zacind na seznamu L. Pro algo-
ritmus A oznacme ca vyhleddvaci ¢as, pa pocet placenych vymén a v4 pocet volnych vymeén
potrebnijch pro realizaci posloupnosti operaci P algoritmem A, kdyZ zacinal na seznamu L.
Pak pro kazdy algoritmus A plati:

(1> tmrr < 2cA+pa —va — "pl + n(n;l)}

(2) kdyZ Ly = La, pak typr < 2ca +pa —va — |P|,
kde |P| je délka posloupnosti P.

Diikaz. Nejprve odhadneme amortizovanou slozitost MFR-algoritmu v zavislosti na algo-
ritmu A. K tomu budeme potiebovat ohodnotit dva prosté seznamy C' a Cs reprezentujici
stejnou mnozinu B. Oznac¢me

bal(Cy,Cs) = {(z,y) | z,y € B, x # y, x je pred y v Cy, x je za y v Ca}|.

Pak 0 < bal(Cy, C) < BEZIBL 4 bal(C), Cy) = 0, prave kdyz C) = Cs, a bal(Cy, Co) =

2
B 2 B , o o . -~ - ’ ,
IBE-1B| 5 | |, prave kdyz Cs je zrcadlové prevraceny seznam Cf.
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Predpokladejme, ze MFR-algoritmus provede operaci O na seznamu C; a vznikne tak
seznam D, a algoritmus A provede operaci O na seznamu C5 a vytvoii tim seznam D,. Pak
amortizovand slozitost operace O je

cas operace O + bal(Dy, Dy) — bal(Cy, Cy).

Dokéazeme nésledujici technické lemma.

Lemma 6.2. KdyZ algoritmus A pri realizaci operace O na seznamu Co vyZaduje vy-
hleddvaci ¢as ¢ a provede v volnych a p placenych vymén, pak amortizovand sloZitost MFR-
algoritmu pri realizaci operace O na seznamu Cy je nejvyse 2¢ +p —v — 1.

Diikaz. Oznaéme S standardni algoritmus, tj. algoritmus, ktery neprovadi zddné piemisto-
vani a pii operaci INSERT (x) vlozi x na konec seznamu (pokud v ném neni). Kdyz
algoritmus S provede operaci O na seznamu C5, dostaneme seznam C'3. Oznacme t Cas, ktery
potiebuje MFR-algoritmus pro provedeni operace O na seznamu C7. Pak amortizovana
slozitost MFR-algoritmu pro operaci O je

a = t+bal(D1, D2) —bal(Cl, CQ) = t+bal(D1, Cg) —bal(Cl, CQ) +bal(D1, D2> —bal(Dl, Cg)

Protoze Dy vznikne z ('3 pouze vyménami s prvkem x a protoze x je prvni v seznamu
Dy, volnd vyména zmensi bal(D;,C3) o 1 a placena vyména zvétsi bal(Dy,C3) o 1. Tedy
bal(Dl, Dg) - bal(Dl, 03) =p—0.

Déle budeme analyzovat vyraz t + bal(D;, C3) — bal(Cy, Cs). Piedpoklddejme, ze délka
seznamu C; je n. Nejprve uvazujme, ze x neni v seznamu. Kdyz provadime operaci O =
MEMBER(z) nebo O = DELETE(z), pakt =c=n+1, D; = Cy, Dy = Cy = Cs, a
tedy a =t < 2c+p—wv—1, protoze p = v = 0. Kdyz provadime operaci O = INSERT(z),
pak t = ¢ = n+ 1, bal(Dy,C3) — bal(Cy,C2) = n (protoze seznam Dy vznikl ze seznamu
C4 vlozenim z na prvni misto a seznam C'3 vznikl ze seznamu C5 vlozenim x na posledni
misto), atedya=2n+14+p—v=2c+p—v—1.

Nyni predpoklddejme, ze x je na i-té pozici v seznamu C, na j-té pozici v seznamu C; a
ze pocet prvku z, které jsou pred x v seznamu C a za x v seznamu Cs, je k. Pak j < i+ k.
Kdyz O = DELETE(x), pak t = j, ¢ =i, p = v = 0 a bal(D;,C3) — bal(C1,C) < —k
(protoze byly odstranény vsechny dvojice obsahujici = a téch je alespon k), a proto a <
j—k<i=2c—1=2c+p—v—1. Zbyvd ndm piipad, ze O = MEMBER(z) nebo
O = INSERT(z). Pak t = j, ¢ = i, bal(Dy,C5) — bal(Cy,C3) < i —k — 1 (protoze x je
prvni prvek v seznamu D1, tak bylo odstranéno alespon k dvojic obsahujicich z a pribylo
nejvyse i — 1 dvojic obsahujicich x — dvojice (z,y), kde y je v seznamu Cy pred z). Tedy
a<j+i—-k—-14+p—v<2i+p—v—-—1=2c+p—v—-1. 01

Kdyz vyscitdme odhad uvedeny v Lemmatu 6.2 ptes vSechny operace v P, dostaneme,
ze amortizovand slozitost posloupnosti P je nejvyse 2c4 + pa — va — |P| (protoze casy
jednotlivych operaci i po¢ty vymeén se scitaji). Protoze funkce bal je nezdpornd, dostdvame,
ze

trmrr <2ca+pa—va—|P|+bal(Ly, Ls).

7 definice bal(Ly, Ly) plyne, 7e 0 < bal(Ly, Ly) < (%) = 2% a kdyz L, = Lo, pak
bal(L1, L2) = 0. Odtud plyne tvrzeni Véty 6.1. O
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Poznamka. Chceme-li najit Spatnou posloupnost pro TR-strategii, uvazujme posloupnost
P, ktera je konkatenaci Py a Ps, kde

P, = {INSERT(z,)},, P, = (MEMBER(z;), MEMBER(z,))",

a aplikujme ji na préazdny seznam. Ptredpoklddéme, ze {x; | i = 1,2,...,n} jsou navzdjem
ruzné prvky. Pak TR-algoritmus pii aplikaci P spotiebuje (g) +mn ¢asu a MFR-algoritmus
spotfebuje (g) +n+2+2(m—1) ¢asu. To ukazuje, ze TR-algoritmus je na této posloupnosti
fadové horsi nez MFR-algoritmus.

Pro mnozinu B a posloupnost operaci P oznacme Copr (P, B) nejmensi ¢as, ktery potie-
buje néjaky algoritmus na realizaci této posloupnosti na néjakém prostém seznamu prvku
mnoziny B. Rekneme, ze algoritmus A je c-kompetitivni, kdyz existuje konstanta a takové,
ze pro kazdou posloupnost operaci P a kazdou mnozinu B vykona algoritmus A posloupnost

P na libovolném prostém seznamu mnoziny B v ¢ase nejvyse cCopr (P, B) + a + %. 7
véty 6.1 plyne, ze MFR-strategie je 2-kompetitivni. Albersova v roce 1995 dokazala, ze i
algoritmus TIMESTAMP je 2-kompetitivni, a Karp a Raghavan oznamili, Ze umi dokazat,
ze kdyz deterministicky algoritmus je c-kompetitivni, pak ¢ > 2.

Tento vysledek lze zlepsit pomoci randomizovanych algoritmui. Albersova navrhla pro
dané p €< 0,1 > pouzit nasledujici randomizovanou strategii: kdyz mame provést operaci
O, pak s pravdépodobnosti p pouzijeme MFR-strategii a s pravdépodobnosti 1 —p pouzijeme
TIMESTAMP-strategii, kterou vsak modifikujeme takto:

vezmeme ¥y jako prvni prvek v seznamu pred x, ktery nebyl argumentem zadné
operace od predchozi operace s argumentem x, nebo byl argumentem pravé jedné
operace od predchozi operace s argumentem z a tato operace nebyla realizovana
pomoci MFR-strategie.

Rozhodnuti, kterou strategii pouzijeme, provedeme takto: pfi realizaci operace O nejprve
zvolime nahodné r z intervalu < 0,1 > s rovnomérnym rozdélenim a pouzijeme MFR-
strategii, pravé kdyz r < p.

Albersova v roce 1995 ukdazala, ze tento randomizovany algoritmus je max{2 — p,1 +
p(2 — p)}-kompetitivni. V definici kompetitivnosti nahradi oc¢ekdvand slozitost pocitand
pres vSechny mozné volby proménné r slozitost v nejhorsim ptipadé, kterd se pouziva v
definici pro deterministické algoritmy. Teia v roce 1993 ukazal, ze kdyz randomizovany
algoritmus je c-kompetitivni, pak ¢ > 1.5. Je otevieny problém, zda takovy algoritmus
existuje (vysledek Albersové ukazuje, ze existuje 1JFT‘/g—kompetitvmi algoritmus, staci vzit
p=25%2).

Zde uvedend analyza v dikazu Véty 6.1 pochazi od autoru Bentley a McGeoch z roku
1982, viz také Sleator a Tarjan 1983. Véta 6.1 je rovnéz castecnym vysvétlenim, proc ve
srustajicim haSovani je metoda EISCH lepsi nez LISCH a pro¢ VICH je lepsi nez LICH a
EICH.

Nyni si ukdzeme analyzu ocekavaného ¢asu pro MFR-strategii. Pro jednoduchost budeme
predpokladat, ze se pouzivaji jen operace MEMBER(z) pro = ze seznamu prvkiu. Pro
analyzu pouzijeme Markovovy fetézce. To jsou vlastné pravdépodobnostni automaty s
jednim vstupem. Stavy jsou situace, které mohou nastat (v nasem piipadé vSechny prosté
seznamy reprezentované mnoziny B), a zname pravdépodobnost, se kterou prejdeme z jed-
noho stavu do druhého (v nasem piipadé je to pravdépodobnost ., ze prvek x € B je
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argumentem operace). To znamend, ze kdyz operace MEMBER/(x) transformuje seznam
L v seznam Lo, pak tento prechod nastane s pravdépodobnosti (., a kdyz zadnda operace
netransformuje seznam L v seznam Lo, pak tento prechod nastane s pravdépodobnosti 0.

[ustrujme si tuto situaci pro mnozinu B = {0, 1,2} a pravdépodobnost [3,, ze se provede
operace MEMBER(z). Na Obr. 4 je zndzornén stavovy diagram odpovidajictho Marko-
vova, procesu.

(2,1,3)
B2

2

(1,3,2)] |7

5
g |7

(3,2,1)

OBR. 4. Stavovy diagram Markovova Tetézce.

Tedy stavovy diagram n-prvkové mnoziny ma n! stavia. Pro seznam 7 a prvek x € B
bude 7 (z) oznacovat misto, kde v seznamu 7 je z (tj. 7w(x) = i, pravé kdyz x je i-ty prvek
v seznamu 7). Je vidét, ze nd§ Markovuv fetézec je nerozlozitelny a aperiodicky, a tedy v
ném existuje tzv. stacionarni rozdéleni. To znamend, ze pro kazdy seznam 7 existuje limitni
pravdépodobnost ~,, ze Fetézec skonc¢i po provedeni “nekonecné posloupnosti” ve stavu 7w
(nezavisle na pocatetnim stavu). To je jediny fakt, ktery budeme z teorie Markovovych
fetézcu potfebovat. Nyni asymptoticka otekavana slozitost operace MEMBER(z) je

Pyrr = Z'Yﬂ' Z ﬁxﬂ—(x)

T€EB

Pro dva navzdjem ruzné prvky z,y € B ozna¢me 6(z,y) asymptotickou pravdépodobnost,
ze x je pred y, tj.

é(z,y) = Z{%T | ™ je seznam B, w(x) < w(y)}.

Ukazeme si, ze plati:

Lemma 6.3. Plati

PMFR:Zﬁm(1+ Z 6(y,x))

reB yEB,yF#x
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a pro navzdjem ruznd x,y € B je

B
Be+ By

6(1'7:9) =

Drikaz. Oznaéme p, asymptoticky oc¢ekavanou pozici prvku x € B. Pak p, = Y _~,m(x).
Tedy dostavame

Pyrr = Z%r Z ﬁmﬂ(ﬂf) = Z Bz Z’YHT(Q?) = Z BzPz-

zeB zeB ™ r€eB

Nyni vyjadiime p, pomoci d(y, z). Plati

pe =) (@)= w1+ |{y € B|nly) <n(x)}]) =
1+ Z Z{%r\ﬂje seznam B, 7(y) < w(x)} =

yEB,y#x

1+ Z iy, x).

yEB,y#x

Kdyz tento vysledek dosadime do predchoziho vzorce pro Py;rr, dostaneme pozadovany
vztah. Pro vyéisleni vyrazu pro d(x,y) pouzijeme jiny postup vypoctu é(z,y). Kdyz x
je pred y, pak musela existovat operace MEMBER/(z) takovd, Ze po ni nendsledovala
ani operace MEMBER(z) ani operace MEMBER(y). Tedy dostdvame, ze 6(z,y) =

00 kE _ Ba — _Ba
ﬁl‘ Zk:()(]‘ - (/Bm + ﬁy)> o 1_(1_(/8I+ﬁy)) o ﬁm‘f’ﬁy ' |:|

Pro mnozinu B = {z1,x2,...,2,} a pravdépodobnosti 5; = Prob(z = z;), kde i =
1,2,...,n, ozna¢me Pppr nejmensi ocekavany cas operace MEMBER(x). Kdyz plati
Bz; = Be; Pro j > i, pak ziejmeé je to otekdvany cas standardniho vyhleddvaciho algoritmu
(bez pfemistovani) pouZitého na seznamu, kde z; je na i-tém misté. Proto plati Popr =
>oi 1 iBs,. Dokézeme

Véta 6.4. Plati

2Oy

Pyrr =1+ Z ER
x y

T, yEB,zAY

<2Ppopr — 1.

Dukaz. Pouzijeme vysledky z predchoziho lemmatu. Plati

& 0
PMFR:Z@:(LF Z 5(%37)):14‘25% Z /Bm‘iﬁy:1+ Z gx+ygy'

z€B T€B,x#y z€B  yEB,x#y z,yEB,x#y

Kdyz pouzijeme, ze Bzﬁfﬁy < 1 pro kazdé z,y € B, kde B = {x1,22,...,7n} a Bz, > Bq,

pro kazdé i < j, pak dostavame

PMFR:1+ Z xﬁy =142 Z M§1+2 Z ﬁxi:

z,yE€B,z#y Pa + By 1<j<i<n 7T +ﬁxﬂ' 1<j<i<n

n

n n
142 (i—1)B, =142 By, —2) B, =1+ 2Popr —2=2Popr—1. O
=1 =1

=1
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Diikaz, ze ocekavany cas pro TR-strategii neni nikdy horsi nez o¢ekavany ¢as pro MFR-
strategii, je zalozen na stejné technice jako dukaz véty 6.4. Pro nékterd konkrétni rozdéleni
dat byly dokazény silnéjsi vysledky (tj. ze pomeér % < 2). Tento postup lze zobecnit na

N4

7. SPLAY STROMY

Tuto sekci vénujeme samoupravujici struktufe zalozené na binarnich vyhledavacich stro-
mech. Bindrnim vyhleddvacim stromtim spolu s nasledujicimi algoritmy pro zakladni ope-
race se iikd SPLAY-stromy, protoze vSechny tyto operace (s vyjimkou jedné operace) jsou
zalozeny na pomocné operaci SPLAY. Operace SPLAY (x,T) prestavi pomoci rotaci a
dvojitych rotaci strom T tak, ze kdyz x je prvkem mnoziny reprezentované stromem 7T,
pak x bude reprezentovan kotrenem stromu 7', a kdyz z neni reprezentovan ve stromé T,
pak kofen T reprezentuje bud nejmensi prvek z reprezentované mnoziny vétsi nez x nebo
nejvetsi prvek z reprezentované mnoziny mensi nez x. To, kterd alternativa nastane, zavisi
na puvodnim tvaru stromu. Podrobnéjsi popis pomocného algoritmu SPLAY uvedeme
pozdéji. V této struktuie budeme navic predpokladat, ze kazdému reprezentovanému prvku
x je pritazena vaha w(x), coz je redlné ¢islo. Kdyz budeme mluvit o vdze vrcholu ¢, pak ji
budeme rozumét vahu prvku reprezentovaného vrcholem ¢ a budeme ji znacit w(t). Nyni
neformalné popiSeme algoritmy této samoupravujici datové struktury.

Ve vSech operacich predpokldddme, ze strom T' (respektive T; pro i = 1,2,...) reprezen-
tuje mnozinu S (respektive S;). Operace MEMBER(z,T') nejprve zavold pomocnou pro-
ceduru SPLAY (z,T) a pak podle prvku reprezentovaného kotenem oznami vysledek. Z
vlastnosti procedury SPLAY plyne, Ze po jejim provedeni patii prvek x do reprezentované
mnoziny, pravé kdyz je reprezentovan kofenem. Proto kdyz x je reprezentovan kofenem
T, ozndmi, ze x € S, v opatném piipadé ze = ¢ S. Operace SPLIT(x,T) také nejprve
zavold proceduru SPLAY (z,T). Kdyz x je reprezentovan kofenem, pak polozi pris = true,
podstrom 7" urceny levym synem kofene oznaci jako 77 a podstrom 7" ur¢eny pravym synem
kotene jako Tb. Kdyz x neni reprezentovan kotrenem, pak polozi pris = false a kdyz x je
mensi nez prvek reprezentovany kotenem, oznaci podstrom 7' urcéeny levym synem kofene
jako Ty, ve stromé T nahradi tento podstrom listem a polozi T, = T. Kdyz x je vétsi nez
prvek reprezentovany koifenem, pak oznaci podstrom 7' uréeny pravym synem kotene jako
Ts, ve stromé T nahradi tento podstrom listem a polozi T7 = T'. Strom T} tak reprezentuje
mnozinu S; = {s € S | s < z} a strom 75 mnozinu Sy = {s € S | s > z}. Proto vysledkem
operace je dvojice stromu 77 a Ty (v tomto poradi) a navic, kdyz pris = true, se oznami, ze x
patfil do S, v opacném piipadé, ze x nepatiil do S. Operace CHANGEWEIGHT (z,4,T)
pricte k vaze prvku z, ktery je v reprezentované mnoziné, hodnotu § (kdyz x nepatii k
reprezentované mnoziné, tak neméni vdhu zddného prvku). Operace se provede tak, ze za-
vold pomocnou proceduru SPLAY (z,T) a kdyz x je reprezentovan v kofeni stromu, pficte
hodnotu § k jeho véze. Pii operaci JOIN2(T},Ts) se predpoklddd, ze max S; < min .Sy
(tento test operace neprovadi). Algoritmus operace JOIN2(T},T5) nejprve zavold pomoc-
nou proceduru SPLAY (00, T7). Zde se oo poklddé za prvek vétsi nez vSechny prvky uni-
verza U, a proto po jejim provedeni koten T3 reprezentuje prvek max Sy a pravy syn kofene
Ty je list. Potom nahradi tento list kofenem 75 a polozi T' = T;. Analogicky pfi operaci
JOIN3(Ty, x, a, Ty) se predpoklddé, ze max S; < x < min Sy (tento test se opét neprovadi).
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Algoritmus vytvoii novy vrchol v reprezentujici prvek z s vahou a. Levym synem v bude
koten stromu 77 a pravym synem v koten stromu 7T5. Vysledkem operace bude novy strom
T s kofenem v. Operace DELETE(x,T) provede nejprve operaci SPLIT(z,T) a tim
vytvoii dvojici stromu T3 a T5, z nichz zadny nereprezentuje prvek x, a pak provede operaci
JOIN2(Ty,T5). Analogicky je implementovana operace INSERT (z, a,T). Algoritmus nej-
prve provede operaci SPLIT (z,T) a vytvoii tak dvojici stromu T} a T, kde kazdy prvek
reprezentovany ve stromé 7} je mensi nez x a to je mensi nez libovolny prvek reprezentovany
v Ty. Na zavér provede operaci JOIN3(T4, z, a, T5).
Nyni uvedeme formalni popis téchto algoritmu.

MEMBER (z, T)
SPLAY (2,T)
if © = key(kofen T") then
Vystup: z € S
else
Vystup: =z ¢ S
endif

SPLIT (z,T)
SPLAY (z,T)
if © = key(kofen T') then
pris = true
T} :=podstrom urceny levym synem koiene T’
T5 :=podstrom urceny pravym synem kotene T’
else
pris := false
if © < key(kofen T') then
T1 :=podstrom urceny levym synem kotene T’
T :=strom T', v némz levy syn kofene je nahrazen listem
else
Ty :=podstrom urceny pravym synem kotene T'
Ty :=strom T', v némz pravy syn kofene je nahrazen listem
endif
endif
Vystup:(11,13), if pris then z byl v S else = nebyl v S endif

CHANGEWEIGHT(z, 5, T)
SPLAY (z,T)
if © = key(kofen T') then w(z) := w(z) + ¢ endif

JOIN2(T}, T)
SPLAY (00, T)
pravy(koten T7) := koten Ty, T :="T}

JOIN3(Ty,x,a,T»)
vytvot vrchol v, key(v) 1=z, w(z) :=a
levy(v) :=koten T}, pravy(v) :=koten T%
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DELETE(z, T)
SPLIT(z, T)
JOIN2(Ty, T5)

INSERT(z,a,T)
SPLIT (z,T)
JOIN3(T1, xT,a, TQ)

Vsimnéme si, ze operace INSERT (z,a,T) pro z, které je v reprezentované mnoziné,
muZze byt pouzita ke zméné véhy (po jejim provedeni bude vaha prvku z rovna a). Kdy-
bychom tedy v tomto piipadé chtéli zabranit nezddouci zméné vahy, museli bychom po
operaci SPLIT(z,T) nahradit a puvodni vahou w(z) prvku z. Algoritmy operaci IN-
SERT a DELETE v této podobé maji elegantni zapis, ale pro lepsi pochopeni uvedeme
jesté jejich piimocaiejsi popis. V algoritmu INSERT(x, a, T') se nebude ménit vdha prvku
x, kdyz * € S. Nejprve postup popiseme neformélné. V operaci DELETE(z,T) se
nejprve zavold operace SPLAY (z,T). Kdyz x neni reprezentovan v kofeni, pak opera-
ce skonéi, protoze x neni prvek reprezentované mnoziny. V opac¢ném piipadé provedeme
operaci JOIN2 nasledovné: Podstrom urceny levym synem koiene stromu 7T oznacime
T; a provedeme operaci SPLAY (00, 77). Po nahrazeni podstromu 77 ve stromé T listem
pripojime koten stromu T jako pravého syna kotfene 77 a polozime T = Tj. Analogicky
operace INSERT (z,a,T) zatne pomocnou procedurou SPLAY (z,T). Kdyz prvek z je
reprezentovan v kofeni stromu, operace skon¢i. V opacném ptipadé vytvori novy vrchol v
reprezentujici prvek x s vahou a. Kdyz x je mensi nez prvek reprezentovany kofenem stromu
T, pak levym synem vrcholu v se stane levy syn kotene T', v podstromu 7" je nahrazen listem
a kofen stromu 7' se stane pravym synem v (takto vytvofeny strom se ozna¢i T'). Kdyz z
je vétsi nez prvek reprezentovany korenem stromu 7', pak pravym synem vrcholu v se stane
pravy syn kotene T', podstrom T urceny pravym synem kotfene 7" nahradi v T list a kofen
stromu T se stane levym synem v (takto vytvofeny strom se oznaci T).

DELETE(z,T)

SPLAY (z,T)

if © = key(kofen T') then
Ty :=podstrom urceny levym synem kotene T'
podstrom T} ve stromé T nahrad listem
SPLAY (00, T7)
pravy(kofen T7) := koten T', T := T}

endif

INSERT(z,a,T)
SPLAY (2,T)
if = # key(kofen T') then
vytvorl novy vrchol v, key(v) := x
if < key(kotfen T') then
levy(v) := levy(koten T)
podstrom uréeny levym synem kofene T nahrad listem
pravy(v) := kofen T
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else
pravy(v) := pravy(koten T')
podstrom uréeny pravym synem kofene T’ nahrad listem
levy(v) := kofen T

endif

T :=strom s kofenem v

endif

Nyni jiz zbyva pouze popsat operaci SPLAY. Zakladni idea piestavét strom tak, aby
se vSechna prace algoritmu odehrdvala u kofene stromu, je motivovana MFR-algoritmy.
Problém je, jak efektivné prestavét strom. Prvni pokusy byly nelspésné, navrzené algoritmy
vyzadovaly amortizovany linearni ¢as. ﬂspéény navrh pochéazi od Sleatora a Tarjana z roku
1983. Procedura SPLAY (z,7T) ma dvé ¢asti. V prvni ¢dsti pouzijeme standardni postup
pro vyhledani prvku z ve stromé T'. Zac¢neme v kofeni ¢t stromu 7' a dokud t nereprezentuje
x nebo neni list, opakujeme nésledujici krok: kdyz prvek reprezentovany vrcholem t je
vetsi nez x, pak levy syn ¢t bude novym vrcholem ¢, v opa¢ném piipadé jim bude pravy
syn t. Pokud skon¢ime v listu, pak oznac¢ime t otce tohoto listu. V tomto pfipadé prvek
reprezentovany ¢ je bud nejmens{ reprezentovany prvek vétsf nez x (kdyz nalezeny list byl
levym synem t) nebo nejvétsi reprezentovany prvek mensi nez x (kdyz nalezeny list byl
pravym synem t). Ve vSech pifpadech (at uz t reprezentuje prvek z nebo ne) pfesuneme
t pomoci rotaci a dvojitych rotaci do kotene tak, ze dokud ¢ neni kofen, budeme provadét
nasledujici akci: kdyz otec t je kofen, provedeme rotaci na vrcholy ¢ a otec(t) (pak ¢ bude
koten). Kdyz otec ¢ neni kofen a t je lomeny vrchol, provedeme dvojitou rotaci, a kdyz ¢
neni lomeny, provedeme rotaci na otce t a déda t a pak rotaci na t a otce t. V obou téchto
pripadech se vrchol ¢t dostane do hladiny o 2 mensi, nez byla ptuvodni hladina. Tyto pfesuny
jsou znazornény na Obr. 5.

SPLAY (z,T)
t :=koten T'
while key(t) # x a ¢ neni list do
if x < key(t) then t := levy(t) else t := pravy(t) endif
enddo
if ¢ je list then t := otec(t) endif
while ¢ neni kofen do
if otec(t) je kofen then
Rotace(otec(t), t)
else
if t je lomeny then
Dvojita-Rotace(ded(t), otec(t), t)
else
Rotace(ded(t), otec(t)), Rotace(otec(t),t)
endif
endif
enddo
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U t
t U
C — A
A B B C

c) u = otec(t) je kofen

¢) u = otec(t) neni kofen, ¢ neni lomeny

OBR. 5. Transformace v operaci SPLAY.

Nyni odhadneme amortizovanou slozitost téchto operaci. Pro tento tcel budeme piedpo-
klddat, ze véha je kladnd, tj. w(x) > 0 pro kazdé = € U, a budeme definovat totdlni vdhu
vrcholu v jako

tw(v) = Z{w(t) | t je vrchol v podstromu uréeném vrcholem v}

a rank vrcholu v jako r(v) = [log, tw(v)]. Pro strom T je totalni vdha stromu tw(T) =
tw(koten T') a rank stromu r(7) = r(kofen T'). Nejprve dokdzeme pomocné lemma:

Lemma 7.1. KdyzZ v je vrchol stromu takovy, Ze jeho synové nejsou listy, pak
r(v) > min{r(levy(v)), r(pravy(v))}.

Dukaz. Ziejmé tw(v) > tw(levy(v)) + tw(pravy(v)) > 2min{tw(levy(v)), tw(pravy(v))}.
Odtud

r(v) >[logy (2 min{tw(levy(v)), tw(pravy(v))})] =
1 + [logy (min{tw(levy(v)), tw(pravy(v))})] = 1 4+ min{r(levy(v)), r(pravy(v))}. O
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Definujme
bal(konfigurace) = Z{r(v) | v je vrchol konfigurace}.

Kdyz budeme potiebovat rozlisit ranky, totalni vahy nebo vahy v ruznych konfiguracich,
budeme pfidavat jméno konfigurace jako index. To znamend, ze rc(v), twe(v) nebo we(v)
bude znacit rank, totalni vadhu nebo védhu vrcholu v v konfiguraci C'

Vsimnéme si, ze rank vrcholu v zavisi pouze na vahach prvku reprezentovanych v pod-
stromu urceném vrcholem v. Tedy kdyz mame dvé konfigurace C; a Cs a dva vrcholy
v1 a vg takové, ze v; je vrchol stromu T; v konfiguraci C; pro i« = 1,2, a kdyz existuje
prosté zobrazeni f z mnoziny vrcholi podstromu 77 urc¢eného vrcholem vy, do mnoziny vr-
cholu podstromu T, uréeného vrcholem vy takové, ze we, (t) = we, (f(t)) pro kazdy vrchol
t podstromu T; uréeného vrcholem vy, pak r¢, (v1) < re,(v2). Kdyz f je bijekce, pak
plati r¢, (v1) = re, (v2). Toto pozorovani oznacime (1) a budeme ho vyuzivat pii odhadu
amortizované slozitosti.

Vsimnéme si déle, ze dvé rotace a jedna dvojitd rotace vyzaduji ¢as O(1), proto lze
fici, ze algoritmus SPLAY (z,T) vyzaduje ¢as imérny poctu béhu druhého cyklu v tomto
algoritmu. Protoze muzeme volit ¢asovou jednotku, tak bez jmy na obecnosti muzeme
predpokladat, ze spotiebovany cas je pfimo pocet opakovani druhého cyklu. Dokazeme

Lemma 7.2. Amortizovand sloZitost operace SPLAY (x,T) je nejuyse 3(r(T) —r(t)) + 1,
kde t je vrchol stromu T, ktery se premisti do korene.

Dukaz. Predpokladejme, ze druhy cyklus se v béhu algoritmu SPLAY (z,T) opakoval k-
krat. Oznactme T;_; strom pied i-tym béhem druhého cyklu. Pak T' = Ty. Pro 1 =

0,1,...,k — 2 oznacme z; déda vrcholu t ve stromé 7T; a oznaCme zj_; kofen stromu
Tr—1 (pak zi_1 je bud otec vrcholu ¢ nebo déd vrcholu ¢ ve stromé Ty_1). Pro i =
0,1,...,k — 1 ozna¢me 7r;(v) rank vrcholu v ve stromé T;. Kdyz dokézeme, ze amortizo-

vand slozitost i-tého béhu druhého cyklu algoritmu SPLAY (z,T) je proi =1,2,...,k—1
nejvyse 3(r;—1(z;—1)—ri—1(t)) a amortizovand slozitost k-tého béhu druhého cyklu je nejvyse
3(rg—1(zk—1) — rg—1(t)) + 1, pak amortizovana slozitost celého algoritmu je nejvyse

k
L+ 3(ri1(zic1) = rica(t) = 14 3(rk—1(2k—1) — r0(t)) = 3(r(T) = r(t)) + 1,
i=1
protoze na zakladé pozorovani (f) pro kazdé ¢ = 0,1,...,k — 2 plati

ro(zi) = 11(2:) = - = 1i(2:) = 1341 (1)

a protoze r(T) = rg_1(2zKk—1) a ro(t) = r(t).

Nyni ukazeme, ze kdyz zx_1 je otec vrcholu t ve stromé Ty _1, pak amortizovana slozitost
k-tého béhu cyklu je nejvyse 3(rg—1(zx—1) + r—1(t)) + 1. Podle definice a predpokladu na
pocitani ¢asu je amortizovana slozitost

1 + bal(k-ta konfigurace) — bal((k — 1)-ni konfigurace) =
Lt r(zr—1) +75(t) — ro—1(26—1) — rp—1() < 1+ 2(rg(t) —r—1(t)) =
L+ 2(rg—1(2k-1) = Th-1(t)) < 3(rr—1(26—1) — r—1(t)) + 1,
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protoze ri(zk—1) < ri(t) = re_1(2k—1) > rr_1(t) a pro ostatni vrcholy v podle (}) plati
rp—1(v) = rg(v) (viz Obr ba), kde zx_1 = u).

Dale ukazeme, ze kdyz z;_1 je déd vrcholu t ve stromé T;_1 a t je lomeny ve stromé T;_
pro i = 1,2,...,k, pak amortizovana slozitost i-tého béhu cyklu je nejvyse 3(r;—1(zi—1) —
ri—1(t)). Oznaéme u otce vrcholu t ve stromé T;_;. Analogicky jako v predchozim piipadé
dostavame

1 + bal(i-ta konfigurace) — bal((i — 1)-ni konfigurace) =
L4 7i(zie1) +ri(u) +75(t) = ric1(zim1) — ric1(w) — rim1(t) < 3(ri(t) —rimi(t)) =
3(ri—1(zi—1) — ri—a1(?)),

protoze 1;—1(t) < ri—1(u) < ri—1(zi—1) = ri(t) a podle Lemmatu 7.1 je 2r;(t) > r;(u) +
ri(zi—1) + 1 (viz Obr 5b), kde z;_1 = v).

Ptredpokladejme, ze z;_1 je déd vrcholu t ve stromé T;_; a t neni lomeny ve stromé
T;_1 proi=1,2,..., k. Dokazeme, ze amortizovana slozitost i-tého béhu cyklu je nejvyse
3(ri—1(zi—1) — ri—1(t)). Oznacéme u otce vrcholu t ve stromé T;_;. Analogicky jako v
prechozich pripadech dostavame

1 + bal(i-ta konfigurace) — bal((i — 1)-ni konfigurace) =
1+ ri(zi_l) + Tz(u) + T’z(t) — 7“2'_1(2’2'_1) — ri_l(u) — T’i_l(t).

Ozna¢me T’ prostiedni strom na Obr 5¢), to znamend, ze T” je vysledkem Rotace(z;_1, u)
na strom 7;_;. Pak T; vznikne z T" aplikaci Rotace(u,t). Ozna¢me 7’ rank vrcholu ve
stromé T”. Pak podle () a podle Obr. 5¢) plati 7;—1(t) < r;—1(u) < 7i—1(zi—1), ri(zi—1) <
ri(u) < ri(t), rim1(t) = r'(t), ri(zic1) = r'(zi—1), Ti—1(zi—1) = r’(u) = r;(t) a z Lemmatu
7.1 plyne, ze bud 7/(t) < '(u) nebo 7/(z;_1) < r'(u). Proto bud r;_1(t) < 7;_1(2;_1) nebo
ri(zi—1) < ri(t). V prvnim piipadé

L+ ri(zion) +ri(w) +7ri(t) —rici(zio1) —ric1(u) —rima(t) <
14 37’1(0 — ri_l(zi_l) — 2Ti_1(t) S 3(7’1(t> — Ti_l(t» = 3(7“2'_1(21'_1) — Ti_l(t».

Ve druhém piipadé

L+7ri(zimy) +ri(uw) +ri(t) = ric1(zim1) — rici(u) —ri—1(t) <
1+ 27“z'(t) + ri(zi,l) - ?)Ti,l(t) S
3(ri(t) —ri—1(t)) = 3(ri—1(zi—1) — ri-1(?))-

Tim je dukaz hotov. [

Pro dalsi aplikace je dobré si uvédomit, ze Lemma 7.2 fika, ze amortizovana slozitost

algoritmu SPLAY (z,T) je O(log ttfu((:g)), kde ¢ je vrchol, ktery je pfemistén do kofene

stromu. To pouzijeme v dukazu nésledujici véty.
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Véta 7.3. Necht T je bindrni vyhleddvaci strom reprezentujici mnmoZinu S. Pak amortizo-
vand slozitost operact

(1) MEMBER(z,T) je O(log min{(tﬁtﬁ(ﬂwuw})’
. tw
2) SPLIT(z,T) je O(108 s mwrT):

3) CHANGEWEIGHT (z,5,T) je O(log —-2eT+0

min{tw(t_),tw(ty+)}

(2)
(3)
(4) INSERT (z,w(x),T) je O(log tw(l)+w(z) ),
(5)
(6)

min{tw(t_),tw(t+)}

5) DELETE(z,T) je O(log min{tw(t_gfgggw(to)}),

6 JOIN3(T1, x, w(x), TQ) je O(log tw(T1)+fUUzg(UT)12)+w(:c) )’

kde t_ je vrchol T reprezentugjici prvek max{s € S | s < x}, ty je vrchol T' reprezentujici
prvek min{s € S| s > x} a ty je vrchol T reprezentujici prvek max{s € S | s < x}.

Kdyz Ty je bindrni vyhleddvaci strom reprezentujici mnoZinu Sy a kdyZ to je vrchol Ty
reprezentugici nejuétsi prvek v S, pak amortizovand slozitost operace JOIN2(Ty,Ty) je

O(log —tw(fi});;z’;(n) ).

Dukaz. Zacneme s operaci JOIN2. Z Lemmatu 7.2 plyne, ze amortizovana slozitost algo-

ritmu SPLAY (00, T1) je O(log :5((?1)))7 proto z popisu operace JOIN2(Ty,Ts) plyne, ze

jeji amortizovana slozitost je

O(IOg tlU(Tl) + log(tw(Tl) + tw(TQ)) — log tw(Tl)) _ O(lOg tw(j;ll)u:; tl)U(T2)

tw(teo)

).

Ziejmé amortizovand slozitost operace SPLAY (x,T) je O(log min{twiff?iw(t+)}). Odtud
okamzité plyne amortizovana slozitost operace MEMBER(z,T') a protoze oddéleni stromu

v operaci SPLIT(z,T) zmensi ohodnoceni konfigurace, dostavame tak i amortizovanou
slozitost operace SPLIT(x,T). Amortizovana slozitost CHANGEWEIGHT (z,0,T) je

tw(T)
min{tw(t_), tw(t;)

tw(T) + 9
min{tw(t_), tw(ts)}

).

O(log + log(tw(T) + &) —logtw(T)) = O(log
Protoze v operaci DELETE(z, T) se provadéji algoritmy SPLAY (x,T) a SPLAY (co,Th)
a protoze tw(Ty) < tw(T'), davé soucet amortizovanych slozitosti téchto operaci amortizo-
vanou slozitost operace DELETE(x,T"). Amortizovana slozitost operace INSERT (x,T')
plyne z nasledujiciho vypoctu

tw(T)

O(log min{tw(t_), tw(ty)}

+log(tw(T) + w(w)) + log(tw(T)) — log(tw(T)) =

tw(T) + w(x)

Oflo min{tw(t_), tw(ty)}

)7

protoze rank kofene stromu 7" po operaci SPLAY (z,T') se muze jen zmensit. Pro operaci
JOIN3(Ty,x,T>) je amortizovand slozitost

tw(Ty) + tw(Tz) + w(x)

O(1 +log(tw(Th) + tw(T2) + w(x)) — log(w(z)) = O(log 0 (@)

). O
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Pti odhadech amortizované slozitosti jsme predpokladali, ze ovéreni splnéni pozadavku
na operace (tj. maxS; < min Sy v operaci JOIN2(T3,T5), max S; < x < min Sy v operaci
JOIN3(Ty,x,T2) a w(x) + 6 > 0 v operaci CHANGEWEIGHT (z,4,T)) probihd vzdy

mimo operaci, proto nebylo zahrnuto do amortizované slozitosti.

Pozndmka. Kdyz chceme porovnat algoritmy pro vyvazené binarni vyhleddvaci stromy a
SPLAY-algoritmy a polozime w(z) = 1 pro kazdé x € U, pak dostaneme vysledky, které se
1is1 jen o multiplikativni konstantu, ktera je ve vyvazenych binarnich vyhledavacich stromech
mensi. Kdyz vsak aplikujeme tyto struktury na jiné problémy, pak od¢itani v amortizované
slozitosti pro SPLAY-algoritmy muze hrat vyznamnou roli a stava se, ze pro né dostaneme
asymptoticky lepsi vysledek.

Na zavér porovname vysledky pro SPLAY-algoritmy s optimalnim binadrnim vyhledava-
cim stromem.

Véta 7.4. Pro posloupnost operaci P = {MEMBER(y;)}7"; a pro mnoZinu S = {x; <

|{.7|J:17277m7 y]:xl}|
m

Tg < - < xp} proi=1,2,...,n definujme o; = aprot=0,1,...,n

definujme 3; = l{jljzl’z’”"m%xKyj<xi+1}| , kde xg = —00 a 41 = 0o. Necht Ty je optimdlni
bindrni vyhleddvaci strom pro S, {c; | i = 1,2,...,n} a {B; | i = 0,1,...,n} a necht t je
cas, ktery vyZaduje realizace posloupnosti P klasickym algoritmem na strome Ty. KdyzTs je
bindrni vyhleddvaci strom reprezentujici mnozinu S, pak realizace posloupnosti P na stromé

Ty pomoci SPLAY -algoritmu vyZaduje ¢as O(t + |S|?).

Dukaz. Predpokladejme, ze vyska T (tj. délka nejdelsi cesty z kofene do listu) je d a
pro prvek x € S necht d, je hloubka vrcholu reprezentujictho x ve stromé T; (tj. délka
cesty z kofene do tohoto vrcholu). Pak operace MEMBER(z,T7) realizovana klasickym
algoritmem vyzaduje ¢as O(d,). Definujme w(z) = 3979 vihu prvku z a odhadujme
tw(Ty). Protoze T} je bindrn{ strom, existuje nejvyse 2¢ prvki s vdhou 3¢, Proto tw(Ty) =
Y eg3id < SO0 2i3d=i = 3dSd (21 < 3dHL Tedy r(Ty) < 1+ log3%t! = O(n) a
bal(konfigurace) = Y- .o 7r(z) = O(n?). Nyni odhadneme amortizovanou slozitost operace
MEMBER(z). Kdyz xz € S, pak podle Véty 7.3 je amortizovana slozitost nejvyse O(r(T') —
r(t)) =0(d+1—-d+d;) = O(d, + 1), kde t je vrchol reprezentujici . Kdyz x ¢ S, pak
hloubka listu b reprezentujiciho interval obsahujici  je max{d,_,d,, }, kde x_ = max{s €
S|s<ax}azry=min{s €S |s>ax}. Pakz Lemmatu 7.2 plyne, ze amortizovana slozitost
operace je O(b) = O(d—d+b), protoze d—d,_,d—d,, > d—b. Tedy amortizovand slozitost
posloupnosti P je
O(Z(éas operace MEMBER(y;) v T1) = O(t).

Jj=1

ProtoZe r je nezépornd funkce a protoze bal(vstupnf konfigurace) = bal(Tz) = O(|S]?),
dostavame, ze SPLAY-algoritmus na realizaci posloupnosti P na stromé T, vyzaduje cas
O(t + bal(vstupni konfigurace)) = O(t + |S]?). O

Splay stromy definovali a jejich analyzu prezentovali Sleator a Tarjan v roce 1983. Také
ukazali aplikaci splay stromt v jinych datovych strukturach, napt. pro reprezentaci stromu
a operaci se stromy.
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8. HLADINOVE PROPOJENE (a,b)-STROMY S PRSTEM

V této ¢asti se vratime k hladinové propojenym (a,b)-stromum s prstem a ukdzeme
si zjemnéni analyzy odhadu poc¢tu vyvazovacich operaci. Na zakladé této techniky pak
odvodime efektivni algoritmy pro klasické mnozinové operace — pro sjednoceni, prunik a
rozdil mnozin. Ukazeme také odhady na spotiebu casu pro posloupnosti operaci, které
nezacinaji v prazdné mnoziné, ale zacnou na mnoziné S C U reprezentované néjakym hladi-
nové propojenym (a,b)-stromem. Pfipomindme, Ze hladinové propojené (a,b)-stromy s
prstem jsou klasické (a,b)-stromy, kde navic vrcholy v jedné hladiné (vnitini i listy) jsou
propojeny dvousmérnym seznamem v lexikografickém potfadi. Navic je dan ukazatel Prst
na néktery list. Rozdil oproti klasickému pristupu je, ze vyhleddvani zacina od listu, na
ktery ukazuje Prst, nikoliv od kofene. Proto kazdy vrchol v obsahuje jesté ukazatel otec(v).
Priklad takového stromu je na Obr. 6.

15
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OBR. 5. Hladinové propojeny (2, 4)-strom.

Nejprve si ptipomeneme zékladni fakta, ktera jsme odvodili pro (a, b)-stromy a ktera plati
i pro propojené (a, b)-stromy. V dalsim textu budeme pfedpoklidat, ze a > 2 a b > 2a.

Véta 8.1. Méjme hladinové propojeny (a,b)-strom s prstem. Pak plati

(1) wyhledant listu t, ktery je vzdalen od prstu o d listu, vyZaduje ¢as O(1 + log, d);

(2) kdyz operace INSERT(x) zavold m-krdt podproceduru Stépeni, pak vyiaduje cas
O(¢as na vyhleddni + 1 4+ m);

(3) kdyz operace DELETE(z) zavold m-krdt podproceduru Spojeni, pak vyZaduje cas
O(¢as na vyhledani + 1 4+ m);

(4) operace Prst vyZaduje ¢as O(1 + ¢as na vyhleddni);

(5) kdyzZa > 2 ab> 2a, pak posloupnost P operact MEMBER, INSERT, DELETE
a Prst aplikovand na hladinové propojeny (a, b)-strom s prstem reprezentugict prazd-
nou mnozinu vyZaduje c¢as

O(|P| 4 ¢as na vyhleddvani).
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Diikaz. Tvrzeni (1) jsme dokédzali pii analyze A-sortu. Tvrzeni (2) a (3) plynou z popisu
algoritmu pro operace INSERT a DELETE. Operace Prst(x) vyzaduje o konstantu vice
casu nez operace MEMBER(z) a z toho plyne tvrzeni (4). Tvrzeni (5) plyne z véty o
poctu vyvazovacich operaci, protoze zména zpusobu vyhledavani nem& vliv ani na tvar
(a,b)-stromu ani na pocet vyvazovacich operaci. [

Dale budeme predpokladat, ze je dana posloupnost P operaci MEMBER, INSERT,
DELETE a Prst. Tuto posloupnost budeme aplikovat na hladinové propojeny (a, b)-strom
T a po jejim provedeni dostaneme strom 7”. Oznac¢me
St — pocet procedur Stépeni provedenych béhem aplikace P na T,

Sp — pocet procedur Spojeni provedenych béhem aplikace P na T,

P — pocet procedur Piesun provedenych béhem aplikace P na T,

s — pocet uspésnych operaci INSERT (tj. operaci, které pridaly prvek),

t — pocet tspésnych operaci DELETE (tj. operaci, které odstranily prvek).

Nyni zpresnime odhad po¢tu vyvazovacich operaci a za tim ucelem zjemnime dukazovou
techniku, kterou jsme pouzili k vypoctu puvodniho odhadu. Ztejmé plati P < t, protoze
podprocedura Piesun se vold jen v uspésné operaci DELETE, a to nejvyse jednou. K
odhadu St+ Sp pouzijeme amortizované pocitani vyvazovacich operaci zjemnéné o nasleduji-
ci ideu: pii uspésné operaci DELETE neodstranime list, ale pouze zménime jeho strukturu
a budeme ho nazyvat fantom. Pfi provadéni operaci redlné vrcholy fantomy nevidi. Fan-
tomy neméni svoji pozici vzhledem k ostatnim listim. Pii pfidavani vrcholu je jeho pozice
vzhledem k fantomu urcena redlnymi listy a pokud mezi nim a fantomem neni realny list,
neni jejich potradi podstatné. Pro piehlednost dalsiho postupu je vhodné (nikoliv nutné)
zachovat uspordadani reprezentovanych prvku, coz znamena, ze kdyz fantom reprezentuje
vetsi prvek nez je pridavany prvek, vlozime novy prvek pred fantom, a naopak. Vsimnéme
si, ze dany prvek muze byt reprezentovan vice listy, ale vSechny az na nejvyse jednoho jsou
fantomy.

Nyni popiSeme ohodnoceni konfigurace, abychom mohli pti poc¢itani pouzit bankovni
princip. Ohodnoceni je modifikovano oproti odhadu poctu vyvazovacich operaci v klasickych
(a,b)-stromech nasledovné: pro vrchol ¢ hladinové propojeného (a,b)-stromu S ruzny od
kotfene definujeme

—1  kdyz p(t) = a — 1 nebo p(t) = b+ 1,
b(t) =< 0 kdyz p(t) = b nebo p(t) = a,
1 kdyz a < p(t) < b.

Pro kofen r stromu S definujeme

—1  kdyz p(r) = 1 nebo p(r) =b+1,
b(r)y=<¢ 0 kdyz p(r) = b nebo p(r) = 2,
1 kdyz 2 < p(r) < b.

Podstatné je, ze p(t) je pocet synu vrcholu ¢, které nejsou fantomy. Déle si vS§imnéme,
ze plati-li |p(t) — p(v)] < 1, pak b(t) > b(v) — 1 (zde neni podstatné, zda vrcholy jsou ve
stejném stromé nebo zda jsou to stejné vrcholy, tj. ¢t = v, v ruznych stromech). Navic
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béhem aplikace posloupnosti operaci P budou nékteré vrcholy oznacovany a pro strom S s
oznacenymi vrcholy budeme definovat

= Z{b(t) | t je vnitini oznaceny vrchol S}.

Oznacovani vrcholi bude ovliviiovat pouze podproceduru Stépeni (popiseme ji za okamzik).
Jinak, stejné jako existence fantomu, nema zadny vliv na provadéni operaci. Oznacovani
vrcholu a fantomy pouzijeme pro vypocet odhadu ohodnoceni struktury a tim i odhadu
poctu vyvazovacich operaci. Dokazeme nasledujici tvrzeni.

Véta 8.2. Necht strom T' md n + s listi a z toho t listi jsou fantomy. KdyZ ocislujeme
listy od 1 do m + s v rostoucim potadi podle lexikografického usporddani listu a kdyzZ p; <
P2 < -+ < psyt Jsou Cisla vSech nove pridanych listi a vsech fantomu, pak plati

s+t
St+Sp—|—P<4s—|—5t—|—2(Uoga —1—2 log, (pi —pi—1 +1)]).

Diikaz. Dukaz provedeme v nékolika krocich. Nejprve popiSeme mechanismus oznacovani
vrcholi. Na pocatku zadny vrchol stromu T neni oznacen. P#i vlozeni nového listu nebo
zméné listu na fantoma oznacime tento list a jeho otce. Procedura Stépeni(t) rozitépi
vrchol ¢t na vrcholy t' a t/. Kazdy z nich bude oznacen pravée tehdy, kdyz néktery jeho syn
bude oznacen, a navic bude oznacen i otec vrcholu t’ a t”’. V pripadé, ze t' a t” nemohou
mit stejny pocet synu (to nastane, kdyz b je sudé), budeme pozadovat, aby ten z nich, ktery
ma vice synu nez druhy, mél oznaceného syna. To lze pii Stépeni realizovat tak, ze kdyz se
oznaceny syn u vrcholu ¢ stane synem t', pak stanovime p(t') = [2£1], jinak p(t') = 2],
Voléanim procedury Spojeni(t,y) vznikne z vrcholu t a y novy vrchol v, oznaceny budou
vrcholy v a jeho otec. Procedura Pfesun(t,y) odebere jednoho syna vrcholu y a pfipoji ho
jako syna vrcholu t. Oznacen pak bude vrchol ¢ a odstrani se oznaceni vrcholu y (pokud byl
oznac¢en). Indukei snadno nahlédneme, ze kdyz vrchol je oznacen, pak je oznacen i néktery
jeho syn, a ze v okamziku, kdy mame provadét jednu z procedur Stépeni(t), Spojeni(t, )
nebo Pfesun(t,y), je vrchol ¢ vzdy oznacen (vrchol y oznaéen byt nemus).

Nyni ohodnotime vliv kazdé provadéné akce na ocenéni stromu. VSimnéme si, Ze operace
MEMBER a Prst nemaji vliv na ohodnoceni, a tak je muzeme vynechat. Stejné tak
neuspésné operace INSERT a DELETE. Kdyz T = Ty,14,...,T, = T’ je posloupnost
vSech propojenych (a,b)-stromu, které se objevily pii realizaci posloupnosti operaci P (v
casovém pofadi), pak Tjy, vznikl z T; bud pfiddnim nebo ubrdnim listu (pfesnéji zménou
listu na fantoma), tj. provedenim operace INSERT nebo DELETE bez vyvazovacich
podprocedur, nebo provedenim jedné z podprocedur Stépeni, Spojeni nebo Piesun. To
motivuje nasledujici lemma.

Lemma 8.3. Pro stromy T;, T;11 a vysledny strom T' plati:
(1) kdyz T;y1 vznikl z T; pridanim listu, pak mb(T;+1) > mb(T;) — 1;

(2) kdyz T;y1 vznikl z T; zménou listu na fantoma, pak mb(T; 1) > mb(T;) — 1;

(3) kdyz Ty 1 vznikl z T; provedenim podprocedury Stépent, pak mb(Ti1) > mb(T;) +1;
(4) kdyz T;1q vznikl z T; provedenim podprocedury Spojeni, pak mb( Z+1) > mb(T;)+1;
(5) kdyz T;y1 vznikl z T; provedenim podprocedury Piesun, pak mb(T;+1) > mb(T;)
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Tedy mb(T") > St+ Sp — (s +t).

Dukaz. Z definice funkei mb(T) a b(t) je vidét, ze zména hodnoty mb(T;41) oproti mb(7T;)
zavisi jen na vrcholech, které se staly oznac¢enymi nebo prestaly byt oznacenymi, a dédle na
oznacCenych vrcholech, u nichz se zménil pocet synu. Proto nas budou zajimat pouze tyto
vrcholy.

Vysetifme pifpad, kdy strom Tj,; vznikl ze stromu T; bud pfiddnim listu nebo zménou
listu na fantoma. Oznac¢me t otce takového listu. Protoze jen u vrcholu ¢ se zménila hodnota
b(t) (a podle poznadmky za definici b(¢) nejvyse o 1) a také jen u tohoto vrcholu se zménilo
oznaceni (a zména oznaceni jednoho vrcholu vede ke zméné hodnoty mb néjakého stromu
také nejvyse o 1), dostdvame, ze

mb(EJrl) Z mb(Tz) — 1,

a body (1) a (2) jsou dokézany.

Piedpoklddejme, ze Ty, 1 vznikl z T; provedenim procedury Stépeni(t), kters rozstépila
vrchol ¢t na t' a t”. Oznacme v otce vrcholu ¢’ a t”. Pied operaci byl vrchol ¢ oznacen a
platilo b(t) = —1 a daéle vrchol v bud neexistoval (kdyz t byl kofen), nebo nebyl oznacen.
Podle poznamky za definici funkce b je rozdil b(v) ve stromé T;1 a b(v) ve stromé T; vétsi
nebo roven —1. Proto rozdil piispévku v k mb(T;41) oproti jeho ptispévku k mb(T;) je vétsi
nebo roven —1. Protoze b > 2a, dostdvame [2H1] > a. Protoze alespoii jeden z vrcholi
t’" a t” je oznaceny vrchol s fb*TlW syny, tak spoleény piispévek vrcholu ¢ a " k b(T;11) je
alesponi 1. Tedy rozdil piispévku vrchola v, t' a t” k mb(T;41) oproti ptispévku vrchola ¢ a
v k mb(T;) je alesponn 1 — (—1) — 1 = 1. Z toho plyne (3).

Piedpokladejme, ze T vznikl z T; procedurou Spojeni(t, y), ktera spojila vrcholy t a
y do vrcholu v, a oznatme w otce vrcholu v ve stromé T;,; (ten je zéroven ve stromé T;
otcem vrcholu t a y). Pfed procedurou platilo b(t) = —1, b(y) = 0 a vrchol ¢ byl oznacen.
Protoze a < p(v) = 2a—1 < b, tak b(v) = 1 v T;41. Podle téze poznamky dostaneme stejné
jako v predchozim piipadé, ze rozdil piispévku w k mb(7T;1) oproti jeho piispévku k mb(7T;)
je alesponn —1. Tedy rozdil ptispévku vrcholu v a w k mb(T;41) oproti piispévku vrcholu ¢,
yawkmb(T;)jel—(—1) =0+ (—1) =1 a tvrzeni (4) je dokazéno.

Predpokladejme, ze T; 41 vznikl z T; procedurou Pfesun(t,y). Opét podle poznamky za
definici funkce b je rozdil piispévku y k mb(T;+1) a k mb(T;) vétsi nebo roven —1. Pfed
procedurou bylo b(t) = —1 a t byl oznacen, po procedufte je b(t) = 0. Tedy rozdil piispévku
vrcholu ¢t a y k mb(T;1) oproti jejich prispévku k mb(7T;) je 1 —(—1) = 0 a odtud plyne (5).

Sec¢tenim odhadu v jednotlivych piipadech dostaneme posledni nerovnost. [J

Protoze oznacené listy jsou realné listy nebo fantomy, dostavame, ze kdyz m je pocet
oznacenych vrcholu ve stromé T a [ je pocet vrcholu na cestich z oznacenych listu ve
stromé T” do korene, pak

mb(T") <m <.

Proto ted odhadneme &fslo 1.

K tomu pouzijeme nésledujiciho pojmu, ktery zobeciniuje (a, b)-stromy. Strom 7' se nazyva
(a,00)-strom, kdyz kazdy vnitini vrchol rizny od kofene ma alespon a synu, kofen ma
alespon dva syny a vsechny listy jsou ve stejné hladiné (to znamend, ze vSechny cesty z
kotene do listu maji stejnou délku). Ziejmé plati, ze (a,00)-strom o vysce h ma alespon
2a"~1 listl a podstrom (a, 0o)-stromu uréeny vrcholem v, ktery neni koien a je ve vysce k,
m4 alespon a” listi. N4§ problém vyiesi nasledujici lemma.
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Lemma 8.4. Méjme (a,00)-strom S s N listy, které ocislujme éisly 1,2, ..., N v rostoucim
portadi podle lexikografického usporadani. Kdyz 1 < p; < ps < --- < pr < N jsou prirozend
¢isla a l je pocet vsech vrcholi stromu S na vsech cestach z kotene do listu ocislovanych p;
pro 1 <1i <k, pak

k

L < 3k +2(log, NJ + Y [logy(pi — pis +1)).

Dukaz. Pro kazdy vnitini vrchol v oc¢islujme jeho syny ¢isly od 0,1,..., p(v) — 1, kde p(v) je
pocet synu vrcholu v ve stromé S. Kdyz strom S ma vysku h, pak kazdy list je jednoznacné
urcen cestou z kofene do tohoto listu a kazda cesta je jednoznacné urcena slovem nad
abecedou {0, 1,...,r}, kde r = max{p(t) | ¢ je vnitini vrchol S}.

Ziejmé vyska stromu S je nejvyse 1 + [log,(5)], a proto kazdé cesta z kofene do listu
obsahuje nejvyse 2 + |log,(&)] vrcholit. Oznatme l; pocet vrcholil, které jsou na cesté z
kotene do listu s ¢islem p;, ale nepatii cesté z kotene do listu s ¢islem p; ;. Pak zfejmé plati

k
[<2+ Uoga%)J +) L

1=2

Nasim cilem bude odhadnout Z?:Q ;. Za tim tucelem oznacime jako ¢; pocet nul ve slové
uréujicim cestu z kofene do listu s ¢fslem p;. Zrejmé plati 0 < ¢; < |log, (&) pro kazdé
i=2,...,ka0<c¢ <1+ |log,(&)]. Piedpoklddejme, ze plati

(1) ¢i > ¢i—1+1; —2|log,(pi —pi—1 +1)] =3

pro kazdé i = 2,3, ..., k. Pak rekurzivnim dosazovanim dostaneme

k k
ck >+ Zli — QZUoga(pi —pi-1+1)| —=3(k—1).
=2 =2

Pouzijeme odhady ¢; > 0 a ¢; < |log,(%)] a dostaneme nerovnost

k k
N
Zli < 3k =3+ [log, ()] + 2ZUOga(pi —pi-1+1)].
i=2 2 i=2
Odtud plyne, ze
N k
< 3k =1+ 2(log,(5)] + Y log,(pi — piy + 1))
i=2

a dukaz Lemmatu tak bude hotov. Zbyva tedy dokdzat (). Vezméme i > 1 a necht v je
posledni spole¢ny vrchol na cestach z kotene do listtu s ¢isly p; a p;_1. Pak existuji k1 < ko,
nejmensi ¢ a slova «, 5 a 7y tak, ze |3| = |y| = ¢, a neobsahuje 0, slovo kja3 urcéuje cestu z
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vrcholu v do listu s éslem p;_; a slovo ky0/%ly uréuje cestu z vrcholu v do listu s éislem p;.
Ziejmé bud ( zacind 0 nebo v za¢ind pismenem ruznym od 0. Pak plati

ci=ci—1+z+ o+ X0,7) = A0,8) >cic1 —1+(li—q) —q=ci-1+1; —2qg— 1,

kde z = —1, kdyz k; = 0, jinak je z = 0, a A(d,d) je pocet vyskytu pismena d ve slové
d. Nerovnost jsme dostali pouzitim téchto zfejmych vztahu: || = 1; — ¢, 0 < A(0,7) a
A(0,5) < q. Pokud dokdzeme, ze ¢ < 1+ |log,(p; — pi—1 + 1)], pak dosazenim tohoto
odhadu ¢ do predchozi nerovnosti dostaneme (t). Kdyz slovo § zaéind 0, pak ozna¢me
w posledni vrchol na cesté z vrcholu v uréeny slovem kjal, kdyz slovo v nezacina 0, pak
oznaéme w posledni vrchol na cesté z vrcholu v uréeny slovem k20/*1+1. Vrchol w je uvnitf
mezi cestami z kofene do listu s ¢isly p;_1 a p; a jeho vyska je ¢ — 1. Proto p; —p;_1 +1 je
vetsi nez pocet listt v podstromu uréeném vrcholem w. Vime, ze podstrom urceny vrcholem
w m4 alespon a?! listt. Odtud plyne, ze ¢ — 1 < log,(p; — pi—1 + 1). Protoze ¢ — 1 je
ptirozené cislo, je lemma dokazano. [

Chceme-li odhadnout I = pocet vrcholi na cestach z oznacenych listu do kofene, pak v
Lemmatu 8.4 polozime N =n + s a k = s+t a dostaneme

s+t
I < 3<S + t) + Q(Lloga + Z loga —DPi—1 = 1”)

Kdyz to zkombinujeme s vysledkem Lemmatu 8.3, tak méame

s+t
St+Sp+P < s+2t+mb(T") < s+2t+1 < 4s+5t+2(|log, —— +Z log, (pi —pi—1+1)])

a dukaz véty 8.2 je kompletni. [J

Na zavér odvodime nékteré dusledky Veéty 8.2. Nejprve si ukazeme zobecnéni véty o
amortizovaném poc¢tu vyvazovacich operaci pro (a, b)-stromy.

Véta 8.5. Méyme cela c¢isla a a b takovd, Ze a > 2 a b > 2a a meéjme hladinové propo-
jeny (a,b)-strom T reprezentujici mnozinu S. Kdyz P je posloupnost operaci MEMBER,
INSERT, DELETE a Prst, pak jeji aplikace na strom T vyZaduje ¢as

O(log |S| + totélni ¢as P na vyhleddvani).

Pozndmka. VSimnéme si, ze je to nejlepsi mozny vysledek. Kdyz strom 7' neni pfesnéji
popsan, tak operace INSERT nebo DELETE mohou vyzadovat az log |S| vyvazovacich
operaci, i kdyz samotné vyhleddavani mohlo zabrat podstatné méné ¢asu (za¢indme od pozi-
ce Prst, nikoliv od kofene stromu). Véta vlastné tvrdi, ze v dostatecné kratké dobeé (v
O(log |S|) krocich) se dostaneme do optimélniho rezimu.

Diikaz. Pouzijeme Vétu 8.2. Kdyz p; < pa < -+ < ps4t jsou pozice vSech novych prvku
a fantomu a posloupnost P provedla s tdspésnych operaci INSERT a ¢ uspésnych operaci
DELETE, pak

s+t
St+ Sp+ P < 4s + 5t +2(|log, —— +Z log, (pi — pi—1 +1)))-
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Protoze vyhledavani v kazdé operaci vyzaduje alespon jeden krok, tak
4s + 5t = O(totélni ¢as na vyhleddvani).

Protoze log,(n + s) <log, n + s, tak i pro druhy ¢len plati

2|log, nts

| = O(logn + totélni ¢as na vyhleddvani).

Zbyvéa odhadnout tieti vyraz. Oznacme T’ vysledny propojeny strom s fantomy. Definuj-
me graf G nasledovné: jeho nosng mnozina budou vdechny listy stromu 7”7, které jsou bud
ptridané nebo jsou fantomy nebo na né v prubéhu posloupnosti P ukazoval Prst. Hrana
grafu bude dvojice {p, ¢} takova, ze v nékterém okamziku p byl prst a vyhledaval se list g.
Pro dva listy p a ¢ oznaéime [(p, q) pocet listu stromu T” mezi listy p a ¢, které nejsou ani
nové pridané vrcholy ani fantomy, zvétseny o 1 a ¢islem |log,(I(p,q))| ohodnotime hranu
{p,q}. Kdyz {p,q} je hrana grafu G, pak vyhleddvaci ¢as operace, ktera vedla ke vzniku
této hrany, majorizuje hodnotu [log,(I(p,q))|. Proto totalni ¢as na vyhleddvéni majorizuje
soucet ohodnoceni vsech hran v grafu G. Vsimnéme si, ze graf G je souvisly (kazda nové
hodnota ukazatele Prst je dosazitelnd z jeho pocateéni hodnoty). Vezméme napnutou kostru
G’ grafu G. Pak soucet ohodnoceni hran v kostie G’ je mensi nebo roven sou¢tu ohodnocent
vSech hran v grafu G. Ztejmé kostra G’ je strom na mnoziné vrcholu grafu G. Opakujme
na grafu G’, dokud je to mozné, nésledujici proces:

Piedpoklddejme, ze {p,q} je hrana G’ a Zze existuje vrchol r grafu G takovy, ze v
lexikografickém uspordddni indukovaném T” plati p < r < q. Protoze G’ je strom,
tak po odstranéni hrany {p, ¢} bude mit nové vznikly graf H pravé dvé komponenty
a vrcholy p a ¢ budou v ruznych komponentich grafu H. Kdyz r a p budou ve stejné
komponenté grafu H, pak nahradime v G’ hranu {p, ¢} hranou {r, ¢} s ohodnocenim
|log,(I(r,q))], kdyz r a g budou ve stejné komponenté grafu H, pak nahradime
hranu {p, ¢} hranou {p,r} s ohodnocenim [log,(l(p,r))]. Novy graf G’ bude opét
strom na mnoziné vrcholu grafu G a soucet ohodnoceni vSech hran v novém grafu
G’ bude majorizovén sou¢tem ohodnoceni vSech hran v puvodnim grafu G’.

Predpokladejme, ze r1,7r9,...,r jsou vSechny vrcholy v grafu G serazené podle lexiko-
grafického usporddani v T’. Po skonceni popsaného procesu je mnozina hran v grafu G’
rovna {{r;,riy1} |1 =1,2,...,k — 1} a soucet ohodnoceni hran je Z;:ll |log, (I(Ti,7i4+1))]-

To znamend, ze G’ je fetézec (tj. prvni a posledni vrchol je incidentni s pravé jednou hranou,
ostatni vrcholy jsou incidentni pravé se dvéma hranami).

Nyni budeme redukovat vrcholy z nosné mnoziny grafu G. Kdyz r je prvni vrchol v
lexikografickém usporadani, ktery neni ani pfidany list ani fantom, pak pokud r je incidentni
s jedinou hranou G’, odstranime vrchol r i hranu incidentni s 7. Nové vznikly graf G’ je opét
fetézec na redukované mnoziné a soucet ohodnoceni hran se nezvétsil. Kdyz r je incidentni
se dvéma hranami {r, p} a {r, ¢}, pak odstranime vrchol r a hrany {r, p} a {r, ¢} nahradime
hranou {p,q} s ohodnocenim [log,(l(p,q))]. Nové vznikly graf G’ je rovnéz fetézec na
redukované mnoziné a protoze log, (I(p,r)) + log,(I(r, q)) > log,(I(p, q)), soucet ohodnoceni
hran se nezvétsil. Po skonceni tohoto procesu nosnd mnozina grafu G’ je {p1,p2,...,Ps+¢},
mnozina hran grafu G’ je {{p;,pis1} | i =1,2,...,s 4+t — 1} a soucet ohodnoceni hran je
St log, (pi — pi—1 +1)]. Protoze kazdy proces zmensil soucet ohodnoceni véech hran v
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grafu a na pocatku totalni vyhledavaci cas majorizoval prvni soucet ohodnoceni vsech hran,
dostavame, ze tieti ¢len je majorizovan totalnim vyhledavacim casem. [J
)

Poznamka. Kdyz s+t > n, pak 1ze pfimo dokazat, ze 2(s+t) majorizuje tfeti clen. Problém
je, kdyz s 4+t je malé.
Ukézeme si druhy dusledek.

Véta 8.6. Predpokladejme, Ze a > 2 a b > 2a. Kdyz S1 a Sy jsou podmnoZiny univerza
reprezentované hladinové propojengmi (a,b)-stromy Ty a Ty, pak plati:
(1) operace MEMBER(z,T}), INSERT (z,T;), DELETE(x,T1) a SPLIT (z,T}) lze
realizovat v ¢ase O(log|S1|);
(2) kdyzZ maxS; < min Sy, pak operaci JOIN2(Ty,Ts) lze realizovat v ¢ase O(log |Sy U
S2|);
(3) kdyz m = min{|S1|,|S2|} a n = max{|Si|,|S2|}, pak konstrukce hladinové propo-
jengch (a, b)-stromu reprezentugicich mnoziny Sy U S, A(S1,52) = (S1\S2) U (52 \
S1), S1 NSy nebo S1\ Sy vyzZaduge ¢as O(log (”;m))

Dukaz. K dukazu (1) a (2) pouzijeme postup z klasickych (a, b)-strom.

Popiseme algoritmy konstruujici mnoziny z tvrzeni (3). Predpoklddejme, ze |S1| = n a
|S2| = m. Nastavime Prst na prvni prvek v T3 a za¢neme prochézet prvky z Sy od prvniho
prvku, ktery oznacime y. Vyhleddme y v Ty. Pii operaci Sy U S vlozime y do T1 (pokud
tam neni) a nastavime Prst na y. Pfi operaci Sp \ S2 odstranime y z T} (pokud tam je) a
Prst nastavime na jeho naslednika. Pii operaci A(S1,S2), kdyz y € S1, tak ho odstranime
a Prst nastavime na jeho néslednika, kdyz y ¢ S, tak ho vlozime a Prst nastavime na ného.
Pak pokrac¢ujeme dalsim prvkem v Sy (naslednikem y). V realizaci operace S1 NSy postupné
prohleddvame oba stromy a prvky z S; NSy vkladdme do nového stromu T'. Pfesné&ji, necht
x je prvni prvek v S1, y je prvni prvek v Sy a T reprezentuje prazdnou mnozinu. Dokud
x# NIL ay+# NIL, budeme provadét nasledujici krok:

kdyz x = y, pak vlozime x do T', x := naslednik x v S7, y := naslednik y v So;
kdyz x < y, pak provedeme Prst(y,T1), x := key(Prst) v T1 a kdyz = < y, pak
x := naslednik = v Sy;
kdyz x > y, pak provedeme Prst(x,Ts), y := key(Prst) v Ty a kdyz x > y, pak
y := naslednik y v 5.

Predpokladame, ze seznamy jsou ukon¢eny hodnotou NIL.

Z Vety 8.2 plyne, ze algoritmy vyzadujf ¢as O(m+log(m+n)+>_ 1", |log(pi—pi—1+1)]), a
podle dukazu Véty 8.5 je Y i, [log(p; —pi—1 +1) | omezeno totdlnim ¢asem pro vyhleddvani.
Totalni ¢as na vyhledavani je maximalizovan, kdyz p; — p;_1 = ”’LTm pro kazdé i, a celkovy
cas potom je

O(log(n +m) + mlog(n tm

) = Olmlog(" =) = 0fiox (" 7).

m

Jesté poznamka: kdyz |Se| < |S1|, pak pii realizaci Sy \ S; postupujeme stejné, jen v
pripadé, ze nalezneme y (z S2) ve stromé T7j, tak y odstranime ze stromu 75 (ktery bude
reprezentovat Sy \ S7). O

Tyto vysledky dokazali Huddleston a Mehlhorn v roce 1982.



