baklog -1-

Zaklady Logického Kalkulu

Na stfedni Skole jste se seznamili s kalkulovanim s Ccisly a to nejdfive
pfirozenymi, dale pak racionalnimi, realnymi a pozdéji i komplexnimi. Naucili jste se reSit
rovnice, jejich soustavy a pfevadét slovni ulohy na kalkulus rovnic. VétSina z vas se
touto problematikou zabyvala nejdfive z donuceni, protoze jste se to museli ve Skole
ucit, pozdéiji v této problematice nasla zalibeni - tedy spiSe citovy vztah (feSeni prikladu
vam napf. pfinaselo vétsi intelektualni uspokojeni nez "Sprtani" némeckych slovicek).
Malokdo se vSak asi zamyslel nad silou pouzitého formalizmu a nad tim, kolik lidského
usili je skryto v jeho "jednoduchosti" a "eleganci". Provedte si mySlenkovy experiment s
feSenim slovni ulohy bez znalosti "kalkulu" rovnic. Je docela pravdépodobné, Ze po jisté
del$i dobé zkousSeni dosazovanim riznych hodnot jako hledanych vysledku, dospéjete k
vyciténi zavislosti popsanych ulohou, které vas dovede ke spravnému feSeni. Dale je
docela pravdépodobné, Ze po vyfeSeni mnoha slovnich uloh ziskate "cit" pro vyhledani
feSeni. Jak je vSak takovyto postup intelektualné namahavy ve srovnani s vyreSenim
jednoduché rovnice, na kterou uloha vede. Navic v pfipadé nereSitelnosti slovni ulohy
budete jen téZko bez "kalkulu rovnic" vyhledavat presvédc€ivé argumenty prokazujici tuto
nefesSitelnost. Za povSimnuti stoji rovnéz skuteCnost, Zze pocetni kalkulus si vynutil
vytvoreni oboru realnych a komplexnich Cisel, ve kterych se dobfe pracuje, ale ktery
nutné obsahuje spoustu "nesmysinych" Cisel, které nikdo nikdy potfebovat nebude.

PoloZzme si nyni otazku, zda situace neni analogicka, jsou-li pfedmétem naseho
zajmu rGzna, napf. matematicka, tvrzeni, tedy zda tato tvrzeni mohou hrat roli Cisel v
dfive uvedeném odstavci. MUZeme byt napf. postaveni pred Glohu vy€lenit z databaze
soustavu vét urCenych néjakou pomérné komplikovanou podminkou a pfitom pro snazsi
vyhledani bychom uvitali vyjadfeni této podminky jako nékolik moznych pfipadd, z nichz
kazdy je sou€asnym spinénim nékolika zakladnich podminek.

Vypracovani logického kalkulu mize byt podobné uzite¢né, jako bylo vypracovani
kalkulu pro praci s Cisly. Vypracovani zakladl tohoto kalkulu bude pfedmétem naseho
zajmu.

Vyrokovy pocet.

Zactnéme nejdfive nejjednodussi oblasti, sice zkoumanim logickych spojek a
vyrok, které jsou jimi tvofeny na zakladé vyroku jednodusSich. Je to analogie rozboru
souveéti, o strukturu stavby jednotlivych vét se ve vyrokovém poctu nezajimame.
Matematickd analogie tohoto rozboru bude provedena pfi vySetfovani predikatového
poCtu. Jiz zde musime upozornit na odchylky od bézného porozuméni, které pfi
matematickém zpracovani vznikaji. Na pfiklad pfi matematizaci logické spojky implikace
(kdyz, pak) nas zajima jen pravdivostni hodnota jednotlivych slozek vyroku a zcela
odhlizime od pfi€inné souvislosti minéné v béZzném jazyce. Markantné se tento rozdil
projevi ve vyroku: "Nejela tramvaj, a proto jsem pfiSel pozdé." Pro pravdivost tohoto
vyroku nam bude pfi nasi matematizaci postatovat skuteCnost, Ze jsem pfiSel pozdé,
bez ohledu na to, zda byla, nebo nebyla porucha v hromadné doprave, zatimco v
bézném pojeti, kde je kladen dlraz na pfi¢innou souvislost, je uvedeny vyrok chapan
jako nehorazna lez v pfipadé, Ze porucha v dopravé nebyla.
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Vymezime nejdfive zakladni symboly pouzZivané v oblasti, kterou se budeme
zabyvat. (Souhrn téchto symboll se nazyva abeceda a spolu s vyélenénim specialnich
slov - tzv. formuli - ur€uje tzv. jazyk.)

1) Vyrokové proménné: P,Q,R, ... opatfené indexy. V indexaci si ponechame
libovuli, ta se muze ménit podle zkoumané situace, mizeme pouzivat ¢arky, kolecka,
hacky, ale téz pfirozena, nebo realna Cisla, pfipadné i jiné objekty, bude-li to situace
vyZadovat.

2) Vyrokove spojky: =, -, &, [0, =

3) Pomocné symboly: (,).

Uvadime zde jen zakladni bézné pouzivané logické spojky. PouZivaji se i mnohé
jiné. Ve vypocetni technice se i ve strojovych instrukcich bézné vyskytuje napf. operace
realizujici negaci ekvivalence, nebo uvedme Shefferovu spojku (disjunkce negaci), ktera
je zajimava tim, ze se z ni samotné daji definovat ostatni logické spojky. V matematice
slovem nad urc€itou abecedou obvykle rozumime libovolnou konecnou posloupnost
symboll této abecedy (pfitom zavisi na poradi) a zcela odhlizime od pozadavku
smysluplnosti kladeného v bézné feci. Slova, ktera budou pro nas smysluplna, budeme
nazyvat formule (na stfedni Skole byla nazyvana vyrokové formy). Pozdéji, pfi
vySetfovani predikatového poctu, budeme vySetfovat i dalsi smysluplna slova tzv. termy.

Definice: 1) Kazda vyrokova proménna je formule.

2) Pokud slova ¢ a y jsou formule, pak téz slova =¢, (¢ - ), (¢ & W), (¢ T),
(6 =) jsou formule.

3) Kazda formule se ziska z vyrokovych proménnych kone¢nym poctem aplikaci
pravidel uvedenych v 2).

Uvedeny zpuUsob definice se nazyva induktivni a je v matematické logice velmi
Casto pouzivan.

Ukol: (P -~ ==~ (Q'0-(R& - Q))) je formule, dokazte.

((((» neni formule, dokazte.

Uvedeny zpuUsob definice ma tu vyhodu, Ze provérfenim kone¢né mnoha pripadu
jsme schopni provérit platnost tvrzeni o potencialné nekone¢ném souboru pfislusnou
induktivni definici vymezeném. Staci totiZz provérit platnost tvrzeni pro startovaci krok
(vyrokové proménné v nasem prfipadé) a dale provérit, Zze jednotliva pravidla konstrukce
soubor v§ech slov, ktera maji tvar (formu) vymezeny pfislusnou induktivni definici.

Jako pfiklad si muUze ¢&tenar dokazat nasledujici vétu o substituci pfi tvorbé
formuli.

Véta: Necht' ¢, Y jsou formule. Jestlize nékteré vyskyty vyrokové proménné P ve
formuli ¢ nahradime formuli @, pak slovo, které ziskame, je opét formule.

Pro pohodli zapisu budeme vnéjSi zavorky u formuli vynechavat. Pozdéji budeme
rovnéz vynechavat zavorky, které neohrozi spravné chapani formule. Na pfiklad po
ddkazu asociativniho zakona budeme pouzivat ¢& P& x.

Obratme se nyni k matematizaci pravdy v nami vySetfované situaci. Vyrokové
proménné chapeme jako objekty u nichz je smysluplné se ptat, zda jsou pravdive, nebo
nepravdivé. Pfitom vS§ak nemusime jejich pravdivostni hodnotu znat, nebo muze tato
hodnota zaviset na dalSich okolnostech. Hlub$i analyzou struktury téchto objektl se v
ramci vyrokového poctu nezabyvame. Prikladem takovych objektll mize slouzit: Venku
prsi; 3+5=2; x+5>7; pro zadnou Ctvefici pfirozenych Cisel x,y,z,n, kde n>2, neplati
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x"+y"=z". Ohodnocenim vyrokovych proménnych rozumime zobrazeni, které kazdé
vyrokové promeénné prifazuje hodnotu 0 nebo 1, tyto hodnoty chapeme jako nepravda a
pravda a nazyvame je pravdivostni hodnoty. Pro stanoveni pravdivostni hodnoty
formule vyrokového poctu pfi daném ohodnoceni pouzijeme opét induktivni definice.

Definice: Hodnota formule ¢ pfi ohodnoceni e (znaCime ¢[e]).

1) Je-li ¢ vyrokova proménna P, pak ¢[e] znali hodnotu, ktera je vyrokové
proménné ohodnocenim pfifazena.

2) Hodnoty formuli =¢,¢ - @, ¢ & g, ¢ O, ¢ =P pfi ohodnoceni e ziskame na
zakladé hodnot ¢, ¢ podle nasledujicich tabulek:

¢ ~w | ¢

~ | OO0
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Negace tedy prevraci pravdivostni hodnoty; implikace je pravdiva, kdyz
predpoklad je nepravdivy a také kdyz zaveér je pravdivy; konjunkce je pravdiva, kdyz obé
jeji sloZky jsou souCasné pravdivé; disjunkce je pravdiva, kdyz alespon jedna z jejich
slozek je pravdiva a ekvivalence je pravdiva, kdyz jeji slozky nabyvaji stejné
pravdivostni hodnoty. Vzhledem k induktivnimu zplUsobu definice formule jsme jiz
schopni urcit hodnotu libovolné formule pfi daném ohodnoceni e. V konkrétnich
pfipadech se jedna o tvorbu jednoho fadku z tabulky vyrokové formy probirané na
stfedni Skole.

Definice: 1) Rekneme, Ze systém formuli A je ohodnocenim e spinén (je pravdivy
pfi ohodnoceni e) - znaCeni A[e]=1, jestlize kazda formule tohoto systému je pfi
ohodnoceni e pravdiva.

2) Rekneme, Ze systém formuli A je splnitelny, jestlize existuje ohodnoceni e
takove, Ze Ale]=1.

3) Rekneme, Ze systém formuli A je pravdivy, jestlize je splnén pfi kazdém
hodnoceni e. Tuto okolnost znacime |=A. Pro jednu formuli uzivame |=¢ (misto [={¢}).

Posledni oblasti, kterou budeme matematizovat je dedukce.

Definice: 1) Rekneme, Ze formule ¢ je (tautologicky) odvoditelna ze systému
formuli A (znaCime A|=¢), jestlize ¢ je splnéna kazdym ohodnocenim, které splfiuje
systém A.

2) Rekneme, Ze systém formuli B je (tautologicky) odvoditelny ze systému formuli
A (znaCime A |= B), jestlize kazda formule ¢ ze systému B je odvoditelna z A.

Poznamenejme, zZe systém formuli je odvoditelny z prazdného systému, pravé
kdyZ je pravdivy. Tomu odpovida i naSe znaceni.

Zakladni vlastnosti, které od odvoditelnosti oéekavame jsou:

1) AOB, pak B|= A.

2) A|=B a B|=C, pak A|=C.

3) A|=B a A|=C, pak A |=B OC.
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Z nich Ize odvodit A |=0; A|= A; kdyz A|=CaB O A, pak B|=C; BOCa A|=C,
pak A|=B.

Ukol: Dokazte zakladni vlastnosti a na jejich zakladé provéfte odvozené.

Zde opét upozoriiuji na situaci, kdy matematizace muze zkreslit skute¢nost.
Zavaleni mnoha zbyte¢nymi fakty mize nékdy ztizit dikaz. Tato narazka vSak nechce
odradit ¢étenafe od studia, nebot nejhezéi obvykle byvaji dikazy pouzivajici faktl ze
zcela necCekanych oblasti.

UziteCnym pozorovanim je, ze dvé formule ¢, Y jsou ekviodvoditelné (¢|=0 a
W|=0¢), pravé kdyz maiji stejnou tabulku.

Dalsi vlastnosti |= se jiz vazi k logickym spojkam.

Pravidlo odlou¢eni (Modus ponens): ¢, ¢ — Q|=y

Véta o dedukci: Al= ¢ - pravé kdyz A, ¢|=.

Ukol: Provéite platnost pravidla odlouceni a véty o dedukci.

Uvédomte si, Ze se jedna o zcela bézny zpuUsob, jak se v matematice dokazuje
tvrzeni tvaru implikace. Predpoklad z implikace pfidame k ostatnim predbéznym
pfedpokladim a snazime se dokazat zavér.

Ve vyrokovém poctu jsou pro nas zvlasté zajimavé ty formule, které bez ohledu
na ohodnoceni nabyvaji hodnoty pravda, tedy ty formule, které jsou odvoditelné z
prazdného systému formuli. Tyto formule nazyvame tautologie. Pro zjiStovani, zda je
formule tautologii jste na stfedni Skole pouzivaly metodu tabulek. Nasledujici pfiklad
chce ukazat, Ze uvedené jednoduché véty mohou znaéné usnadnit ukol provéfit, ze
néktera formule je tautologii.

Provéfime |= (P—>(Q—>(R—>S))) —>(R—>(Q—>(P—>S)))

Na zakladé nékolikanasobného uziti véty o dedukci zjistime, Ze mame proverit
P-(Q-(R-39)),R,Q,P|=S. Pouzijeme-li nékolikanasobné pravidlo odlouceni, ziskame
postupné P-(Q-(R-S)),R,Q,P|= Q-(R-S),R-S,S. Srovname-li nami pfedvedeny
ddkaz s tabulkovou metodou, zjistime, Ze je nejen mnohem elegantné;j$i a kratsi, ale téz
mnohem prukaznéjsi. V komplikované tabulce o 16ti Fadcich je totiz znaéné nebezpedi
vyskytu chyby. Vyhodou tabulkové metody je vSak to, Ze pro maly poc€et vyrokovych
proménnych vzdy pfinasi rozhodnuti. (Najde ohodnoceni, pfi kterém formule neplati,
pokud takové existuje).

Vétu o dedukci pozdéji reformulujeme pro predikatovy pocCet. Nyni pouze
zdUraznéme fakt, Ze pfi jejim bézném pouziti v matematice musime zarugit, ze formule,
které vstupuji do hry "se chovaji jako vyroky", tedy, ze jejich pravdivostni hodnota (o
které nemusime védét, zda je pravda nebo nepravda) se bé&éhem uvahy nezméni.
Nasleduijici priklad je varovanim.

Jestlize napiSeme rovnost x=2 jako uvodni pfedpoklad, rozumime tim v bézné
matematice, Ze za proménnou x muzeme dosadit jakykoliv vyraz a ucinime tim
spravnou dedukci. Nespravné pouziti véty o dedukci je pak vyjadfeno nasledujici
uvahou: x=2|= y+1=2|= x+1=2, tedy x=2-x+1=2. (Zde jsme pouzili konvence
zfetézeného psani formuli oddélenych |= misto spravnéjSiho zapisu, ve kterém by byly
formule mezi |= zopakovany a jednotlivé celky obsahujici symbol |= oddéleny a to
nejlépe textem. Takové konvence pouzivame v textu i dale. Pfi tom spoléhame na to, Ze
pfesny vyznam bude patrny ze souvislosti.) Nespravnost uvahy byla v tom, Ze jsme x=2
povazovali za vyrok, prestoZe pravdivostni hodnota x=2 je ovlivnéna volbou x. Pfi
béznych matematickych dvahach celime uvedenému nebezpeCi napf. tak, ze
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prohlasime "necht x je pevné, ale libovolné", pak za pevné x nemizZeme nic dosadit a
nespravnou Uvahu jiz neprovedeme. Jiny opravnény zplUsob je, Ze vyjdeme od
vyroku:"pro kazdé x, x=2" a dospéjeme k vyroku "pro kazdé x, x+1=2", pak jiz spravné
pouziti véty o dedukci dava vyrok "kdyz pro kazdé x plati x=2, pak pro kazdé x plati
x+1=2" a toto tvrzeni (tfebaze je jeho obsah podivny), Ize jiZ jisté pfijmout jako pravdivé.
Uvedeny druh matematickych dikazovych uvah je mimo jiné zkouman v predikatovém
poctu.

DalSi pravidlo, které je okamzité zifejmé z definice |= a umozfiuje nam umocnit
silu kazdé odvozené dedukce na potencialné nekonecny systém dedukci (kazdou
jednotlivou dedukci mizeme chapat jako celé schéma dedukci) je nasledovné. Pokud
A|=B a A4, By vznikne z A, B tak, ze v kazdé formuli z A i z B nahradime vSechny
vyskyty vyrokové proménné P formuli ¢, pak opét A¢|= B4. Specialné je vhodné si toto
pravidlo uvédomit pro pfipad |=|.

Dale se zaméfime na vyhledavani matematickych vét o vyrocich, které vytvori
kalkulus manipulovani s vyroky a symbolem |=. Uzite€nost tohoto kalkulu snad jiz byla
prokazana prvnim pfikladem.

Pfi odvozovani se vétSinou stavime do pozice, Ze véfime v pravdivost
predbéznych predpokladd a z nich se snazime odvodit uzite¢ny zavér. Jiny pfistup
mame pfi dikazu sporem. Formu dukazu sporem vystihneme ve vyrokovém poctu
nasledujici vétou.

Véta o dukazu sporem: A|=¢ pravé kdyz A, -¢|= spor. (Pfi tom nam za spor
muZze poslouzit napf. = (P - P), nebo kterakoliv jina formule nabyvajici hodnotu nepravda
nezavisle na ohodnoceni.)

Ukol: Provéfte spravnost uvedené véty.

UzZiteCnym pozorovanim je, ze spor ziskame napf. tehdy, kdyz se nam podafri
odvodit soucasné ¢ i ~¢.

Pouziti véty o dikazu sporem demonstrujeme na provéreni faktu, ze formule
d-yP a-yP--¢ jsou ekviodvoditelné (¢ - Y|l==P--|= ¢ - ).

Pro provéreni - --¢|= ¢ - staci za pouziti véty o dedukci a véty o dukazu
sporem provéfit =y -4, ¢, =Y|= spor. Z uvedenych predpokladll ziskame na zakladé
pravidla odlouceni ¢ i =¢, coz nam dava spor. Podobné k provéfeni druhé vlastnosti
staci ¢ - Y, =), = ¢|= spor. Protoze ¢ a --¢$ maji stejnou tabulku, jsou ekviodvoditelné
a pak jiz snadno odvodime ) a soucasné = .

DalSim uziteénym pozorovanim je ¢&U|= ¢, Y|= ¢& Y. To nam umozni dokazat
asociativni a komutativni zakon pro spojku & ve tvaru ¢& (Y& X)|=(¢&P)&X |= & (W&X) a
P& Y= P& o[= & .

Posledni zakladni technickou vétou je véta o ddkazu rozborem pfipadd.
Abychom tuto vétu pfiblizili, pfipomernme, jak dokazeme, Ze soulin dvou po sobé
nasledujicich pfirozenych Cisel je Cislo sudé. Kdyz n je Cislo sudé, pak i ne(n+1) je Cislo
sudé, kdyz n je Cislo liché, pak n+1 je Cislo sudé, a tedy i ne(n+1) je Cislo sudé. Odtud
usuzujeme, ze je-li n Cislo sudé nebo Cislo liché - tedy Cislo libovolné, plati ne(n+1) je
sudé.

Véta o dukazu rozborem pfipadu: A, éLWp|=x, pravé kdyz A, ¢|=x a souCasné A,

W=x.

Ukol: Provéfte pravdivost uvedené véty.
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Specialné s ¢[|= ¢ ziskame ¢|= ¢ a Y|= ¢OY.

Na zakladé této véty mizeme odvodit komutativni a asociativni zakon pro [,
Muzeme vSak odvodit i distributivni zakony ¢&(WX)|[=(d&W)Hd&X)|=0&(WX) a
OL(W&X)I= (LX) & (LX) = dLAWEX).

Provéfime  prvni z  nich. Na jednu  stranu mame  proverit
¢, Yx|= (¢&Y) O(p&Y), coz podle véty o rozboru pfipadl znamena proveérit
o, Y= (d&Y) O(Pp&X) a ¢, x|= ¢&Y) O(d&x) . Prvni dedukci ziskame nasledovné
¢, Y|=0&Y|= (¢& W) O(d&YX) a druhou analogicky. Z druhé strany pouzijeme opét véty
o rozboru pfipadu a odvodime ¢&Y|=¢, Y|=¢, YIX|=0& (YIX); s ¢&X postupujeme
analogicky.

Domnivam se, Ze na zakladé uvedenych vét a prikladl jiz ziskal ¢étenar
dostate€né zazemi pro to, aby se radsi pokouSel ovéfit pravdivost formule vyrokového
poCtu jejim "odvozenim" (prokazanim pravdivosti na zakladé uvedenych vét) nez
tabulkou.

Posledni bézné uZivanou logickou spojkou, kterou jsme dosud nevySetfovali je
=. Zde je vhodné si uvédomit nasledujici charakterizaci.

Véta: Al=¢=y pravé tehdy, kdyz A, d|=¢ a A, Y|=¢.

Napf. prvni distributivni zakon pak mizeme prepsat do tvaru

|=9& (YOX) = (& W) U($p&X) -

Zkoumejme nyni, co se stane, kdyz v tabulkach formuli vyrokového poctu
zameénime vSude pravdivostni hodnoty 0 na 1 a 1 na 0. Tabulka negace, ktera jen
zaménuje pravdivostni hodnoty za opacné zlstane zachovana, tabulka konjunkce
pfejde na tabulku disjunkce a obracené, tabulka implikace prejde na tabulku negace
obracené implikace a obracené, tabulka ekvivalence pFejde na tabulku negace
ekvivalence a obracené. To nas vede k pojmu duality a jeho vyuziti.

Definice: Navzajem dualnimi symboly jsou vyrokové proménné a jejich negace,
negace je samodualni, konjunkce a disjunkce jsou dualni, implikace a negace obracené
implikace jsou dualni, ekvivalence a jeji negace jsou dualni.

K formuli ¢ ziskame dualni formuli ¢d tak, ze ve slové ¢ nahradime vyrokové
proménné jejich negacemi a logické spojky spojkami dualnimi. Podle toho, co jsme
uvedli o tabulkach duélnich spojek zjistime, Ze d)d ma stejnou tabulku jako -¢ a
ziskame tak nasledujici vétu o dualité.

Véta: |=-¢ = ¢°.

Specialné dostavame De Morganova pravidla - (¢0W) ==¢&-P a - (¢&Y) =
- ¢[~Y. Uvedena véta nam dava moznost netrivialni formy negovani pfi pouziti véty o
dikazu sporem.

Podle nami provedeného triku se vzdjemnou zaménou pravdy a IZi se zda, Ze
tyto dvé pravdivostni hodnoty jsou zcela rovnocenné. To je pravda jen ¢astecné - pouze
v nami zavedeném kalkulu. Jakmile vyroky v sobé& zahrnuji néjakou formu vypovédi o
sobé, pak se toto rovnocenné postaveni ztraci. Hezkym prikladem toho je tvrzeni §13
Bolzanovych Paradox( nekonec¢na, kde autor tvrdi, Ze existuje véta pravdiva o sobé.
Tim rozumi vétu, jejiz pravdivost nezavisi na néjakych dalSich okolnostech, které bud' jiz
nastaly, nebo teprve nastanou. Pfikladem takové véty je "Existuje véta pravdiva o
sobé." Kdyby totiz tato véta nebyla pravdiva, byla by pravdiva o sobé jeji negace, coz by
ovS§em znacilo splnéni pozZadavku kladeného v puvodni vété, tedy jeji pravdivost. Tato
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idea tvrzeni, jez vypovidaji o sobé&, nebo relaci, které se k sobé vztahuji, se ukazala
velice plodnou pro feSeni mnoha matematickych problémd.

Vratme se vSak zpét k prfedmétu nasSeho zkoumani, vyrokovému poctu.
Uvédomime-li si, ze dvé formule jsou ekvivalentni, pravé kdyz maji stejnou tabulku a
dale si pfipomeneme vlastnosti tabulek & a [0, dokadzeme snadno, ze ke kazdé formuli
najdeme ekvivalent (t.j. ekvivalentni formuli) specialniho tvaru. Rekneme Ze formule je
konjunktivni, jestliZze je konjunkci vyrokovych promé&nnych nebo jejich negaci. Rekneme,
ze formule je disjunktivné konjunktivni, jestlize je disjunkci konjunktivnich formuli.
Analogicky definujeme disjunktivni a konjunktivné disjunktivni formule.

Priklady: 1) formule P a =P jsou konjunktivni, disjunktivni, disjunktivné
konjunktivni i konjunktivné disjunktivni.

2) formule P&-P (PO-P) je konjunktivni (disjunktivni). Obé& formule jsou
soucasné disjunktivné konjunktivni i konjunktivné disjunktivni.

3) formule (=P{=P.0Q)& (-QOP1) & (-QOP2) (vyjadiujici  (P1&P2)=Q) je
konjunktivné disjunktivni formule a formule (P1&P2&Q)0(=Q&-P1)d(-Q&-P>)
(vyjadfujici opét (P1&P2) =Q) je disjunktivné konjunktivni formule.

Véta o normalni formé: Ke kazdé formuli najdeme disjunktivné konjunktivni
formuli, ktera je s ni ekvivalentni a rovnéz k ni najdeme ekvivalentni konjunktivné
disjunktivni formuli.

Dukaz: Prohlédneme si tabulku formule. Pokud ve v§ech Fadcich nabyva hodnotu
nepravda, je hledanou formuli formule P&-P. K rfadkim, ve kterych formule nabyva
hodnotu pravda, pfifadime konjunktivni formule tak, Ze je-li vyrokova proménna
hodnocena jako pravda, postavime ji do konjunkce, je-li hodnocena jako nepravda,
postavime do konjunkce jeji negaci. VSechny takto ziskané konjunktivni formule dame
do disjunkce a tim ziskame hledanou disjunktivné konjunktivni formuli. PFi hledani
konjunktivné disjunktivniho ekvivalentu vychazime od tabulky negace vychozi formule a
podle véty o dualité zjistime, Ze dualni formule k nalezenému disjunktivné
konjunktivnimu ekvivalentu negace je hledany konjunktivné disjunktivni ekvivalent.

Pravé uvedena véta poskytuje navod na feSeni "databazového problému"
zminéného v uvodu. Mnohdy vSak postup vyhledani disjunktivné konjunktivniho
ekvivalentu pomoci tabulky je neohrabany a efektivnéjSi je pouZiti algebraickych
vlastnosti logickych spojek (asociativniho, komutativniho a distributivniho zakona a de
Morganovych pravidel). Je to zvlasté v pfipadé, Zze vychozi formule ma jednoduchou
strukturu a pfi tom obsahuje hodné vyrokovych proménnych.

Pfipomeneme-li vySe uvedeny tfeti pfiklad, pak pfi vyhledani disjunktivné
konjunktivniho ekvivalentu formule (P1&P2)=Q) povazujeme postupnou tvorbu
ekvivalentu ((P1&P2) - Q) & (Q - (P1&P2)), (=P4[=P200Q) & (-QOP1&P>)),
(P1&P2& Q)0 (= Q&-P¢) O(-Q&-P2) za pfijemnéjsi, nez vycCislovani tabulky.

V dikazu prede$lé véty jsme nijak nevyuZili fakt, Ze tabulka pravdivostnich
hodnot byla ziskana jako tabulka nékteré formule a ziskame tak dikaz nasledujici véty.

Véta: Ke kazdé pravdivostni funkci f (zobrazeni z {0,1}" do {0,1}) Ize nalézt
formuli vyrokového poctu ¢ (dokonce specialniho tvaru), ktera ma za tabulku uvedenou
pravdivostni funkci.

Nasledujici vy€et formuli povazujeme za velmi uzite€ny a doporu€ujeme Ctenafi,
aby si jeho obsah dobfe uvédomil.

Vlastnosti typu usporadani:
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(0-) & (Y-X))- (¢~X) transitivita spolu s ¢-¢ a s (P-Y)& (W-0¢)) - ¢=Y)
nam popisuje, Zze - ma vlastnosti usporadani pfi = chapané jako rovnost. Jestlize
pouzijeme F jako zkratku za nepravdivou formuli (napf. = (P-P)) a V jako zkratku za
pravdivou formuli (napf. P-P), pak F - ¢ a ¢ -~ V, tedy F je nejvétsi a V nejmensi prvek
zminéného usporadani. V tomto pohledu mizeme jit dale a ukazat, ze &P a ¢ hraji
ulohu supréma a infima v naznaeném usporadani.

Algebraické vlastnosti

(0&9) =0 (¢0h) =¢ idempotence
(P& W) = (P& o) (60) = (o) komutativita
(D&W) &X) = (& (P&X)) (60 D) = (¢T(YIX)) asociativita
(OU(W&X))=((¢0) & ($LK)) (& (WOX))=((9& ) O(p&x))  distr.zak.
- (O&Y) = (- phY) - (¢OP) = (- p&-Y) de Morgan

Za dalSi uZite€né vlastnosti povazujeme (¢-P)=(-P-=0¢), (d-P)=(-o0Y)

atedy - (¢ - ) = (¢&-) . Dale pak (¢p1- (¢p2-... (dn-Y)..))=((01&2...&Pn) - Y) .
Pro informaci uvedme, Ze vyrokovy pocet Ize postavit na zcela deduktivnim
zakladé, sice tak, Zze nékteré formule povazujeme za axiomy a jiné z nich odvozujeme
na zakladé odvozovacich pravidel.
Nakonec jeSté uvedme tfi formule, na kterych si ¢&tenaf muze procvicit
provérovani pravdivosti formuli vyrokového poctu.

(¢ --X) - (((d& W) [=X) - (X~¢€))
(P0W) &X) - (= (=d>X) »&)
P& (WU -X)) - (W&=X) - &)

Predikatovy pocet.

V dalSim nasem vySetfovani pujdeme hloubégji do struktury matematickych
vyrokl. Napf. vyrok x+5<7 uZz pro nas nebude zakladni nedélitelnou jednotkou
(vyrokovou proménnou) jejiz pravdivostni hodnota zavisi na okolnostech, ale jeho
strukturu budeme dale zkoumat. Pfitom budeme hloubéji vySetfovat vyznam réeni pro
kazdé x (znaCime (Ox) ) a existuje x (zna¢ime ([x) ) a nau¢ime se formalnimu zpusobu
prace s formulemi, které tyto symboly (zvané kvantifikatory) obsahuji. Budeme se pfitom
drzet postupu prace pouZzitého pfi rozvijeni vyrokového poctu a rozSifovat ho.

Zacéneme nejdfive abecedou, tedy vyétem pouzivanych symbold.

1) Individualni proménné: x,y,z,... pfipadné opatiené indexy. Tyto proménné
budou mit za obor proménnosti individua z konkrétni situace, kterou budeme zkoumat.
Mohou to byt pfirozena Cisla, komplexni Cisla, matice, mnoziny, pfimky, body, roviny
atd.

2) Relaéni symboly: P;, R;, ... . Tyto symboly budeme pouzivat pro oznacovani
vztah(, které mohou mezi individui nastat. Pfikladem mize byt nerovnost, "byt vétsi
nez", ale téz "byt kladny", nebo "leZzet mezi dvéma body na pfimce". Prvni dva vztahy se
tykaly dvojic individui, tfeti pouze jednotlivych individui a ¢tvrty trojic. To "kolikatic"
individui se relacni symbol tyka nazyvame jeho Cetnosti. Pfitom se nevyhybame ani
Cetnosti 0, jejiz pomoci zahrneme nam jiz znamé vyrokové proménné do predikatového
poctu.
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3) Funkéni symboly: F;,G;, ... . Tyto symboly budeme pouzivat pro oznaovani
funkénich zavislosti, kdy j-ticim individui odpovidaji individua, i opét oznacuje index.
Priklady mohou byt x+y, xey. Uvedené pfiklady jsou binarni funkce. PFi tom se
nevyhybame ani cetnosti 0, coZ jsou konstanty, oznacujici vétSinou individua
specialniho postaveni, napf. 0, 1, 1.

4) Logické spojky.

5) Kvantifikatory (Ox), (Cx) maijici vyznam pro kazdé x, respektive existuje x.

6) Pomocné symboly: (,).

Jazyk pouzity pro tu kterou oblast matematického zkoumani specifikuji pouzité
funkéni a relacni symboly. Proto se téz tyto symboly nazyvaji vlastni symboly jazyka.
Ostatni symboly jsou spole¢né pro vSechny oblasti a nazyvaji se (kromé pomocnych)
logické symboly.

Priklady konkrétnich abeced jsou: Pro teorii grup e 1,= (Binarni  funkéni
symbol, unarni, 0-arni funkéni symbol, binarni relacni symbol.) Pro teorii usporadani <
,=. Pro teorii mnozin 00 ,=. Pro pfirozena Cisla 0, S, +,« , =, <.

Kromé formuli je jesté dalSi druh smysluplnych slov, které nazyvame termy. Jsou
to "terminy", kterymi se na individua zkoumané situace obracime. Term odpovida napf.
aritmetickym vyrazam, které se pouzivaji v programovacich jazycich. Je to vlastné popis
operaci, kterymi bychom ziskali hodnotu termu, tedy individuum (€islo, matici atd.), jsou-
li dany hodnoty vSech proménnych, které se vtermu vyskytuji. Priklady term( jsou
(2+3)e5, xoZ ",

Podame nyni induktivni definici termu.

Definice: 1) Individualni proménné jsou termy.

2) Kdyz F; je funk&ni symbol €etnosti j a 14, ... ,Tj jsou termy, pak slovo Fi(ty, ...
1)) je term.

3) Kazdy term vznikne z individualnich proménnych kone¢nym poc¢tem aplikaci
pravidla 2).

Ukol: Ukazte, ze (0+1)+(1+1) je term. Pfitom pouzivame bé&zného znadeni x+y
misto +(x,y) uvadéného v definici. Ukazte, ze 1)1 neni term.

Ctenafi nebude &init potize dokazat vétu: Jestlize t(xy, ... ,xn) je term, ve kterém
se vyskytuji individualni proménné xy, ... ,Xp a T4, ... ,T, jSou termy, pak slovo, ve kterém
jsou nékteré vyskyty x;i nahrazeny slovem 1 ; je opét term.

Nyni muzeme pfistoupit k definici formule. Pfitom postupujeme opét induktivné.

Definice: 1) Je-li R; j-€etny relacni symbol a 14, ... ,Tj jsou termy, pak Ri(ty, ... ,T)
je formule (kterou nazyvame atomarni).

2) Jsou-li ¢, formule, pak =¢, (d-w), (L), (¢ &), (=) jsou formule.

3) Je-li ¢ formule, pak (Ox)¢, ([x)d jsou formule. ¢ se nazyva rozsah
prislusného kvantifikatoru.

4) VSechny formule vzniknou z atomarnich kone¢nou aplikaci pravidel 2), 3).

Nyni se opét vratime k matematizaci pravdy, jiz v ponékud komplikovanéjsi
situaci. Nejdfive v8ak musime zavést pojem matematické struktury (prvniho fadu) v
jejimz ramci budeme pravdivost formuli zavadét. (Jiné formule jsou pravdivé v ramci
Cisel pfirozenych, jiné v ramci Cisel komplexnich.)



baklog -10 -

Definice: Matematickou strukturou (prvniho fadu) 7/ rozumime neprazdnou
mnozinu M (mnozinu individui) a mnozinu funkci definovanych na M a relaci na této
mnoziné individui.

Priklady struktur jsou pfirozena dCisla s funkcemi +,¢,0,1 a relaci =, libovolna
konkrétni grupa, pfirozena Cisla s relacemi <, =.

V definici struktury jsme jiz umysiné Pouzili slova mnozina, ¢imz chceme
upozornit na to, Zze se nam bude pfevazné jednat o struktury, které maji nekone¢né
mnoho individui a pro manipulaci s nimi jiz potfebujeme néjakou formu teorie mnozin
(tFeba intuitivni).

Pravdivost formuli muze nyni zaviset jak na tom, v jaké struktufe ji chapeme, tak
na tom, jaka konkrétni individua za individualni proménné dosadime.

Realizaci jazyka ve struktufe rozumime pfifazeni, které jednotlivym funk&nim
symbolim a relaénim symbollim jazyka pfifazuje funkce a relace na strukture tak, ze
Cetnosti souhlasi. (Realizace pfifazuje 0-Cetnym relacim hodnotu pravda, nebo
nepravda a takto je zde zahrnuto ohodnoceni vyrokovych proménnych zkoumané ve
vyrokovém poctu.) Instruktivni maze byt realizace grupového ¢ jako + v celych Eislech.

Ohodnocenim individualnich proménnych e v struktufe 7/ rozumime zobrazeni,
které individualnim proménnym pfifazuje individua struktury 7

Induktivnim zpusobem budeme nyni definovat hodnoty termG a formuli pfi
ohodnoceni v dané struktufe (realizace funkénich a relaénich symboll se pfitom
povazuje za pevnou, pfedem uréenou).

Definice: Hodnota termu 1 pfi ohodnoceni e (znaCime Tt[e]) je definovana
nasledujicim induktivnim zptusobem.

1) Je-li Tindividualni proménna x, pak 1[e]=e(x).

2) Fi(ty, ... ,T)le]=fi(t1[e], ... ,tj[e]), kde f; je realizace F; ve struktufe a j je pfislusna
Cetnost.

Pro oznaceni slova, které vznikne ze slova ¢ nahrazenim vSech podslov ¢1, ...,
slovy s, ... ,lx, budeme pouzivat znaceni ¢ (¢p/@, ... ,P/Yk). Pfevazné budeme
substituci pouzivat v pfipadé, ze slova ¢4, ... ,¢k jsou individualni proménné. Bude-li z
kontextu jasné, jak substituce probiha, pouzijeme bézného matematického znaceni
(napf. Fi(Cq, ... ,Cx) misto Fi(x4/C4, ... ,x/Ck)). Bude-li jasné, o které proménné se pfi
substituci jedna, pouZijeme téz znaceni t(xi/t;), coz bude znacit, Ze vSechny proménné
X1, ... Xk hahradime 14, ... ,7x a nikoliv Ze jedinou proménnou x; nahradime t;. Uvedeny
zpusob znaceni budeme pouzivat i pozdéji, kdy v pfipadé formuli nékteré substituce
zakazeme (v pfipadé substituce 5 za x ve formuli x=50[k)(x<7) ziskané slovo 5=5[
(CB)(5<7) asi nevystihuje to, co jsme méli substituci na mysli). Jinym pfikladem
nabadajicim k opatrnosti je (Cy)(x=y)(x/y+1).

V souladu se zavedenym znafenim pouzijeme téZ e(x/m;) pro oznaceni

ohodnoceni, které vznikne z ohodnoceni e tak, ze proménné xi, ... ,X; hodnotime
individui m4, ... ,m;. Indukci podle sloZitosti mizZzeme dokazat nasledujici vétu o
substituci.

Véta: Necht ty, ... ,tj jsou termy, necht m; = tj[e]. Necht T je term, pak t(xi/t)[e] =
T[e(xi/m;)]. PFfitom 1(x/t;) je term, ktery vznikne z T substituci termd t; za proménné x; a
e(xi'm;) oznaCuje ohodnoceni, které vznikne z e tak, Ze proménnym x; pfifazuje individua
m;.
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Podejme dale definici pravdivostni hodnoty formule pfi ohodnoceni. Pfitom 0O
pouzivame pro hodnotu nepravda a 1 pro hodnotu pravda.

Definice: 1) Je-li ¢ atomarni formule, tedy ¢ je Ri(ty, ... ,Tj), kde j je Cetnost R;, pak
dle]=1 jestlize [4[e], ... ,y;[e]d0r;, tedy, kdyz individua pfifazena termdm t; splfiuji relaci r;
realizujici relacni symbol R;.

2) Pfi indukénim kroku pro logické spojky se fidime tabulkami logickych spojek.
Napf. (¢L)[e]=1, jestlize ¢[e]=1, nebo Y[e]=1.

3) Je-li ¢ formule tvaru (X)), pak (IX)Y[e]=1 pravé tehdy, kdyz existuje
individuum m takové, Ze Yle(x/m)]=1. Je-li ¢ formule tvaru (Ox)y, pak (Ox)p[e]=1 pravé
tehdy, kdyZz pro kazdé individuum m pfislusné struktury plati Q[e(x/m)]=1. V obou
pfipadech nezavisi hodnota formule na tom, jak je hodnocena proménna x.

Nyni musime upozornit na nebezpecli vznikajici z pouzitého formalizmu pfi
substituci do formuli, které obvykle &tenafi nehrozi pfi intuitivni praci s konkrétnimi
matematickymi formulemi. Kromé dfive uvedeného pfikladu mozZnosti vzniku
nesmysiného slova, mlze byt pfi neopatrném postupu pozménén smysl, ktery substituci
obvykle minime. Nasleduijici pfiklad je varovanim.

Povazujeme-li formuli (Cx)¢ za pravdivou, pak povazujeme za pravdivou téz
formuli takovou, Zze v ¢ misto x substituujeme libovolny term. Formuli (Ox)(Cy)(x=y)
obvykle povaZujeme za pravdivou, coz se jiz neda fici o formuli (Cy)(y+1=y), ktera
vznikla z formule (Cy)(x=y) nahrazenim pismene x termem y+1. Podstata je v tom, Ze
proménna y vyskytujici se v termu y+1 je vazana kvantifikatorem (Cy) ve formuli, kam
dosazujeme.

Definujme nyni, co jsou volné a vazané vyskyty proménnych ve formuli.

Definice: 1) VSechny vyskyty individualnich promé&nnych v atomarnich formulich
jsou volné.

2) VSechny vyskyty ve formuli vzniklé spojenim logickou spojkou jsou volné (resp.
vazané), pokud byly volné (resp. vazané) v pavodnich formulich.

3) Ve formuli (Ox)¢ (resp. ([X)p) se vSechny vyskyty x, které byly v ¢ volné,
stavaji vazanymi, stejné tak povaZzujeme za vazany vyskyt proménné x bezprostfedné
za znakem kvantifikace. Ostatni vyskyty proménnych jsou volné (resp. vazané) pokud
byly volné (resp. vazané) ve formuli ¢.

Nyni mGzZzeme indukci podle sloZitosti proveéfit nasledujici vétu.

Véta: Necht ¢ je formule, nahradime-li nékteré volné vyskyty proménné x ve
slové ¢ termem T, pak vzniklé slovo je opét formule.

Ukol: Provéfte uvedenou vétu.

Nadale pfi substituci termu ve formuli ¢ za proménnou x vzdy substituujeme za
vSechny volné vyskyty této proménné. Tomu se podfizuje i pfijaté znaceni. Tedy napf.
¢(x/t) neoznacuje slovo, ve kterém jsme za vS8echny vyskyty x substituovali 1, ale
formuli, ktera vznikla tak, Ze jsme ve slové ¢ substituovali T za vSechny volné vyskyty x a
vazané vyskyty jsme nezménili.

Definice: Formule se nazyva oteviend, jestlize Zadna proménna v ni nema
vazany vyskyt. (Nevyskytuje se v ni tedy znak kvantifikace.) Formule se nazyva
uzaviena, jestlize nema zZadny volny vyskyt néjaké své proménné. Formule se nazyva
obojetna, je-li jak uzaviena, tak i oteviena.

Ukol: Uvedte Priklad obojetné formule (ktera neni Prazdnym slovem).
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Poznamenejme, Ze pravdivost uzavienych formuli ve strukture nezavisi na
ohodnoceni.

Zavedena substituce termu do formule zabranuje vzniku nesmysinych slov,
nezabraruje vSak "Pozménéni smyslu" formule. To nas vede k dalsi definici.

Definice: Rekneme, Ze term T je substituovatelny za promé&nnou x ve formuli ¢,
jestlize se zadny volny vyskyt x v ¢ nevyskytuje v rozsahu Zadného kvantifikatoru
vaziciho proménnou z termu T.

Specialné, pokud T je konstantni term (neobsahujici zadné proménné), je jisté
substituovatelny. Proménna sama je jakozto term rovnéz substituovatelna za sebe.
Kdyz formule neobsahuje Zadny kvantifikator (je to oteviena formule), pak kazdy term je
substituovatelny za kazdou proménnou. Substituujeme-li term za proménnou,
provadime to jen za volné vyskyty a je-li term substituovatelny. Potfebujeme-li
substituovat term a brani nam podminka substituovatelnosti, pomuzeme si
pfejmenovanim vazanych proménnych.

Nasledujici véta neni pro porozumeéni dalSimu textu podstatna, ale jeji dikaz
¢tenafi podminku substituovatelnosti termu dale osvétli.

Veta: Necht ti, ... ,tj jsou termy. OznaCme m=ti[e]. Pak ¢(xi/t)[e]=d[e(xi/m:;)].
Pfitom pochopitelné pfedpokladame, Ze t; jsou substituovatelné za x;.

Dukaz: Dlkaz se provadi indukci podle slozZitosti formule a my zde provedeme
pouze podstatny indukéni krok pro (CX)y, kde x neni v seznamu Xx;. Indukéni krok pro
(Ox) je analogicky a pokud x je nékterou x;, pak ve formuli (Cx){ Zadnou substituci za x;
neprovadime, nebot substituujeme pouze za volné vyskyty. Podle definice
(X)P(xi/ti)[e]=1, pravé kdyz existuje m tak, ze Y(xi/t)[e(x'm)]=1. To je podle indukéniho
pfedpokladu pravé tehdy, kdyz y[e(x/'m,x/m;)]=1, kde mi=t{e(x/m)]. Z podminky
substituovatelnosti termu vSak dostavame mi=m;, nebot v t se nesmi x vyskytovat.
Podle definice splfiovani je to prave tehdy, kdyz (Cx)[e(x/m)]=1.

Definice: 1) Rekneme, e formule ¢ je (pfi dané realizaci) ve struktufe 7/
pravdiva, jestlize je pravdiva pfi kazdém ohodnoceni. Tuto skute¢nost znacime 7= ¢.

2) Rekneme, Ze systém formuli A je pravdivy v 7] nebo, e 7%/je modelem A,
jestlize kazda formule systému je pravdiva. Tuto skuteénost znacime 7/|= A.

3) Rekneme, Ze systém formuli je splnitelny, jestlize existuje struktura, ktera je
jeho modelem.

Provéfeni, Ze néjaka formule je ve struktufe pravdiva pro nekoneéné struktury jiz
nemusi byt nijak snadné. VétSinou se pfitom odvolavame na to, jak byla struktura
vybudovana a uvedeny fakt provéfujeme napf. dlilkazem v teorii mnozin.

Obratme se nyni k dedukci v nasi nové, jiz komplikovanéjsi situaci.

Definice: Rekneme, Ze systém formuli B je (tautologicky) odvoditelny ze systému
formuli A (znaCime A|=B), jestlize pro kazdou strukturu 7/ a realizaci funkénich a
relacnich symboll z A,B v 7/plati: kdyz 7)}=A, pak %)= B. Specialné |=A oznaduje, ze
systém formuli A je pravdivy v libovolné struktufe. (Je pravdivy zcela obecné.) Formule,
které jsou pravdivé obecné&, nazyvame tautologie.

Ctenar si snadno uvédomi, Ze opét plati zakladni vlastnosti |=: 1) AOB, pak B|=A.

2) A|=B a B|=C, pak A|=C.
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3) A|=B a A|=C, pak A|=BOC.

Pfitom uvedené zakony jiz maji "strikiné konecny charakter prace se symboly" a
jejich i nékolikanasobné pouZiti Ize snadno evidovat.

Pravdivost uzavienych formuli zavisi pouze na volbé struktury a realizace,
nezavisi jiz na volbé ohodnoceni individualnich proménnych. Proto na né muzeme
pouzivat vSechny obecné zakony dedukce zkoumané ve vyrokovém poctu. Kazda
realizace dava totiz ohodnoceni uzavienych podformuli jakozto vyrokovych proménnych
ve vyrokovém poétu a pouze se mize stat, Ze néktera ohodnoceni pravdou nebo
nepravdou nemohou nastat vzhledem ke strukturalni stavbé podformuli. Specialné pfi
omezeni na uzaviené formule plati véta o dedukci, véta o dikazu sporem, véta o
rozboru pfipad(, jakoz i véty vazici se ke spojce &.

Ukol: Provéite platnost vy$e zmin&nych vét i v predikatovém poétu pfi omezeni
na uzaviené formule.

Déale se budeme zabyvat vyzkumem symbolu |= bez omezeni se na uzaviené
formule.

Velmi ¢asto pouzZivame nasledujici vétu.

Véta (o tautologiich): Je-li ¢ tautologie vyrokového pocltu a za vyrokové
proménné dosadime formule predikatového poctu, ziskame tautologii predikatového
poctu.

Nadale zUstava v platnosti pravidlo odlouceni ¢, ¢ — Y|=u.

Navic ziskavame pravidlo ¢|=(Cx)¢|=¢ vzhledem k tomu, Ze jsme definovali
pravdivost formule ve struktufe jako jeji pravdivost pfi libovolném ohodnoceni
individualnich proménnych. Obecné v8ak jiz neplati |=¢ - (Ox)¢. (Priklad: x=1-
(Ox)(x=1) neni splnéna v pfirozenych Ccislech pfi ohodnoceni x individuem 1.) V
predikatovém poctu je jiz potfeba velmi peclivé rozliSovat - a |=.

Jako pfiklad pouziti dokazeme, Ze |=(0Ox)(Oy)¢ - (Oy)(Ox)d za predpokladu, Ze
(Ox)(Oy)¢ je uzaviena formule. Za tohoto predpokladu mizeme pouzit véty o dedukci a
staCi proto odvodit (Ox)(Oy)o|=(0y)¢|=¢|=(0x)$|=(Cy)(Cx)p. Ponékud komplikovangjsi
formuli, kterou si mGzeme provéfrit je nasledujici distributivni zakon.

|=(Ox)(¢ - W ) - (¢ - (Ox)Y) za pfedpokladu, ze ¢ i (Ox)P jsou uzaviené formule.
Opét mizeme pouzit véty o dedukci a odvozovat nasledovné: (Ox)(¢ - ),¢|=d,¢ - U
|=W |= (Ox)Y. Také obracené plati |=(¢ - (Ox)W) - (Ox)(d — W), za stejného predpokladu.

To, co jsme si dokazali o substituci term( za proménné pfi ohodnoceni formuli,
nam umoziuje ovéfit dalsi uzZiteCnou vlastnost (Ox)¢|=¢(x/t) pokud T je substituovatelny
za x v ¢ a také dualné ¢(x/1)|=(CX)¢ za stejného predpokladu substituovatelnosti. Tato
pravidla vyjadfuji nase chapani toho, ze plati-li néjaka vlastnost pro kazdé x, plati téz
pro libovolny konkrétni objekt a plati-li néjaka vlastnost pro konkrétni objekt, pak existuje
x takové, ze pro néj vlastnost plati.

Specialné nam toto pravidlo umoZhuje pfi dedukcich pfejmenovavat
kvantifikované proménné. Sice (Ox)¢|=(0z)$p(x/z) pokud individudlni proménna z je
substituovatelna (napf., kdyz se v ¢ vibec nevyskytuje). Ctenaf jiz asi pocituje
nepfijemnost omezeni véty o dedukci na uzaviené formule. Nasledujici véta tuto
nepfijemnost odstrarnuje. Nejdfive si tvrzeni véty pfiblizme uvahou, kterou v matematice
bézné provadime. Chceme-li dokazat, ze né&jaké tvrzeni (napf. tvaru implikace) plati pro
kazdé $x$, Provadime b&zné nasledujici obrat. Rekneme: Zvolme toto x pevné, ale
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libovolné. Pokracujeme v dikazu a na konci prohlasime: ProtoZe jsme zvolili x libovolné,
plati tvrzeni pro vSechna x. Analyzujme uvedeny obrat z naseho pohledu logického
kalkulu. To, Ze jsme zvolili x pevné, znamena, Ze jsme se prestali na x divat jako na
proménnou, ale dale se na x divame jako na konstantu. To, Ze x volime libovolné
znamena, ze konstantu x nijak nespecifikujeme né&jakym novym axiomem (napf.
nepozadujeme, aby to byl levy inverzni prvek). To, Ze jsme zustali u oznaceni x
znamena, ze konstanta x je mimo seznam jiz pouzivanych konstant (napf. e, ... ). Po
uvedeném pfiblizeni jiz bude tvrzeni nasledujici véty Etenafi naprosto pochopitelné.

Véta o konstantach: Necht C4, ... ,C, jsou konstanty, které se nevyskytuji v
systému formuli A ani ve formuli ¢. Necht’ A|= ¢ (x/Ci), pak A|= ¢.

Dukaz: Necht 7]= A. Mame dokazat, ze 7)=¢, t.j. Zze pro kazdé ohodnoceni
individualnich proménnych plati ¢[e]=1. Necht e je libovolné ohodnoceni. Necht m; jsou
individua takova, ze mi=xi[e]. Necht _('je struktura, ktera vznikne z 7/ pfidanim novych
konstant, které oznacuji individua m; (dovolime si je znadit stejné). Realizujme konstanty
Ci konstantami m;. Vzhledem k tomu, ze C; se nevyskytuji v A, plati _K=A, a proto podle
pfedpokladu véty _K=¢. Odtud vSak jiz plyne (napf. podle véty o substituci v
ohodnoceni) ¢[e]=1v 7

Technické pouZiti uvedené véty je jasné. Volné vyskyty proménnych, které nam
brani v pouziti véty o dedukci a ostatnich vét znamych z vyrokového poctu si oznacCime
konstantami a na konci odvozovani opét misto konstant napiSeme plvodni volné
vyskyty proménnych.

Jako priklad odvodme |=(0x)(¢(X,y)&W(X,z)) - ((OX)(X,y)& (OX)W(x,z)), kde ¢ i Y
mohou obsahovat i jiné dalSi volné proménné. Nejdfive ozname volné proménné
pomoci konstant (napf. y oznaéme C a z oznaéme D) a pak postupujme nasledovné
(Ox)(6(x,C)& P(x,D))I=¢(x,C)&Y(x,D)|=¢(x,C),W(x,D)|=(0x)9(x,C),(Lx)d(x,D)
|=(Ox)d(x,C)& (Ox)W(x,D). Ctenar at’ si prozkousi, pro¢ nelze obdobné postupovat pro
dikaz (neplatného tvrzeni) (Ox)(d(x)2 W(x)) - ((Ox)d(x)D (Ox)W(x)).

Dale je vhodné se vratit zpét a uvédomit si, ze |=(0x)(0Oy)$ - (Oy)(COx)d zcela
obecné, |=(Ox)(¢ - W)- (¢ - (Ox)P) za jediného omezujiciho predpokladu, ze v ¢ se x
nevyskytuje volné a ¢|=¢(x/t) mizeme reformulovat do |=(0x)d — ¢(x/T) za omezeni, ze
T je substituovatelny v ¢ za x.

Posledni technickou vétu o |=, ktera nas oclekava pfiblizme nasledujici
matematickou Uvahou. Pfi néjakém matematickém dikazu dospéjeme k tvrzeni ((x)b.
Pak prohlasime: Zvolme pevné jedno takové x, jehoz existenci jsme dokazali.
Postupujeme dale v diikazu a dokazeme (x). Z toho uzavieme (LX) (x).

Véta o zavedeni konstant: Necht’ A|=({X4) ... ((Xn)$(X1, ... ,Xn), pFitom necht ¢ jiz
Zadné jiné volné proménné nez Xy, ... , X, heobsahuje. Necht Cq, ... ,C,, jsou konstanty,
které se nevyskytuji ani v A, ani v ¢ . Pokud A,$(C4, ... ,Cp)|=0 a U neobsahuje Cq, ...
Cn, pak A=W .

Ddikaz: Mame dokazat, ze pro kazdou strukturu 7/plati, ze kdyz 7]=A, pak 7}=y.
Tedy pro kazdé ohodnoceni e je Y[e]=1. Necht my, ... ,m, jsou individua takova, Ze
d[e(xi/m;)]=1. Tato individua musi existovat podle pfedpokladu 7]=(k,) ... ((Xn)¢. Pfitom
je mizeme pevné stanovit (nezavisle na ohodnoceni), nebot naposledy uvedena
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formule je uzaviena. Pak struktura _X ktera vznikne z 7//pfidanim konstant mq, ... ,mjy
(opét si dovolujeme licenci stejného oznaceni konstant nové struktury a individui) pfi
realizaci C4, ... ,C, je modelem A,$(C4, ... ,C,), a proto je téZ modelem Y podle
predpokladu. Protoze Y neobsahuje Cq, ... ,Cy, plyne odtud, ze i 7/}=y.

Tuto vétu pouzijeme k provéreni |=(x)(0y)d - (Oy)(Cx)$. Dedukce bude vypadat
nasledovné: Vychazime od ([X)(Oy)$p. Véta o zavedeni konstant dava (Oy)¢(x/C)|=
d(x/C)|=(X)d|=(0y)(X)¢. Pfitom posledni formule neobsahuje C, a proto je odvoditelna
jiz z plivodni formule podle véty o zavedeni konstant. Dikaz zakon&ime pouzitim véty o
dedukci pfi pfipadném oznaceni volnych proménnych konstantami.

DalSi uzite¢né vlastnosti jsou nasledujici distributivni zakony.

¢ - Y[=(0x)¢ - (Dx)P, (X) — (D).

Provéfme druhou implikaci. Mame provérit ¢ — g,(CX)d|=(CX)P. Za vyuZiti véty o
zavedeni konstant muzeme pfidat novy axiom ¢(x/C), dale substituci ¢(x/C)- (x/C),
odtud Y(x/C) a tedy ([X)y. Pfitom posledni formule jiz neobsahuje C, a proto je jiz
odvoditelna z puvodnich dvou predpokladu.

Dal$im pfikladem pouziti véty o zavedeni konstant je dikaz
|=(0)(§ L) - ()G LACX)P).

Mame proveéfit ((X)(¢OP)|=(Ix)d((X)Y. Véta o zavedeni konstant problém
prevadi na ¢(x/C)P(x/C)|=(X)¢(Xx)P. Pritom podle véty o konstantach muizeme
povazovat vSechny vyskytujici se formule za uzavfené a tudiz mizeme pouzit vétu o
rozboru pfipadld. Mame ¢(x/C)|=(IX)d|=(X)d(X)P a podobné Y((x/C)|= (X)Y|=
(X)p (X)W, tedy ¢(x/C)OP(X/C)|=(X)d([X)Y, coz je pozadovany fakt pro pouziti véty o
zavedeni konstant.

Z uvedenych prikladd jiz jasné vyplyva strategie odvozovani formuli s
kvantifikatory. Snazime se rozdélit slozZité formule na jednodusSi podformule. U
logickych spojek pfitom pouzivame vét znamych z vyrokového poCtu a pomahame si
vétou o konstantach. Pro odstranéni obecnych kvantifikatord pouzivame
(Ox)0|=¢|=(Ox)¢ a pro odstranéni existenénich kvantifikatord pouzivame vétu o
zavedeni konstant.

Na rozdil od vyrokového poctu, kdy alespon pro kratké formule s malo
proménnymi mame moznost pouzit tabulky pro rozhodnuti, zda zkoumana formule je
pravdiva, zde jiz takovou moznost nemame a nemame ji dokonce podstatné. Pfi
hlubSim studiu matematické logiky se ukaze, Ze neexistuje rozhodovaci algoritmus,
ktery by zcela mechanicky, pouze na zakladé struktury formule, rozhodl, zda je
pravdiva, nebo ne.

Vratime-li se k dualité znamé z vyrokového poctu, uvedme zde, ze symboly ([x)
a ([X) jsou dualni. To nam umoznuje pouzit vétu o dualité pfi dokazovani sporem i v
logice s kvantifikatory.

Nakonec jesté uvedme, Ze podobné jako ve vyrokovém pocétu mizeme ke kazdé
formuli najit ekvivalent ve standardnim tvaru (véta o disjunktivné konjunktivni normalni
formé), mizeme i v pfipadé predikatového poctu vzdy najit ekvivalent jistého typického
tvaru. Opét to vSak neznamena, Ze by tento ekvivalent byl srozumitelnéjsi, maze vSak
byt uziteény pfi strojovém zpracovani, nebo z rlznych teoretickych divodu. Nejdfive
podame definici.
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Definice: O formuli fikdme, Ze je v prenexnim tvaru, jestlize jsou na zacCatku
uvedeny kvantifikatory vazici rGzné proménné a ty jsou nasledovany otevienou formuli.
Prvni ¢asti se fika prefix a druhé ¢asti matrice prislusné formule.

Véta: Ke kazdé formuli ¢ Ize nalézt formuli Y v prenexnim tvaru tak, ze |=¢=u.

Dukaz se provede indukci podle slozitosti formule za pouziti tvrzeni:

1=(¢ - (EX)W)=(0x)(d - W), |=(9 - (B)P)=(DX)(d - W), [=((Ox)W - ¢)=(x) (W - b),
|=((O)Y - §)=(Ox)(W - b), |== (EX)P=(Cx)- 1, |== (B)W=(0x)- 1,
I=((Ox) W& d)=(Ox)(P& $), |=(() P& )=(CX) (W& $), [=((Ox)wld)=(Cx) (W),
|=((O)WEH)=(Dx) (WD), [=¢=(Ux)d, d=(CX)d,

vSe za predpokladu, Ze x se nevyskytuje v ¢ volné. Dale jesté pouzijeme |=(¢p=) =
(60— W& (Y- b))

Uvedenda tvrzeni jiz pfenechavame Cctenafi, ktery ma pro jejich provéreni jiz
dostatecné vybudovany aparat. Pfi pfevadéni na prenexni tvar je téz nékdy potreba
pfejmenovat vazané proménné.

K predikatovému poctu se bézné pfistupuje axiomaticky. Pfitom je axiomaticky
odvoditelné v ramci axiomatického systému je "finitné provéfitelny", coz se o pravdivosti
formule neda tvrdit ani v ramci jedné nekonecné struktury.

Axiomatickym zpracovanim vyrokové a predikatové logiky se v nasem uvodnim
textu nezabyvame. Zajemce odkazujeme na pokrocilejSi pfednasky a literaturu.

Uvedme nakonec jesté soupis uziteCnych formuli:

Komutativita kvantifikatort stejného druhu.

[=(Ox)(Dy)d(xy) - (Cy)OX)o(xy), [=(X)NDy)o(X.y) - (LY )DX)(X,y).

Poznamenejme, Ze asociativita kvantifikatori nema smysl, nebot "zavorkovani"
je presné uréeno stavbou formule.

Distributivni zakony.
|=(EX)((x) - W(x)) - ((Ex)d (x) - (Ex)P(x)), [=(OX)( (X) - W(X)) - (X)(x) - (x)P(x)).

Poznamenejme, Ze pokud néktera z formuli ¢,) neobsahuje x volné, je mozné
prislusny kvantifikator vypustit a v nékterych pfipadech plati i obracena implikace (viz
prenexni operace). Dale poznamenejme, Ze formule plati i v pfipadé, Ze na obou
stranach implikaci pouzijeme spojku ekvivalence (=).

Pozor formule ((X)(¢(x) - W(x)) - (((X)d(x) - ((X)WY(x)) neplati.

Dalsi distributivni zakony.
|=(Ox)( ()& W(x))=((Cx)d ()& (Ox)w(x)), [=(Dx)(d(x) D (x))=((Cx)d (x)AX)P(x)).-

Pro dualni spojky plati jen jedna implikace. Sice
I=(O)(9 ()& W(x)) - (D) ()& (X)P(x)) a [=((Ex)d (X)X EX)P(x)) - (Ox)((X) D(x)).

Obracené implikace obecné neplati. Dale plati [=(0x)¢(x)- (X)d(x) a
|=(X)(Oy)d(x,y) - (Oy)(X)d(x,y), ale obecné né obracené. Napf. v nasledujicim pripadé
vSak plati dokonce ekvivalence.

= (E)(Oy)e(x) - w(y)=(Oy)Dx)(9(x) - Y(y)) (Ekvivalenci  zjistite pouzitim
prenexnich operaci.) Prenexni operace byly v jednom celku uvedeny dfive a proto je
zde neuvadime.

Dale upozorhujeme na ¢(x)|=(Cx)p(x), ale neplati |[=¢(x)- (Ox)d(x). Specialné

plati ¢(x) - W(x)|=(0x)$(x) ~ (Ox)W(x), ale neplati [=(¢(x) - W(x)) - (Ox)$(x) - (CX)P(x)).
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Pro vyhledani protipfikladd ve vSech shora uvedenych prfikladech postacuje
dvouprvkovy model, nebo suda a licha Cisla.

Dulezitym ukolem, se kterym se pfi praci s kvantifikatory setkavame, je nutnost
"pfejmenovat" proménné ve vazanych vyskytech. Pfi tom si musime pocinat opatrné,
abychom nezménili smysl formule. Urc€ité neudélame chybu, kdyZz zvolime pro
pfejmenovani proménné, které se ve formuli nevyskytuji. Formule, které se liS§i pouze
pfejmenovanim vazanych proménnych se nazyvaji varianty. To, Zze jsou dvé formule
varianty pozname napf. tak, Zze najdeme proménné, které se nevyskytuji ani v jedné z
nich, a po vhodném prejmenovani vazanych vyskytl ziskame tutéz formuli, ve které
bude navic kazda proménna kvantifikovana nejvyse jednou a zadna proménna nebude
mit sou€asné volny i vazany vyskyt.

Pro uplnost dodejme pfesnou definici toho, Zze dvé formule jsou varianty.

Definice: Formule (Ox)d(x) a (Oy)d(x/y) (((X)d(x) a (Cy)(x/y)) jsou bezprostiedni
varianty, jestlize se y nevyskytuje v ¢ volné a je v ¢ za x substituovatelné. Dvé formule
jsou varianty jestlize jedna vznikne z druhé konecnou posloupnosti zameén, ve kterych
zaménujeme vzdy nékterou podformuli bezprostfedni variantou.

Neuvadime jiz dalSi formule k procvi¢eni, nebot se domnivame, ze postacuje,
kdyz si ¢tenar proveéri platnost vySe uvedenych formuli.

Axiomaticky zptlisob prace.

Doposud jsme nas$ deduktivni logicky kalkulus zdUvodrovali zpracovanym
pojmem pravdivosti formuli. Zvlasté v pfipadé vySetfovani nekonecnych struktur jsou
zaklady naSich dedukci pomérné snadno napadnutelné. Proto se c&asto pouziva
axiomaticky pfistup, kdy se stanovi zakladni tvrzeni (zvané axiomy) a dedukéni pravidla,
tedy zpuUsob, jak odvozovat z tvrzeni dal$i tvrzeni. Za dokazané (a tudiz pravdivé) se
povazuji ta tvrzeni, kterda lze odvodit z axiomlU postupnym pouzivanim dedukénich
pravidel. Uvahy, uZivajici popis pravdivosti, ve kterych umime argumentovat pouze
slovy "tak situaci rozumime", jsou presunuty na samy pocatek, kdy axiomaticky systém
stanovujeme. Z naseho drivéjSiho pohledu je axiomaticky zpUsob ziskavani pravdivych
tvrzeni korektni, pokud provéfime, Ze axiomy jsou pravdiva tvrzeni, a ze dedukcni
pravidla prenaseji pravdivost. Pozadavek provéreni pravdivosti tvrzeni dikazem je v
matematice jiz dlouho a snad stoji u zrodu matematiky. Poprvé byl uplatnén v
povazovat za matematiku, nebo ne.

V uvedenych dvou pfikladech axiomatizace (logického kalkulu a geometrie) je
shaha axiomaticky co nejpresnéji vyjadrit zkoumanou situaci, t.j. snazit se, aby ve vSech
moznych svétech vyhovujicich axiomatice platilo totéz. Axiomatiku s touto snahou
nazyvame klasickou.

Kromé toho si matematici povsimli i druhého rysu axiomatickych systému. Sice,
Ze v rlznych svétech vyhovujicich tymz axiomim plati souéasné vSechna tvrzeni z
axiomu odvoditelna. Vyhledavani axiomatik, kterym by vyhovovaly mnohé zajimavé
struktury je ve znacné mife predmétem algebry a tento pfistup k axiomatice se nazyva
moderni. Jako pfiklad uvedme teorii grup, kdy cela Cisla s operaci scitani, stejné jako
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Ctvercové regularni matice s operaci nasobeni tvofi grupu, rozhodné vSak nelze
oCekavat, ze by v téchto dvou matematickych svétech platilo totéz.

Uvedme jako pfiklad systémy axiomuU pro vyrokovy pocet, predikatovy pocet a
teorii grup.

Jeden systém axioml pro vyrokovy pocet je nasledovny: VSechny formule
nasledujicich tvarl jsou axiomy.

No-W-9)

2)(¢ - (W-X)) - (¢ - W)~ (¢ X))

3)(~W-=0)- (0 -W)

Deduké&nim pravidlem je pravidlo odlou€eni (z ¢ a ¢ — Y odvod ).

To, Ze formule systému B jsou odvoditelné z formuli systému A pouze za pomoci
pravidla odlouc¢eni a logickych axiom( je oznaovano znakem A|-B. VSechny zakladni
technické véty (véta o dedukci, spor, rozbor pfipadu, ...) je mozno provéfit i v tomto
pojeti. Pfitom jsou ostatni logické spojky chapany jako zkratky za vhodné formule
vytvofené z - a - (napf. ¢ je zkratka za ~ ¢ - ).

Jeden systém axiomu pro predikatovy pocet je nasleduijici.

No-W-90), (0= W-X)- (W)= (®-X)), (=)~ (W)

2) (Ox)(¢ - P) - (¢ - (Ox)) pokud ¢ neobsahuje x volné, (Ox)$ - d(x/T) pokud T je
substituovatelny.

Pravidla dedukce jsou ¢, ¢ - |-y, ¢|-(Cx)d.

Ostatni spojky &, [, = a kvantifikator ([X) jsou chapany jako vhodné zkratky.

Jako treti predloZme jeden z axiomatickych popistu teorie grup. Formule teorie
grup jsou vytvorfeny obecnymi pravidly tvorby formuli predikatového poctu z jednoho
binarniho funk&niho symbolu ¢ (nasobeni v grupé) a jednoho binarniho relaéniho
symbolu = (rovnost v grupé).

Axiomy jsou jednak vSechny axiomy predikatového poctu vztazené k formulim
teorie grup.

Dale obecné axiomy rovnosti vztazené k symbolum teorie grup, t.j.

1) x=x (axiom identity)

2) (x1=x2&Y1=Yy2) — (X1=Y1 - X2=Y2) (substitutivita pro rovnost)

3) (X1=x2&Y1=Yy2) —» (X1°y1=Xz2*Yy2) (substitutivita pro nasobeni).

Nakonec vlastni axiomy charakterizujici teorii grup, t.].

1) (X1°X2)* X3 = X1* (X2 X3) (asociativita)

2) (X)(Oy)(xey =y) (levy neutralni prvek)

3) (Ox)(Ly)(Dz)((yex)*z = z) (levy inverzni prvek).

Dedukeni pravidla jsou obecna dedukéni pravidla predikatového poctu vztazena
k formulim teorie grup.

Jsou vSak i jiné axiomatické popisy uvedenych ftfi situaci a dokazat jejich
ekvivalenci nemusi byt vzdy snadné. Byl to m.j. i tento dlivod, pro¢ jsme volili pfistup
zalozeny na popisu pravdivosti, ktery je jediny.

PFi axiomatickém zpUsobu prace vznikaji tfi zakladni otazky:

1) Otazka bezespornosti axiomatického systému, tj. zda nelze v systému
dokazat sporné tvrzeni a tudiz zcela libovolné tvrzeni.
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2) Otazka nezavislosti axiomd, t.j. zda néktery z axiomud neni dokazatelny z jinych
a zda tedy neni nadbyte¢né jej uvadét (tato otazka je zvlasté dullezita pro moderni
axiomatické systémy).

3) Otazka uplnosti systému axiomd, t.j. otazka, zda kazdé smyslupiné tvrzeni je
axiomatikou rozhodnuto, t.j. zda je dokazatelné toto tvrzeni, nebo jeho negace.

Zatimco druhou otazku se podafilo u mnoha zajimavych teorii vyresit, je feSeni
prvni a treti otdzky znacné obtizné a K. Godel dokonce dokazal, Zze kazda "rozumna"
teorie popisujici pfirozena Cisla ma nerozhodnutelnou vétu a konecnymi prostfedky
nelze dokazat jeji bezespornost.

Ve vSech tfech nami uvedenych teoriich jsou odpovédi pomérné snadné.
VSechny tfi teorie jsou absolutné bezesporné, neuplné a pro kazdou z nich plati, Ze jeji
systém axiomu je nezavisly.



