Jaké vlastnosti maji znalosti

(v sémantice moZnych svéti)
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Jeden ze zpiisobii jak charakterizovat nasi interpretaci
znalosti je popsat formule, které jsou vZdy pravdivé.

Je-li dana struktura
M=(,nK,,....K,)

(1) tikame, ze formule A je pravdiva (validni) v M a
piSeme M |=4 ,jestlize (M, s)|=A vkazdém stavu s.
(i) fikame, ze formule A je splnitelna v M , jestlize

(M, 5) |= A v né&jakém stavu s .

(i11) tikame, zZe formule A je validni a piSeme |= 4,
je-li pravdiva (validni) ve vSech strukturach.

(iv) fikdme, ze formule A je splnitelna, je-li splnitelna

v n¢jaké struktufe.
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Plati

formule A je validni (validni v M) praveé kdyz formule
—A4 neni splnitelna (neni splnitelna v M).

Ptipomefime, Ze stile pfedpokladame, Ze relace K, jsou
ekvivalence.

Prvni viastnost, kterou pozaduje nase pojeti znalosti,
je Ze agent zna vSechny logickeé diisledky svych
znalosti.
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Zna-li agent formuli A a také vi, ze 4 implikuje B,
potom obé¢ formule 4 a 4 — B jsou pravdivé ve vSech
svétech, které agent povazuje za mozné,

tedy také B musi byt pravdivé ve vSech svétech, které
agent povazuje za mozn¢, takze musi znati B .

Odtud dostavame
|=(K,AANK,(A—> B))>K.B

Tomuto axiomu se fika axiom distribuce nebo také
Kripkav axiom, protoze dovoluje distribuovat operator
K,  pies implikaci.
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Druha vlastnost naseho pojeti znalosti zarucuje, ze mame
dostatecné silné agenty a prameni z toho, Ze agent zna
v§echny validni formule v dané strukture.

Je-li A pravdiva ve vSech stavech (tj. moznych svétech)
struktury M , pak je pravdiva ve vSech svétech, které
agent v daném svété povazuje za mozne.

Tak ziskame Pravidlo generalizace znalosti.

Pro vsechny struktury M
je=li MI|=A potom M|=K,A
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Odavodnéni.

|: KiA

Necht M je libovolna Kripkeho struktura a M |= 4. To znamené,
ze v kazdém mozném svété s struktury M plati (M,s)= A.
Zvolime-1li pevné (ale libovolné) néjaky stav s, pak pro vSechny stavy
t,(s,t)e K, plati (M,t)|= A, odkud dostavame (M,s)|= K, A.
Protoze s byllibovolny stav ve struktufe M, také plati
M=K, A
a protoze M bylalibovolna Kripkeho struktura, dostavame
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Tento axiom je néco jiného nez implikace

A=K, A

kterd tvrdi ,,je-li 4 pravdiva, potom agent i to vi‘.
Agent nemusi védét vSechny véci, které jsou pravdivé.

{Napriklad pti hfe zablacenych déti miize mit jedno
z nich zablacené Celo, ale nemusi to védét. }

Agenti znaji vSechny validni formule, miZeme fici
formule, které jsou nutne pravdivé.

Na rozdil od formuli, kter¢ jsou (fizenim osudu)
pravdivé v né¢jakém mozném svéEte.
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Ackoliv agent nemusi znat vSechna fakta, ktera jsou
pravdiva, kdyz vi n€¢jaky fakt, pak je pravdivy:
|=K,A—> A

Tato vlastnost se obvykle nazyva Axiom znalosti nebo
Axiom pravdy.

Odtivodnéni axiomu: svét, ve kterém se agent nachazi
je vzdy takovy, ktery poklada za mozny. Plati-li

K. A
v né¢jakém svéte
(M, s),
pak A plati ve vSech svétech, které i povazuje za
mozné, tedy iv (M, s).
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{Filosofov¢ tento axiom povazuji za hlavni odliseni Véta.
znalosti a presvédceni. Mohu mit nepravdivé presvédceni, 9 . .
presvece! , P P Pro vSechny struktury M pro n agentid s relacemi K.,
ale nemohu védét néco, co neni pravda.} . . . . . ! .
které jsou ekvivalencemi, a pro libovolné formule A4, B plati

Posledni dvé& vlastnosti se tykaji pfirozeného pozadavku, (i) M|=(K.ANK.(A— B))—> KB

aby agenti véd¢li o svych znalostech (pomoci introspekce).
. i) je—li Ml=A4 t M=K A
Agenti védi, co védi a védi, co nevédi. (i) je—li | potom =K

(iii) M=K, A—> A

=K,A— K,K.A
[F =K A —> K=K, (iv) M =K,A—> K,K,A
Prvni z téchto vlastnosti se jmenuje Axiom pozitivni (v) M|=—K A—> K—K.A

introspekce, druhd Axiom negativni introspekce.
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(i) Pravidlo generalizace znalosti

Dikaz. Je-li otom (M ,t)|= A pro vSechny stavy ¢t v M.

Specialn¢€ pro pevné zvoleny stav s v M a pro vSechna ¢,

(1) Distribu¢ni axiom. Je-1i{M ,s)|=K.AAK.(A— B (s,)€ K, plati (M.0)}= 4. Tedy pro viechny stavy s
potom pro viechny stavy f, (s,0)) € K, v M dostavame (M,s)|= K;A To znamena

(ii1) Axiom znalosti
Z definice |= potom (M,t)|=B pro vSechna takova ¢ Je-li (m.. otom pro viechna #,(s,7) € K. plati
proto (M ,t)|= A. Protoze K, je reflexivni, je (s,s)€ K,

odkud

M,0)=4 a (M,)l=A—>B
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(iv) Axiom pozitivni introspekce

Predpokladejme, ze

Uvazujme n&jaké ¢, takové, ze (s,7) € K;, a n&jaké
u,takove, ze (t,u)e€ K,. Protoze K, je tranzitivni,
plati (s,u) € K,.Protoze (M,s)|= K,A dostavame
(M ,u)|= A tedy také (M ,t)|= K,A. Proto
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(v) Axiom negativni introspekce

Predpokladejme

potom pro n&jaké u ,(s,u) € K,;, musi platit (M ,u)|=—A4.
Necht' ¢ je takové, ze (s,t) € K,. Protoze K, je
symetricka, také (¢,s) € K, a protoze je také tranzitivni,
musi platit (z,u) € K,. Odtud dostadvame (M ,t)|=—K,A.
To plati pro vSechna ¢ (s,7)€ K, takZe dostavame

Znalosti v Multi-agentnich systémech 14
II

V Kripkeho strukturach jsme ovéftili, ze validni jsou

* Distribu¢ni axiom

* Pravidlo generalizace znalosti

* Axiom znalosti (Axiom pravdy)
* Axiom pozitivni introspekce

* Axiom negativni introspekce

Prvni axiom a pravidlo jsme ovéfili bez jakychkoli
predpokladii o relacich K, validnost Axiomu znalosti
plyne z reflexivity, validnost Axiomu pozitivni
introspekce plyne z tranzitivity a validnost Axiomu
negativni introspekce plyne ze symetrie a tranzitivity
relaci K.
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G je podmnoZzinou {1,2,...,n}, E_4 jepravdive,
pravé kdyz kazdy agentz G vi A. Tedy

=EA < [)K.A
ieG
Intuitivné, v§eobecnd znalost je to ,,co vi kazdy*, proto
nepiekvapi, ze vSeobecnd znalost ma vSechny
vlastnosti znalosti podobné Distribu¢nimu axiomu,
Axiomu znalosti, Axiomim pozitivni a negativni
introspekce. (Cviceni)

Pro vSeobecnou znalost mezi skupinami agenti plati

Je—=li GcG potom Cz,A—>C, A
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Cvicéeni.

(i) (C,AAC,(A— B))—> C,B
(i) C,A—> A

(i) C,A—>C,C A

(lV) —|CGA —> CG_I CGA

Pfedpoklady o relacich g jsou stejne, jako pii
odvozeni odpovidajicich axiom1.
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Axiom o pevném bodu.
Necht' p je vyrok ,,alespoii jeden z vds ma zablacené celo*.

Pfipomenme, ze ve hie zablacenych déti, se z p stala
vSeobecna znalost v okamziku, kdy otec fekl p a vSechny
déti védeély dve veci: ze plati p a Ze jsou v takové situaci.

Axiom.

=C A0 E(ANC,A)

{ CzA4 je pevnym bodem funkce f(x)=E;(AAx) }
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Nasledujici odvozovaci pravidlo dava zpusob, jak ukazat, ze
v né&jakeé struktuie plati spolecna znalost.

Induk¢éni pravidlo

Pro vSechny struktury M plati
je-i M=A—> E.(BAA), potom M|=A4A—>C;A

Idea. Pfedpoklad indukéniho pravidla ddva moznost
indukci podle % dokazat, ze formule

A—> E*(BAA) jevalidniprokazdé k.

V nasledujici v&té€ ukdZzeme,ze Indukcni pravidlo platiipro
operatory

E; a Cg.
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Nasledujici tvrzeni dava sémantické odivodnéni
charakteristiky operatoru E;, Axiomu o pevném bodu a
Induk¢niho pravidla.

Véta - shrnuti

Pro vSechny struktury M, vSechny neprazdné podmnoziny

G mnoziny {1,2,...,n} alibovolné formule 4, B plati
(i) ME,4 & (KA
ieG

(i) M=C,A>E,(ANC;A)
(@ii) je=li M|=A—>E,(BAA), potom M |=A—>CB
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Diikaz. (neptedpoklada, ze relace K jsou ekvivalence)
(i) piimo plyne ze sémantiky £ .
Pfipomenime
(M,s)|=CzA prave kdyz (M,t)|=A

pro vSechny stavy ¢, které jsou G-dosazitelné z s.
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(if) > Predpokladejme
M,0)=4

pro vSechny stavy ¢, G-dosazitelnéz s .

potom

Rozdé€lme cestu na dvé Casti, necht’ u je G-dosazitelné
z s v jednom kroku a ¢ je G-dosaZitelné z u .

Potom ()1 uyed o (M= 4

takze (M,u)|=AAC A

pro vSechny stavy u, G-dosazitelné z s v jednom
kroku.

Odtud podle (i).
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(ii) «— Piedpokladejme

M

Necht' ¢ je G-dosazitelnéz s a s je prvni uzel na
G-cestéz s do ¢t.Z (1) plyne

(M,s' )= AnC, A (2)

Uvazujeme dva piipady s” je ¢ nebo ¢ je G-dosazi-

telné z s".

V prvnim ptipadé je A4 pravdivév ¢, protoze ¢ je s’

av s" A plati. Ve druhém ptipadé je 4 pravdivév ¢,

protoze t je G-dosazitelnéz s” az (2) plyne
(M,s)|= C,A.

Protoze A je pravdivé v kazdém stavu ¢, G-dosazi-

telném z s, dostavame
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(ii1) pfedpokladejme

< MEA—>E;BAA) a M,s5)=4 > ()

indukci podle k& ukézeme, Ze pro vSechny stavy ¢, dosazi-
telné z s v k krocich plati

(M,t)|=BA 4

Predpokladejme, ze ¢ je G-dosazitelné z s v jednom
kroku. Z (3) potom odvodime

M,s)|=E;(BAA) odkud (M,t)=BAA
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Je-li
k=k +1

necht' ¢ je dosazitelny z s v k" krocicha ¢ v
jednom kroku z ¢'.

Z induk¢ni hypotézy mame
(M,t')|=BAA

a stejnym argumentem jako pro k=1 dostaneme

(M,t)=BAA
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Dokézali jsme

(M,t)=B

pro kazdy stav ¢, G-dosazitelny z s. To znamena

(M,s)|=CsB
Ze sémantiky nakonec odvodime

Tim je diikaz dokoncen.
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Distributivni znalosti

charakterizuji znalosti, které odpovidaji tomu, kdyz
,»vsichni agenti daji hlavy dohromady*. Proto spliuji
stejné vlastnosti jako znalosti. Navic upozornime na
dvé drobnosti.

I=D,A<> K. A
pro jednoclennou skupinu se distribuované znalosti
shoduji s tim, co agent vi.
Naopak, ¢im je skupina vétsi, tim veEtsi jsou jeji
distribuované znalosti.
Je—li Gc G potom |=D,A— D, A
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Pristup zaloZeny na udalostech

V dosavadnim podani jsou znalosti vyjadieny syntaktic-
ky, pomoci modélnich operatorti na formulich. Mluvime o
logickém pfistupu.

V matematické ekonomii a teorii her je rozsifen jiny pfi-
stup, ktery terminologicky pfipomina teorii pravdépodob-
nosti, (ale jinak s ni nema nic spole¢ného) ktery nazveme
piistup zalozeny na udalostech.

Misto Kripkeho struktur pouziva tzv. Aumannovy struk-
tury, které pracuji s uddlostmi, coz jsou mnoziny moz-
nych svéta.
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Motivace.

Mame mnozinu stavll S a udalost e je néjaka jeji
podmnozina.

Napriklad udalost ,,v Humpolci prsi“ odpovida mnoziné
vSech stavil, kdy v Humpolci prsi.

Rikame, Ze uddlost e plati ve stavu s , jestlize s ee.
To znamena, ze je-li e, udalost, kdy v Humpolci prsi,
potom e, plati ve stavu s, pravé kdyz s je jeden ze

stavil, kdy v Humpolci prsi.

Konjunkce (soub¢h) udélosti je dan jejich prinikem.
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Srovnani

* Aumannovy i Kripkeho struktury maji mnozinu stava S'.

* Aumannovy struktury nemaji
— mnozinu prvotnich formuli ®
— ohodnoceni 7 prvotnich formuli
— relace K
— mnozinu formuli a jejich sémantiku
* Aumannovy struktury maji
— pro kazdého agenta i rozklad R, mmnoZiny §
— prvky rozkladu se nazyvaji informacni mnoziny nebo kratce buriky
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Rozklad R mnoziny S je mnozina

R=1{S,.S,,....8,}

takova, ze

e mnoziny S, jsou po dvou disjunktni,

tedy ;NS =0 pro I<i<j<n.

e sjednoceni mnozin S, je mnozina S

UJs,=s
i=]
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Aumannova struktura (pro n agentll) je (n+1)-tice

A=(S,R,,....,R)
kde !

* S je mnozina stavil svéta

* R, je rozklad pro agenta i, /<i<n

budeme znacit R.(s) buriku rozkladu R, ve kter¢ je
prvkem stav s .

Protoze kazd¢ i je R, rozklad §, pro libovolna

s, t € S plati

B(2)=¢(1) wepo Y()UER)=0
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R(0)

Rozklad R mnoziny stavii S na informaéni mnoZiny agenta i .
1

Intuitivnég, jsou-li dva stavy s, ¢ ve stejné informacni
mnozin¢ agenta i, pak agent i ve stavu s povazuje
stav ¢ za mozny.

Jak jsme jiz fekli, Aumannova struktura nema mnozinu
prvotnich formuli @ ani ohodnocovaci funkei =, kterd
v kazdém stavu ohodnocuje prvotni formule.
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V Aumannovych strukturdch se znalosti definuji pomoci
udalosti.

Je-li dana Aumannova struktura
A=(S,R,,...,R)

definujeme znalostni operatory K, pro agenty
i=1,2,..,n pomociudalosti takto

K,(@)={seS|R(s)ce}

Je to zobrazeni, které podmnozindm mnoziny stavit S
pfifazuje podmnoziny S.

K.(e) se nazyva uddlost, kdy agent i vi e.
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Z definice bezprostfedné plyne, ze K, (e) je
sjednoceni vSech informa¢nich mnozin agenta i,
které jsou podmnozinou udélosti e .

Intuitivné, agent i vi e ve stavu s, jestlize e plati
ve vSech stavech, které agent povazuje za mozné ve
stavu s, tedy ve vSech stavech R, (s).

Ptipomenme, Zze udalost e plati ve stavu ¢, jestlize
tee.
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Pfipomenime, Ze pravé definované zobrazeni K, je
modalni operator na mnozin¢ udélosti, ktery je tfeba
odliSit od binarnich relaci K, z Kripkeho struktur.

V definici jsme modalni operator odlisili stojatym
typem pisma. Nebude-li nebezpec¢i zdmény,
budeme operator i relace znacit kursivou.

Udalost, kdy kazdy ve skupine G vi e, zachycuje
operator E ktery také mnozinam stavi piitazuje
mnoziny stavi.

Ez(e)=[K.(e)

ieG
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Tento operator Ize iterovat

Eg(e)=Es(e) a Eg"'(e)=Es(Eg(e) “4)

pro k > 0.

Potom mtizeme definovat vseobecnou znalost Cg(e)
uddlosti e ve skupiné G

Cole)=(EL()

je to mnozina vSech stavii, ve kterych plati
vSechny iterace (4).
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Distribuovanou znalost udalosti e mezi agenty ve skupiné
G ozna¢ime Dg(e) a definujeme

Dy(e)={seS|((\R(s)cel

ieG

Intuitivng, udalost e plati ve vSech stavech, které
zlstanou mozné, kombinujeme-li znalosti dostupné
jednotlivym agentiim ve skuping.
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Rikame, Ze rozklad R mnoziny S je jemnéjsi nez
rozklad R (a R’ je hrubsi nez R ), jestlize
R(s)c R'(s) platiprokazdé seS.

Prusek rozkladii R a R ozna¢ime R(\R’.Jeto
nejjemnéjsi rozklad hrubSinez R a R’.

Spojeni rozkladii R a R’ je nejhrubsi rozklad
jemnéjSinez R a R’. Oznatime ho RUR'.

{Je-li rozklad R jemnéj$inez R’ pak informacni
mnoziny ur¢ené rozkladem R davaji nejméné tolik
informaci jako informa¢ni mnoziny R’. }
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Véta.

Necht A=(S,R e R) je Aumannova struktura,
Gcil, 2,...,n jeskupinaagentia ec S.

Potom

() seCyle) & (N R))ce

(i) seDye) & (U RI)ce

Dikaz - cviceni
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Ptedchozi véta ukazuje, ze

* priisek rozkladt agentl ve skupiné charakterizuje jejich
spole¢nou znalost

* spojeni rozkladl agentl ve skupiné charakterizuje jejich
distribuovanou znalost.
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Mezi logickym piistupem (pomoci Kripkeho struktur) a
pfistupem zaloZenym na udélostech (pomoci Aumanovych
struktur) existuje uzka souvislost.

Je-li dana mnozina §, existuje vzajemné jednoznacny vztah
mezi rozklady mnoziny S a relacemi ekvivalence na
mnoziné S.

e Je-li R rozklad mnoziny S, odpovidajici relace
ekvivalence K je definovéana vztahem

(s,s')e K prave kdyz R(s)=R(s")
* Naopak je-li K relace ekvivalence, odpovidajici rozklad R

je definovan tak, ze kazdou tfidu ekvivalence vzhledem ke K
vezmeme jako buiiku rozkladu R .
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Mame-li Kripkeho strukturu
M=(,nK,,....K,)

kde K, jsou relace ekvivalence, definujeme odpovidajici
Aumannovu strukturu

A=(S,R,,....R))
tak, Ze kazdy rozklad R; odpovida relaci ekvivalence K; .
Chceme ukézat, Ze M 1 A maji stejnou ,,sémantiku‘.

Sémantika M je definovana pomoci formuli, je-li B
formule, mnoZzinu

BY ={s|(M,s)|=B}

nazveme intenzi formule B .
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Sémantika odpovidajici Aumannovy struktury 4 je
definovana pomoci udélosti. Ukazeme, ze pro kazdou
formuli B lze definovat odpovidajici udalost evM(B).
Postupujeme indukci podle slozitosti formule B .

ev,, (p) = p" pro kazdou vyrokovou konstantu p
ev,(=B)=S—-ev, (B)

ev,(BAC)=ev, (B)nev,(C)

evy (K;B) =K, (ev, (B))

evy (CgB) =Cg(evy, (B))

evy (DgB)=Dg(ev), (B))

Intuitivné je ev,,(B) udalost, ve které¢ B plati.
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Nasledujici tvrzeni ukazuje, Ze tato intuice je spravna, ze

) X . o Ukazali jsme, ze ke kazdé Kripkeho struktuie M s
formule B plati ve stavu s v Kripkeho struktufe M prave relacemi ekvivalence existuje Aumannova struktura A"
kdyz ev,,(B) plati ve stavu s v odpovidajici Aumannove

struktuie A.

se stejnou mnozinou stavl a stejnou sémantikou.

Vit Naopak, ke kazdé Aumannove strukture A  Ize
éta

sestrojit Kripkeho strukturu M *™ se stejnou mnoZinou
Necht’” M je Kripkeho struktura, kde kazda relace K, je stavil a stejnou sémantikou.
ekvivalence a necht’ A4 je odpovidajici Aumannova struktura.

Potom pro kazdou formuli B plati ev,(B) = BM. Zde m je ohodnoceni mnoziny prvotnich formuli,

ktera se ziska z jisté mnoziny udalosti. © ohodnocuje
tyto prvotni formule ve vSech stavech.
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